PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Planteamiento y resolucién de los problemas de optimizacion

Se quiere construir una caja, sin tapa, partiendo de una lamina rectangular de 32 cm de
larga por 24 de ancha. Para ello se recortara un cuadradito en cada esquina y se doblara.
¢, Cual debe ser el lado del cuadradito cortado para que el volumen de la caja resultante sea
maximo?

A partir del enunciado puede seguirse el proceso que se detalla a continuacion:
1. Determinar el objetivo del problema: lo que hay que hacer maxima o minima.
En el ejemplo anterior el objetivo es que el volumen de la caja sea maximo.

2. Expresar en forma de funcidn tal objetivo.
La caja es un prisma rectangular: volumen = area de la base por la altura.
Para mejor comprensién conviene hacer un dibujo.
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Si se corta un cuadradito de lado X, el volumen de la caja obtenida seré:
V =(32-2x)(24 - 2x)x = V =4x> -112x> + 768x

3. Los puntos maximos 0 minimos se encuentran, si existen, entre las soluciones de V'=0.

281++/208

V'=12x? —224x+768=0 —» Xx= — (se ha simplificado)
Se obtienen x ~ 4,53 y x = 14,14.

4. Para ver cudl de ellos es el maximo se hace V"= 24x — 224 y se evalda en esas soluciones.
Como V7(4,53) <0 y V7" (14,14) > 0, el maximo se da para x = 4,53. Esta es la solucion

buscada.

Nota: El valor x = 14,14 no es posible, pues 24 cm no da para cortar dos trozos de tamafio
14,14 cada uno.



1. Se dispone de una tela metalica de 100 metros de longitud para vallar kS
una region como la de la figura. (Cudles son los valores de x e y que X
hacen que el area encerrada sea maxima? X 7

Solucion:
Se trata de un problema de optimizacion.

Objetivo: que el &rea de la figura sea méaxima.

La figura esta formada por un tridngulo equilatero de lado x y por un rectangulo de lados x e
y.
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Avrea del triangulo: Ar = x?. Véase la figura.
2
- La altura del tridngulo es: h=|x2 | 2| = Ex
h 2 2
=2
Area del rectangulo: Ag = xy
Areatotal: A= £x2 + Xy

Condicién: perimetro de la figura=100m — 100=3x+2y = y= 50—%x

Sustituyendo en la expresion anterior, se tiene:

V3, 3.,

A(x):—x +50x — 2x

Esta funcion alcanza el maximo en las soluciones de A”(x) = 0 que hacen negativa a A"’ (x).

A()_\/_ 6 50_0 — 4 100 _100(6++3)
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Como A”(x) = 5 < 0, para ese valor hallado se tendré el maximo buscado.

50(6 + /3)

El valor de y sera: y =50 —
y y 11




2. Se dispone de una tela metélica de 100 metros de longitud para
vallar una region rectangular. ;Cuéles son los valores de x ey,
dimensiones del rectangulo, que hacen que el area del romboide,
formado por la union de los puntos medios de los lados, sea
maxima? (2,5 puntos)

s

Solucién:
Objetivo: que el area del romboide sea maxima. Su area es la mitad que la del rectangulo. Por
tanto:

Area del romboide: Ag = X_2y

Condicién: perimetro del rectangulo =100 m — 100=2x+2y = y=50-Xx
Sustituyendo en la expresion anterior, se tiene:
A(X) = 25x —% x?
Esta funcion alcanza el maximo en las soluciones de A"(x) = 0 que hacen negativa a A"’ (X).
A(X)=25-x=0 = x=25
Como A”(x) =-1<0, para ese valor hallado se tendra el maximo buscado.
El valor de y sera: y = 25.

Por tanto, tanto el rectangulo como el romboide son cuadrados. El “rectangulo” tendréa lado

25: el “romboide” sera un cuadrado de lado E.
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3. Considera la funcién f(x) =3—x? y un punto de su grafica, M, situado en el primer

cuadrante (x> 0, y > 0). Si por el punto M se trazan paralelas a los ejes de coordenadas, su
interseccion con OX y OY determina dos puntos, A y B, respectivamente.

a) Haz una gréfica de los elementos del problema.

b) Halla las coordenadas del punto M que hace que el rectangulo OAMB tenga area maxima.

Solucion:
a) La curva es una parabola. Puede representarse dando valores.
La situacion es la siguiente.

_’71 1 9 :A\i:

b) Si el punto M = (X, y), las coordenadas de Ay B son: A=(x,0) yB=(0,y).
El &rea del rectangulo sera: S = xy
Como y =3—x?, sustituyendo se tiene: S(x) = x(3—x?) =3x—x*

El maximo de S(x) se da en las soluciones de S”(x) = 0 que hagan negativa a S”'(x).
S'(x)=3-3x?=0 = x=1yx=-1 (esta tltima no vale)

Como S”(x) = —6x, se tiene que S (1) = —6 < 0; luego para ese valor de x se tendra la
superficie maxima.

Por tanto M = (1, 2).



4. Una imprenta recibe el encargo de disefiar un cartel con las siguientes caracteristicas: la
zona impresa debe ocupar 100 cm?, el margen superior debe medir 3 cm, el inferior 2 cm, y
los méargenes laterales 4 cm cada uno.

Calcula las dimensiones que debe tener el cartel de modo que se utilice la menor cantidad de
papel posible.

Solucién:

Si las dimensiones de la parte impresa son x por y, el cartel serd como
el que dibujamos.

La cantidad de papel que se necesita, y que se desea que sea minima, 100 et
es:

g
¥+ 5

S=(x+8)(y+5)
Con la condicion de que xy = 100 = y = 100/x — —

Sustituyendo en S, queda: x+8
S(x>=(x+8>(@+5] ~ 509 =5x+ 8% 140
X X
Esta funcion es minima en las soluciones de S'= 0 que hacen positivaa S™".

S(0=5-20 = 57(x)=2%
X

X3

100
S(X)=0= x?2=160 = Xx=4/160=4410 > y=—"—— =25J10
) Y=y

Como para ese valor S es positiva se tiene la solucién minima buscada.

Las dimensiones del cartel deben ser:
ancho: x +8 =8+ 4410
alto: y+5=5+2,510



5. De todos los prismas rectos de base cuadrada y tales que el perimetro de una cara lateral es
de 30 cm, halla las dimensiones del que tiene volumen maximo.

Solucién:

Sixes el lado de la base e y la altura del prisma, el volumen

ser4 V = x%y. Esta es la funcion que se desea hacer maxima. 5
Sesabe que 2x + 2y =30 = y=15-x.

Luego

V(x) = x?y =x?(15-x) =15x? - x* X

El maximo de V se da en la solucién de VV'= 0 que hace negativaa V™",

V'(x) =30x—3x* =3x(10-x);  V7(x) =30-6x
La derivada se anula para x =0 y x = 10. Como V"’ (!0) =-30 < 0, para ese valor se tiene el
maximo buscado.

Las dimensiones seran 10 x 10 x 5; y el volumen 500 cm®.

6. De todos los rectangulos de diagonal 6+/2 , encontrar las dimensiones del de perimetro
maximo.

Solucién:
Los rectangulos son de la forma

6-2

it
. L 2
Su perimetro es P = 2x + 2y, siendo la relacion entre los lados x? + y? = (6\/5) .

Despejando (y = /72— x? ) y sustituyendo en P queda:

P(X) = 2X + 2472 — x?

El maximo de P se obtiene en las soluciones de P"(x) que hacen negativa a P""(X).
P(x) = 2+ 22X 0 = 2x=2072-x* =

2X
N g
272 — x? V72— x?

= x>=72-x> = x=6

En vez de hacer P”"(x), porque resulta engorrosa, podemos estudiar el signo de P"(x) a
izquierda y derecha de x = 6. Asi,

Six<6,P(xX)>0 — P(X) es creciente.

six>6,P’(x) <0 — P(x) es decreciente
Como la funcién crece a la izquierda de x = 6 y decrece a su derecha, para x = 6 se da el
maximo de P(X).

Siel lado x = 6, el otro lado vale también 6. Asi pues, se trata de un cuadrado de lado 6.



7. Calcular la base y la altura de un tridngulo is6sceles de perimetro 8 y area maxima.

Solucion:
Sea el tridngulo de la figura.

Su perimetrovale 8 = 2y+x=8 = vy ZS_TX
2 X2
Por Pitagoras: y? = h? +(—] = h=,y? -~ ¥ . y

i

Sustituyendo el valor de y = S_TX =

_ 2 2 X
_ h:Jw_%: s —ax

4

El &rea del tridngulo es A= X?h :

Sustituyendo h por su valor, A(x) = 4x% - X3

X~A/16 — 4Xx B
—2 =

Para que A sea maxima: A'(X)=0 y A" (x)<0:
8x — 3x?

2/4x% —x3

En vez de calcular la derivada segunda, que resulta muy engorroso, estudiamos el crecimiento
y el decrecimiento de A(X).

Para x < 0 no tiene sentido ver el signo de A".

Para0 <x<8/3, A"(x) >0 = A(X) crece.

Para x > 8/3, A’(X) <0 = A(X) decrece.

A(X) = =0 = 8x-3x*=0 = x=0, x=8/3

Como la funcién crece a la izquierda de x = 8/3 y decrece a su derecha, en x = 8/3 se da el
maximo.

4

Por tanto, la base pedida es x = 8/3, mientras que la altura valdra h = /16 —4(8/3) = 7



8. El perimetro de la ventana del dibujo mide 6 metros. Los dos lados superiores forman entre

si un angulo de 90°. 'ﬂ@ﬂ

Calcula la longitud de los lados a y b para que el area de la ventana sea maxima.

Solucién:
Suponemos que los dos lados superiores son iguales (el enunciado no lo dice, pero
asi lo sugiere la figura). Si su medida es x se tendra:

X X
b
a a
Por Pitagoras:
b
x> +x?=b? = x=—
V2
El perimetroes: 2a+b+2x=6 — 2a+b+272:6 = az%

El &rea de la ventana es la suma del &rea de la seccidn rectangular mas la de la seccion
triangular:

12b — (1+ 2+/2)b?

2 2
x* _6-b(+v2) b*

A=ab+— = A(b) =
2 2 4 4
Para que A sea maxima: A'=0; A" <0.
K(b) = 12 -2(1+2+/2)b 0 = po_ 8
4 1+ 22
A’(b) = —(1+—§\/§) <0 — luego, para el valor de b hallado se tiene el maximo de A.
6(1++/2)
6——~— " Y=/
6 1+2J2 32

Sib=

— a=

1+ 242 2 14242




9. Tenemos que hacer dos chapas cuadradas de dos distintos materiales. Los dos materiales
tienen precios respectivamente de 2 y 3 euros por centimetro cuadrado. ;Cémo henos de
elegir los lados de los cuadrados si queremos que el coste total sea minimo y si ademas nos
piden que la suma de los perimetros de los dos cuadrados ha de ser de un metro? (2,5 puntos)

Solucién:
Sean los cuadrados siguientes:

pid i
Perimetro = 4x + 4y = 100 cm
Superficie = x* + y*
Coste = 2x° + 3y°
Despejando y en la ecuacion del perimetro: y= 100T_4X =25-X

Sustituimos en la expresion del coste:
C(x) =2x* +3(25-x)> = C(x) =5x*-150x +1875

El coste serd minimo en la solucion de C’(x) = 0 que haga positiva C""(x).
C(x)=10x-150=0 = x=15

Como C™"(x) = 10 > 0, para ese valor de x = 15 se obtiene el minimo buscado.

Por tanto, los lados deben ser de 15 cm y de 25 — 15 =10 cm.

10. Descomponer el nimero e en dos sumandos positivos de forma que la suma de los
logaritmos neperianos de los sumandos sea maxima (1,5 puntos). Calcular dicha suma (1
punto)

Solucion:
Sean los sumandos x y e —x:

] £

Se desea que S(x) = In x + In(e — X) sea maxima.
El méximo se da en las soluciones de S’(x) = 0 que hacen negativa a S™'(X).

S'(x)zl—izo — X X 0 s e-x-x=0= x=2
X e—xX x(e—x) x(e—x) 2
Como S”(x):_—zl—( % es suma de dos niumeros negativos, S”(x) < 0 para cualquier
X e—X

: e . (o
valor de X; en consecuencia, para X = > se tendré el maximo buscado.
La suma pedida es:

s=m<+m&=2mE-20ne-m2)=2-2m2
272 2



11. Con 60 centimetros de alambre se construyen dos
tridngulos equilateros cuyos lados miden x e y. ;Qué valores
de x e y hacen que la suma de las areas de los triangulos sea o y

minima. (2,5 puntos)

Solucién:
La altura del triangulo de lado x es:
2
h = x2-% = Ex,
4 2

NE

la del triangulo de lado y es, h, = -V

Secumpleque3x+3y=60 = y=20-x
Se desea que

V3 V3
S_S S _X.7X y7y_\/§ 2 2
=S, +S, = > + > _T(x+y)

sea minima.

Sustituyendo y = 20 — x, se tiene: S = @(x2 +(20-x)%) = @(ZXZ — 40x + 400)
Para que S sea minima: S'=0y S™ > 0:

NG

S':;(x—m) =0 = x=10
. 3 4 : .
Como S”’= - >0, para ese valor de x = 10 se tiene el minimo buscado.

En consecuencia, los lados sera x = 10 e y = 10; o sea, dos triangulos equilateros iguales.



12. Expresa el nimero 60 como suma de tres nimeros positivos de forma que el segundo sea
doble del primero.
Si el producto de los tres es maximo, determina el valor de dicho producto.

Solucion:

Sean X, Y, z los niimeros.

Sesabequey=2x;yquex+y+z=60 = 3x+z=60= z=60-3x

El producto de los tres nimeros es:
P=xyz=x-2x- (60— 3x) = —6x> + 120x?

El producto en funcién de x es: P(x) = —6x° + 120x

Este producto es maximo en los valores de x que cumplen que P"(x) =0y P (x) >0
P(x) = —18x% + 240x = 6x(—3x + 40) =0 = x =0; x = 40/3.

Como P™"(x) = —36x + 240 se tiene que P""(40/3) = -120 < 0. Por tanto, el producto sera

maximo cuando x = 40/3.

Los otros dos numeros son y = 2x = 80/3; z = 20.

El producto maximo es P = %0-%-20 ~ 711111

13. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de volumen y tal que un lado
de la base sea doble que el otro. Determinar las longitudes de sus lados para que el area total
de sus 6 caras sea minima.

2x

Solucion:
Si su altura es h, el volumen de este paralelepipedo vale: V = 2x - x - h = 2x*h
El &rea total de sus 6 caras es:

A=2-(2x-x)+2 - (2x-h)+2-(x-h) = A=4x*+6xh

Como V=2xh=9 = h:i2
2X

. ) 27

Sustituyendo en A: A(x) =4Xx° +—
X

Esta funcion es minima en las soluciones de A" = 0 que hacen positivaa A",

A'(x):8x—£:0 = 8x*-27=0 = x:3,/£:E
x? 8 2

Como A"(x) =8 +%> 0 paratodo x > 0, para x :g se tiene la solucién minima.
X

Por tanto, el lado més largo valdra 3, y la altura h =

23/2)%



14. Dada la funcion f (x) _1 se pide:
X

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a su gréafica en el punto (a, f (a)) paraa> 0.
b) Hallar los puntos de corte de la recta tangente hallada en el apartado a) con los dos ejes

coordenados.
c) Hallar el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados sea minima.

Solucién:
a) La ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto (a, f (a)) es:
y—-f(a)=f'(a)x-a)
En este caso:
f=1 o fa)=1
X a

1
FFX)=— - f'(@=—-——7
(x) 2 (@) ¥

Se tendra: y—lz—iz(x—a) = y:—i2x+g
a a a a

b) Corte con eje QY, (sehacex=0) = y= s. Punto [0,3.

Corte coneje OX, (lay=0) = 0= —izx +§. = x=2a.Punto (2a,0).
a

c) La distancia entre los dos puntos de corte es:

2
d::‘RZaY-+[gj _ Jaa? + 2
a a

] ; L. 4
Esta distancia sera minima cuando lo sea su cuadrado, d? = D = 4a? +

—
a
El valor minimo se da en las soluciones de D"= 0 que hagan D > 0.

(Derivamos con respecto a a.)

D':8a—%:0 — 8a*-8=0 = a=1(lasoluciéna = -1 se descarta)
a

. 24 . .
Como D"=8+—, >0, paraa = 1 se dara el valor minimo.
a





