Matematicas Il Funciones: representacion grafica 1

REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION

Observacion: La mayoria de los problemas resueltos a continuacion se han propuesto en
los exdmenes de Selectividad.

2

1. Se considera la funcién f(x) = X

> . Se pide:

a) Encontrar los intervalos donde esta funcidn es creciente y donde es decreciente. (4
puntos)

b) Calcular las asintotas. (2 puntos)

c) Hacer una grafica de la funcion. (4 puntos)

Solucion:
a) El dominio de esta funciénes R — {-2, 2}.

Su derivada es:
2_p-— 2 _ _
£ (x) 2X(x* —4) —2x(x“ =3) 2X

(x? —af (x* -4)?

La derivada se anula en x = 0. Como ademas no esta definida en x = -2 y en x = 2, hay que
considerar los intervalos que indicamos a continuacion:

Six<-=2, f(x)>0 = f(x) crece.

Si-2<x<0, f'(x)>0 = f(x) crece.

Si0<x<2 f'(x) <0 = f(x) decrece. (En x = 0 se tendra un maximo relativo.)
Six>2, f(x) <0 = f(x) decrece.

Nota: Podria observarse que la funcion es par.

x> -3

b) Iim
) X——2 X2 -4

e Six—>-27, f(x) >+

e Six— 2" f(X) > - .
’ X2 _3 , - 4
lim > =00 = X =2 es una asintota vertical.
X2 X -4 s

e Six—>2, f(X) >—- .

e Six—2", f(X) >+

2

=00 = X =-2 es una asintota vertical.

— o

lim — =1 = y =1 es una asintota horizontal. e N O O

X—two X — 4 4
(La recta va por debajo de la curva, pues .
X —3>x" —4.)

Su gréfica aproximada es la adjunta.
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2. Representar gréficamente la funcion f(x) = x —2sen x en el intervalo -t < x < =,
determinando sus extremos (mé&ximos y minimos relativos).

Solucién:
La funcion dada esta definida en toda la recta real; y, por tanto en el intervalo (-, )

Estudiamos su crecimiento y decrecimiento y sus maximos y minimos:
fx) =x—-2senx = f(x)=1- 2cosx = f7(x) = 2senx
f(x)=1-2cosx=0 = cosx=% = x=-n/3,x=7/3

Como f(-n/3) = 2 sen(-n/3) = —+/3 <0 = en x = —n/3 se tiene un maximo.

Como f(n/3) =2 sen(n/3) = /3 >0 = enx = x/3 se tiene un minimo.
Por otra parte:
si—m<x<-m/3,f(x) >0 = f(x) es creciente
si—m/3<x<n/3,f(X) <0 = f(X) es decreciente
sit/3<x<m, f(X)>0 = f(x) es creciente

Algunos valores de la funcién son:

X | -n| -5n/3 —n/2 —n/3 —7t/6 0
f) | -n|-5n/6+1|-n2+2| _ /34,3 |-n/6+1|0
Como la funcién es impar:
x |0 /6 /3 /2 5n/3 T
fX) | 0| n/6-1| z/3-43 | W2-2|5n/6-1|n
Su gréfica es:
14
13
12
11
= |E:
43 /21 |~2 3 4
-2
-3
-4
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3. Estudia y representa la funcion y = e

Solucidn:

La funcion esta definida para todo namero real.
R .. 4
Su recorrido es positivo: €™ >0,

-7 —(— 4
Es una funcién par: e ™" =¢
- Ve - Ve —_ 4
Tiene una asintota horizontal: lim e™ =07

X—>too
Crecimiento y decrecimiento:

—X

4 , 4
y=e* = y=-4x%" - seanulaenx=0

Six<0, y >0 = lafuncién crece.
Six>0, y < 0 = lafuncion decrece = En x =0 hay un maximo.

Concavidad y convexidad:

y=-ax3e™ = y'=-12x% +16x%* = 4x%e ™ (-3+4x*) >

—seanulaen x=%/3/4 ~+0,93yenx=0
Si x<-4/3/4, y” >0 = lafuncién convexa (U).
Si —4/3/4<x<0, y”“ <0 = lafuncién concava (N).

Por la simetria: si 0 < x <%/3/4 la funcién es concava y si x >4/3/4 sera convexa.

Pueden darse algunos valores:

(-1, 1/e) ~ (1, 0,37), (-0,5, 0,94), (0, 1); (0,5, 0,94), (1, 0,37)

Se obtiene la grafica:
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3

4. Se considera la curva definida por la funcion: y = T Se pide:
X<+
1. Dominio de definicion, cortes con los ejes y simetrias.
2. Asintotas.
3. Intervalos de crecimiento de la funcion. ¢ Tiene extremos la funcién?
4. Representacion aproximada de la curva.
3

+17?

5. ¢Cual sera la gréafica de la curva y =
X +1

Solucién:
1. La funcion esta definida siempre, pues el denominador no se anula en ningln caso.
Corte ejes:

six=0 = y=0 — punto (0, 0)

siy=0 = x=0 — seobtiene el mismo punto.
La funcion es simétrica respecto del origen de coordenadas (impar), pues

(_X)3 X3
f=—F = -=-TK
(=x)°+1 X< +1

2. Tiene una asintota oblicua (y = mx + n), pues:
L f) x>
m = lim ) = lim

I A—
x—o X X—>00 X(X2 +1) y

3
X — X
n=Ilim(f(x)—mx)=lim —X = lim =0
X—)oo( () ) x—»o(xz +1 ] x—>ooX2 +1

La asintota es la recta y = x.

2 x4+ x—x X
Como y=———=— =X=—,
X +1 X +1 X +1
cuando X — +oo, la curva va por debajo de la asintota (- —; resta)
X +1
cuando X — —oo, la curva va por encima de la asintota (- —; 1 suma)
X“ +

X (x*+1) - (x>2x)  x*(x*+3)
(x2 +1)2 (x2+1)2
Salvo en x = 0, la derivada siempre es positiva = la funcidn es creciente siempre. En

consecuencia no tiene extremos. En x = 0 hay un
punto de inflexion con tangente horizontal.

3. Derivamos: y'=

4. Algunos valores de la curva son: (0, 0), (1, %), (2,
8/5), (3, 27/10), y sus simétricos.

Representandolos se obtiene la grafica siguiente.
3

5. Lagréaficade y = . +1 se obtiene trasladando
X +
una unidad hacia arriba la curva anterior. (En la

figura se dibuja de color rojo.)
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5. Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
f(x)=x*e*.
Como consecuencia calcular los maximos y minimos locales de f y representar su grafica.

Solucidn:
Hacemos la derivada:

f(x)=x'e™ = f(x)=4x’e -x'e* =x’e(4-x)

La derivada se anula cuando x = 0 y x = 4, por tanto debemos estudiar lo que pasa en los
intervalos: x<0; 0<x<4;x>4,

« six<0,f(xX)<0 = fesdecreciente;

« si0<x<4,f(xX)>0 = fescreciente;

« six>4,f(xX) <0 = fesdecreciente;

Como la derivada se anula en x = 0, es decreciente si x < 0 y creciente cuando x >0, en x =0
la funcién tiene un minimo. De manera andloga concluimos que en x = 4 se da un maximo.

Para trazar su grafica, ademas de lo dicho, puede observarse que:

. La funcién siempre toma valores mayores o iguales que 0, pues tanto x* como e nunca
toman valores negativos.
« La funcion tiene una asintota horizontal hacia mas infinito (la recta y = 0), pues
X2

lim = =

x->tl x° =1
. Algunos puntos de la gréafica son:

(-1, €); (0, 0), el minimo; (1, 1/e) = (1, 0,37); (2, 16/€%) = (2, 2,2);

(4, 256/e") = (4, 4,7), maximo; (8, 1,4)

Asi se obtiene la gréafica siguiente:
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6. Determinar el dominio de definicion de la funcion f(x) = x —In(x? —1) y representar su

grafica, calculando los intervalos de crecimiento y los extremos (méximos y minimos
relativos).

Solucion:
Dominio: R -[-1, 1].

Enx=-1yenx=1 la funcién tiene sendas asintotas verticales.

2X

f'(x)=1-
() 2

[ = f'(x)=0si x2-2x-1=0 = x=1++/2

Si x<-1, f’(x)>0 = f(x) crece.

Si 1<x<1++/2, f°(x) <0 = f(x) decrece.

Si 1++4/2 <x, f(xX) >0 = f(x) crece. (En x =1++/2 habra un minimo.)

. 2x2 +2 - ” .
f7(x) = (2—+12 > 0 para todo punto de su dominio. La funcion es concava () en todo su
X —_
dominio.
Su gréfica es la siguiente: .
' e
' |
..4 1
1o
l x
12 4 6 &
|
._2|
4|
]
6l
|

Observacion. Aprovechando los
calculos anteriores, comprueba que la I
grafica de la funcién

f(x) = x—In(x? +1)
es la adjunta
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2

7. Dadalacurva y = X2 se pide:

X +1
a) Dominio de definicién de la funcion y puntos de corte con los ejes, si los hay.
b) Asintotas, si las hay.
c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Maximos y minimos, si los hay.
e) Una representacion aproximada de la misma.

Solucion:
Como el denominador no se anula para ningun valor de x, el dominio de definicion es todo R.
Corte con los ejes:

Six=0 = y=-1. Punto (0, -1).

Siy=0 = x¥*-1=0 = x=-1,x=1. Puntos (-1, 0) y (1, 0).

b) No hay asintotas verticales: la funcion nunca de va al infinito.
2

, X
Como lim
X—>Fo0 X2 +1

como hacia —oo.

=1 = larectay =1 es asintota horizontal de la curva, tanto hacia +o

c) Derivando:
L O2X(XP+D) - (X2 -D2x  4Ax
- (x% +1)2 C(x2+1)?
e Six=0,y=0= enx=0 puede haber maximo o0 minimo.
e Six<0,y<0 = lafuncién es decreciente.
e Six>0,y>0 = lafuncion es creciente.

d) Como la funcién decrece a la izquierda de x = 0 y crece a su derecha, en x =0 hay un
punto minimo.

También puede comprobarse viendo que y""(0) > 0.
4(x* +1)% —4x2(x* +1)2x _ 4-4x°

El efecto, como y =
Y (x? +1)* (x? +1)°

= y’(0)=4>0.

e) Ademas de la informacién obtenida puede verse que la curva es simétrica respecto del eje
OY; si calculamos algunos valores mas, como (-3, 8/10), (-2, 3/5); (2, 3/5), (3, 8/10),
puede dibujarse la gréfica siguiente.
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2

8. Se considera la funcion f(x) = . Describir el dominio de definicion, los intervalos de

x? -1

crecimiento y los extremos de f.
Trazar un esquema de su gréafica.

Solucion:
La funcion esta definida para todo niamero real distinto de +1: Dom (f) = R — {-1, 1}

e Crecimiento:

f(x)=

2 2 1y _ y2, _
X N f,(X):Zx(x 21) 2x 2x: 22x :
(x* -1 (x* -1

x? -1

La derivada se anula cuando x = 0, por tanto debemos estudiar lo que pasa en los intervalos: x
<-1;-1<x<0;0<x<1;x>1

o six<-1,f(x) >0 = fescreciente;

e si-1<x<0,f"(x)>0 = fescreciente;

e si0<x<1,f(x)<0 = fesdecreciente;

e six>1f"(x) <0 = fesdecreciente;

Como la derivada se anula en x = 0, es creciente si x < 0 y decreciente cuando X >0, en x =0
la funcién tiene un maximo.

Para trazar su grafica, ademas de lo dicho, puede observarse que:

e La funcion tiene dos asintotas verticales, x = -1y x = 1, y otra horizontal, y = 1.
En efecto:
2 2
lim = =o0; lim = =1
x—>+l  xc —-1 X—>+o0 X2 -1
e Algunos puntos de la grafica son:
(=2, 413); (-1/2, -1/3);
(0, 0): méximo;
(172, =1/3); (2, 4/3)

Asi se obtiene la gréafica adjunta
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9. a) Dibujar la gréfica de la funcion f(x) = 2—X1 indicando su dominio, intervalos de
X+

crecimiento y decrecimiento y asintotas.
., 2n . .
b) Demostrar que la sucesion a, = 1 es mondtona creciente.
n+
c) Calcular limn?(a,,, —a,)
n—o0

Solucion:
a) Dom(f) =R - {-1}.

Asintotas:
. . . . 2X
Tiene una asintota vertical, la recta x = -1, pues |Im1—1 =00,
x>-1 X +
Cuando x — —17, f(x) — +oo.
Cuando x — —17, f(x) — —oo.
. . . 2X
La recta y = 2 es una asintota horizontal, pues lim 1 2.
X—»00 X +
Cuando x — —o, f(X) — 2" (la curva va por encima de la asintota.)
Cuando x — +oo, f(X) — 27 (la curva va por debajo de la asintota.)

Crecimiento:
f,(X)ZZ(x+1)—22x: 2 :
(x+1) (x+1)

Como la derivada es positiva para todo x de su dominio, la curva es siempre creciente.
Su gréfica es la siguiente.

¥

5 -4-3-2-1/ 41 2 3 4

b) Una sucesion es monotona creciente cuando a,,, —a, >0, para todo n.
En este caso:

4 —a - 2n+1)  2n _ (2n+2)(n+1)-2n(n+2) _ 2
" (4D +1 n+l (n+2)(n+1) (h+2)(n+1)’
que, efectivamente, es positivo para todo n.
2
¢) limn®(a,,, —a,) = lim 2 |- IimzL =
n— n—o (n+2)(n+1)) r>=n°+3n+2
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en el que la recta tangente a la

1
10. Encontrar razonadamente el punto de la curva y = .

+ X
curva tiene pendiente maxima y calcular el valor de esta pendiente. (3,3 puntos).

Solucién:

El punto en el que la curva tiene recta tangente con pendiente maxima (0 minima) es un punto
de inflexion de la curva.

(En efecto: la pendiente de la recta tangente a f(x) en un punto genérico X viene dada por el
valor de f “(x); para evitar confusiones escribiremos g(x) = f"(x) . El méximo de g(x) se
obtiene en las soluciones de la ecuacién g"(x) = 0 que hacen negativa a la funcion g”’(x). Por
tanto en las soluciones de g"(x) = f'(x) =0, que dan los posibles puntos de inflexion de

f(x).)

Calculamos las tres primeras derivadas de la funcion:

y- P L S ym 6x° -2 Y= 24x - 24%°
1+ x? 1+ x%)? 1+x?)? @+ x?)*

. 1 1
La derivada segunda se anulaen X=—— yen x=—

VE] V3
Como y"'(-1/ \/§) <0y y @/ \/§) > 0 la curva tiene recta tangente con pendiente maxima
1
enelpunto Xx=——.
P 7

2/3 9

El valor de esa pendiente es y' (~1/+/3) = -
P 4 ) 1+1/3)%> 8J3
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11. Seaf la funcion dada por f(x)=x*-3x]+2, xeR.

a) Estudiese la derivabilidad de f en x = 0 mediante la definicion de derivada.
b) Determinense los intervalos de monotonia de f y sus extremos relativos
c) Esbdcese la grafica de f.

Solucidn:

a) Como |X| = {_ %

0
< , la funcién dada puede definirse asi:
X, x=0

X2 +3x+2, x<0
f)=1",
X°=3x+2, x>0

Esta funcion esta definida siempre y es continua para todo valor de X, incluido el 0, pues tanto
por la izquierda como por la derecha de x = 0, f(x) — 2.

Para ver la derivabilidad en x = 0 estudiamos las derivadas laterales.
Por la izquierda:

— 2 —
£(07) = Iim f(h) - f(0) _Iim h+3h+2 2: lim h(h +3) _3
h—0~ h h—0~ h h—0~
Por la derecha:
— 2 — — —
£(0%) = Iim f(h) - f(0) _im h -3h+2-2 _Iim h(h-3) _ 3
h—0* h h—0* h h—0* h

Como las derivadas laterales no coinciden, la funcién no es derivable en x = 0.

b) Salvo en x = 0, la derivada de la funcidn es:

i 2x+3, x<0
f(x) =
2x-3, x>0

Esta derivada se anula en los puntos x =—3/2 y x = 3/2, por tanto se tiene:
o six<-3/2,f(x) <0 = f(x) es decreciente
e si—-3/2<x<0,f(xX)>0 = f(x)es creciente
La funcion tiene un minimo en x = -3/2
e si0<x<3/2,f(X)<0 = f(x)esdecreciente. (La funcidn tiene un maximo en x = 0)
o six>3/2,f(x)>0 = f(x)es creciente
La funcion tiene un minimo en x = 3/2

c) La gréfica de la funcién viene dada por dos trozos de parabolas, f(x) = x? +3x+2 hasta x
=0y f(x)=x?-3x+2, desde x = 0. Se obtiene la siguiente figura.

u
16
P
1o
-312 \3.’? L *
4 -2 T2 4
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12. Dibujar la gréfica de la funcion
f =L
2—X

indicando su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

Solucién:
La funcion puede definirse a trozos asi:
__X’ X<0
fx)=12_%
X x20-{2)
2—X

Por tanto, Dom(f) = R — {2}.
En el punto x = 2 la curva tiene una asintota vertical, pues Iirr212L =00,
X— —_ X

Cuando x — 27, f(X) — +oo.
Cuando x — 2%, f(X) — —o.
Por otra parte, las rectas y = 1 e y = —1 son asintotas horizontales de la funcion. La primera, y
= 1, hacia —oo; la segunda, y = —1, hacia +oo.
En efecto:

lim —— =1y lim —~—=-1

X—>-0 2 — X Xx—+0 2 — X
Cuando x — —oo, f(X) — 1~ (la curva va por debajo de la asintota.)
Cuando x — +oo, f(X) — —1" (la curva va por debajo de la asintota.)

Crecimiento y decrecimiento:

_—22, x<0
F(x) = (2—2x)

—=—, x>0-{2}

(2-x)

Como puede verse facilmente, la funcion tampoco es derivable en x = 0, pues por la izquierda
su derivada es negativa (tiende a —1/2) y por la derecha es positiva (tiende a 1/2).
También es inmediato ver que:

six<0,f’(x) <0= lafuncion es decreciente;

six<0,f’(x) >0= lafuncibn es creciente.

Con la informacion obtenida y dando
algunos valores podemos dibujar la gréfica.
Valores: (-2, 1/2); (-1, 1/3); (0, 0); (1, 1);
(1,5, 3); (2,5, -5); (3, -3); (4, -2); (6, -3/2)

La gréafica pedida es la adjunta. = : , . .
6 b 2 | — 24— &

| gl
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