PROBLEMAS DE INTEGRALES DEFINIDAS

1. Calcula el valor de la siguiente integral:

J’3x+1+\/x+1dx

0 X+1

Solucién:
Descomponiendo la expresion del integrando:

x+1+\/x+1_x+1+\/x+1_1 1

= =1+
X+1 x+1 x+1 Vx+1
Por tanto:
3 [v 21 3 3
jwdx=j(1+ L jdx=<x+2«/x+1] —344-2=5
0 X+1 0 Vx+1 0
. 1 . .
NOTA: La integral | ——==dx es inmediata, pues
VX+1
1 1
—dx=2J‘—dx=2 X+1l+cC
VX+1 24x+1

2. Calcula el rea encerrada entre las gréficas de larectay = x + 2 y la parabola y = x?

Solucion:
El area encerrada entre ambas curvas es la sombreada en la figura
adjunta. T4
La parébola y la recta se cortan en las soluciones del sistema
=X+2 .
{y , »queson (-1, 1)y (2, 4); puntos de abscisas
y=X
X=-1lyx=2. /\
Por tanto, el area pedida viene dada por la integral Ao 4 1

:2+4—§— 1—2+1 :g
3 \2 3

G x3 ’
A:j?x+2—x2)jx: 2 o4ox-2
B 2 3),

3. Dibuja la funcién f (x) = 3x? —x3. Encuentra el &rea limitada por la curva y el eje X
entrex=-1yx=2.

Solucién:
f(x)=3x2—x® = f(x)=6x-3x?=3x(2—-X) = f~(x)=6-6x

La derivada primera se anulaen x =0 o x = 2. Luego:
e six<0, f'(xX)<0 = f decrece
e si0<x<2, f'(x)>0 = f crece = en x =0 hay un minimo.
e six>2 f'(X)<0 = f decrece = en x =2 hay un maximo.



La derivada segunda sea anula en x = 1, luego:
e six<l1 f7(x)>0 = f esconvexa (L)
e six>0, f7(X)<0 = f esconcava (") = enx
=1 hay punto de inflexion 12

La curva corta a los ejes en los puntos (0, 0) y (3, 3). Dando
otros valores,{(-1, 4); (1, 2); (2, 4); (4, —16)}, puede trazarse

la gréfica pedida.

El &rea pedida es la sombreada en la figura. Su valor es:

2 4 2
A= I(3x2—x3)dx =3 -X :8_4_(_1_Ej:2_1
1 4], 4)" 4

4. Dibuja la funcion f (x) =27 —x3, y calcula el rea limitada por la curva y el eje X
entrex=-3yx=5.

Solucion
f(x)=27-x3 = f'(x)=-3x* = {7 (x)=-6x v linn
Como f “(x) < 0 para todo X, la funcién es siempre decreciente.
En x = 0 tiene un punto de inflexion, siendo convexa (V) si x
<0y concava (M) cuando x > 0. 158
Cortes con los ejes:

six=0,f(0) =27 — punto (0, 27)

g

siy=0, 0=27-x% x =3 — punto (3, 0) 5 3

Dando otros valores: (-2, 35); (1, 26); (2, 19); (4, -37), se
obtiene la figura adjunta. 1-50

El area pedida es:

A= E27—x3)jx_f(27_xs)jx - 1-108

4 3 4 5
=|orx-X | —|amx-X
4 R 4

=162 + 82 = 244

3

5. Halla el area del recinto limitado por las parabolas de ecuaciones respectivas
y=6x—x? e y=x%-2x.
118

Solucion:
El area pedida es la del recinto sombreado en la figura.

Los puntos de corte de ambas parabolas vienen dados por la
solucion del sistema

R




_ g2
{y—6X X — 6X—X2=X2—2X :>2X(X—4):0 =x=0, x=4,

y = X% —2x

El area vale:

A= HBX—XZ —(x? —2x))dx:J;:t8x—2x2)dx=(4x2 —§x3j4

0
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6. Hallar el 4rea comprendida entre las dos parébolas y = x> e y=-2x*+3.

Solucién:
La region es la sombreada en la siguiente figura.

Las curvas se cortan en los puntos (-1, 1) y (1, 1), que son
las soluciones del sistema

y=x?
y=-2x*+3

Como y = x? va por debajo de y =—2x? +3 en el intervalo
(-1, 1), el area viene dada por:

A

ol 1
A= | (-2x*> +3—x%)dx = J.(—3x2 +3)dx = (— X3 + 3x]11 =2-(-2)=4
1 -

J-1

7. Calcula el valor de la siguiente integral:

e
ImTde
1 X
Solucién:
u=Inx duzldx
Tomamos 1 = X
dv:—zdx 1
X V=——
X
Luego, J‘m—zxdx=—m—x+ji2dx:—m—x—1+c
X X X X X
e e _
Por tanto, J‘ Ir1_2><dx = [_In_x_i} 11, e-2
1 X X x] e e e



X

8. Calcula el &rea encerrada por la gréafica de la funcion f (x) = y el eje OX, entre

x% +1
las abscisas O y 1.
Solucién:
Como la funcion es positiva para x > 0, el area pedida es viene dada por la integral

1 1
A= [Xax=1 f—xdx=(1|n(x2+1)j
ox“+1  2Jdbx"+1 2 0

NOTA: Aunque no sea necesario, es bueno hacer un esbozo de su grafica. En ella
indicamos, sombreada, la region de la que se pide

Y
\/‘1

9. Halla el rea encerrada por la gréfica de la funcién f (x) = x® —4x? +5x—2 y las
rectasy=0,x=1yx=3.

Solucién:
Nos interesa saber si la curva esta por encima o por debajo del eje OX en el intervalo
que nos afecta. Para ello estudiamos el signo de la funcion.

Si descomponemos en factores se tiene:
f(X)=x3—4x% +5x—2 = (x=1?*(x-2)

Habria que observar que x = 1 es una raiz de la funcion; dividiendo por Ruffini se
obtiene los otros factores.
Por tanto:

la funcion cortaal ejeenx=1yenx =2

six<2,f(x)<0

six>2,f(x)>0.

Con esto basta para saber que el recinto entre la rectay = 0, y entre

X =1yx =2, esta por debajo del eje OX. Analogamente, el recinto >
correspondiente al intervalo (2, 3) esta por encima del eje OX. 4
En consecuencia, el area buscada viene dada por: .
2 3
A=—I(x3—4x2+5x—2)dx+f(x3—4x2+5x—2)dx = \
1 2
4 3 2 2 4 3 2 8
= — X__4L+SL_2X + X__4L+SL_2X = 1
4 3 2 . 4 3 2 )
_ 2 7 3 2) 3 1 2 3
=S|+ — |+ -+= == 1
3 12 4 3) 2
-2
NOTA. Aunque no es necesario hacer la grafica es conveniente /
hacerla para visualizar mejor el problema. -3






