Integrales definidas

1. Halla el valor de:

3 7 4 3 1 )
a x% +2)dx b I dx C I XA/1+ x%dx d I xe 3" *dx
) J.—z( ) ) 0 vBXx+1 ) 0 ) 0

Solucion:
Para hallar una primitiva de cada funcion hay que ajustar constantes.

~9+6- (—§—4] i
) 3

e 3 3

a) | (X*+2)dx = [Xg+2xj

J -2
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! 8 8
b _ I ( VBEx+1 j 6-1)=8
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C)L X1+ deX :EJ.O 2X(1+X2) dX:E'TZE(l"er) 25(8—1)25
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d) L xe > dx = —gj‘o (—6xe : 1)dx:(—ge : 1j0 :—g(e 2 _e)

2. Calcula la integral I In(x*)dx .
1
Solucion:
Aplicando una de las propiedades de los logaritmos j In(x*)dx = J 2In(x)dx.
1 1

Una primitiva de esa funcion puede calcularse por el método de partes.

Tomando: u=Inx = du:ldx; dv=dx = v=x
X

Luego:
ZJ-In xdx:Z(xIn X—Idszz(xlnx—x)

Por tanto:

J.eZIn xdx =2[xInx-x]. =2[elne—e—(LIn1-1)]=2
1


http://www.matematicasjmmm.com/�

2

) 3

3. Utilizando el cambio de variable t = In x calcula I
e X(4+Inx)

Solucioén:
Sit=Inx = dt = Ldx.
X

Ademas:six=e, t=Ine=1;ysix=¢e% t=Ine? =2.

Por tanto,

J-e ;dx _ J-e J.
e X(4+1Inx) (4+1In x) x 1 4+t
= 3(In(4+1))| :3(In6—ln5):3lng

4. Calcula las siguientes integrales definidas:
1 1

a) I arcsin x dx b) I In (\/x2 +1—x)dx
0 0

Solucion:
En ambos casos, una primitiva de las funciones dadas se obtiene por el método de partes.

a) Para Iarcsin X dx se hace:

u=arcsinx y dv=dx = du = dx;v=x

1-x?

dx = xarcsin x++/1—x2 .

Luego,

Iarcsin xdx = xarcsin x—J
1—x?

Por tanto,

1 1
I arcsin x dx = [xarcsen x+\/1—x2} :g—l

0 0
b) Para calcularj In (\/x2 +1- x)dx se toma:

1 2X -1
u=In{vx*+1-x) y dv=dx = du= ( _1]dxz_
( ) VX2 +1-x\2vx* +1 VX*+1
Luego

IIn(M—x)dx: xln(M—x)Jrj M(M—X)M/E

dx:;v=x

X d -
VX2 +1
Por tanto

jlln(x/xz—Jrl—x)dx = (xln(x/xz—Jrl—X)er/xz—Jrl)1 = In(\/§—1)+\/§—1
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5. (Propuesto en Selectividad, Madrid) Calcula razonadamente las siguientes integrales
definidas:

T /12
a) I e** cos x dx b) I _sin2x_
0 1+cos? x x

Solucion:

a) La integral J e®* cos x dx hay que hacerla por partes.

Haciendo u = e*y cosxdx = dv, se tiene: du = 2e**dx ;v =sinx =

= I e cosxdx= ezxsinx—j 2e?*sin x dx .

La segunda integral, j 2e** sin x dx , también debe hacerse por el método de partes.

Tomando: u=2e* ysinxdx=dv = du=4e”dx y —cosx =V

Luego,
I e? cosx dx = e®*sin x—(— 202 cosx+J. 4e* cos x dx) =

= 5J. e cosxdx = e*sinx +2e? cosx =

= I 2" sin x dx é(eZX sin X + 2> cos x)

Por tanto,

T

I e cosxdx = E(e2X sin x + 2e** cos x)} =
0

0

= %[(e% sinm+ 2e" cOSTE)— (eo sin0 + 2e° COSO)] - %(_ 9 _ 2e2x).

b) I S|n 2X
1+ cos?® x

Haciendo el cambio cos” x =t = 2cos x(—sin xJdx = dt = 2sin xcos xdx = —dt .
Como sin2x = 2sin xcos X, la integral inicial queda:

J‘ sm2x J‘2$|nxcosx ﬁdt:—lnt:—ln(ﬁcosz x)
+

1+ cos? x 1+ cos? x
Por tanto,
"2 sin 2x , \y&/2
I —de:(—ln(1+cos x)] =
o 1+cos‘ X 0

= —In(L+cos?(n/2))— (- InL+cos? 0))=—In1+In2 = In2
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Calculo de areas de recintos planos

6. Calcula el &rea de la region limitada por y _4 ,eleje OXylasrectasx =1, x =4,
X

Solucion:
La funcion y = 4 , que es una hipérbola equilatera, puede trazarse
X
dando algunos puntos: (0,5, 8); (1, 4); (2, 2); (4, 1); (8, 0,5). 5
La region es la sombreada en la grafica adjunta. \\*
0

El area viene dada por la integral definida: 0 5

4

% i = [4Inx]{ = 4In4 unidades cuadradas (u?) \

1X

7. Halla la superficie del recinto plano encerrado entre la curva dada por la funcion

f (x) = xe* yel eje OX, en el intervalo [-2, 0].

Solucion:

En el intervalo considerado, el signo de la funcion es negativo, por tanto, la superficie
buscada viene dada por:

0
S= —j xe*dx.
-2
Aunque la gréfica no es imprescindible, es bueno hacerla; al menos, esbozarla.
2«|/
. . 0
La integral | xe*dx se hace por partes. 4\5__/' 0
Tomando:
u=xydv=e*dx = du=dx; v=e*
Se tiene:
jxexdx =xe” —J‘exdx:xeX —e*

0
También podria decirse que S = U xe*dx
-2

Luego:
0
S =—I xe*dx = —[xeX —ex]?2 =1-3e? v

-2

2

. . X :
8. Calcula el area encerrada entre la curva de la funcion f(x) = 5 yeleje OX, enel

+ X
intervalo [0, 2].

Solucion:

Como en el intervalo de integracion la funcion es positiva, el area pedida es:

2 2 2 4 X2 2
A= —dx:j (x—2+—jdx: ——2X+4In(2+x) | =
0 2+X 0 2+ X 2 o

= 2+4In4-4In2=4In2-2 u?
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9. Halla el area de la region plana limitada por la curva y =sin2x y el eje OX en el intervalo
[0, «t].

Solucién:

La funcion y =sin2x es periddica de periodo 7.

Cortaal eje OXenlos puntosx =0, x =w/2y X = 7.

Su gréfica se puede trazar a partir de la de la funcion seno. /""l 5 mvﬂ/‘*\\j/

El area pedida es la sombreada en la figura adjunta.

Luego:
/2 1 /2
S=2| sin2xdx :2(—50032xj =2 u?

0

0

10. Halla el area de la region plana limitada por la curva y = (sin x)2 cosx yel eje OXenel
intervalo [0, n/2].

Solucion:

Como la funcion es positiva en el intervalo de estudio, la superficie buscada es:

/2 /2
S:J (sin x)* cos xdx =l(sinx)3 ~ L sinZ_sino|=1
0 3 3 2 3

0

. 1 .
11. Halla el 4rea encerrada entre lacurva y == yel eje OX, entre x =1y x = €°.
X

Solucion:

El recinto es el sombreado de la figura adjunta.

(No es necesario dibujarlo, pues la funcion es positiva en el
intervalo de integracion).

El area es: . T ‘ -

e2

de=[lnx]f2 =Ine*~In1=2 u°
1 X

12. Calcula el area de la region limitada por la funcion y =— y la recta que pasa por los
X

puntos (1,4)y (4, 1).

Solucién:
La recta que pasa por los puntos (1, 4) y (4, 1) de la curva tiene por
ecuacion:
X__l — y__4 = y =X+ 5 }
4-1 1-4

El recinto es el sombreado en la figura adjunta.

. L . . 1 45
El area de esa region viene dada por la integral definida: \

4 2 4
I (S—X—ﬂjdx: 5x— X _4lnx :E—4In4 u?
1 X 2 ) 2
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13. Calcula el area comprendida entre las pardbolas y = x* + x+1, y =—x* - 2X.
Solucién:

El area es la del recinto sombreado en la figura adjunta. (Como las graficas son parabolas
pueden trazarse facilmente, dando algunos valores).

Las curvas se cortan en x =-1y en x = -1/2, que son las soluciones 2

del la ecuacion: x* +x+1=-x>-2x < 2x*+3x+1=0.

Luego: /
-1/2 1

-1/2
S :I (—x? —2x—(x2+x+1))dx:j (—2x* —3x—1)dx =
1

-1
3 2

-1/2 0

2 T T
=—\u /2 -1 -1/2
24

14. Halla el area del recinto plano comprendido entre las graficas y = x* ey = Jx.

Solucion:

El recinto plano comprendido entre las gréaficas y=x2 ey = Jx, que A

puede trazarse dando algunos valores, es el adjunto. 14

Los puntos de corte se obtienen resolviendo la ecuacion x* = Jx, cuyas

soluciones son x =0y x = 1. La curva que va por encimaes y = Jx.

Luego:

[l 23]

-1

2

2

1 1
“=_u
3 3

15. Calcula el valor de a para el que las tangentes a la curva y = x> +a en los puntos de

abscisa de valor absoluto 1, pasan por el origen de coordenadas. Halla el area del recinto
limitado por la curva y las dos tangentes.
Solucion:

La tangente a y = f (x) en el punto de abscisa xg es y— f(X,) = f’(xo)-(x— Xo )
En nuestro este caso, como f’(x) = 2x, se tiene:

. Enx=1. y—-(1+a)=2(x-1) & y=2x-1l+a.

Como debe pasar por (0,0)=>0=-1+a=a=1.

La tangente es: y = 2X.

. En x=-1: y—(1+a)=-2(x+1) & y=-2x-1+a.

Por pasar por (0,0)=0=-1+a=a=1.
Latangente es: y =—-2x.

El recinto limitado por la curva y las dos tangentes es el sombreado en
la figura adjunta.
El area pedida vale: 0

1 3 1 _
A=2 J‘(x2+1)dx—Ar S Xax| 222y
0 3 0 2 3

At esun triangulo de base 1y altura 2.
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16. Calcula el &rea encerrada entre las curvas dadas por las funciones f(x)=x?y

g(x) = x3 —2x% + 2x.

Solucion:

Para determinar el area interesa conocer los puntos de corte de las curvas y saber qué curva va
por encima de la otra entre esos puntos de corte. También es conveniente hacer un esquema
grafico de la situacion.

Puntos de corte:

f()=g(x) = x*=x*-2x*+2x = x*-3x* +2x=0 =
= X(x? =3x+2)=0 = x(x-1)(x-2)=0
Las curvas se cortan cuando x =0, x =1y x = 2.

Posicion de las curvas en los intervalos (0, 1) y (1, 2).

Se hace la diferencia g(x) — f(x), que esg(x)— f (x) = x(x-1)x-2).

Luego:

o Si0O<x<1 g(X)—-f(X)=x(x-D)x-2)=(+)-(-)(-) >0 — g(x)vaporencimade f(x)
o Sil<x<2, g(xX)—f(X)=x(Xx-Dx-2) =(+)-(+)-(-) <0 — g(x) va por debajo de f(x)

Por tanto, el area pedida viene dada por

5= [ (900~ 00k [ {1(0-g00k0x =

= S :J‘tx3 —3x? +2x)dx+J-(— X® +3x% - 2x)dx =
0 1

x* ' x* i 1
= 4| x| ==
4 4 2

0 1

NG
A

El esquema grafico, que puede obtenerse calculando y
representando algunos puntos de las curvas, es el adjunto.

17. Calcula el area de la region acotada del plano limitada por la curva y = x> —=3x*+3x y la
recta y =x.

Solucion:

Lacurva y=x>—3x*+3x ylarecta y = x se cortan cuando x =0, x =1y x = 2, que son las

soluciones de x® —3x>+3x =X < x(x2 —3x+2) -0.

La regién acotada por ellas es la sombreada en la figura adjunta.

El area pedida es
2

(—x3+3x2—2x)dx+ 2-

1
A=Al+A2= j (x3—3x2+2x)dx+j
0

1

4
X

= 2 x% 4+ x?
4

|

1
+{
0

4
X

2 ex3ox?
4

|

2

1

= (£—1+1j+(—4+8—4+£—1+1] =L
4 4 2

Al

N
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18. Halla el area del recinto limitado por las curvas de ecuacion y = x> e y = |x| :
Solucién:

Las curvas se cortan cuando x* =|x|.

Sus soluciones sonx =0, x=-1y x=1.

Las curvas son las adjunta; pueden representarse dando valores: 1]

Por tanto:
1

:1 uz A 0 1
3

! 2
S= ZI(X— x?)dx :(x2 ——x3j
0 3

19. De la funcién f(x) = ax® +bx? +cx+d se sabe que tiene un maximo relativo en x = 1,

0

1
un punto de inflexién en (0, 0) y que I f(x)dx = % Calculaa, b, cyd.
0
Solucion:
f(x)=ax® +bx? +cx+d — pasapor (0,0)=f(0)=0=d
f'(x) =3ax® + 2bx+c — maximoenx=1=f"(1)=0= 3a+2b+c=0 (*)
f7(x) =6ax+2b — inflexionen (0,0)=f"(0)=0=2b=0=b=0

Luego, la funcion es:
f(x)=ax®>+cx con 3a+c=0(*) =>c=-3a... = f(x)=ax’—3ax

Como

Mo
I
Ao
U

ax* 3al | 3a
4 2 2

1 5 1 5
j f(x)dx=—= = j (ax®* —3ax)dx == = {__
0 4 0 4

—a=-1lyc=3
La funcion es: f(x)=—-x3+3x.

20. (Propuesto en Selectividad) Calcula el area determinada por las curvas de ecuaciones

y=2x"e y=x"—-2x°, representadas en el dibujo adjunto.

Solucion:

Los puntos de corte de las graficas se n resolviendo el sistema: 10-
{y = x* —2x?

02 = x*—4x> =0 =>x=-2,x=0,x=2
y=2X

La curva que va por encima, en el intervalo [-2, 2], es y = 2x?.
Por esto, y por la simetria de ambas curvas: 5.

_ ? 24 2 — ? 24 —
S_ZJ-O(ZX X" +2X )dx 2!0(4x x)dx

5 2
= 2 ﬂx3_x_ :2(§_§j = % u2
3 5 o 3 5 15

N
Z
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21. Calcula el &rea del recinto plano limitado por la parabola y? —x =1 y por la recta
y=x-1.

Solucién:

El recinto es el sombreado en la figura adjunta. Puede dibujarse dando algunos puntos:
Para la parabola: (-1, 0); (0, -1) y (0, 1); (3, -2y (3, 2).
Para larecta: (0,-1)y (3, 2) 2
El corte de la recta con la parabola se produce cuando

JX+1=x-1=x=0,x=3.

El area seré:

0 3
S :Zj \/x+1dx+'[ (VXx+1-x+1)dx=
-1 0

0 2 3
+ g(x+1)3’2—x—+x _4,16. 9,529,
3 0 3 2

(x+1)*¥*

w| b

2 3 3 2

22. Calcula el &rea encerrada entre la gréfica de la funcién exponencial f (x) =e* y la cuerda
a la misma que une los puntos de abscisas x = -1y x = 1.
Solucion:

Los puntos de la grafica son: P = (-1, e ) y Q = (1, e).
En la figura se dibuja la curva y la cuerda.

El area encerrada entre la curva y la cuerda es la de la parte 5
sombreada en la figura. Su valor es la diferencia del area del
trapecio y la que queda entre la curva y el eje OX.

1

(e‘l +e)-2 0
——~=¢ +e. = ! : T

2 2/ 1 0 1 2
El area entre la curva y el eje OX es:

1
A= j e*dx =e*
-1

El area del trapecio es: A, =

1
—e—g*
-1

Por tanto, el area de la region sombreadaes: e +e—(e-e™)=2e" u?

23. Halla el area de la region limitada por las curvas y =sinx e y =cosXx Y las rectas x = n/4
y X = 5n/4.

Solucion:

La region es la sombreada en la figura adjunta.

En el intervalo [n/4, 5n/4] la curva del seno va por encima /OW\ s S

de la del coseno. Por tanto, el area pedida viene dada por o T —r

la integral definida /‘ 0™ \%/
5n/4

I (sinx—cos x) dx = [~cos x —sin x]s’j4 =
/4

=

T

V2 N2 2 V2 o5

5 . 5n T
— + -
4 2 2 2 2

T .
= —C0S— —SIN—+C0S—+Sin
4 4 4
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24. Dibuja el recinto finito del plano limitado por la recta x = 1, la parabola y = x* y la
hipérbola y = 8 . Calcula su érea.
X

Solucion:
Las gréficas se trazan facilmente dando valores.
Algunos puntos: 10-

Parabola y = x*: (0, 0); (1, 1), (2, 4)
Hipérbola y = % L(L,8); (2, 4); (4, 2); (8, 1) 81

Puntos de corte de la recta x = 1 con las curvas:
(1, 1) con la parabola; (1, 8) con la hipérbola

Corte entre las curvas:

2
=X
y :>x2:§:>x3:8:>x=2 24
y=8/x X
AUVZEN
El recinto es el sombreado en la figura anterior. Su area viene dada por: 0 2

2 8 X3 2
A= I (——xzjdx = [8Inx——]
1\ X 3 L

25. (Propuesto en Selectividad, Extremadura)
a) Calcula los puntos de corte de larecta 2y —x =3 y de larecta y =1 con la rama
hiperbdlica xy =2, x> 0.

b) Dibuja el recinto plano limitado por las tres curvas del apartado anterior.

c) Calcula el area de dicho recinto.

Solucion:

a) Los puntos de corte de la curva con cada una de las rectas se obtienen resolviendo los
sistemas:

= 8In2—§—(0—1j:8ln2—z u?,
3 3 3

4

2y —x=3 2y —x=3
{ S 1);{ R L w0,
= Xy =2 3
=2
Y ) §
y=1 |
/ l
b) Su gréafica es la adjunta. Para representar cada curva - T
basta con dar algunos valores. 0

3 o 1 3 3 3
c) El recinto sombreado puede descomponerse en dos partes: el triangulo rectangulo de la
izquierda, cuya area vale 1 u% y el “triangulo” curvo de la derecha, cuya rea se calcula por la
integral definida

2
J' (E—ljdx = [2Inx—xJ =2In2-2-(2In1-1)=2In2-1 v*.
1 X

Por tanto, el area total del recinto vale 2In2 u®.
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26. Halla el rea del recinto limitado por las curvas y =e*™?, y=e ¥y

larectax =0.
Solucién:
El recinto pedido es el sombreado en la figura adjunta.

Corte de las curvas:

e e = x=-1

El &rea viene dada por:

0
X+2 =X — X+2 —X
I_l(e e )d {e +e )

27. (Propuesto en Selectividad, Navarra)

—e’+e’—et—et=e?-2e+1

0
-1

Dadas las funciones f(x)=5-x*y g(x) = iz calcula el area de la region del plano
X

encerrada entre las graficas de f(x) y g(x).

Solucion:

Ambas graficas pueden dibujarse dando algunos pares de valores.
Se cortan en la solucion del sistema:

£ 2
{y_S X :>5—x2=i2:>x4—5x2+4=0:>

y=4/%x° X
+ — 1
2 _5t425-16 J22516{4 x= 4142,

Los puntos de corte son:
(-2,1); (-1,4); (1,4); (2, 1)

La region es la sombreada en la figura adjunta. Su area
viene dada por:

1 2 2
A:J [5—x2—i2jdx+j (S—XQ—izjdx=2J. (S—XZ—izjdx:
-2 X 1 X 1 X
3 2
—olsx- X2 2o [10—§+2j—(5—1+4j =2(3—ZJ=ﬂ W2
3 x|, 3 3 3) 3
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Teorema fundamental del calculo integral

28. Aplicando el teorema fundamental del célculo, halla los valores de las constantes a, b, cy
d, sabiendo que:

" 3 t — 3 2 X
Io(t t+l)edt (ax +bx +cx+d)e

Solucion:
El teorema fundamental del calculo integral dice:

X
Si f(x) esuna funcion continuaen [a, b] y F(x) se define como F(x) = J f (t)dt, entonces
a

F(x) es derivable en [a, b] y su derivada es F'(x) = f(x) .

Por tanto, si JX(t3—t+1)etdt=(ax3+bx2+cx+d)ex = F(x)=(ax’+bx* +cx+d )e* es
0

una primitiva de f(x) =(x° - x+1)e”.
Esto es: F'(x):[(ax3+bx2+cx+d)ex]' = (x® = x+1)e*

Luego:
(3ax2 +2bx+c)eX +(ax3+bx2 +cx+d)eX = (X —x+1e* =

= (a *% (3a+b)X* +(2b+c)x+(c+d))e* = (x> —x+1)e*
Identificando coeficientes se obtiene:a=1;b=-3;:¢c=5;d =-4.
29. (Propuesto en Selectividad)

2x
- -7 2_
Halla los puntos donde se anula la derivada de la funcion f(x) = —2x+j et 102t
0

Solucién:
2X
Sea g(X) — J‘ e(t2—10t+24)dt )
0
Por el teorema fundamental del célculo integral se tiene:
2X
g(x) = J' g 10t 2 gy G(t)|§x =G(2x)-G(0) > g(x) =G(2x)-G(0)
0
siendo G'(t) = ! 10124

Derivando:
g(x)=G(2x)-G(0) = g (x) = (G(Zx) -G(0) )’= G'(2x)2= g #¥~20x+24

Con esto, como f(x) =—-2x+ g(x), se tendré:

f’(X) =2+ g'(x) = _24 2e4X2—20x+24

Si f°(x) =0, entonces:

24260002 _ 0 = 2= 20422 4y 20x+24=0 = x=2;X=3
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-1 2
30. Si fes una funcion continua en el intervalo [-2, 2] tal que I f(t)dt :J f(t)dt, ¢se
-2 1

puede asegurar que existen dos numeros, b y ¢ pertenecientes a [-2, 2], talesque b<-1,c>1

y f(b)="f(c)?

Solucion:

Por el teorema del valor medio del calculo integral, se sabe que si
f (x) es continua en el intervalo [a, b], entonces existe un punto

Xo € [a, b] tal que

[ TE0d % (% - %) (%)

X

S H

Aplicando este teorema en el intervalo [-2, —1], puede asegurase que existe b € [-2, —1], esto

-1
es, -2 <b<-1, que verifica | f(t)d &(-1-(-2 )f(b)=f(b)
2

Analogamente, para el intervalo [1, 2], existe ¢, con1<c <2, tal que.

rf ()dt = (2-1) f(c) = f(c)
1

-1 2
En consecuencia, como | f(t)dt = I f (t)dt, puede asegurarse que existen dos numeros b y c,
-2 1

pertenecientes a [-2, 2], talesque b <-1,c>1y f(b) = f(c).

31. (Propuesto en Selectividad, Madrid)
Sea la funcidn F(x):j edt.
0

a) Calcula F’(x), estudia el crecimiento de F(x) y halla sus maximos y minimos.
b) Calcula F”(x) y estudia la concavidad y convexidad de F(x). Esboza la gréfica con los

datos obtenidos.
Solucion:
Por el teorema fundamental del calculo integral,

F(x):LX eldt = G(t)|;2 = G(x*)-G(0), siendo G'(t) —e

a) Derivando F(x) =G(x?)—G(0), se deduce:
F(x)=G'(x*)2x = F'(X) = e" 2x —> Esta derivada se anula en x = 0.
Parax >0, F" >0 = F sera creciente. (Para x < 0 debe suponerse que la funcién no esta

definida; o, al menos, que no se sabe nada).
Luego, en x = 0 la funcion F(x) tiene un minimo, que sera absoluto.

b) F(x) =26 —8x‘e™ = 26" (1—4x*) = F"(x)=0 en x = % que es un punto de

inflexion.
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. 1 -
(La solucion x =—— cae fuera del dominio).

V2

Si 0<x <i, F~ >0, luego F es convexa (L).

NG

. 1
Si x>—, F"<0, luego F es concava (M).
V2

Con esto, la grafica de F puede ser la adjunta.

1 I:JE-

32. (Propuesto en Selectividad, Madrid) Sea f una funcion real de variable real, continua y
positiva, tal que J- f(t)dt=e" +arctgx+a.
0

Determina el valor de la constante a 'y halla f(x) aplicando el Teorema Fundamental del

Calculo.
Solucioén:

Sea F(x):j f(t)dt=e" +arctgx+a.
0

0
En consecuencia, F(0) :J‘ f(t)dt=e’ +arctg0+a=0 =>1+a=0=>a=-1.
0

Como F(t) es una primitiva de f(t), se tendra que:

FX)=f(x) = f(x)=e"+ ! 5
1+X

33. (Propuesto en Selectividad, La Rioja)
Sea la funcion F(x) = I ﬂdt definida para x > 1.

Halla sus maximos y minimos relativos.
Solucion:
Por el teorema fundamental del calculo integral se tiene que si

F(x) = J‘Xf (t)dt, entonces F'(x) = f(x)

, sin x
Por tanto, en este caso, F'(x) =——.
X

Los méximos y minimos se dan en las soluciones de F(x) =0 que hacen negativa o positiva
a F""(x), respectivamente.

F()_S'”X —x=km k=12, 3..

Derivada segunda: F”(x) = (cos x)-);—sm X
X

Signo de la derivada segunda en los puntos x = kr, k=1, 2, 3...
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. Sikespar:x = 2r, 4x,..., 2nm, F~(2nm) = 200
(2n7)

. Sikesimpar:x=m,3n,..., (2n + 1)1, F((2n+)n) =

>0 = Hay minimos.

~1(2n+1)n-0
((2n+Yn)’

<0 = Hay
mMaximos.

*sint . o . -
Por tanto, F(x) :J- Tdt tiene maximos en los puntos X = «t, 3=, 57, ...; y tiene minimos
1

cuando x = 2r, 4, 6m, ...

34. (Propuesto en Selectividad, Andalucia)
Sea f una funcidn continua en el intervalo [2, 3] y F una primitiva de f tal que F(2) =1y F(3)

=2, calcula:

e 3

a) f (x) dx
J 2

o 3

b) | (5f(x)-7)dx

(F(x)* f(x)dx

e 3
c)
J 2

Solucion:
o3

a) | f(dx=FX[=F@-F@)=2-1=1.

3 3 3
b) | (5f(x)-7)dx = sj f (x) dx—J‘ 7dx=5-(7x), =5-21+14 =2
2 2 2

3 _Fey _FE) (FQF _2¢ 1 _7
9 JZ(F(X))f(X)dX_ 3 | 3 3 3 3 3

2

35. (Propuesto en Selectividad, Madrid)
8 2

Sea f(x) una funcion continua tal que I f(u) du =3. Hallaj f(x*) x%dx.
1 1

Solucion:
Sisehace x* =u = 3x*dx=du;ysix=2,u=8.
Con esto:

2 102 1(8 1
I f(x*) x%dx = —I f(x*)3x%dx = —I f(uydu = =3=1
1 3J1 3J1 3
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Vollimenes

36. Calcula el volumen del cuerpo generado al girar alrededor del eje OX de la superficie
limitada por la curva y =sinx yel eje OX, entre 0 y m.
Solucién:
El volumen pedido vale:
T T T 2
V = nJ‘ sin? x dx = nJ. 17c0s2x 4y nF—Esin ZX} SN
2 2 4 2

0 0 0

, . 1-cos2x
Recuérdese que sin® x = ————.

37. Halla el volumen generado al girar alrededor del eje OX el recinto plano determinado por
dichoejeylacurva y=x-x°.

Solucion:

La grafica de y =x—x° es la adjunta.

Puede trazarse calculando los puntos de corte con \

los ejes y dando algunos valores. ; 3 X AT R UUA
El recinto plano se ha sombreado. \

14
El volumen engendrado es:

0 1 1 1
V:n-[ yzdx+nJ. yzdx:ZnJ- yzdx:ZnI (x—x3)2dx =
-1 0 0 0

1 3 5 7T
:2nJ. (x*-2x* +x%)dx = 2n x_ ax x| o s
: 3 5 7] 105
2

.4 . X
38. Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse 2—5+ y% =1 al dar una vuelta completa

alrededor del eje OX.
Solucion:

La elipse esta centrada en el origen y tiene por semiejes: a=5y b = 1. (Recuérdese que la
2 2

- : . - X
ecuacion de una elipse centrada en el origen de semiejes ay b es —2+§ =1).
a

El volumen pedido viene dado por

5 5 5 X2 3 5 20
V:nJ‘ yzdx:ZnI yZdX:ZnI (1—— dx:Zn{x——} =3 ()
-5 0 0

0 25 75

2 2
. : X X .
39. Se consideran, en el plano, las curvas de ecuaciones y = T +Xey= i X . Se pide:

a) El area del recinto finito determinado por dichas curvas.
b) El volumen del cuerpo de revolucion obtenido al girar dicho recinto alrededor del eje OX.

Solucioén:
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Las curvas son dos parabolas. Dando algunos valores se pueden trazar y determinar los

puntos de corte, que son x =0y x = 4: las soluciones de la ecuacion

X2 2

X ix=2 xex2-4x=0.
4 4

El recinto que determinan es el sombreado en la figura siguiente.
24 / 24

-2 -2

a) El rea encerrada entre esas curvas es:

4 2 2 4 2 3 4
A:I x| Xk dx:j SESIPG YV DSV (N e ST
ol 4 4 ol 2 6 . 6 3
b) El volumen del cuerpo de revolucién correspondiente vale:
4 2 2 4/ 4 3 5 4 3\|*
V:nj X ix dx:nj XX e Lo X X} 2327 s
ol 4 o\16 2 80 8 3, 15

Otros problemas

40. Halla el area encerrada por la grafica de la funcion f(x) = x*sinx y el eje de abscisas
entre el origen y el primer punto positivo donde f se anule.

Solucion:

Los puntos de corte de f (x) = x*sinx con el eje de abscisas son x = kr. EI primer punto de

abscisa positiva es x = 7.
Como en el intervalo [0, =] la funcién no toma valores negativos, el area pedida viene dada

por la integral J- x? sin xdx
0

Una primitiva de sz sin xdx se obtiene por el método de partes.

Haciendo: x? =u y sinxdx=dv = 2xdx=duy —cosx =v

Luego, szsin xdx = —xzcosx+2jxcosxdx

Para hacer la segunda integral, Ixcos xdx, se aplica nuevamente el método de partes.

Tomando: x =uycos xdx=dv=dx=duy v=sinx

Luego, Ixcosxdx =Xsin X—Isin X d =Xxsin X+ cos X

Por tanto: sz sinxdx = —x*c0s X+ 2(Xsin X +cos X)
En consecuencia,

I X sin xdx = [—xz cosx+2(xsinx+cosx)}z =-—n*(-1)-2-2=n"-4
0
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41. (Propuesto en Selectividad) EI nimero de pasajeros que pasan por la terminal de un
aeropuerto se ajusta durante un dia determinado a la funcion P(t) = 432t —t3, siendo t el
tiempo en horas y P(t) el nimero de viajeros en el momento t.

a) Representa la gréafica de la funcion en el contexto del problema. ¢ Cudl fue la maxima
afluencia del dia y en qué momento se da?

b) ¢Qué cantidad de viajeros pasa por esa terminal desde las 0 horas hasta las 18 horas?
Solucion:

a) P(t) =432t —t° =t(432-t°)

Vale O en los instantest=0y t =+/432~ 20,78 h ~ 20 h 47 min.

Derivando:
P’(t) = 432 —3t?, que se anula cuando t = 12.
Si0<t<12, P'(t)>0 = P(t) es creciente. 4000 -

Si12<t<24, P'(t) <0 = P(t) es decreciente.

Por tanto, el maximo se da cuando t = 12, siendo el nimero de 2000 -
pasajeros P(12) = 3456.

Dando algunos valores mas puede trazarse su grafica, que es la 0 . ,
adjunta. ;|0 10 200
Valores:

(0, 0); (6, 2376): (10, 3320); (12, 3456), maximo: (15, 3105); (18, 1944); (20, 640)

b) El nimero de viajeros que pasa por esa terminal entre las 0 y las 18 horas viene dado por el
valor de la integral:

18 48
C= J- (432t —t%)dt = {216t2 —tz} = 43740 pasajeros
0

0

42. (Propuesto en Selectividad, Galicia) El tiempo, en horas, que tarda un autobus en hacer el
recorrido entre dos ciudades es una variable aleatoria con funcion de densidad:
f(x) = 0,3(3x — x?), si x e [1, 3]; y 0 en otro caso.
a) Calcula el tiempo medio que tarda en hacer el trayecto.
b) Calcula la probabilidad de que la duracion del trayecto sea inferior a dos horas.
Solucion:
a) Si f(x) es la funcion de densidad de una variable aleatoria continua definida en [a, b], su

b
media viene dada por u = Ixf (x)dx.
a

En este caso:

3
U :jx-0,3(3x—x2)dx: {
1

3 4 7?
09x” 0,3x } =2,025-0,225=18

3

1

b) Si X es la variable que mide el tiempo del trayecto, hay que hallar P(X < 2). O, lo que es lo
mismo, P(1 < X <2). En el contesto del problema:

0,9 0,37
2

=1-0,35=0,65

P(L<X<2) :J. 20,3(3x—x2)dx:{

1
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, . . _x2 . . .
43. Halla el area limitada por la curva y = xe™ , el eje de abscisas, y la recta x = a, siendo a

la abscisa del punto méaximo de la curva.
Solucién:
Derivando se tiene:

y=xe ¥ = y=e* —2x% ™ =(1-2x*)e

— Y= —dxe ™ —2x(1-2x2)e ™ = (4x3 —6xX)e ™

. . . 2 1 1
La derivada primera se anulasi (1-2x*)e™ =0 = 1-2x*=0 = X=——— 0 X = ——.
V2 V2
. . 1 . 1 .
La derivada segunda es negativa en x = —— y positiva en x = ——. Por tanto, el méximo se
V2 V2
daen a= 1
7

. . . ., 1
La curva corta al eje OX en x = 0; por tanto, el intervalo de integracion es {O, ﬁ} :
En dicho intervalo la curva es siempre positiva, luego el area pedida es:

U2 , U2 , , 12
I xe dx = —EJ. (—2xe*X )dx= _le*X :_leflﬂ +£e° ZE_L
0 2Jo 2 | 2 2 2 2\e

44. Sea f(x) una funcion derivable en (0, 1) y continua en [0, 1], tal que f(1) =0y

1 1
Ifo’(x)dx =1. Utilizando la férmula de integracion por partes halla j f(x)dx .
0 0

Solucioén:

Sien la integral .[fo’(x)dx se toma:

u=2xy f"(X)dx=dv = du=2dx y v= f(x)
Por tanto:

Jfo'(x)dx: 2xf (x)—IZf(x)dx = ZJ f (x)dx = 2xf (x)—ijf’(x)dx

= I f (x)dx = xf (x) —%IZXf’(x)dx

Luego:
I f(x)dx:[xf(x)]z—%J. 2 (X)dx =1 (1) = 0- (0 }%-1:%

45, (Propuesto en Selectividad, Asturias) Se considera la curva de ecuacion y = x* — 2x> + X..

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de esa curva en el origen.

b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la gréafica de la curva y la recta hallada.
c) Calcula el area de ese recinto.

Solucion:

a) y=x-2x+x = y=3x*-4x+1 - y(0)=0; y(0) =1.

Tangente en (0, 0): y=x.
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b) La derivada se anula, 3x* —4x+1=0, cuando X =

4+416-12 [1/3
6 _{ 1

Como y'=6x—-4 = y'@/3)<0; y'@) >0. Luego, en x = 1/3 se

tiene un maximo y en x = 1, un minimo.

La recta tangente corta a la curva cuando x® —2x* +x=x =

X=0yx=2.

Algunos puntos de la grafica de la curva son:

(-1, -4); (0, 0); (1/3, 4/27), méximo; (1, 0), minimo; (2, 2).

¢) El recinto comprendido entre la recta y la curva es el sombreadoen -
la figura adjunta. Como en el intervalo [0, 2] la recta va por encima de
la curva, el area pedida viene determinada por la integral

2
_ 3 2 =
A_Io(x —2x° +x) J- —X7 +2X )dx
6

xt 23] 16 4 ,
= |-t | =4+ = U
i 3 3
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	UTEMA 11. La integral definida



