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TEMA 7. Límites y continuidad de funciones  

 
Problemas Resueltos 

 
Definición de límites 

1. Demuestra, aplicando la definición, que ( ) 242
3

=−
→

xlím
x

. 

Solución

Hay que ver que para cualquier ε > 0, existe δ > 0 tal que si 

: 

δ<− 3x , entonces ε<−
2
11

x
. 

Como ( ) ε<−− 242x  ⇒ ε<− 62x  ⇒ ε<−<ε− 62x  ⇒ (transformando la desigualdad) 

⇒ ε+<<ε− 626 x  ⇒ 
2

3
2

3 ε
+<<

ε
− x . 

Por tanto, tomando 
2
ε

<δ   se cumple que  ( ) ε<−− 242x . Luego, efectivamente, el límite 

vale 2. 
Por ejemplo, si se toma ε = 0,01, el valor de δ puede ser 0,005.  
Por tanto, para todo x tal que 005,03 <−x  ⇔ 2,995 < x < 3,005, se cumple que 

01,062 <−x . 
 

2. Demuestra, aplicando la definición, que 2
8
12

=
+
−

+∞→ x
xlím

x
.  

Solución
Hay que ver que para cualquier ε >0, existe k (grande) tal que si x > k, entonces 

: 

ε<−
+
− 2
8
12

x
x . 

Como ε<−
+
− 2
8
12

x
x  ⇔ ε<

+
−

8
17

x
 ⇒ ε<

+ 8
17

x
 ⇒ ε+ε< 817 x  ⇒ 

ε
ε−

>
817x  

El mínimo valor de k será 
ε

ε817 −
=k . 

Por ejemplo, para un valor de ε = 0,01 existe un número 1692
01,0

01,0·817
=

−
=k , tal que para 

todo x > 1692 se verifica que 01,02
8
12

<−
+
−

x
x .  

Así, si x = 1693, 01,0...009994,02
81693
11693·2

<−=−
+
−  

 

 
Cálculo de límites por métodos algebraicos 

3. Resuelve los siguientes límites:  

a) 
4454

128
234

23

2 ++++
−−+

−→ xxxx
xxxlím

x
  b)

2
83

2 −
−

→ x
xlím

x
  c) 

xxx
xxxlím

x 54
3

23

234

0 +−
−−

→
 

Solución: 
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a) =



=

++++
−−+

=



=

++++
−−+

−→−→ 0
0

)22)(2(
)6)(2(

0
0

4454
128

23

2

2234

23

2 xxxx
xxxlím

xxxx
xxxlím

xx
 (Se repite el 

proceso)
5
1

1
3

)1)(2(
)3)(2(

2222
=

+
+

=
++

++
=

−→−→ x
xlím

xx
xxlím

xx
. 

Las descomposiciones factoriales se hacen dividiendo sucesivamente por x + 2. 
 

b) ( )( ) 12
2

422
0
0

2
8 2

2

3

2
=

−
++−

=



=

−
−

→→ x
xxxlím

x
xlím

xx
.   

 

c) ( )
( ) 0

5
0

54
3

0
0

54
3

2

23

023

234

0
==

+−
−−

=



=

+−
−−

→→ xxx
xxxxlím

xxx
xxxlím

xx
. 

 
4. Halla, en función de los valores de p, los siguientes límites: 

a)  
232

2

2 +−
−

→ xx
pxxlím

x
  b)

px
xlím

x −
−

→ 2

3

2

8    

Solución

a) 

: 





 −

=
+−

−
→ 0

24
232

2

2

p
xx
pxxlím

x
. En consecuencia, si p ≠ 2 el límite será infinito: no existe el 

límite. 

Pero, si p = 2, se tiene:  ( )
( )( ) 2

1
2

121
2

0
0

23
2

222

2

2
==

−
=

−−
−

=



=

+−
−

→→→ x
xlím

xx
xxlím

xx
xxlím

xxx
. 

 

b)  







−

=
−
−

→ ppx
xlím

x 4
08

2

3

2
. En consecuencia, si p ≠ 4 el límite valdrá 0. 

Pero, si p = 4, se tiene: ( )( )
( )( ) 3

2
42

22
422

0
0

4
8 2

2

2

22

3

2
=

+
++

=
+−

++−
=



=

−
−

→→→ x
xxlím

xx
xxxlím

x
xlím

xxx
. 

 
5. Calcula los siguientes límites:  

a) 
x

xlím
x

11
0

−+
→

   b) 
xx

xlím
x −−+→ 44

4
0

   c) 
2

)2(22

−
−−−

∞→ x
xxxlím

x
 

Solución

a) Es una indeterminación:

: 





=

−+
→ 0

011
0 x

xlím
x

. Puede resolverse transformando la función 

inicial, multiplicando los términos de la expresión por el conjugado del numerador. Así: 
( )( )

( ) ( ) 2
1

11
1

11
11

11
1111

0
011

0000
=

++
=

++
−+

=
++

−+−+
=



=

−+
→→→→ x

lím
xx

xlím
xx

xxlím
x

xlím
xxxx

. 

 
b) Es similar al anterior. Para resolverlo hay que multiplicar por la expresión conjugada del 
denominador. 





=

−−+→ 0
0

44
4

0 xx
xlím

x
 = ( )

( )( ) =
−++−−+

−++
→ xxxx

xxxlím
x 4444

444
0
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= ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 822·2442
2

444
44

444
000

=+=−++=
−++

=
−−+

−++
→→→

xxlím
x

xxxlím
xx

xxxlím
xxx

. 

 

c) 
2 2 ( 2)

2x

x x xlím
x→∞

− − −
−

 = (dividiendo numerador y denominador por x) = 

 = 0
1

11
2

22
2

2

=
−

=
−







 −

−
−

∞→

x
x

x
x

x
xx

lím
x

 

 
6. Calcula: 

a) 
43

102
3

2

+−
+

+∞→ xx
xxlím

x
   b) 2

2

52
43
xx

xlím
x −

−
+∞→

    c) 
xx

xlím
x 12

2
2

3

+
−

+∞→
 

Solución
Mediante la comparación de grados los tres límites pueden hacerse directamente, resultando: 

: 

a) 0
43

102
3

2

=
+−

+
+∞→ xx

xxlím
x

.   b) 
5
3

52
43

2

2

−=
−

−
+∞→ xx

xlím
x

.  c) ∞=
+
−

+∞→ xx
xlím

x 12
2

2

3

. 

 
7. Calcula el valor de los siguientes límites: 

a) 
xx

xxlím
x 34

15
2

2

+

+−
∞→

   b)  
12
22

−
+

∞→ x
xxlím

x
    c)  

35
53

3

2

−+

+
∞→ xx

xxlím
x

 

Solución

a) 

: 

2
1

4
1

34
15

34
15

34
15

2

2

2

2

2

2

==
+

+−
=

+
+−

=




∞
∞

=
+

+−
∞→∞→∞→ xx

xxlím
xx

xxlím
xx

xxlím
xxx

. 

b)  
2
1

4
1

144
2

)12(
2

12
2

2

2

2

22

==
+−

+
=

−
+

=




∞
∞

=
−
+

∞→∞→∞→ xx
xxlím

x
xxlím

x
xxlím

xxx
. 

c)  ∞=



=

−+

+
=

−+

+

=




∞
∞

=
−+

+
∞→∞→∞→ 0

3
35

53

35

53

35
53

4

3

2

3

2

2

3

2

x
xx
xlím

x
xx

x
xx

lím
xx

xxlím
xxx

. 

 

8. A partir de la definición del número e, e
x

lím
x

x
=






 +

+∞→

11 , utilizando las propiedades de los 

límites, demuestra que. 

a) p
px

x
e

x
lím =






 +

+∞→

11    b) e
px

lím
px

x
=








+

+∞→

11 , p ≠ 0   c) p
x

x
e

x
plím =






 +

+∞→
1  

Solución
a) Para demostrarlo se transforma la expresión inicial como sigue: 

: 

p

px

x

px

x
e

x
lím

x
lím =


















 +=






 +

+∞→+∞→

1111  
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b) Para demostrarlo puede hacerse px = t y observar que si x → +∞ ⇒ t → ∞. Por tanto: 

e
t

lím
px

lím
t

t

px

x
=






 +=








+

+∞→+∞→

1111  

 
c) Para demostrarlo se transforma la expresión inicial como sigue: 

p

p

p
x

x

p
p
x

x

x

x

x

x
e

p
x

lím

p
x

lím

p
x

lím
x
plím =







































+=



















+=



















+=





 +

+∞→+∞→+∞→+∞→

1111111

·

 

 
9. Aplicando los resultados anteriores calcula: 

a) 
211
x

x x
lím 






 +

+∞→
    b) 

x

x x
lím 






 +

+∞→ 2
11      c) 

x

x x
lím 






 −

+∞→

41   

Solución

a) 

: 

2/1
2
1

2 1111 e
x

lím
x

lím
x

x

x

x
=


















 +=






 +

+∞→+∞→
 

 

b) 2/1

2/12
2
1·2

2
11

2
11

2
11 e

x
lím

x
lím

x
lím

x

x

x

x

x

x
=


















 +=






 +=






 +

+∞→+∞→+∞→
 

 

c) 4

)4(

)4(

)4(

11)4(141 −

−

−

+∞→+∞→+∞→
=







































−

+=





 −

+=





 − e

x
lím

x
lím

x
lím

x

x

x

x

x

x
  

 

10. Teniendo en cuenta que, e
xA

lím
xA

xA
=








+

+∞→

)(

)( )(
11  y la propiedad: “Si 0)( >xf , 

( ) ( ) 







→→
→= )()( )()( xglím

ax

xg

ax
axxflímxflím ”, demuestra que si se cumple que ( ) 1)( =

∞→
xflím

x
 y 

( ) ∞=
∞→

)(xglím
x

, entonces, la indeterminación ( ) [ ]∞

∞→
= 1)( )( xg

x
xflím ,  puede resolverse 

aplicando la transformación:  ( ) [ ] ( ) 





 −

∞

∞→

∞→==
)(·1)(

)( 1)(
xgxflím

xg

x

xexflím  

Solución
Si 

: 
( ) [ ]∞

∞→
= 1)( )( xg

x
xflím , haciendo las transformaciones que se indican se obtiene: 
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( ) [ ] ( ) )()( 1)(11)( xg

x

xg

x
xflímxflím −+==

∞→

∞

∞→
 = 

( )
)(

1)(·
1)(

1

1)(
1
11

xg
xf

xf

x

xf

lím







































−

+

−
−

∞→
 = 

= 

( ) )(1)(

1)(
1

1)(
1
11

xgxf

xf

x

xf

lím

−

−

∞→







































−

+   =  

( ) )(1)(

1)(
1

1)(
1
11

xgxf

xf

x

xf

lím

−

−

∞→







































−

+  =  

= 

( ) )(1)(

1)(
1

1)(
1
11

xgxflím

xf

x

x

xf

lím

−

−

∞→

∞→







































−

+  =  
( ) 






 −

∞→
)(·1)( xgxflím

xe , pues cuando )(xf  → 1 se 

deduce que ∞→
−1)(

1
xf

 y e

xf

lím

xf

x
=



















−

+

−

∞→

1)(
1

1)(
1
11 . 

 
11. Aplicando la transformación anterior, halla el valor de los siguientes límites: 

a)  
12

3
11

−

∞→








−
+

x

x x
lím   b) 

12

1
2 −

∞→








+
+ x

x x
xlím    c) 

2
1

2

2

15
3

−

∞→ 







−+

−
x

x xx
xxlím   

Solución

a) 

: 

[ ]∞
−

∞→
=








−
+ 1

3
11

12x

x x
lím  = 

( )







−








−∞→
12·

3
1 x

x
lím

xe  = 23
12

ee x
xlím

x =








−
−

∞→ . 

 

b) [ ]∞
−

∞→
=








+
+ 1

1
2 12x

x x
xlím  = 

( )







−






 −

+
+

∞→
12·1

1
2 x

x
xlím

xe  = 
( )








−








+∞→
12·

1
1 x

x
lím

xe  = 21
12

ee x
xlím

x =








+
−

∞→ . 

 

c) [ ]∞

−

∞→
=








−+

− 1
15

3 2
1

2

2
x

x xx
xxlím  = 




















 −














−

−+

−
∞→ 2

1·1
15

3
2

2 x

xx

xxlím
xe  = 















 −










−+

+−
∞→ 2

1·
15

18
2

x

xx

xlím
xe  =  

= 42102

198
2

2

−




























−+

−+−

=
∞→ ee xx

xxlím
x   
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12. Halla el valor de a para que 2
3

3
2

2

2

=






 +
+

∞→

ax

x x
xxlím  

Solución

Como 

: 

[ ]∞

+

∞→
=







 + 1
3

3
2

2

2 ax

x x
xxlím , aplicando el procedimiento anterior se tiene: 

[ ]∞

+

∞→
=







 + 1
3

3
2

2

2 ax

x x
xxlím  = 

( )












+














−

+
∞→

2·1
3

3
2

2
ax

x

xxlím
xe  = 

( )







+









∞→
2·

3 2
ax

x

xlím
xe  = 33

2
2

2
a

x

xaxlím

ee x
=



























 +
∞→ .  

Como debe cumplirse que 2
3

3
2

2

2

=






 +
+

∞→

ax

x x
xxlím  ⇒ 23 =

a

e  ⇒  2ln
3

=
a  ⇒ 2ln3=a . 

 
13. Calcula: 

a) 







+
+

∞→ 2
3log

2

x
xxlím

x
  b) 








+
+

→ 2
3log

2

2 x
xxlím

x
  c) 








+
+

+∞→ 2
2log 2x

xlím
x

  d) 









+

+∞→

2
3

ln x
x

x
elím  

Solución

a) 

: 

[ ] ∞=∞=















+
+

=







+
+

∞→∞→
log

2
3log

2
3log

22

x
xxlím

x
xxlím

xx
.    

 

b) 
2
5log

4
10log

2
3log

2
3log

2

2

2

2
==
















+
+

=







+
+

→→ x
xxlím

x
xxlím

xx
. 

 

c) −∞==















+
+

=







+
+

+∞→+∞→
0log

2
2log

2
2log 22 x

xlím
x
xlím

xx
.    

 

d) 3lnlnlnln 32
3

2
3

2
3

===





















=









 







++

+∞→

+

+∞→

+∞→ eeelímelím x
xlím

x
x

x
x

x

x

x . 

 
14. Calcula: 

a) 







+∞→ 1
2sin

x
lím
x

    b) 







+
π

→ 1
cos

1 x
lím
x

    c) 







+
π

→ 1
tan

1 x
lím
x

    

Solución

a) 

: 

00sin
1

2sin
1

2sin ==















+
=








+ ∞→∞→ x
lím

x
lím

xx
. 

b) 0
2

cos
1

cos
1

cos
11

=
π

=















+
π

=







+
π

→→ x
lím

x
lím

xx
. 

c) [ ]∞=
π

=















+
π

=







+
π

→→ 2
tan

1
tan

1
tan

11 x
lím

x
lím

xx
 → No existe.  
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15. Calcula: 

a) 







∞→ x
xlím

x sin
   b) 








−
+

∞→ 2
3sin

x
xlím

x
   c) 








π→ x
xlím

x tan4/
  d) 








∞→ x
xlím

x tan
   

Solución

a) 

: 

( ) ±∞=







∞

∞
=








∞→ sinsin x
xlím

x
 (El límite no existe) → Debe observarse que –1 ≤ sin x ≤ 1. 

b) 0
2

3sin
=








−
+

∞→ x
xlím

x
 → Debe observarse que 2 ≤ sin x + 3 ≤ 4. 

c) ( ) 44/tan
4/

tan4/

π
=

π
π

=







π→ x
xlím

x
. 

d) ( ) [ ]?
tantan

=







∞

∞
=








∞→ x
xlím

x
 → Debe observarse que xlím

x
tan

∞→
 no existe. 

 
16. Halla el valor de los siguientes límites: 

a) )2/(1

2
3 −

→

x

x
lím      b) )2/(3 +

+∞→

xx

x
lím       c) 







 −
+∞→ 13

93
x

x

x
lím  

Solución
a) 

: 
[ ]0/1)2/(1

2
33 =−

→

x

x
lím , que no existe. Puede ser de interés hacer los límites laterales. 

Por la izquierda: [ ] [ ] 0333 0/1)2/(1

2
=== ∞−−

→

−

−

x

x
lím . 

Por la derecha: [ ] [ ] +∞=== ∞+−

→

+

+
333 0/1)2/(1

2

x

x
lím . 

b) =+

+∞→

)2/(3 xx

x
lím 333 12 ==









++∞→ x
xlím

x . 

c) 






 −
+∞→ 13

93
x

x

x
lím  = 

3
1

3
9

3
1

3
9

3
3

111 =





 −=








− +∞→++∞→ xxxx

x

x
límlím . 

 
17. Halla el valor de los siguientes límites: 

a) 
x
x

x x
xlím

23

21 1
13

+−

→








+
−    b) 

1
23

1 2
13 −

+−

→








+
− x

x

x x
xlím  

Solución

a) 

: 

1
2
2

1
13 123

21
=






=








+
− −

+−

→

x
x

x x
xlím . Obviamente no es indeterminado. 

b) 
( )

[ ]?
3
2

3
2

2
13 1

23
1

23

1

1
=






=






=








+
− ∞±








−
+−

−
+−

→

→ x
xlím

x
x

x

x

x
xlím .  

Habría que considerar los límites laterales, cumpliéndose que: 
( )

0
3
2

3
2

2
13 1

23
1

23

1

1 =





=






=








+
− ∞+








−
+−

−
+−

→

−→

−

x
xlím

x
x

x

x

x
xlím ;  

( )

+∞=





=






=








+
− ∞−








−
+−

−
+−

→

+→

+ 3
2

3
2

2
13 1

23
1

23

1

1 x
xlím

x
x

x

x

x
xlím  
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18. Calcula los siguientes límites: 

a) 







−
−

−
−→ 22 )2(

1
2 x

x
x

xlím
x

  b) 







−

−+
−

−
−

→ 9
65

3
32

2

2

3 x
xx

x
xlím

x
  c)  







 +
−

−
−

∞→ 2

32 3
3
1

x
x

x
xlím

x
 

Solución
Surgen indeterminaciones del tipo [∞ – ∞]. Para transformarlas se hace la resta inicial.  

: 

a) [ ]∞−∞=







−
−

−
−→ 22 )2(

1
2 x

x
x

xlím
x

= ( ) ( )
=








−

+−
=








−

−−−
→→ 2

2

222 )2(
13

)2(
12

x
xxlím

x
xxxlím

xx
∞=



−

0
1 .  

b) 







−

−+
−

−
−

→ 9
65

3
32

2

2

3 x
xx

x
xlím

x
= [∞ − ∞] = ( )( )









−

−+
−

−
+−

→ 9
65

9
332

2

2

23 x
xx

x
xxlím

x
 =  

= 
3
2

6
4

3
1

)3)(3(
)1)(3(

0
0

9
32

332

2

3
==

+
+

=
+−
+−

=



=








−

−−
→→→ x

xlím
xx
xxlím

x
xxlím

xxx
. 

c) [ ]∞−∞=






 +
−

−
−

∞→ 2

32 3
3
1

x
x

x
xlím

x
 = ( ) ( )( )









−

−+−−
∞→ 23

322

3
331

xx
xxxxlím

x
=  

= 3
3

933
23

23

=
−

+−−
∞→ xx

xxxlím
x

 

 
19. Calcula los límites:  

a) 




 −+

∞→
xxxlím

x
2   b) ( )xxxxlím

x
32 22 −−+

∞→
   c) ( )xxxlím

x
−+−

∞→
452  

Solución
Ambos límites dan lugar a la indeterminación de la forma [∞ − ∞]. Para resolverla se 
multiplica y divide por la expresión conjugada.  

: 

a) 




 −+

∞→
xxxlím

x
2  = [∞ − ∞] = 

xxx

xxxxxx
lím
x ++






 ++





 −+

∞→ 2

22
= 

= 




∞
∞

=
++

=
++

−+
∞→∞→ xxx

xlím
xxx

xxxlím
xx 2

2

2

2  = (dividiendo por x ) = 

= 1
11

2

2

2

2

2

=
+

=

+
+

=

+
+ ∞→∞→

x
x

x
xx
x
x

lím

x
x

x
xx
x
x

lím
xx

. 

 

b) ( )xxxxlím
x

32 22 −−+
∞→

 = [∞ − ∞] = ( )( )
xxxx

xxxxxxxxlím
x 32

3232
22

2222

−++

−++−−+
∞→

 =  

= 
xxxx
xxxxlím

x −++

+−+
∞→ 22

22 32  = 
xxxx

xlím
x −++∞→ 22

5  = (dividiendo por x) = 
2
5 . 

 

c) ( )xxxlím
x

−+−
∞→

452  = [ ]∞−∞  = ( )( )
xxx

xxxxxxlím
x ++−

++−−+−
∞→ 45

4545
2

22

 = 
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 = 




∞
∞

=
++−

+−
=

++−

−+−
∞→∞→ xxx

xlím
xxx

xxxlím
xx 45

45
45

45
22

22

 = (Ahora puede dividirse por x)  

 =  

( )

x
xxx

x
x

lím
x ++−

+−

∞→ 45

45

2
= 

2
5

1451

45

2

−=
+

+
−

+−

∞→

x
x

xlím
x

. 

 

 
Asíntotas de una función 

20. Halla las asíntotas de la función 
1

2)(
2

−
+

=
x

xxxf . Indica la posición de la curva respecto 

de sus asíntotas. 
Solución
La función no está definida en x = 1. En ese punto hay una asíntota vertical, pues: 

: 

∞=



=

−
+

→ 0
3

1
2 2

1 x
xxlím

x
  

Cuando x → 1– −∞→→ −0
3)(xf,  . Y cuando x → 1+ +∞→→ +0

3)(xf,  . 

 
Como el grado del numerador es igual al grado del denominado más 1, 
también tiene una asíntota oblicua. 

x
xflímm

x

)(
∞→

= = 22
2

2
=

−
+

∞→ xx
xxlím

x
;   

)2)(( xxflímn
x

−=
∞→

= 







−

−
+

∞→
x

x
xxlím

x
2

1
2 2

= 3
1

3
=

−∞→ x
xlím

x
 

La asíntota es la recta 32 += xy .  
Si se hace la resta “curva menos la asíntota” se tiene: 

( )
1

332
1

2)(
2

−
=+−

−
+

=−
x

x
x

xxyxf  

Cuando x → + ∞, esa diferencia tiende a 0+

Cuando x → – ∞, esa diferencia tiende a 0
 ⇒ la curva va por encima de la recta. 

–

 
  ⇒ la curva va por debajo de la recta. 

21. Dada la función 
65

2)( 2 +−
=

xx
xf , halla con detalle sus asíntotas; e indica la posición 

de la curva respecto a ellas.  
Solución
La función no está definida cuando 

: 
0652 =+− xx ; esto es, si x = 2 o x = 3. 

Por tanto, Dom(f) = R – {2, 3}. 
La función tiene dos asíntotas verticales. Las rectas x = 2 y x = 3, pues: 

 ∞=



=

+−→ 0
2

65
2

22 xx
lím
x

 y ∞=



=

+−→ 0
2

65
2

23 xx
lím
x

. 

También tiene una asíntota horizontal, la recta y = 0, pues 02
65

2
2 =




∞

=
+−∞→ xx

lím
x

. 

Tiene tres asíntotas, las rectas: x = 2; x = 3; y = 0. 
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Posición de la curva respecto de las asíntotas. 

Si x → 2–
+→

−−
=

0
2

)3)(2(
2)(

xx
xf,  → +∞.  

Si x → 2+
−→

0
2)(xf,  → –∞.  

Si x → 3–
−→

−−
=

0
2

)3)(2(
2)(

xx
xf,  → –∞.  

Si x → 3+
+→

0
2)(xf,  → +∞.  

Tanto hacia –∞ como hacia +∞ la función se acerca al eje OX por arriba, pues la función 
toma valores positivos cuando x es grande. 
 

23. Halla las asíntotas de la función 
x

xxf
2)1()( +

= . 

Solución
La función no está definida en x = 0. En ese punto tiene una asíntota vertical, pues: 

: 

 0)1( 2

0
=

+
→ x

xlím
x

  ⇒ la recta x = 0 es AV. 

También tiene una asíntota oblicua, pues el grado del numerador es igual al del denominador 
más 1. La asíntota oblicua es la recta y = mx + n, siendo:  

 
x
xflímm

x

)(
∞→

= = 1)1(
2

2
=

+
∞→ x

xlím
x

;   

 ))(( mxxflímn
x

−=
∞→

= 212)1( 2
=






 +

=







−

+
∞→∞→ x

xlímx
x

xlím
xx

  

La recta 2+= xy  es asíntota oblicua.  
 
De otra manera

  

. Descomponiendo (dividiendo) la expresión dada: 

x
x

x
xx

x
xxf 1212)1()(

22

++=
++

=
+

=   → La asíntota es la recta 2+= xy , pues para 

valores de x muy grandes (cuando x → +∞) ⇒ +++→ 02)( xxf , pues el término 
x
1  se hace 

cada vez más pequeño, aunque positivo, lo que indica que la curva va por encima de la 
asíntota. 
De manera análoga, cuando x → –∞) ⇒ −++→ 02)( xxf , lo que indica que la curva va por 
debajo de la asíntota. 
 

24. Sea 
x

xxf
224)( −

= . Halla su dominio y sus asíntotas.  

Solución
La función dada está definida para todo valor de x distinto de 0. 

: 

La curva tiene por asíntota vertical la recta x = 0, pues ∞=
−

→ x
xlím

x

2

0

24 . 

También tiene una asíntota oblicua, pues el grado del numerador es igual al del denominador 
más 1. 
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Como 
x

x
x

xxf 4224)(
2

+−=
−

= , la asíntota oblicua es xy 2−= .  

Nota
La asíntota oblicua es y = mx + n, siendo: 

: También podría obtenerse mediante límites. 

 m = 224)(
2

2

−=
−

=
∞→∞→ x

xlím
x
xflím

xx
 y n = 04224))((

2

==







+

−
=−

∞→∞→∞→ x
límx

x
xlímmxxflím

xxx
 

 

25. ¿Existe algún valor de p para el que la función 
23

)( 2

22

++
−

=
xx
pxxf  tenga solamente una 

asíntota vertical? 
Solución
La función pueden tener asíntotas verticales en los puntos que anulan el denominador: en las 
soluciones de 

: 

0232 =++ xx , que son x = −1 y x = −2. 

Luego
)2)(1(
))((

23
)( 2

22

++
+−

=
++

−
=

xx
pxpx

xx
pxxf  

• Si p = ±1, 2
2
1

)2)(1(
)1)(1(

23 112

22

1
−=

+
−

=
++
−+

=
++

−
−→−→−→ x

xlím
xx
xxlím

xx
pxlím

xxx
 ⇒ en x = –1 no habría 

asíntota. 

Seguiría habiéndola en x = –2, pues ∞=
+
−

=
++
−+

=
++

−
−→−→−→ 2

1
)2)(1(
)1)(1(

23 222

22

2 x
xlím

xx
xxlím

xx
pxlím

xxx
 

• Si p = ±2, habría una asíntota vertical en x = −1; pero no en x = –2. (El razonamiento es 
análogo). 
 

También tiene una asíntota horizontal, la recta y = 1, pues 1
232

22

=
++

−
±∞→ xx

pxlím
x

, cualquiera 

que sea el valor de p. 
 
26. Comprueba que la función xxxf sin2)( +=  no tiene asíntotas. 
Solución
La función está definida para todo R. Por tanto no tiene asíntotas verticales. 

: 

Tampoco tiene asíntotas horizontales, pues ( ) ±∞=+
±∞→

xxlím
x

sin2 . 

Veamos si tiene oblicuas: y = mx + n. 

 m = 2sin2)(
=

+
=

∞→∞→ x
xxlím

x
xflím

xx
;   n = ( )xlímmxxflím

xx
sin))((

∞→∞→
=−  , que no existe. 

Por tanto, tampoco hay asíntota oblicua. 
 
27. Halla las asíntotas de las siguientes funciones: 

a) 
2

)( xexf −=    b) 1
1

)( −= xexf     c) 
2

)( xexf =     d) xe
xf −+

=
1

2)(  

Solución
a) 

: 
2

)( xexf −= tiene una asíntota horizontal hacia ±∞, pues [ ] 0
2

== −∞−

±∞→
eelím x

x
. La asíntota 

es el eje de abscisas. 
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b) 1
1

)( −= xexf  no está definida en x = 1. En este caso conviene considerar los límites 
laterales, cumpliéndose: 

Por la izquierda: [ ] [ ] 00/11
1

1
=== ∞−−

→

−

−
eeelím x

x
. Por la izquierda no hay asíntota vertical. 

Por la derecha: [ ] [ ] +∞=== ∞+−

→

+

+
eeelím x

x

0/11
1

1
. La recta x = 1 es asíntota vertical por la 

derecha. 

Además, tiene una asíntota horizontal hacía ±∞, pues [ ] 101
1

==−

±∞→
eelím x

x
. La asíntota es la 

recta y = 1. Hacia –∞ la asíntota va por encima de la curva; hacia +∞, la asíntota va por 
debajo. 
 
c) 

2
)( xexf = no tiene asíntotas verticales, pues está definida en todo R. Tampoco tiene 

asíntotas horizontales ni oblicuas, pues  [ ] ∞== ∞

±∞→
eelím x

x

2
 y ∞=

±∞→ x
elím

x

x

2

. (Para hacer este 

segundo límite se necesita aplicar L´Hôpital. Se verá en el Tema 8: problema 54d). 
 

d) La función xe
xf −+

=
1

2)(  se conoce con el nombre de función logística. Tiene dos 

asíntotas horizontales, una hacia –∞ y otra hacia +∞. En efecto: 

0
1

2
1

2
=





+
=

+ ∞+−−∞→ ee
lím xx

 ⇒ La recta y = 0 es asíntota horizontal de la curva. 

2
1
2

1
2

1
2

=



=





+
=

+ ∞−−+∞→ ee
lím xx

 ⇒ La recta y = 2 es también asíntota horizontal. 

Su gráfica es la que se indica. 

 
 
28. Halla las asíntotas de las siguientes funciones: 

a) ( )3log)( −= xxf   b) 
x

xf 1log)( =    c) ( )4log)( 2 −= xxf   d) 
x

xf
log

1)( =  

Solución
a) La función 

: 
( )3log)( −= xxf  está definida para x > 3. Tiene una asíntota vertical en x = 3, 

por la derecha, pues ( ) −∞=−
+→

3log
3

xlím
x

.  

 

b)  La función 
x

xf 1log)( =  está definida para x > 0. Tiene una asíntota vertical en x = 0, por 

la derecha, pues +∞=
+→ x

lím
x

1log
0

. Puede verse que xx
x

xf loglog1log1log)( −=−== . 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s

http://www.matematicasjmmm.com/�


Matemáticas II (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 7 

www.matematicasjmmm.com                                                                                                        José María Martínez Mediano 

127 

c) La función ( )4log)( 2 −= xxf  está definida si x < –2 o x > 2. Tiene dos asíntota verticales; 
una a la izquierda de x = –2, otra a la derecha de x = 2, pues:  

( ) −∞=−
−−→

4log 2

2
xlím

x
 y ( ) −∞=−

+→
4log 2

2
xlím

x
.  

 

d) La función 
x

xf
log

1)( =  está definida para x > 0, menos en x = 1. 

En x = 1 tiene una asíntota vertical, pues ∞=
→ x

lím
x log

1
1

. 

También tiene otra asíntota horizontal hacia +∞, pues 0
log

1
=

+∞→ x
lím
x

.  

 

 
Continuidad 

29. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la 
respuesta en cada caso. 

a) 8)( 3 += xxf   b) 
8

)( 3 +
=

x
xxf   c) 

8
)( 2 −

=
x

xxf    d) 
8

)( 2 +
=

x
xxf   

e) 8)( 3 −= xxf  f) 4)( 2 += xxf  g) 
4

)(
2 +

=
x

xxf   h)  
xx

xxf
2

)(
2 −

=  

i) 2)( −= xexf    j) xexf
1

)( =    k) ( )65log)( −= xxf  l) 
2

1log)( 2 +
=

x
xf  

m) xxf 2tan)( =  n) 
1

1sin)(
−

=
x

xf  o) ( )12cos)( −= xxf  p) 
x
xxf

cos2
sin2)(

+
−

=  

Solución
Las funciones dadas son continuas en todos los puntos de su dominio de definición. Por tanto, 
en los casos dados, hay que excluir los puntos en los que no están definidas, que son: 

: 

a) 8)( 3 += xxf  es continua en todo R. Los polinomios son funciones continuas siempre. 
 

b) 
8

)( 3 +
=

x
xxf  es continua en R – {–2}. Puede observarse que en x = –2 se anula el 

denominador. 
Las funciones racionales son continuas siempre, menos en los ceros del denominador. 
 

c) 
8

)( 2 −
=

x
xxf  es continua en R – { }8 ,8− . 

 

d) 
8

)( 2 +
=

x
xxf  es continua en todo R, pues está definida siempre. 

 
e) 8)( 3 −= xxf  es continua para todo x ≥ 2. Estas funciones están definidas cuando el 
radicando no es negativo. 
  
f) 4)( 2 += xxf  es continua en todo R, pues está definida siempre.  
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g) 
4

)(
2 +

=
x

xxf  es continua en todo R, pues está definida siempre. 

 

h)  
xx

xxf
2

)(
2 −

=  es continua cuando 022 >− xx ; esto es cuando ( ) ( )∞∪∞−∈  ,20 ,x . 

 
i) 2)( −= xexf  es continua en todo R, pues está definida siempre.  
 

j) xexf
1

)( =  es continua en R – {0}.    
 
k) ( )65log)( −= xxf  es continua para todo x > 6/5. Para valores de x ≤ 6/5 la función no está 
definida. 

l) 
2

1log)( 2 +
=

x
xf  es continua en todo R, pues está definida siempre.  

 

m) xxf 2tan)( =  es continua para todo 
2

·
4

π
+

π
≠ kx . Recuérdese que la tangente, tan α, no 

está definida cuando π+
π

=α ·
2

k . En este caso, π+
π

= ·
2

2 kx  ⇒ 
2

·
4

π
+

π
= kx . 

 

n) 
1

1sin)(
−

=
x

xf  es continua en R – {1}.   

 
o) ( )12cos)( −= xxf  es continua en todo R, pues está definida siempre. 
 

p) 
x
xxf

cos2
sin2)(

+
−

=  es continua en todo R, pues está definida siempre. 

 
30. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la 
respuesta en cada caso. 

a) 




>−
≤

=
1 si,1
1 si,

)(
2

xx
xx

xf   b) 




>−
≤−

=
1 si,1
1 si,1

)(
2

xx
xx

xf  c) 




>+
≤

=
0 si,1
0 si,cos

)(
xx
xx

xf  

d) 






>

≤
−=

0 si,sin

0 si,
1

1
)(

xx

x
xxf  e) 







>
−

−
≤

=
−

1 si,
2

1
1 si,

)(
1

x
x

xe
xf

x

 f) ( )



>−
≤−

=
1 si2ln
1 si,1

)(
xx
xx

xf  

Solución
Las funciones definidas a trozos son continuas cuando lo son en cada intervalo y, además, sus 
límites laterales son iguales en los puntos de división del dominio. 

: 

a) 




>−
≤

=
1 si,1
1 si,

)(
2

xx
xx

xf  → Cada función es continua en su intervalo de definición 

respectivo; pero es discontinua en x = 1, pues en ese punto los límites laterales no son 
iguales: 
Por la izquierda: 1)( 2

11
==

−− →→
xlímxflím

xx
. Por la derecha: ( ) 01)(

11
=−=

++ →→
xlímxflím

xx
. 
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b) 




>−
≤−

=
1 si,1
1 si,1

)(
2

xx
xx

xf  → En este caso, la función es continua en todo R, pues en x = 1 

los límites laterales coinciden. 
Por la izquierda: ( ) 01)( 2

11
=−=

−− →→
xlímxflím

xx
. Por la derecha: ( ) 01)(

11
=−=

++ →→
xlímxflím

xx
. 

 

c) 




>+
≤

=
0 si,1
0 si,cos

)(
xx
xx

xf  → La función está definida en todo R. La única dificultad para su 

continuidad se da en x = 0.  
Como los límites laterales coinciden, la función también es continua en x = 0.  
En efecto: 
Por la izquierda: 1cos)(

00
==

−− →→
xlímxflím

xx
. Por la derecha: ( ) 11)(

00
=+=

++ →→
xlímxflím

xx
. 

d) 






>

≤
−=

0 si,sin

0 si,
1

1
)(

xx

x
xxf  → La función está definida en todo R. La función 

1
1)(
−

=
x

xf  

es discontinua en x = 1, pero ese punto está en el segundo “trozo”.  
En x = 0, los límites laterales valen: 

Por la izquierda: 1
1

1)(
00

−=
−

=
−− →→ x

límxflím
xx

. Por la derecha: 0sin)(
00

==
++ →→

xlímxflím
xx

. 

Como no coinciden, la función no es continua en x = 0. 
 

e) 






>
−

−
≤

=
−

1 si,
2

1
1 si,

)(
1

x
x

xe
xf

x

 → La función no está definida en x = 2. Por tanto, en ese punto es 

discontinua.  
El otro punto conflictivo es x = 1. Hay que estudiar los límites laterales. 

Por la izquierda: 1)( 01

11
=== −

→→ −−
eelímxflím x

xx
. Por la derecha: 1

2
1)(

11
=

−
−

=
++ →→ x

límxflím
xx

. 

Como son iguales, la función es continua en x = 1. 
 

f) ( )



>−
≤−

=
1 si2ln
1 si,1

)(
xx
xx

xf  →  La función no está definida para x ≥ 2. Por tanto, sólo puede 

ser continua si x < 2. Por otra parte, en x = 1 puede presentar dificultad: hay que estudiar los 
límites laterales en ese punto. 
Por la izquierda: ( ) 01)(

11
=−=

−− →→
xlímxflím

xx
.  

Por la derecha: ( ) 01ln2ln)(
11

==−=
++ →→

xlímxflím
xx

. 

Como son iguales, la función es continua en x = 1. 
 

31. Estudia la continuidad de función 6

85

1
)(

x
xxxf

−
−

= . ¿Si tuviese alguna discontinuidad 

evitable cómo podría evitarse? 
Solución
La función es discontinua cuando 

: 
01 6 =− x  ⇒ x = −1 o x = 1. 
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La discontinuidad puede evitarse si existe el límite. 

En x = −1, como ∞=



−

=
−
−

−→ 0
2

1 6

85

1 x
xxlím

x
, la discontinuidad no puede evitarse (es de salto 

infinito). La función tiene una asíntota vertical: x = –1. 

En x = 1, como ( )
( )( ) ( ) 2

1
111

1
0
0

1 3

5

133

35

16

85

1
=

+
=

−+
−

=



=

−
−

→→→ x
xlím

xx
xxlím

x
xxlím

xxx
. Por tanto, en x = 1, 

la discontinuidad puede evitarse definiendo 
2
1)1( =f . 

 

32. Determina el tipo de discontinuidades que presenta la función 
87

1)( 2

2

−+
−

=
xx

xxf . 

Solución

Es discontinua en los ceros del denominador: 

: 

0872 =−+ xx  ⇒ 


−

=
+±−

=
1
8

2
32497x . 

 
En x = 1 la discontinuidad es evitable, pues existe el límite: 

 ( )( )
( )( ) 9

2
8
1

18
11

0
0

87
1

112

2

1
=

+
+

=
−+
−+

=



=

−+
−

→→→ x
xlím

xx
xxlím

xx
xlím

xxx
 

En x = –8 la discontinuidad es inevitable, pues no existe el límite: 

 ∞=



=

−+
−

−→ 0
63

87
1

2

2

8 xx
xlím

x
 

 

33. Dependiendo de los valores de p, ¿tiene la función 
1

22)( 2 +−
−

=
pxx

xxf  alguna 

discontinuidad? Si la tuviese, ¿podría evitarse en algún caso? 
Solución

Es discontinua en los ceros del denominador: 

: 

012 =+− pxx  ⇒ 
2

42 −±
=

pp
x . 

Por tanto, si p > 2 o p < −2, la función tiene dos discontinuidades; si p = ±2, tiene una 
discontinuidad; en caso contrario es continua para todo x.  
 

Para p = 2, la función es: 
12

22)( 2 +−
−

=
xx

xxf , que es discontinua en x = 1. 

Como ( )
( )

∞=
−

=
−

−
=



=

+−
−

→→→ 1
2

1
12

0
0

12
22

12121 x
lím

x
xlím

xx
xlím

xxx
, la discontinuidad no puede evitarse. 

 
En los demás casos (cuando p > 2 o p ≤ –2) la discontinuidad no puede evitarse, pues en 

todos ellos el límite en 
2

42 −±
=

pp
x  se hace infinito. 
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34. La función 
4

4)( 2

2

−
++

=
x

kxxxf  es discontinua en los puntos x = –2 y x = 2. Podría 

evitarse alguna discontinuidad para algún valor de k? 
Solución
La función no está definida cuando x = ±2; en esos puntos se anula el denominador. Pero si el 
numerador de la función fuese 0 es posible que la discontinuidad pueda evitarse en algún 
caso. Para ello es necesario que los valores x = –2 o x = 2 sean raíz del numerador. 

: 

• El valor x = –2 es raíz de 42 ++ kxx  si 0424 =+− k  ⇒ Si k = 4. 

En este caso,  ( )
( )( ) 0

2
2lim

22
2lim

4
44lim

2

2

22

2

2
=

−
+

=
+−

+
=

−
++

−→−→−→ x
x

xx
x

x
xx

xxx
. Por tanto, la 

discontinuidad puede evitarse en x = –2. (No se puede evitar en x = 2). 
• El valor x = 2 es raíz de 42 ++ kxx  si 0424 =++ k  ⇒ Si k = –4. 

En este caso,  ( )
( )( ) 0

2
2lim

22
2lim

4
44lim

2

2

22

2

2
=

+
−

=
+−

−
=

−
+−

→→→ x
x

xx
x

x
xx

xxx
. La discontinuidad puede 

evitarse en x = 2. (No puede evitarse en x = –2). 
 

35. ¿Para qué valores de a es continua en x = 1 la función 




>+
≤

=
1 si,2
1 si,

)(
2

xax
xx

xf ? 

Solución
En el punto x = 1 deben ser iguales los límites laterales. 

: 

Por la izquierda: 
 1)( 2

1
==

−− →→
xlímxflím

axx
  

Por la derecha:  
( ) aaxlímxflím

xx
+=+=

++ →→
22)(

11
 

Como deben ser iguales: a+= 21  ⇒ a = −1. 
  

36. Determina los valores de a y b que hacen que la función 








≥−
<≤π−+
π−<−

=
01

0cos
sin

)(
xe

xbx
xax

xf
x

 

sea continua en todo R. 
Solución
Hay que estudiar los límites laterales en los puntos x = –π y x = 0. En cada caso esos límites 
deben ser iguales. 

: 

• En x = π: 
Por la izquierda: 
 ( ) aaaxlímxflím

xx
−=−π=−=

−− π→π→
sinsin)(   

Por la derecha:  
( ) bbbxlímxflím

xx
+−=+π=+=

++ π→π→
1coscos)(  

Como deben ser iguales: ba +−=− 1  ⇒ ba −= 1 . 
• En x = 0: 
Por la izquierda: 
 ( ) bbbxlímxflím

xx
+=+=+=

−− →→
10coscos)(

00
  

Por la derecha:  
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( ) 011)( 0

00
=−=−=

++ →→
eelímxflím x

xx
 

Como deben ser iguales: 01 =+ b  ⇒ b = –1 ⇒ a = 2. 

Luego, la función continua es: 








≥−
<≤π−−
π−<−

=
01

01cos
2sin

)(
xe

xx
xx

xf
x

 

 
37. Determina la continuidad de las funciones:  

a) 1)( −= xxf      b) xxxf 2)( 2 −=  
Solución
Ambas funciones pueden definirse a trozos.  

: 

a) 
( )





−≥+
−<+−

=+=
1 si,1
1 si,1

1)(
xx
xx

xxf  → El único punto conflictivo es x = –1. 

Se estudian los límites laterales en x = –1.  
Como ( )( ) 01)(

11
=+−=

−− −→−→
xlímxflím

xx
, y ( ) 01)(

11
=+=

++ −→−→
xlímxflím

xx
, 

se deduce que la función es continua en x = –1.  
Su gráfica es la adjunta. 
 

b) 








≥−
<<+−

≤−
=−=

2 si,2
20 si,2

0 si,2
2)(

2

2

2

2

xxx
xxx

xxx
xxxf . Hay que estudiar lo que pasa en x = 0 y x = 2. 

En ambos casos coinciden los límites laterales y, en consecuencia, la 
función es continua en todo R. En efecto: 
 ( ) 02)( 2

00
=−=

−− →→
xxlímxflím

xx
  y ( ) 02)( 2

00
=+−=

++ →→
xxlímxflím

xx
 

 ( ) 02)( 2

22
=+−=

−− →→
xxlímxflím

xx
 y ( ) 02)( 2

22
=−=

++ →→
xxlímxflím

xx
 

 
 

 
Teorema de Bolzano 

38. Enuncia el teorema de Bolzano. Aplicando dicho teorema comprueba que la función 
152)( 23 ++−= xxxxf  corta al eje OX en el intervalo [–1, 1]. 

Solución
El 

: 
teorema de Bolzano )(xf dice: Si  es una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y 

toma valores de distinto signo en sus extremos ( )(0)( bfaf <<  o )(0)( bfaf >> ), 
entonces existe algún punto c ∈ (a, b) tal que 0)( =cf .  
Aplicando el teorema de Bolzano a la función continua 252)( 23 ++−= xxxxf se observa: 
• Para x = –1, 7)1( −=−f  < 0. 
• Para x = 1, 1)1( −=f  < 0. En consecuencia, no puede concluirse que la función corte al 
eje OX entre –1 y 1. 
No obstante, como se indica que se compruebe que corta, puede probarse con algún otro 
punto del intervalo; por ejemplo, con x = 0, observándose que 1)0( =f  > 0.  
Por tanto, se tiene: 
• En el intervalo [–1, 0]: 7)1( −=−f  < 0; 1)0( =f  > 0.  
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Como la función toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [–1, 0], se 
deduce que se anula en algún punto c ∈ (–1, 0). Ese es el punto de corte. 
• En el intervalo [0, 1]: 1)0( =f  > 0; 1)1( −=f . En consecuencia, la función vuelve a 
cortar al eje OX en algún punto del intervalo [0, 1]. 
Luego se concluye que la función corta dos veces al eje OX entre –1 y 1. 
 
39. Comprueba que la ecuación 012 =−+− xe x  tiene una raíz en el intervalo [–2, –1]. 
Calcula un valor de esa raíz con una aproximación del orden de las centésimas. 
Solución
La función 

: 
12)( −+= − xexf x  es continua y, además, cumple que: 

 5)2( 2 −=− ef  = 2,389… > 0  y  3)1( −=− ef  = –0,28… < 0 
Entonces, por el teorema de Bolzano, existe un punto c ∈ (–2, –1) tal que 0)( =cf . Este 
valor c es la raíz de 012 =−+− xe x  en el intervalo [–2, –1].  
Cálculo de la raíz: 
En x = –1,5, 4)5,1( 5,1 −=− ef  = 0,48… ⇒ La raíz está entre –1,5 y –1. 
En x = –1,3, 6,3)3,1( 3,1 −=− ef  = 0,069… ⇒ La raíz está entre –1,3 y –1. 
En x = –1,2, 4,3)2,1( 2,1 −=− ef  = –0,07988… ⇒ La raíz está entre –1,3 y –1,2. 
En x = –1,25, 5,3)25,1( 25,1 −=− ef  = –0,009657… (Valor muy próximo a 0). 
El valor aproximado para c puede ser x = –1,25. 
 
40. Comprueba que el polinomio 2,032)( 23 −+= xxxP  tiene dos raíces negativas y otra 
positiva. Da una solución aproximada de la raíz positiva 
Solución
La función es continua en todo R. Por tanto puede aplicarse el teorema de Bolzano.  

: 

Se cumple que: 
 P(−2) < 0; P(−1) > 0; P(0) < 0; P(1) > 0 

Esquemáticamente se comportaría como se indica en la figura. 
Por tanto, entre −2 y −1 hay una raíz (negativa); entre −1 y 0 hay 
otra raíz (negativa); entre 0 y 1 hay una tercera raíz (positiva). 
Cálculo de la raíz positiva, que está entre 0 y 1, pues 2,0)0( −=P  < 0 y 8,4)1( =P  > 0. 
La raíz debe estar próxima a 0; se prueba con x = 0,1 → ...168,0)1,0( −=P ⇒ La raíz está 
entre 0,1 y 1. 
En x = 0,2, ...064,0)2,0( −=P  ⇒ La raíz está entre 0,2 y 1, pero muy cerca de 0,2. 
En x = 0,25, ...01875,0)25,0( =P  ⇒ La raíz está entre 0,2 y 0,25. 
En x = 0,23, ...0169,0)23,0( −=P  ⇒ La raíz está entre 0,23 y 0,25. 
En x = 0,24, ...000448,0)24,0( =P  Como el valor está muy próximo a 0, el valor aproximado 
para c puede ser x = 0,24. 
 
41. Determina los valores que puede toma p para que la función 32)( 23 −+= pxxxf  corte 
al eje de abscisas como se indica: 
a)  Una vez en el intervalo [−1, 0]. 
b)  Una vez en el intervalo [0, 1]. 
c)  Dos veces en el intervalo [−1, 1]. 
Solución
A la función puede aplicársele Bolzano. 

:  
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a) pf +−=− 5)1( ; 3)0( −=f .  
Para que esos valores tengan distinto signo es necesario que 05 >+− p  ⇒ p > 5. 
Luego, la función corta una vez en el intervalo [−1, 0] si p > 5. 
 
b) pf +−= 1)1( ; 3)0( −=f .  
Para que esos valores tengan distinto signo es necesario que 01 >+− p  ⇒ p > 1. 
Luego, la función corta una vez en el intervalo [0, 1] si p > 1. 
 
c) pf +−=− 5)1( ; 3)0( −=f ; pf +−= 1)1( .  
Para que esos valores tengan, sucesivamente, distinto signo es necesario que 05 >+− p  y 
que 01 >+− p . Por tanto, p > 5.  
En ese caso la función corta una vez en el intervalo [–1, 0] y otra en el intervalo [0, 1]. 
 
42. Halla el valor de p para que la función pxxxf +−= 23 3)(  tome con seguridad el valor 

2  en algún punto del intervalo [1, 2]: 
Solución
Esta función es continua siempre; en particular en el intervalo [1, 2]; además: 

:  

 pf +−= 2)1(   y  pf +−= 4)2(  
Por el teorema de los valores intermedios, la función toma todos los valores comprendidos 
entre −2 + p y −4 + p. 
Para que pp +−≤≤+− 224  debe cumplirse que 2422 +≤≤+ p . 
 
43. ¿Para qué valores del parámetro a puede asegurarse que la función 

1)( 23 ++−= xaxxxf  corta dos veces al eje OX, en el intervalo [−1, 1]? 
Solución
La función es continua en todo R. Por tanto cumple el teorema de Bolzano. Además, es  
conveniente observar que en x = 0, la función vale 1: 

: 

1)0( =f . 
Luego, se tiene:   

( 1) 1f a− = − − , 1)0( =f , af −= 3)1( . 
→ ( 1) 1f a− = − −  > 0 si a < –1 y ( 1) 1f a− = − −  < 0 si a > –1. 
→ af −= 3)1( > 0 si a < 3 y af −= 3)1( < 0 si a > 3 
En consecuencia: 
• Si a < −1 ⇒ 0)1( >−f , 0)0( >f , 0)1( >f  → No puede asegurase el corte entre –1 y 0; 

pero sí entre 0 y 1. 
• Si  −1 < a < 3 ⇒ 0)1( <−f , 0)0( >f , 0)1( >f  → Puede asegurase el corte entre –1 y 0; 

pero no entre 0 y 1. 
• Si a > 3 ⇒ 0)1( <−f , 0)0( >f , 0)1( <f . Seguro que corta dos veces: una vez entre –1 

y 0 y otra entre 0 y 1.  
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44. ¿Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la función 
x

xf
cos

1)( =  en el intervalo [0, π]? 

Solución

La función toma signos distintos en los extremos del intervalo: 

: 

1
0cos

1)0( ==f ; 

1
cos

1)( −=
π

=πf … Pero no es continua en dicho intervalo. Por tanto, no puede aplicarse el 

teorema. 
 
45. ¿Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la función xxxf 3cos2sin)( +=  en el intervalo 
[0, π]?  Encuentra, si existe, un punto de [0, π] en el cual se anule esta función.  
Solución
La función 

: 
xxxf 3cos2sin)( +=  es continua en todo R. Además: 10cos0sin)0( =+=f  y 

13cos2sin)( −=π+π=πf . 
Luego verifica las hipótesis del teorema de Bolzano. 
Por tanto, existe un punto perteneciente al intervalo [0, π]  tal que xxxf 3cos2sin)( += = 0. 
 
Observaciones
1) A ojo, se ve que una solución de esa ecuación trigonométrica es x = π/2. 

:  

2) Aunque resulte más complicado también puede resolverse la ecuación trigonométrica. 
 03cos2sin =+ xx  ⇒ ( ) 02cos2sin =++ xxx  ⇒  
 ⇒ 0sin2sincos2cos2sin =−+ xxxxx  (*) 
Sacando factor común y aplicando la fórmula de sin 2x y cos 2x: 

(*) ⇒ ( ) ( ) 0cossincossin1cossin2 22 =−+− xxxxxx  ⇒  
⇒ ( ) ( ) 0cossinsin1sin1cossin2 22 =−−+− xxxxxx ⇒ 
⇒ ( ) 0sin21sin2sin2cos 22 =−+− xxxx  ⇒ ( ) 01sin2sin4cos 2 =++− xxx  

La última ecuación tiene, al menos, la solución 0cos =x , que en el intervalo considerado es 
x = π/2. 
 
46. Aplicando el teorema de Bolzano halla un intervalo en el que las siguientes funciones 
corten al eje de abscisas: 
a) 6)( 3 +−= xxf    b) 4)( 4 −−= xxxg     c) xexh x 3)( 2 −= −  
Solución
Las tres funciones dadas son continuas en todo R. 

: 

a) Como 6)0( =f  y 2)2( −=f  ⇒ La función corta al eje en el intervalo [0, 2]. (También 
vale en el intervalo [1, 2]). 
b) Como 4)0( −=g  y 10)2( =g  ⇒ La función corta al eje en el intervalo [0, 2]. (También 
vale en el intervalo [1, 2]). 
c) Como 0)0( 2 >= −eh  y 05)2( <−=h  ⇒ La función corta al eje en el intervalo [0, 2]. 
(También vale en el intervalo [2, 5]). 
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47. ¿Por qué no se puede aplicar el teorema de Bolzano, en el intervalo [–1, 1], a las 
siguientes funciones? 

a) 
12
13)(

+
−

=
x
xxf   b) 

x
xh

tan
1)( =   c) xe

xxg
−

=
1

)(   d) 
x

xxi
sin21
1)(

+
−

=  

Solución
Ninguna de las funciones es continua en el intervalo [–1, 1]. 

: 

a) Es discontinua en x = −1/2. No obstante, podría aplicarse en el intervalo [0, 1]. 
b) Discontinua en x = 0. 
c) Discontinua en x = 0. 
d) Discontinua en x = −π/6. 
 
48. Comprueba que la ecuación xxxx cossin +=  tiene alguna solución real en el intervalo 

] ,[ ππ− .  
Solución
La función 

: 
xxxxxf −+= cossin)(  es continua en ] ,[ ππ− . 

Además: 01)( >π+−=π−f  y 01)( <π−−=πf  
Por tanto, aplicando el teorema de Bolzano se deduce que existe un punto ( )ππ−∈  ,c  tal que 

0)( =cf . 
Ese valor de c será la raíz de la ecuación xxxx cossin += , pues cumple que 

0cossin)( =−+= cccccf  ⇔ cccc cossin += . 
 
49. Demuestra que la función xexf x cos2)( +=  corta infinitas veces al eje OX. Da dos 
intervalos distintos en los que pueda asegurarse que la gráfica de f corta al eje OX. 
Solución
Las funciones 

: 
xexg =)(  y  xxh cos2)( =  son continuas en toda la recta real. Además: 

1) La función xexg =)(  toma valores menores que 1 para todo x < 0: 1<xe  si x < 0. 
2) La función xxh cos2)( =  toma valores comprendidos entre –2 y 2 en cada intervalo de la 
forma ( ) ]1 ,[ π+π kk ; en concreto en los intervalos [–π, 0], [–2π, –π], [–3π, –2π]… 
Por tanto, en cada uno de esos intervalos la función xexf x cos2)( +=  toma valores 
positivos y negativos y, en consecuencia, corta al eje OX. 
Por ejemplo:  
En [–π, 0]: 210cos2)0( 0 +=+= ef  > 0; 2cos2)( −=π+=π− π−π− eef  < 0 
En [–2π, –π]: 022cos2)2( 22 >+=π+=π− π−π− eef ; 023cos2)3( 33 <−=π+=π− π−π− eef   
Luego xexf x cos2)( +=  corta infinitas veces al eje OX. Al menos una vez en cada 
intervalo ( ) ] ,1[ π−π+− kk  con k entero positivo. 
 
50. Demuestra que la función xexf x sin)( −= −  corta al eje OX en algún punto del intervalo 
(π/2, π). 
Solución
Es una cuestión similar al problema anterior. La función es continua en todo R; por tanto 
cumple el teorema de Bolzano desde −∞ hasta +∞. 

: 

Como 011
2

sin)2/( 2/
2/ <−=

π
−=π π

π−

e
ef  y 01sin)( >=π−=π π

π−

e
ef  ⇒ la función se 

anula en algún entre π/2 y π. Ese será el punto de corte. 
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