Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Analisis: Limites y continuidad de funciones

Tema 7. Limites y continuidad de funciones

1. Limite de una funcién en un punto

1.1. Idea inicial
Si una funcién f esta definida para todos los valores de x proximos a a, aungque no

necesariamente en el mismo a, entonces, se dice que el limite de f(x) vale I, cuando x tiende
aa, si el valor de f(x) se aproximaa |l cuando x se aproxima a a.

Se escribe asi: lim f(x) =1. (También f(x) — I, cuando x — a).

Si una funcién f (x) no tiende a ninglin nimero concreto, cuando x tiende a a, se dice que no

tiene limite cuando x tiende a a.

Ejemplos:
Usando la calculadora puede estudiarse el limite, cuando x tiende a 2, de las funciones

a) f(x)=x"-3

toma la respectiva funcion.
a) Para f(x)=x*-3:

b) g(x) = ENT[x] ¢) h(x) :iz

X —

d) i(x) =

Para ello, en todos los casos, se daran a x valores préximos a 2 y se calcularan los valores que

X —> 2" 2"« X
X: 19 1,99 1,999 2,001 201 | 21
f(x) | 0,61]0,9601 | 0,996001 | —» 1 « | 1,004001 |1,0401 |1,41

Tanto para valores menores que 2 como para mayores que 2 (en ambos
casos proximos a 2), la funcion toma valores muy proximos a 1.

En este caso se escribe, lim(x* -3) =1.
X—2

X—2
x> —4

!

Fo=A=3

Observa que la funcidn esta definida en x = 2 y que el limite coincide con f(2).

b) Para g(x) = ENT[x] (La parte entera de x se define como el nimero entero
inmediatamente menor o igual a x).

X— 2" 2"« x
X: 19 1,99 1,999 2,001 201 | 21
g(x) | 1 1 1 — 2« 2 2 2

Para valores cercanos y menores que 2, la funcion toma siempre el

valor 1; para valores cercanos y mayores que 2, siempre vale 2.

En este caso, lim ENT[x] no existe.
X—2

5

[ o BV U N

Observa que la funcion esta definida en x = 2 y sin embargo no tiene limite en ese punto.

c) Para h(x) =i:
X—2
X—>2" 2" <X
X: 19 | 1,99 1999 |... ...| 2,001 201 | 21
h(x) | =30 | -300 | —-3000 |—¢:?<«| 3000 300 | 30
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Para valores cercanos y menores que 2, la funcion toma valores
grandes y negativos; para valores cercanos y mayores que 2, la funcion =

. .3 i
toma valores cada vez més grandes. En este caso, Im;— no existe. =———_]
X—> X —_

Observa que la funcién no esta definida en x = 2 y que tampoco tiene
limite en ese punto.

. X—2
d) Para i(x) IR
X— 2" 2" X HY
X: 1,9 199 | 1999 | ... ... | 2,001 | 2,01 2,1 o5t
i(x) 10,2564 |0,2506 | 0,25006 | — 0,25 «|0,24994 | 0,2494 | 0,2439 :2 1:4=——=.,§,._)_‘

Para valores proximos y menores que 2, la funcion se acerca cada vez |
maés a 0,25; y lo mismo hace para valores proximos y mayores que 2. |

En este caso, lim x2— 2 _ 0,25.

x>2 X =4
Observa que la funcion no esta definida en x = 2 y sin embargo tiene limite en ese punto.

1.2. Definicion de limite de una funcion en un punto

A la vista de los ejemplos anteriores, se concluye:

1) Para la existencia del limite de una funcién en un punto a no importa que la funcion esté o
no definida en ese punto.

2) Lo que importa son los valores que toma la funcion en un entorno de ese punto a.

3) Existira el limite, y su valor sera |, cuando todos los puntos proximos a a se transformen,
mediante la funcion, en puntos proximos a I. Esto es, si X, esta cerca de a, entonces f (x,)

esta cerca de I. (\VVéase la figura adjunta.)

Con maés precision: ;+h

4) Existira el limite de f (x), cuando x — a, y su valor serd |, si P — )
para cualquier entorno de I, E_(l), puede encontrarse otro Fla)™ i-g I S~
entorno de a, E;(a), de manera que todos los valores de acn (Ml ass

X € E5(a) se transformen, mediante f(x), en puntosde E_(I). a™y

O con simbolos:
limf(x)=1<Ve>0,358>0|Vx0<|x-8g<d=|f(x)-I|<e
Esta expresion se lee asi: “limite de f(x) cuando x tiende a a es igual a I”, equivale a decir

que “para todo namero épsilon mayor que cero, existe un nimero delta, también mayor que 0,
tal que para todo x que cumpla que su diferencia con a, en valor absoluto, sea mayor que 0 y
menor que delta, se cumple que la diferencia entre f(x) y I, también en valor absoluto, es

menor que el nimero épsilon elegido”.
La condicion, 0 < |x - a| , indica que x no toma el valor a, pues en tal caso x —a = 0.

La condicion, [x—a| <&, indica que x € E,(a).
La conclusion, |f (x)—I| < &, significa que f(x)eE, ().

Observacion: El concepto de limite es el mas importante del calculo infinitesimal, y uno de
los mas dificiles. Para ayudar a comprenderlo se plantea y resuelve el siguiente ejercicio.
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Ejercicio: Demuestra, aplicando la definicion, que Ixiﬁrrg(x2 -3)=1.

Solucion:

Hay que ver que para cualquier & > 0, existe 6 > 0 tal que si |x - 2| < &, entonces

(x* -3)-1 <.

Como ‘(x2 -3) —J{ <g & ‘xz —4‘ <g = —g< X’ —4<g = (transformando la desigualdad)

= 4-g<xX?<b+e = Jd-g<X<Ab+g.
Por tanto, tomando & < minimo de {2—«/4—s,«/4+e —2} se cumple que ‘(x2 —3)—# <E€.

Luego, efectivamente, el limite vale 1.
Por ejemplo, si se toma € = 0,1, el valor de & puede ser cualquier nimero menor que 0,02485,

pues 8 < minimo de {2-J4-o,1,¢4+o,1—2} = min{0,02516, 0,02485). Si se elige & = 0,2,

para todo x tal que |x — 2| < 0,02 <> 1,98 < x < 2,02, se cumple que ‘(x2 -3) —J{ <01.

1.3. Limites laterales
En la definicion de limite no se distingue entre las posibilidades x <a o0 x > a, pues al

escribir 0 < |x — a| < & resulta indiferente: lo Gnico que se pide es que x este proximo a a.

No obstante, algunas veces conviene distinguir si X — a por la izquierda (siendo x < a), que
se escribe x — a~; 0 si x — a por la derecha (siendo x > a), denotado por x — a”.

Esta distincion da lugar al estudio de los limites laterales.
« A lim f(x) se le llama limite lateral por la izquierda.

X—a

« A lim f(x) se le llama limite lateral por la derecha.

x—a’

Observacion:

Este estudio tiene interés cuando:

1) La funcion esta definida a trozos y se quiere calcular el limite en alguno de los puntos de
union de los diferentes trozos.

2) La funcion tiene asintotas verticales y se quiere determinar la posicion de la curva respecto
a ellas.

Pues bien, para que exista el limite de una funcion en un punto es necesario que existan los
limites laterales y que sean iguales. Esto es, para que exista lim f (x) =1 es necesario que
X—a

lim f(x) = lim f(x)=1.

Xx—a~ X—a
Ejemplo:
2 -
. I . X7, six<l
Para estudiar el limite de la funcion f(x) = ) < el 94
2—-X, sSix>1
punto x = 1 es necesario considerar los limites laterales. 1 -
Por la izquierda: lim f(x) = limx* =1 \\
x—1" x—1"
Por laderecha: lim f(x)=Ilim(2-x)=1 -1 01 2\
x—1* x—1*
-1 -

Como ambos limites coinciden, existe el limite y vale 1.
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2. Calculo practico de limites

2.1. Casos inmediatos
Si f(x) esuna funcion usual (polindmicas, racionales, logaritmicas, etc.) y esta definida en

el punto x = a, suele cumplirse que: lim f(x) = f(a). Esto es, el limite se resuelve
X—a

sustituyendo.

Observaciones:

1) Que la funcion pueda evaluarse en x = a no es determinante para que exista el limite (no es

ni necesario ni suficiente), como se vio con la funcion g(x) = ENT[X], pero este es un caso

de funcion definida a trozos, que debe ser estudiado mediante limites laterales.

2) No obstante, lo primero que debe hacerse para calcular un limite es sustituir x por a: hallar

f(a). Siexiste f(a) y lafuncion no esté definida a trozos, se aceptara que lim f (x) = f(a).
X—a

3) Como el lector sabrd, las funciones que cumplen que lim f(x) = f(a), se llaman
X—a

continuas. Se estudiaran mas adelante.

Ejemplos:
Lo dicho puede comprobarse en los siguientes casos:
a) lim(x2 —3) =22 —3=1. by lim XL o2+l

X—2 x—2 X— 1 2 1
c) |ing\/2x2—1=\/2-52—1=\@=7. d) lim2" =2° =1.

2 _0_

e) lim(In(x* -=2)) =In(3* —=2) =In7. f) lim
) lim(In(x* - 2)) = In(3* - 2) ) lim = E =7=
g) Esto no es asi en el caso lim 2~ , pues f(x) = L no esta definida en x = -1.

X—— 1X _1

2.2. Algunas propiedades de las operaciones con limites
En relacion con las operaciones algebraicas pueden aplicarse las siguientes propiedades.

Silimf(x)=Ay I|m g(x) =B, con Ay B finitos, entonces:

X—a
1) |Im(f (X)+ g(x)) . IImf (X)* ||m g(xX)=A+B; 1) Ellimite de una suma es igual
X—sa a la suma de los limites.
2) lim(f (4 9(x))= ( lim ¢ (x)){ lim g(x)) — AB; 2) El limite de un producto es

igual al producto de los limites.
f(x) lim f(x) A

3) lim A2 =—,(B=0) 3) Ellimite de un cociente es
x—a Q(X) ||m g(x) B igual al cociente de los limites.
—a
. . g0\ _ [y limg(x)| _ AB 4) El limite de una potencia es
4) St 109 >0, le;l(f (x) )_ (!(I—II:'I f (X)IX% j =A igual a la potencia de los limites.
. _ 5) El limite de un logaritmo es
5) Si f(x)>0, (Iogb f (X)) |Ogb(lxm f (X))_ log, A igual al logaritmo del limite.

Estas propiedades se aplican en ambos sentidos (de izquierda a derecha o de derecha a
izquierda), segun convenga.
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3. Indeterminaciones

Hay siete casos en los que al sustituir el valor x = a en la funcion dada se llega a situaciones
extrafias, no definidas, que reciben el nombre de indeterminaciones: formas indeterminadas.
Escritas esquematicamente, estas 7 indeterminaciones son:

CERSEEREE

Observaciones:

1) Cuando en estas expresiones se escribe 0 se quiere significar que se esta ante un valor tan
pequefio como se quiera (infinitesimal). EI concepto matematico que lo define es el de
infinitésimo. Asi, se dice que f(x) es un infinitésimo en el punto x = a si lim f(x) =0.

X—a

Por tanto, la indeterminacion {6} es el cociente de dos infinitésimos. Surge si se plantea un

limite como el siguiente: lim - =

ag(x) limg(x)
X—a

infinitésimos en el punto x = a.

(Este concepto se completard mas adelante, al estudiar la regla de L"Hépital).

Igualmente, en las demas indeterminaciones, cada vez que se escribe 0 se esta diciendo que la

funcion es un infinitésimo en el punto en cuestion.

2) Analogamente, cuando se escribe 1 se quiere indicar una expresion que tiende a 1, que

toma los valores 0,999... 0 1,000..., sin que necesariamente tome nunca el valor 1.

3) Por ultimo, cuando se escribe « se quiere significar que la expresion toma valores tan

grandes como se quiera: mayores (en valor absoluto) que cualquier nimero dado.

lim f (x)
F) _ xoa [%} ; esto es, cuando f(x) y g(x) son

Ejemplos:
En los limites siguientes, al sustituir, aparecen las formas que se indican.
2

) tim <L |9 b) lim 22X _| 2,

x>-1x° =1 0 x—>o  X° —§ 0

1 2x  x2+1

) lim| ——*? |=|00]. d) lim| —— - = [o0 — oo].
) X—>+oc[x_2 j [ ] ) xeS(X_g X2—9] [ ]
e) lim (1+3j -f*]. f) lim x* = [0°]. g) lim(x? +4f"™ =[],

X—>+00 X x—0* X—>00

« Algunas veces estas formas indeterminadas pueden resolverse. Los métodos de resolucion
estan muy estudiados y se concretan en los siguientes procedimientos:

1) Algebraicos. Consisten en aplicar las propiedades de las operaciones con limites y, cuando
estas sean insuficientes, recurrir a transformaciones algebraicas en la funcion dada:
simplificar, extraer factor comdn, sumar o restar, operar con potencias y raices, con
logaritmos...

Aqui se aplicara este método en formas de los tipos: [%} , {f} , [oo — 0], [0 - 0] y [17].
e 0]

2) Regla de L"Hopital, dando asi entrada al calculo infinitesimal. Se vera en otro tema. Alli se
resolverén las 7 formas indeterminadas.
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3.1. Limites de funciones racionales cuando x = a. Indeterminacion {6

P(x)

Las funciones racionales son de la forma f(x) = —) siendo P(x) y Q(x) polinomios. EI
X

unico caso de limite no inmediato es cuando da lugar a la indeterminacion {6 . Esto es,

P(x) _|0
cuando P(a) =0y Q(a) =0, pues I|m —1.
~Q(x) L0

Este caso puede resolverse simplificando la expresion inicial, pues si P(a) =0y Q(a) =0, se
verifica que P(x) = (x—a)P,(x) y Q(x) = (x—a)Q,(x), de donde el cociente
P(X) _ (x-a)R(9) _ R(X)
QX))  (x-a)Q(x) Q)
Luego: lim—== PX) P} = lim (x/7/a)P1(x) = lim R(x)

x-aQ(x) L0 xoa(X-a)Q(x) x-aQy(x)
Si el ultimo limite no resulta inmediato se aplica nuevamente la regla anterior.
Observacion: El teorema del factor dice: Para un polinomio P(x), si P(a) =0 < x —aesun

factor de P(x) & P(x) = (x—a)P,(x) . El polinomio P,(x) se obtiene dividiendo.

EjempIO'
El Irg 24 , que no resulta inmediato, puede resolverse asi:
X—> X
X—2 0 . X~ 2 P~ 1 1 1
lim =[—|=Ilim =lim——=—"—-=
-2x2—4 |0 »2(Xx~£2)(x+2) HZx+2 212 4
. Elcaso E
0

o ¢ .k . k .
Cuando al hacer cualquier limite aparezca la expresion 0 (esto es, lim f (x) = 6)' se pondra
X—a

que el valor de ese limite es infinito. Esto significa que, aunque el limite no existe, el valor de
la funcion se hace tan grande como se quiera, infinitamente grande.

En estos casos es conveniente estudiar los limites laterales en el punto, pues con frecuencia se
obtienen signos distintos para el infinito.

Observacion:
Cuando lim f (x) =, la funcion f(x) tiene una asintota vertical en x = a: larectax = a
X—a

Ejemplos:

a) lim 3;( -1 = F} =oo0. También puede ponerse +oo. Igualmente lim % = {_—q =+,
x>2 X< —4 0 x>-2 X —4

b) Iirr(! 3 2_1 = {%1} = —o0, pues cuando x — 0 el numerador es negativo y el denominador
X—> X

positivo, tanto a la izquierda como a la derecha del 0.
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3
c) Para h(x) =——, que no esta definida en x = 2, se tiene que I|mi = 3 =0
X—2 x>2x—2 |0

Si en este caso se estudian los limites laterales se cumple: .
— por la izquierda: lim 3 =—00.

Xx—2" X — 2

.3

— por la derecha:  |lim —— =+

x>2" X — 2 S

El signo — o + se decide por los signos del numerador y denominador.
Geométricamente, estos resultados indican que la curva asociada a la
funcion se va hacia —o por la izquierda de 2; y hacia +oo por la derecha de x
= 2. (Esto equivale a decir que la recta x = 2 es una asintota vertical.)
Observacion:

Es frecuente confundir los casos % y % El primero vale O: % < 0entre algo = 0.

. . ., |0 . .
3.2. La indeterminacion [6 en funciones con raices

) . : ... |0
En las funciones con radicales, la indeterminacion [5 puede resolverse de dos formas:

1) Descomponiendo en factores y simplificando, como para las funciones racionales.
2) Multiplicando y dividiendo la funcién dada por la expresion conjugada de alguno de sus
términos. A continuacion se opera y simplifica.

Observaciones:
Como las funciones con radicales de indice par no estan definidas para valores negativos del
radicando habra que tenerlo en cuenta al plantear y resolver los limites. Asi, por ejemplo el

Il'ng‘/ 3 solo puede plantearse por la derecha de x = 3, pues f(X) = ‘/ no esta
X— X —

- _ L . e / X
definida cuando x — 3™. Por tanto, este limite habria que plantearlo asi: lim <3 ysu
x—=3" | X —

valor seria .

Ejemplos:

| X=3 3 X—3
a) I|m —
x? —2x-3 3 (x 3)(x +1) x+1
b) Para la misma funcién, el limite IMM%S3 solo puede calcularse por la derecha,
X——! X —_ X_

cuando x — —17, pues la funcion no esta definida para valores de x < —1. (Su valor es +o).

c) lim 24x - 2_[9}:||'m(2\/;—2)(2\/;+2)_| 4(x-1)
x—1 X -1 0 x—>1 (XZ _1)(2\/;_,_2) xel (X 1)(X+1)(2\/_+2)
4 1
_!<I—>ml(x+1)(2\/;+2)_§'
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4. Limite de una funcién cuando x — oo

Antes de estudiar estos limites conviene recordar algunos resultados de las operaciones
relacionadas con el infinito.

0 + 0 = o©; — 00— 00 = — 0] [0 — 0] es indeterminado.
wtk=00; —owotk=-o0; (+K)-o00=o00; (=Kk):o00=—o0;
00 - 00 = 00; 00 + (= 00) = — o0; o/ (£k)=400; +k/(x0)=0;
oo™ = o0; oo ¥ = 0; [0/ 0] es indeterminado.

En todos los casos + k indica un numero positivo fijo (- k, negativo); y cuando se escribe o
sin signo, se supone positivo.

4.1. Limite finito de una funcién cuando x —
La funcion f(x) = ZX—_SI tiende a 2 cuando x — +oo.
X+
Efectivamente, si x = 1000, f(1000) = 1,983; si x = 10000, f(10000) = 1,9995.

Se escribe, 1im 2x-1_ 2.
X—>+00 X+8

La definicion precisa es la siguiente: - j
— X
lim f(x)=1 & ve&>0,3k(grande) |V x>k = |f(x)~1|<e I\,{_ I

x>0 e

(Para valores de x > k la funcion no se sale de la franja marcada.) ~

iz
Si X — —oo la definicion es analoga:
lim f(x)=1 < V&>0,3k(grande y negativo) |V x>k = |f(x)-l|<e

X—>—00
Esta definicion se lee asi: “limite de f(x) cuando x tiende a « es igual a I”, equivale a decir
que “para todo numero épsilon mayor que cero, existe un k grande, tal que para todo x mayor
que k, se cumple que la diferencia entre f(x) y I, es menor que el nimero épsilon elegido”.

Observacion:
Si lim f(x) =1 se concluye que la rectay = | es una asintota horizontal de la curva y = f (x).

X—»00

Ejemplo:
Como se ha visto anteriormente, lim _8 = 2. Por tanto, la recta y =2 es una asintota
X—>+00 X +
. 2x -1
horizontal de f(x) = :
X+8

4.2. Limite infinito de una funcién cuando X — «
2

., X X .
La funcion f(x) = toma valores cada vez mas grandes cuando X — co.

Efectivamente, si x = 100, f(100) = 101,03; si x = 1000, f(1000) = 1001,003.

2
) , XS =2X
Se escribe: lim =

X—>40 X —

+00 .
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La definicion precisa es la siguiente:
lim f(x)=+0 < Vp(grande),3q(grande) |Vx>q = f(X)>p

X—>+00

Esta definicion se lee asi: “limite de f(x) cuando x tiende a +« es

igual a +o0”, equivale a decir que “para todo nimero p (grande),
existe otro nimero q (también grande), tal que para todo x mayor
que g, se cumple que la diferencia entre f (x) es mayor que p

elegido”.

\

El resultado de estos limites muchas veces resulta inmediato, pues para calcularlos basta con
sustituir y aplicar las operaciones con el infinito.

Ly

Ejemplos:

a) |im(x2—5x+1):||’m( [X 5+£)J:oo b) lim (x* +3%x* —2X+5) = 0
X—>00 X—>00 X X—>—00

c) le(ln(sms))z d) lim /x® - 2x = -0

;. . . . ., 0.0]
4.3. Limites de funciones racionales cuando x — «. Indeterminacion {—}
o0

Si P(x) y Q(x) son dos polinomios, al calcular lim P

se obtendria la expresion
X—>too Q(X)

indeterminada {—} ; no obstante se resuelve muy facilmente, pues su valor depende de los
0

grados de P(x) y Q(x):

. Sigrado de P(x) > grado de Q(x), XILTOO ng Fo0

. Sigrado de P(x) = grado de Q(x), XILTOO ng = Z—”, siendo an y by, los coeficientes
principales de P(x) y Q(x), respectivamente. n

. Sigrado de P(x) < grado de Q(x), XILTOO E))g 0.

Un procedimiento para justificar estos resultados consiste en dividir el numerador y el
denominador de la funcion dada por la mayor potencia de x presente en la expresion, como se
hace el ejemplo b) siguiente. Ademas, en todos los casos se tendran en cuenta los signos.

Ejemplos:
—3x2+4x 3+4
? - —3x? 2 V2 ToT
a) lim X—ZX b) lim M: im X X" = |im x__3
x>+ 2x° —100 owe 2XT43 o 2% 3w 3 2
x2 X2 x?
S 4
) lim X -7 = +o0 d) lim ———=
x>+2 5X +19 x>+ X2 — 2X + 43
3
e) lim i= f) lim X _»
x>0 X3 4 4%% 42 x>0 4x% 4 2
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. . ., o0 . ,
4.4. La indeterminacion {—} en funciones con raices
o0

. . . . ., o0 .
En las funciones con radicales, la indeterminacion [—} puede resolverse aplicando la
o0

comparacion de grados, teniendo en cuenta que al aparecer raices los exponentes pueden ser
fraccionarios.

Ejemplos:
L AX2=3x+1 [o] , [x*-3x+1 . X2 —=3x+1 1 1
a) lim————=|— |=lim,|[————= =, [im———= = |= ==,
x>0 JAx? 16 o | x>\ 4X°+6 x>o  4X° +6 4 2
2x% +3x 2+3
2x% +3x 0 2 Y 2
b) Iim—:{—}:ll’m X = lim X =H=oo.
oo x®+5x—3 Lol *»*x®4+5x-3 ** [x®+5x-3 L0
NG x*

4.5. La indeterminacion [1“”]. El ndmero e

El numero e se define como el limite, cuando X — + o, de la funcion f(x) = (1+—j . Esto
X

1 X
es: lim (1+—j =e.
X—>+00 X
Aplicando esta definicion y las propiedades algebraicas de los limites, pueden darse otros
resultados relaciones con el numero e. Por ejemplo:

) 1\ ) 1) ) p)'
1) lim1+=| =e’ 2) lim{1+— | =e 3) lim{1+—| =e’
X pX X

X—>+00 X—>+00 X—>+00

A(X)
Engeneral, lim |1+ 1 =e
A(X)—>+0 A(X)

1
. Como consecuencia de lo anterior, también puede definirse: lim (1+x)x =e.

x—0*

. Otra forma de resolver estos limites es aplicar la transformacion:

Iim(f (X)g(x’): [100]: e(x"l“w(f(x)fl)-g(x)]

Ejemplos:
-1

3x x\3 X (=x)
a) lim 1+£) =| lim (1+£] =e®> b) lim (1—£] =| lim (1+ij =e™.
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 (_X)

2\ ) 1 e -2
c) lim 1——) = Iim(l+gj = Il’m(1+ J e,

X—>+00 X X—>+90 X X—>+00 X /(_2)

2
2 3 lim x2+2x 1 3x? lim 2x-4)( 3x? lim 6x3-12x2
. X +2X |x6 sotoo| x214 || x=6 x>+ x2_4 )| x-6 x—>+0| x3—6x2—4x+24 6
d) lim| —— =e =e =e =e’.

X—>+00 X2 +4
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4.6. Comportamiento de otras funciones en el infinito
El limite cuando x — oo de las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas se

calcula como sigue.

. Funciones exponenciales
Ademas de de las propiedades usuales (de la potenciacion) se emplea las dos siguientes:

Si f(x)=a%®, cona>0,entonces: lima?®

— ax»w

X—>00

Si f(x)>0, le;n;(f (x)*® )= (ILm f (x)lx"l”ag“)).

lim g(x)

En este contexto viene bien recordar la representacion
gréafica de las funciones exponenciales elementales.

Ejemplos:
a) lime*? =e"™ =4
X—>+00
c) lime* =e™ =
X—>—00
x—2

e) lim

) X—)+oo(

4x—1sz . (
= lim
2X+3 X400

2X+3

« Funciones logaritmicas
La propiedad particular que puede aplicarse aqui es:

Ejemplos:

a) lim Iog[lo—XJ:Iog
X+5

X—>+00

b) lim In( 22X ]:In[
1

X—>+00 X +

[X%+oo X+

lim >

Xx—+0 X + 1

« Funciones trigonométricas
En ningln caso existen los limites en el infinito. Esto es: lim sinx, lim cosx y lim tanx

4x —I}X—Hw x?

X
lim —

=2=1

lim %} =logl0=1.

j: In(0") = —oo.

a=>l

165

Flxy=a’

0=a<l

b) lim 2% =2~ =0

X—>—00

d) lime™

X—>+o0

f) lim X = 4o

X—>+00

e

—00

0

~+00

= 400

lim(log, f(x))= Ioga(ll'rg f(x)).

X—>to0

X—>+o0 X—>do0

no existen, ya que dichas funciones son periddicas (repiten indefinidamente su
comportamiento.) Para funciones compuestas hay que determinarlo en cada caso.

Ejemplos:
. sin x
lim

a)
xotn X2 4 X +1

=0, pues -1 <sin x < 1, mientras que el denominador tiende a .

b) Iim xcos? x no existe. Como 0 < cos’x < 1, f(x)=xcos?x tomara valores entre 0 y .

X—>+oo

c) Como se dijo en su momento, la funcion f (x)=tanx tiene un comportamiento asintético

T ny ,
cuando x _)§+ krt, k € Z, cumpliéndose que lim tanx=o0. Por tanto, las rectas

x> +kn
2

T , . .,
X =—+kmt son asintotas verticales de la funcién.
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4.7. La indeterminacion de la forma [oo — o]
Cuando se plantea la indeterminacion [oo — o], tanto cuando X — a como cuando X — o, el
procedimiento general consiste en operar la expresion inicial hasta transformarla en otra

expresion no indeterminada o en otra forma indeterminada del tipo {6} 0 [E} . Estas otras
o0

formas se resolverian por cualquiera de los métodos vistos anteriormente.

Ejemplos:

2
a) lim 2 X2 1 es una forma indeterminada del tipo [oo — oo].
-3 x—-3 x°-9

Para transformarla se opera la expresion dada: se hace la resta. Asi:

o 2x xP41) L ((2x=3)(x+3) x*+1) . (2x*+3x-9 x*+1) _
lim| ———-——|=lim - =lim > - =
X-3 x°=9) 3 (x-3)(x+3) x°-9 X“ =9 X“ =9

. (x> +3x-10 [8}
= |lim ————|=| <=
-3 X* -9 0

2 2
b) Iim 2x" -3 X" +5x = [0 — 0],
2x—-3 X+2
Para transformarla se opera como en el ejemplo anterior. Asi:
2 2 2 - _ 2
Il’m(zx 3 X +5x]: Iim((zx 3)(x +2)— (2x—3)(x +5x)} _

2Xx-3  X+2 (2x-3)x+2)
— 1im —3x* +12x-6 _{—oo}__g
oo 2x7 —4x—6 ) | o 2

2 2 2 2
&) 1imxZ + x ~ VX2 —x = [0 — 0] = lim W= o o ]
X—>00 X—>0 \/X2+X+\/X2—X
X%+ x—x% + X 2X -
= lim = lim = (dividiendo por x) = 1.
oo X2 pxrlx2—x "X £ x X2 =X

X—3 X—3

X—00

X—>0 X—3

4.8. La indeterminacién de la forma [0 - «]
Para terminar este apartado de limites se plantea la indeterminacion [0 - oo].
Para resolverla suele dar resultado operar la expresion inicial hasta transformarla en otra

expresion no indeterminada o en otra forma indeterminada del tipo {%} 0 [f} :
o0

Ejemplo:
] (x2+5x 3x
lim

Xx+2 x¥-1

2 3 2
“,m(x +5x. 3x jz[oo-o]:lim( 3x° +15x ):0

X—0o0

]: [« - O]. Para transformarla basta con operar. Asi:

x>nl  x+2 x3-1 x>l x4 +2x3 —x-2

WWw.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/�

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Analisis: Limites y continuidad de funciones 167

5. Aplicacion del calculo de limites a la determinacién de las asintotas de una funcion

Las asintotas de una curva son rectas hacia las cuales tiende a pegarse la gréafica de la
funcidén. Pueden ser verticales, horizontales u oblicuas.

[ [
[ | f -
fm:/ U bl ~>
[ [ i
|
[

| aly | a

Asintotas verticales Asintota horizontal Asintota oblicua

Los criterios para determinar las asintotas de una curva son:
. Larecta x =a esuna asintota vertical de lacurva y = f(x) si lim f(x) =o0.
X—a

« Larecta y =b es una asintota horizontal de la curva y = f(x) si lim f(x)=b.
X—>00

. Larecta y =mx+n es una asintota oblicua de la curva y = f (x) si:
. f(x
lim )

X—o X

=m,Mm=0ym=oo); lim(f(x)—mx)=n, (n=#x).

5.1. Asintotas en funciones racionales
P(x)
Q(x)

Un caso particularmente frecuente se da con las funciones racionales: f(x) =

Estas funciones:
— pueden tener asintotas verticales en las raices del denominador: en las soluciones de
Q(x) =0; y siempre que el limite en ese punto se haga infinito.

— tienen asintotas horizontales si el grado de P(x) es menor o igual que el grado de Q(x).
— tienen una asintota oblicua siempre que el grado de P(x) =1 + grado Q(X).

Ejemplos:

X2 + X

a) La funcion f(x) = 2% 3’ que no esté definida en los puntos x =3y x = -1, tiene una

asintota vertical en x = 3, perono en x = -1,

En efecto: i
2
] 12 -
Ilmzx—+x={—}=oo =>x=3esAV. > |
x>3 X° —2Xx—3 0 |
2 =
) ) 1 ) 1 p=1 |
..mlzx_ﬂzp}..mlx(x_w:..mliz_j A
©ax*-2x-=3 0] x> (x+1_)(x—3) o>1x-3 4 N
= En x = -1 no haya asintota vertical. |x=3
Tambien tiene una asintota horizontal, la rectay = 1, pues -5 4 |
I

2
] X® + X
lim ————=1.
x> X —2X -3
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X2 + X

b) La funcion f(x) = 33 tiene dos asintotas, una vertical (la

recta x = 1) y otra oblicua, la recta y = mx+ n, siendo:

X2 + X
PN 2
m = lim f(x) = |jm-3X=3 :I|’m¥:1;
e X X X xo= 3X° -3X 3
2
n = lim(f (x) = mx) = lim| XX L s 2 _ 2
X—>00 x—o| 3X —3 3 x—o 33X — 3 3

] 1. 2
La asintota es la recta y = §X +§.

5.2. Asintotas en funciones exponenciales y logaritmicas
. Las funciones exponenciales suelen tener asintotas horizontales.

En concreto, f(x)=e” tiene una asintota horizontal hacia —oo, \ 4]
pues lim e* =e™ =0. La asintota es el eje OX. Flxy=e™ Filxi=e"
X—>—0

Igualmente, f(x)=e™ tiene una asintota horizontal hacia +oo,

X—>+00

Sus graficas son las adjuntas.

\
pues lime™ =e™ =0.

—.//° -

-2 0 2

Otros casos no son tan inmediatos, pero para determinar sus asintotas suele dar resultado
estudiar el comportamiento del exponente.

Ejemplo:
1
La funcién f(x) =e**, que no esta definida en x = 0 tiene una
1 1

asintota vertical en ese punto, pues lime** =e® =e
x—0

+00

= +00.

También tiene una asintota horizontal hacia ambos lados del o,
1 1

pues lime** =e+ =¢® =1.

X—>to0

La asintota es la recta y = 1. y . ; :

« Las funciones logaritmicas suelen tener asintotas verticales.
En concreto, f(x) =Inx, que solo esta definida para valores de x > 0, tiene a la recta x = 0,

como asintota vertical, pues lim Inx = —o. (Su gréfica se hizo anteriormente).

x—0"

Otros casos no son tan inmediatos, pero para determinar sus asintotas suele dar resultado

estudiar los puntos en los que la funcion dada se anula.
24 |

Ejemplos: | /

La funcion f(x) = In(x - 2), que esta definida s6lo para valores de

L]

0 4 [
X > 2, tiene a la recta x = 2 como asintota vertical, pues r
lim In(x—2) = —o. 21
x—2*
_4 -l
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6. Continuidad de una funcién en un punto

Una funcidn es continua en un punto cuando el limite de la funcién en dicho punto es igual al
valor de la funcion en él.

La definicion es la siguiente: f(x)es continuaenel puntox=a < lim f(x) = f(a)
X—a

Esto implica que:

1) La funcion f(x) esté definida en el punto x = a. Esto es, se sabe cuénto vale f(a).

2) Existe el limite en x = a: existe lim f (x) =1.

X—a

3) El valor del limite coincide con f(a). Estoes, limf(x)=1= f(a).
X—a
De las cuatro funciones siguientes, solo la primera es continua en el punto x = a.
(1) 2) 3) (4)
@ TG f@1-------+ v J®
- 0w N _.//
d s N U] _ AN
P P 4 a
fxyes continuaenx = a Jxyno es contitma enx = a: Sixino es contimua enx =4: flx)no es continua enxy = a:
JNayno esta defimida Iim f(x) = f(g) no existe el imite enx = a

6.1. Discontinuidad evitable
Cuando una funcion no es continua de dice que es discontinua. La causa mas comun de la
discontinuidad esta en que la funcion no esté definida en un punto. Asi, por ejemplo, la

funcion f(x) = es discontinuaenx =-2yenx =1,

X
(x+2)(x-1)
Hay casos en los que la discontinuidad es evitable. Asi sucede para las funciones dadas en las
gréaficas (2) y (3) de mas arriba.

« Una funcion f(x) tiene una discontinuidad evitable en el punto x = a cuando tiene limite en
ese punto.

En el caso (2) la discontinuidad se evita definiendo f (a) =1.

En el caso (3) la discontinuidad de evita (imponiendo) redefiniendo f(a) =lim f(x).

En el caso (4) la discontinuidad no puede evitarse, pues la grafica da un salto en el punto x =
a. (Se llama discontinuidad de salto finito).
Ejemplo:

La funcion f(x) = X2
X

1 es discontinuaenx =-1yenx =1, pues

en esos dos puntos no esta definida.
Si se hace el limite en esos puntos, se tiene:

|

|

|

|
Ii x-1 -2 . |
xI—>nJ1X2 —1: 0 - : T o

|

|

|

. ox-1 0 . x-1 1 1 1
lim——=|—|=lim =lim =—.
olx® =1 0] ©r(x-1(x+1) x>1x+1 2

En el primer caso, en x = —1, no existe limite; por tanto, la
discontinuidad no puede evitarse. (Esta discontinuidad se llama de salto infinito).

En cambio, en x = 1 si puede evitarse. Se evita definiendo aparte f (1) = %
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6.2. Continuidad lateral

La funcion representada en la grafica (4) puede considerarse continua por la derecha del
punto x = a. En cambio, no es continua a su izquierda.

Una funcion f(x) es continua por la derecha en el punto x = a (en a*) si esté definida (se

sabe el valor de f (a)) y el limite coincide con ese valor. Esto es, cuando lim f(x) = f(a)
x—a*

Una funcién f(x) es continua por la izquierda en el punto x = a (en a”) si esta definida (se
sabe el valor de f (a)) y el limite coincide con ese valor. Esto es, cuando lim f(x) = f(a)
Xx—a~

Ejemplos:
a) La funcién f(x) = Lz no es continua en x = —2, pues en ese punto no esta definida. En
X+

consecuencia, tampoco es continua por ninguno de los lados del punto x = 2.

vl
b) La funcion f(x) = ENT[x] es discontinua para todo x € Z, pues la 3 —
funcion no tiene limite para ningun valor entero de X. > —
No obstante, la funcién es continua por la derecha de todo x. Por ejemplo, .
por la derecha de x = 2, se cumple que XIm; ENT[x]=2=ENT][2].

- 1 2 3 4

En cambio, no es continua por la izquierda de cualquier x entero. Por
ejemplo, para el mismo x = 2, por su izquierda se cumple que lim ENT[x]=1= ENT[2]
X—2~

6.3. Propiedades de las funciones continuas
Aungue sea de manera escueta conviene indicar algunas propiedades relacionadas con las
operaciones de las funciones. Estas propiedades son:
Si f(x) y g(x)con continuas en x = a, entonces:
« f(X)£g(x) escontinuaenx = a.
« f(x)-g(x) escontinuaenx =a.
L escontinuaenx=asi f(a)=0.
f(x)
f(x) :
. W es continua en a cuando g(a) #0.

Las propiedades anteriores permiten concluir que la mayoria de las funciones usuales son
continuas en todos los puntos de su dominio. Asi, sin ser exhaustivo puede afirmarse que:

1) Las funciones polinémicas, f(x)=a,+a,x+...+a,x", son continuas siempre, para todo
namero real x.

Ejemplos:
Son funciones continuas:
a) f(x) =2 — Las funciones constantes se representan mediante una recta horizontal.

b) f(x)=2-x — La funcién polinémica de primer grado es una recta.
c) f(x)=2+3x-x*> — La funcion polindmica de segundo grado es una parabola.
d) f(x)=x>—-2x — Todos los polinomios, de cualquier grado son funciones continuas.
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a, +a,X+..+a,x"
b, +bx+...+b,x"
de su dominio; esto es, siempre que b, + b x+...+b, x™ #0.

2) Las funciones racionales, f(x) = , son continuas en todos los puntos

Ejemplos:
L 3X — . . .
a) La funcion f(x)=—; 5 es continua siempre, para todo namero real, pues su
X+
denominador siempre es distinto de 0.
x* +3x-1

b) La funcion f(x) = es continua para todo numero real distinto de 1, 2,

(x=1)x—2)(x+3)

y —3. Para esos tres valores se anula el denominador.

3) Las funciones con radicales, trigonométricas, logaritmicas y exponenciales son continuas
en todos los puntos de su dominio.

Ejemplos:
a) La funcion f(x) =+/ x> —4 es continua para todo x > 2; y para todo x <-2. En el primer

caso por la derecha; en el segundo, por la izquierda. No esta definida en el intervalo (-2, 2).
(El lector interesado podra comprobar que esta funcion determina la hipérbola x> — y? = 4).

(=]

b) La funcion f(x) =+/4— x> es continua sélo en el intervalo [-2, 2],
que es su dominio de definicion. .
Esta funcion determina la circunferencia x> +y* = 4.

(=3

c) Las funciones seno y coseno son continua siempre. La funcion

X+2 . . AP
f(x)= T cosx’ por ejemplo, no es continua en los puntos en los que no esté definida, que
—COS X

T
son x=5+kn.

d) La funcion f(x) = Iog(x2 —1), que esta definida siempre que x ¢ [-1, 1], es continua para
todo X € (—o0, -1) U (1, +o0).

1
e) Lafuncion f(x)=(x—3)e”" escontinuaen todo R. En cambio, f(x)=e*2 noes

continua en x = -2, ya que no esta definida en ese punto.

4) Las funciones definidas a trozos seran continuas si cada funcién lo es en su intervalo de
definicion, y si lo son en los puntos de union de los intervalos; para esto Gltimo es necesario

que coincidan los limites laterales.
2

Ejemplo:
2 six< . .
a) La funcién f(x) = x5 Sf x<0 es continua en todo R. -2 0 2
0 six>0
x*, six<0 21

es discontinua en x = 0.

Xx-=1 six>0 /
-2 0’0/ 2
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7. Continuidad de una funcién en un intervalo y teoremas relacionados

El concepto de continuidad en un punto puede extenderse a un intervalo finito o infinito,
abierto o cerrado. Esto permitira aplicar algunos teoremas importantes propios de las
funciones continuas.

Definicion: Una funcion f es continua en un intervalo abierto (a, b) cuando es continua para
todo punto ¢ € (a, b).

Ejemplo:

. 1 . .
La funcion f (x) = cosec x =—— es continua en el intervalo (0, =).
sen x

Observacion: La funcion cosec x es discontinua en todos los puntos que F(x) = cosec x
anulan a sen x; esto es, en X = km, k € Z.

1
|
|
|
|
ol "x

Definicion: Una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] cuando es continua para
todo punto ¢ € (a, b) y ademas es continua en a por la derecha y en b por la izquierda.

Ejemplp: _ _ fix)=senx
La funcion f(x) =sen x es continua en el intervalo [0, =].
Observacion: La funcion sen x es continua en todo R.

7.1. Proposicion inicial
Si f(x) escontinuaenay f(a) =0, entonces existe

un entorno del punto a, E,(a), enel que lafuncion  ¢eq| . 5 E (a)
conserva el signo. Esto es, si f(a) >0, la funcion es . = ‘—'_'_"“—T '
positiva para todos los puntos de ese entorno; y si M F@ |dl

f(a) <0, la funcidn es negativa en ese entorno. E.(a)
« Lademostracion de esta proposicion es muy sencilla, pues, si f(x) es continua en a, se
cumple que lim f(x) = f(a) & V&>0,35>0 |V x,0<|x—a|<5=|f(x)- f(a)| <e.

Pero |f(x)- f(a)|<e & f(a)-e< f(x) < f(a)+e.
Por tanto, si f(a) > 0 bastaria con tomar ¢ < f(a) para asegurar que f(x) >0 siempre que
x € E,(a). (Y los mismo cuando f(a)<0).

7.2. Teorema de Bolzano (Checo, 1781/1848)

Asegura que si una funcién continua en un intervalo cerrado toma signos distintos en sus
extremos, entonces corta al eje en algin punto de ese intervalo.

Teorema: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores de

distinto signo en sus extremos ( f (a) <0< f(b) o f(a)>0> f (b)), entonces existe algun
punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

Esto es, si la funcion es negativaen a ( f(a) <0) y positivaen b ( f (b) > 0), entonces se

anula en algun punto c entre ay b ( f(c) = 0). Geométricamente, esto significa que si

f(a)<0y f(b)>0,entonces la graficade f(x)

corta al eje OX en un punto, al menos. a _:’txj T I‘}m_
l__,,f'c S h a £
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Desde el punto de vista algebraico, este teorema aseguraque si f(a)<0y f(b) >0,

entonces la ecuacion f(x) =0 tiene una solucion entre a y b. Esa solucion serd el punto ¢
cuya existencia afirma el teorema.

Ejemplos:

a) La funcion f(x) = x* —3x —1 es continua en todo R, y en particular en el intervalo [1, 2].
Como f(1)=1-3-1=-3<0y f(2)=8-6-1=1>0, puede asegurase que ésa funcion
toma el valor 0 para algun niamero comprendido entre 1y 2. Esto es, existe un nimero c,
mayor que 1 y menor que 2, tal que f(c) =0. Ese numero c¢ ser& una solucién de la ecuacién
x® —3x—1=0, pues cumple que c® —3c—-1=0. (Otra cosa es encontrar el valor exacto de

esa solucidn, ya que salvo en casos concretos no podra obtenerse; aungue, COmo se vera en
las aplicaciones de estos teoremas siempre se puede hallar una buena aproximacion).

b) La funcion f(x) = x—cosx corta al eje OX en el intervalo [0, 1] pues:

1) es continua en todo R, y en particular en el intervalo dado;

2) f(0)=0-cos0=-1<0y f(1)=1-cosl>0, puescosl<1l.

Luego, la funcién verifica las hipotesis del teorema de Bolzano y, por tanto, existe un punto
c € (0, 1) tal que f(c)=0.Enesepunto lafuncion f(x)=x-cosx corta al eje OX.

7.3. Teorema de Weierstrass (Aleman, 1815/1897)

Asegura que toda funcién continua en un cerrado tiene un maximo y un minimo (absolutos)
en ese intervalo.

Teorema: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un
punto ¢ € [a, b] tal que f(c)=M > f(x), paratodo x perteneciente a [a, b].

El significado geométrico de este teorema es que la grafica de f M T A=
alcanza el méximo en x = ¢ y ese maximo vale M. I

Analogamente, existe un punto d € [a, b] tal que f(d)=m< f(x) [ SRE
2

para todo x e [a, b]; que equivale a decir en x = d la funcién toma
el valor minimo.

Ejemplos:

a) La funcion f(x) = —x* +2x+1 es continua en el intervalo [0, 3] (y en
todo R). Por tanto, existe un punto de ese intervalo en el cual

f (x) = —x® + 2x +1 alcanza su valor maximo; y otro punto en el que toma el

valor minimo. En este caso, al tratarse de una parabola es facil encontrar esos 2
puntos. El méximo lo toma en x =1, y vale 2; el minimo, en x =3 y vale -2.

b) Lafuncidén f(x)=cos(e*) es continua en el intervalo

[-1, 2]. Por tanto, existe un punto de ese intervalo en el cual esa \1\ -
funcidn alcanza su valor maximo. En este caso resulta mas dificil \ ' /\
encontrar dicho valor. No obstante, se sabe que si e* = 2krn, conk e . 0 T !

Z, la funcién vale 1: el maximo para el coseno; y cuando v \
e* = (2k + 1), la funcion vale -1, el minimo para el coseno. o

En el primer caso, para k = 1 se tiene: e* =21 = x ~ 1,84 — maximo.
En el segundo caso, parak =0: e¢* =1 = X ~ 1,14 — minimo.
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7.4. Teorema de los valores intermedios (Darboux) (Francés, 1842/1917)
Asegura que una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] toma todos los valores entre

f(a) y f(b). Dice lo siguiente:

Si f(x) esunafuncion continuaen [a, b]y f(a) = f(b), entonces la funcion toma cada
valor comprendido entre f(a) y f(b).

Esto es, para cualquier numero k comprendido entre f(a) y f(b), f(a) <k < f(b), existe

un c € [a, b], tal que f(c)=Kk.

La demostracion de esta consecuencia es facil. Basta con e
definir otra funcién g(x) = f(x) —k y aplicarle el teorema FOF NE— DLy
de Bolzano. [ )
En efecto: La funcion g(x) = f (x) —k es continua en [a, b], & ]

por ser diferencia de dos funciones continuas en [a, b] . 0 4o III.

Ademés, g(a)>0y g(b)<0, pues g(a)=k—-f(@) >0y AN ﬁ p
gb)=k-f(b)<0. m f—

Luego, g(x) cumple las hipétesis del teorema de Bolzano.
En consecuencia, existe algun punto ¢ € (a, b) tal que g(c) = 0. Pero esto significa que

gc)=k-f(c)=0= f(c)=Kk.

Observacion. Este resultado puede ampliarse un poco més, afirmando que “Si f (x) es una
funcion continua en [a, b], entonces la funcién toma cada valor comprendido entre el
minimo y el méximo de f(x) en ese intervalo”. Esto es, para cualquier nimero k

comprendido entremy M, m<k <M, existe un c € [a, b], tal que f(c)=Kk.

Ejemplos:
a) Lafuncion f(x)=+/x+1, es continua en el intervalo [0, 3]. En sus extremos toma los
valores f(0)=1y f(3)=2. Por tanto, la funcion toma todos los valores entre 1y 2; por

ejemplo, el valor 1,83 . (Ese valor lo toma en la solucion de la ecuacion 1,83 =+/x+1, que es
x =1,83° —1=2,3489. Es evidente que 2,3489 < [0, 3]).

|
b) Dada la funcion f(x) = x* —5x+5. ¢Puede afirmarse que esa funcion B\Tl |
toma el valor 4 en algun punto del intervalo [0, 2]? ¢Y el valor 2? Y |
Como la funcidn es continua y en los extremos del intervalo toma los 4l |
valores f(0)=5y f(2) =3, se deduce que toma todos los valores entre 3 [ |
y 5; en particular, el valor 4. Esto es, existird algin punto ¢ € (0, 2) tal que l r
f(2) = 4. (Véase la figura adjunta). - --}.4- -
Como 2 no esta entre 3 y 5, no puede afirmarse que la funcion tome ese \‘\/
valor para algun punto del intervalo (0, 2); pero tampoco puede afirmarse
que no lo tome. (De hecho hay dos valores que toman el valor 2). 8 b

c) ¢Podria asegurarse que la funcién f(x) =tanx toma el valor 0 en 5]
el intervalo [n/4, 3n/4]?

Esta funcion cumple que f(n/4)=1y f(8rn/4)=-1;yelvalor0 RV
estd entre —1 y 1. Sin embargo, como la funcién no es continua en el
intervalo dado, no puede asegurase que tome el valor 0.
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Problemas Propuestos

Definicion de limites

1. Demuestra, aplicando la definicion, que lim(2x —4)=2.

X—3

2. Demuestra, aplicando la definicién, que lim =2.
x—>+0 X + 8
Calculo de limites por méetodos algebraicos
3. Resuelve los siguientes limites:
] x® +x? —8x—12 S 3t —xP—x?
a) lim — 3 > b) lim ) lim———u—r
x>-2 X" +4X° +5X° +4x+4 x>2 X—2 x>0 X —4X° +5x%

4. Halla, en funcidn de los valores de p, los siguientes limites:
3
— px . X°—-8
Z—p b) lim —
x>2 X° —3X + 2 x>2X°—p

5. Calcula los siguientes limites:

- AIx+1-1 ] 4x X2 -2x—(x-2)
a) lim———— b) lim c) lim
x—0 X X—>0‘[4+X_ 4—x X—>00 X—2
6. Calcula:
2 2 3
) lim 2X +10x. b) lim X —4 0 lim X =2
x>0 X° —3X 44 x40 2X —BX x>0 X +12X

7. Calcula el valor de los siguientes limites:

Jx?—5x+1 . AIx? 42X 3x? +5x

a) lim b) lim——— c) lim

o0 JAx? +3x e 2x-1 2 Ix® +5x -3

8. A partir de la definicién del niUmero e, lim (1+ 1} = e, utilizando las propiedades de los

X—>+00 X

limites, demuestra que.

) 0™ ) 1) ) ),
a) lim|l+=| =e b) lim{1+—| =e,pz0 ¢) lim|1+—| =e
X pX X

X—>+00 X—>+00 X—>+00

9. Aplicando los resultados anteriores calcula:

a) lim (1+3j2 b) Iim (1+ij ¢ lim (1-%
X—>+o0 X X—>+00 2X X—>+00 X
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A(Xx)
10. Teniendo en cuenta que, lim 1+L =e Yy la propiedad: “Si f(x) >0,
A(X) >+ A(X)

lim(f (x)°® )= Qim f (X)Ix"l“ag(x’] ”, demuestra que si se cumple que Iim(f(x))=1y
lim(g(x)) = oo, entonces, la indeterminacion lim(f(x)°®)=[1" |, puede resolverse

aplicando la transformacion: yrg(f (x)®)=h~]= e(x'i"w“(x)’l)‘g(x))

11. Aplicando la transformacion anterior, halla el valor de los siguientes limites:

x-1
2x-1 2x-1 2 >
) |im(1+ij b) |im(i2) &) lim| X 3%
x>0 X—3 x>o\ X +1 x>o| X© 45X -1
3X2 +X ax+2
12. Halla el valor de a para que Il’m( ™ J =2
X—>00! X
13. Calcula:
2 2 37X
a) limlog X~ + 3 b) limlog X* +3x c) lim log X2+2j d) lim Inf ex+2
X—> X+ 2 X—2 X+ 2 X—>-+00 X<+ 2 X—>+00
14. Calcula:
a) Iim sin(ij b) Iim cos(ij ¢) lim tan(ij
x> X+1 x-1 X+1 x-1 X+1
15. Calcula:

a) nm(_ij b) Iim(szJrSj ¢) lim (Lj d) |im(ij
x>\ SN X X—>00 X—2 x—n/4\ tan X x—o| fan X

16. Halla el valor de los siguientes limites:

a) lim 3H0e2) b) lim 3*/C+2) c) “m(33x—:19]
17. Halla el valor de los siguientes limites:
—3x+2 -3x+2
) |im(3>2“1j ‘ b) Il’m(3x_1j i
-1\ X°+1 1 X+ 2

18. Calcula los siguientes limites:

[ x x-1 . (2x-3 x*+5x-6 - (x*=1 x*+3
a) lim - 5 b) lim -— c) lim -—
2 X-2 (x=2) >3 X—3 X° -9 x>n| X —3 X
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19. Calcula los limites:

o) fim{x+20x x| b) Iimlx+2x =67 =3x) o) lim{xe —5xra -]

X—»00

Asintotas de una funcion

2x% +x

20. Halla las asintotas de la funcion f(x) =

. Indica la posicion de la curva respecto
de sus asintotas.

21. Dada la funcion f(x) = 7 txi6’ halla con detalle sus asintotas; e indica la posicion
X —=5x+

de la curva respecto a ellas.

2
23. Halla las asintotas de la funcion f(x) = (x+1) :
X
4 -2x? - ]
24.Sea f(x)= . Halla su dominio y sus asintotas.
2 pz
25. (Existe algin valor de p para el que la funcion f(x) =— 12 tenga solamente una
X° +3X +

asintota vertical?

26. Comprueba que la funcion f(x) = 2x +sin x no tiene asintotas.

27. Halla las asintotas de las siguientes funciones:

a) f(x)=e™ b) f(x):eé c) f(x)=e" d) f(x):1+2ex

28. Halla las asintotas de las siguientes funciones:

a) f(x)=log(x-3) b) f(x):Iog% c) f(X)=Iog(x2_4) d) f(x)zﬁ

Continuidad

29. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la
respuesta en cada caso.

a) f(x)=x"+8 b)f(x>=X3—X+8 ¢) F(x)=— X

d) f(x)=
x* -8 ) 109 x> +8

F) =X -8 ) F0)=x2+4 @) F(X)=—— ) f(X) = o
e) f(x)=+vx ) ) =+vx"+4 @) f(x) = ) (%) N

1

) T0g=et D) T =e ) ()= log(5x—6) 1) f(x)=log—"
x_+2
m) f(x)=tan2x n) f(x):sini 0) () =cos(2x—1) p) f(x) = 2-sinx
x-1 2+ COS X
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30. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la
respuesta en cada caso.

2 ix< —x? ix< cosx, Six<O0
a) f(x)= X, s!x_l b)f(x):l X, s!x_l 0 F(x)= |
x=1 six>1 x=1 six>1 X+1, six>0
1 . el six<1 .
——, six<0 ' 1-x, six<1
d) f(X)=9x-1 e) f(x)=9 -1 Six>1 f) f(x):{I (2 ) ) .
sinx, six>0 x—2' ne—-X) SIEX>
5 8

X" —

31. Estudia la continuidad de funcion f (x) = 1 ¢Si tuviese alguna discontinuidad

_X6 '

evitable como podria evitarse?

2
. . . - L X -1
32. Determina el tipo de discontinuidades que presenta la funcion f(x) =———.
X +7x-8
. . . 2X —
33. Dependiendo de los valores de p, ¢tiene la funcion f(x) =— alguna
X —px+1
discontinuidad? Si la tuviese, ¢podria evitarse en algin caso?
. x* +kx +4 : : ]
34. La funcion f(x) = 7 1 es discontinua en los puntos x = -2 y x = 2. Podria
evitarse alguna discontinuidad para algin valor de k?
2 -
X%, six<l 5

35. ¢Para qué valores de a es continua en x = 1 la funcién f(x) = . :
2X+a, six>1

sinx—a X<-—T
36. Determina los valores de a y b que hacen que la funcion f(x) =Jcosx+b —-n<x<0
e’ -1 x>0
sea continua en todo R.

37. Determina la continuidad de las funciones:
a) f(x)=|x-1 b) f(x)=|x* -2

Teorema de Bolzano

38. Enuncia el teorema de Bolzano. Aplicando dicho teorema comprueba que la funcién
f (x) = 2x® —5x? + x +1 corta al eje OX en el intervalo [-1, 1].

39. Comprueba que la ecuacion e ™ +2x—1=0 tiene una raiz en el intervalo [-2, -1].
Calcula un valor de esa raiz con una aproximacion del orden de las centésimas.
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40. Comprueba que el polinomio P(x) = 2x® +3x? —0,2 tiene dos raices negativas y otra
positiva. Da una solucién aproximada de la raiz positiva

41. Determina los valores que puede toma p para que la funcion f(x) = 2x® + px* —3 corte
al eje de abscisas como se indica:

a) Una vez en el intervalo [-1, 0].

b) Unavez en el intervalo [0, 1].

c) Dos veces en el intervalo [-1, 1].

42. Halla el valor de p para que la funcion f(x) = x® —3x? + p tome con seguridad el valor
V2 en algin punto del intervalo [1, 2]:

43. ¢Para qué valores del pardmetro a puede asegurarse que la funcion
f (x) = x* —ax® + x +1 corta dos veces al eje OX, en el intervalo [-1, 1]?

. ., 1 .
44. ;Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la funcion f (x) =——— en el intervalo [0, r]?
COS X

45. ;Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la funcion f(x) =sin 2x+cos3x en el intervalo
[0, ©]? Encuentra, si existe, un punto de [0, «] en el cual se anule esta funcién.

46. Aplicando el teorema de Bolzano halla un intervalo en el que las siguientes funciones
corten al eje de abscisas:

a) f(X)=-x*+6 b) g(x)=x*-x-4 ¢) h(x) =e*? - 3x
47. ;Por qué no se puede aplicar el teorema de Bolzano, en el intervalo [-1, 1], a las
siguientes funciones?

3x-1
2) 100 = 2x+1

x-1
1+ 2sinx

b) h(x):ta% ) g0- B i~

48. Comprueba que la ecuacion x = xsin x + cos x tiene alguna solucion real en el intervalo
[-m, «] .

49. Demuestra que la funcion f(x) =e* +2cosx corta infinitas veces al eje OX. Da dos
intervalos distintos en los que pueda asegurarse que la gréafica de f corta al eje OX.

50. Demuestra que la funciéon f(x) =e™* —sin x corta al eje OX en algun punto del intervalo
(/2, ).
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Soluciones

3.a)1/5.b)12.¢) 0.

4. a) Si p # 2 el limite sera infinito; si p = 2, vale 2.
b) Sip =4 ellimite valdrd O; si p = 4, vale 3.

5.a) 1/2.b)8.¢c) 0.

6.a) 0. b) —=3/5. c) .

7.a) 1/2. b) 1/2. ¢) .

9.a) e2.b) e’2.c) e

11.
12.

13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
23.
24,
25.
217.
28.

29.

30.
31.

32.
33.

a) e’.b) e*.c) e*
a=3In2.

a) . b) Iogg . ) —0. d) 3.

a) 0. b) 0. c) .

a) +o0. b) 0. ¢) /4. d) no existe.
a) No existe: 0; +o. b) 3. ¢) 1/3.
a) 1. b) No existe: 0; +oo.

a) «. b) 2/3. ¢) 3.

a) 1. b) 5/2. ¢) -5/2.

x=1;, y=2x+3.

Xx=2;x=3;y=0

X=0;.y=x+2

X#0.x=0; y=-2x

p:il;p:iz

a)y=0.b)x=1y= 1c)Not|ene dy=0;y=2
a)x=3.b) x=0.¢c)x=-2;x=2".d)x=1;y=0.

a)x=1.d)x=0.e)x=2.f) x> 2,
Discontinuaenx=-1o0x=1.Enx=1, f(l):%.
Evitableenx =1, f(1) :g. No evitableen x = 8

Sip>2o0p<-2, lafuncion tiene dos discontinuidades; si p = +2, tiene una

discontinuidad. No pueden evitarse.

34.
35.
37.
39.
41.
43.
44,
45.
46.
47.
49.

50.
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Si k =4, puede evitarse en x = —2. Si k = —4, puede evitarse en x = 2.

a=-1. 36.b=-1;a=2.

Continuas siempre. 38. Corta dos veces al eje OX entre -1 y 1.
x =-1,25. 40.x =0,24.

Ap>5.b)p>1lc)p>5 42 2+2<p<4+4/2.

a>3.

No.

X =m/2.

a)[0,2]011,2].b)[0,2] 01, 2].¢) [0, 2] 0 [2, 5].

Ninguna de las funciones es continua en el intervalo [-1, 1].
Al menos una vez en cada intervalo [—(k +1)r, — kr] con k entero positivo.

La funcidn se anula en algln entre n/2 y m. Ese seré el punto de corte.

b) x=-2. ¢) {-+8,+8].€)x<2.h)[0,2].]) 0. k) x < 6/5. m)x—z+k— n) 1.
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