m Funciones derivables

10.

1.

Propuesta A

La funcidon f(x)=./In(cos x) existe para infinitos valores de x, pero no es derivable en ninguno. ¢ Por qué?

Estudia la derivabilidad de la funcion f(x)=|x3—3x2|+5x—3 haciendo un estudio especial en los puntos

x=0y x=3.

Halla la ecuacion de la tangente a la curva y =x*>-5x+6 que sea paralela a la recta de ecuacion
3x—-y+1=0. ¢Cual es el punto de tangencia?

Dada la funcion f(x)=3x*+4x -3, halla el valor medio establecido por el teorema de Lagrange en el intervalo
[1, 3].

3x2+3 si x<0

. cumpla las hipotesis
xX*+mx+n si x>0 P P

Calcula el valor de m, ny k, con k <0, para que la funcién f(x) ={

del teorema de Rolle en el intervalo [k, 1] y determina el valor x = ¢ que verifica la tesis del teorema.

Determina los valores de a y b para que la funcién f(x)=4 x -3 g X<1 cumpla las hipoétesis del teorema

x2+b si x=1
de Lagrange en el intervalo [-1, 2] y halla el valor intermedio correspondiente.

Calcula los limites siguientes:

o x*—4x?-12x . e*—cosx
a) lim——>——— c) lim ——=
x=0 X°—6x x-0" 1—c0s” x
o xe¥ —e¥ —x+1 . 1-cosx
X! e — X— X
e’ -1

De todos los sectores circulares de perimetro 4, determina la amplitud y el radio del que tiene area maxima.

La produccién de cierta hortaliza en un invernadero depende de la temperatura del mismo, segun la expresion
Q(x) = (x + 1)%(32 — x) en donde x representa la temperatura en °C y Q(x) la produccion de hortalizas en kg.
Se prevé que la temperatura no pueda bajar de 0 °C para evitar las heladas.

a) ¢ Cuadl debera ser la temperatura éptima del invernadero para obtener la mayor cantidad de hortalizas?

b) ¢ Qué cantidad de hortalizas se obtendra en este Ultimo caso?

Estudia la curvatura y determina los puntos de inflexion de las funciones:

X% +1

X

a) f(x):x—%—3|nx b) f(x)=

Determina los extremos relativos y los intervalos de monotonia de las funciones:

a) f(x)=|nTX b) f(x)=vx?-2x+5
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10.

1.

Propuesta B

La funcién f(x)=/senx—1 existe para infinitos valores de x, pero no es derivable en ninguno. ;Por qué?

kx — x? six<2

. sea derivable en x = 2 vy, si fuera
x*—-3x2+6 six>2 y

Determina el valor de k para que la funcién f(x):{

posible, calcula la ecuacion de la tangente a la grafica de la funcién en ese punto.

Desde el punto P(1, 0) se trazan las tangentes a la curva de ecuacion y = x> +2. Determina los puntos de
tangencia y las ecuaciones de dichas tangentes.

Determina la ecuacion de la parabola que pasa por los puntos A(0, 1), B(2, 3) y C(-2, 7) y halla un punto en el
segmento de parabola de extremos A y B en el que la tangente a la curva sea paralela a la cuerda determinada
por Ay B.

3x si x <1
ax>+b(x-1)+4 si x>1
del teorema de Rolle en el intervalo [-2, k] y determina el valor x = ¢ que verifica la tesis del teorema.

Calcula el valor de a, by k, con k > 1, para que la funcién f(x) ={ cumpla las hipétesis

Demuestra que para cualquier numero real p, la ecuacién 2 + x + p = 0 tiene una y solamente una solucién
real.

Calcula los limites:

- xX*+4x*+4x . tg2x - x
a) lim ——m—— c) lim—
x>-2  3X°+6x x-0 x —sen22x
. e -1 . a‘=-b*
b) lim d) lim
x=>0senx x—0 X

Dado un segmento AC =a, dividelo en dos partes AB y BC de modo que construyendo un cuadrado ABED
sobre AB y un triangulo equilatero BCF sobre BC la suma de sus areas sea minima.

Halla, utilizando métodos de optimizacion de funciones, la distancia del punto P(2, 1, 6) a la recta de ecuacion
x=1-2k

r:qy =-2+k . Determina el punto de la recta mas proximo al punto P.
z=2+2k

Estudia la curvatura y determina los puntos de inflexion de las funciones:

a) f(x)=+x*-2x+5 b) f(x)=|nTX

Determina los extremos relativos y los intervalos de monotonia de las funciones:

2
a) f(x):xej1 b) f(x):x—§—3lnx
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6.

Soluciones propuesta A

El dominio D(f) = {x € R, x = 2kn, k € Z} esta
formado por puntos aislados. Por tanto, la
funcién no es continua ni, por ende, derivable,
en ningun punto.

La funcién es composicion del valor absoluto y
funciones polinédmicas; por tanto, es continua
en todo Ry derivable excepto, quizas, en x =0
y en x = 3, valores que anulan el polinomio
afectado por el valor absoluto.

. —x*+3x*+5x
lim =
x—0 X

5

£(0) = lim 1)

x—=0 X

—-f(0) _
-0

En x = 3 se estudian las derivadas laterales.

3 2
£1(37) = lim f(x)—;(?:):"m -x"+3x“+5x-15 _
x_

x—3" x—-3 xX-3

~im &30 _in5_x7) = 4
x—3 (X—3) x—3

x°*-3x*+5x-15 _

£1(3°) = lim f(x):;(?’) = lim

x—3" X x—3 X—3
_ 2
— jim X=3)(X"+5) _ lim(x*+5) =14
x—3 (X—3) x—3

Por tanto, f es derivable en R — {3}.
m=f'(a)=>3=2a-5=>a=4

f(a) =f(4) = 2. El punto de tangencia es
(4, 2) y larecta tangente y —2=3(x-4).

La funcion f(x) es continua y derivable porque
es polindmica, por tanto, existe ¢ € [1, 3] tal

e f3)-1(1) _36-4 =16=f'(c)=6c+4 =
3-1 2

=c=2e(13)

qu

La funcién debe ser continua en [k, 1]y
derivable en (k, 1). Basta con estudiar en x = 0:

lim f(x)=lim f(x)=>3=n

x—0" x—0"

f'(07)=f'(0")=0=m
1

Ademas f(k)=f(1)=3k*+3=4=k :—\/;

El valor de ¢ que verifica la tesis es ¢ = 0, ya
que Oe [—\/g 1] y f'(0)=0.

. . a

lim f(x) = lim f(x):>—2= 1+b

x—=1 x—1 —

f‘(1’)=f‘(1+)s_Ta:2:>a:—8,b=3

f(2)-f(-1) _7-2 _5

=—=f'(c).

2+1 3 3 ©)
Hay dos posibilidades: S = LZ =c=3% 24
3 (c-3) 5

10.

1.

Pero solo ¢ =3—- /2?4 e(-11)

De la otra posibilidad, gz 2c=>c= ge (1 2)

x° —4x*-12x 3x*-8x-12 _

a) lim 3 =lim 2
x=0  X° —6X x=0  2x -6
. oxe¥—e¥—x+1 . 2xe* —e* -1
b) lim > =lim 3 =-1
x—0 e -1 x—0 2e*
. e*-cosx e’ +senx
c) lim = = oo
x-0" 1-C0S" X  x—0" 2S€eNn X Cos X
. 1-cosx sen x
d) lim > = lim—— =
x—0 (ex_1) x-02e (e _'])
. COS X 1
= m X X X X =5
x>02e*(e* -1)+2e"e* 2
r? 4-2r

Sz—a.Pero 2r+or=4=o-=
2 r

S:1r24—2r
2 r

=2r-r’=98'=2-2r

El dominio de la funcién es (0, 2) y la derivada
seanulaparar=1yS” (1) <0, por lo que hay
un méaximo relativoparar=1y o = 2.

El dominio es D(f) = [0, 32] ya que no puede
haber una produccion negativa. La derivada es
Q'(x) =3(x +1)(21- x), que se anula para
x=21¢e D(f). Como Q(0) = 32, Q(21) = 5324 y
Q(32) = 0, la maxima produccion es 5324 kg y
se consigue a 21 °C.

a) D(f) = (0,+)

0 % +oo
2 3
f'(xX)=1+——-— ” _
()= 14— 7 +
. —-4+3x a
fi(x)=—73 4
X Punto de inflexion: 3
b) D(fy=R
oo 1 3 4o
p— 2_ LE
f'(X) = —2X )j 1 f + +
€ fluln| u
) x> —4x+3
)= Ptos. de inflexion:1, 3
a) D(f) = (0, +~) 0 . .
In x f + —
fx)=—~ f crece | decrece
f'(x)= 1=Inx Maximo relativo: e
X2
b) D(f) =R —oo 1 4o

f - +
f(x)=+x*-2x+5 7

decrece | crece
x-1

X)) — 2
) Vx?2-2x+5

Minimo relativo: 1
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Soluciones propuesta B

El dominio, D(f) = {x € R, x = %+ 2kn, k e Z),

esta formado por puntos aislados. Por tanto, la
funcién no es continua ni, por ende, derivable,
en ningun punto.
Para que sea derivable ha de ser continua.

lim f(x)= lim f(x) > 2k-4=2= k=3

X—2"

x—2"
Parak=3, f'(27)=-1y f'(2")=0, fnoes
derivable en x = 2 = no tiene tangente.

Las tangentes en el punto A(a,f(a)) tienen
una pendiente m=f'(a)=2a, luego su
ecuacion es y = 2a (x — 1) ya que pasa por el
punto (1, 0). La interseccion de la tangente con
la curva tiene que ser un unico punto.

2
{){j’z(a(f_n:x2-2ax+2(a+1)=0. Como

la solucion es doble, el discriminante es
cero:4a? —8(a+1)=0=a=1+3

Para a=1++/3 , €l punto de tangencia y la
recta tangente son, respectivamente,

A(1+3,6+2V3) e y =(2+2V3)(x-1).

Para a =1- \/g el punto de tangencia y la
recta tangente son, respectivamente,

A(1-+3,6-23) e y =(2-2V3)(x-1).

La ecuacion sera f(x)=ax?+bx+c.

c=1
Resolviendo el sistema {4a+2b+c=3
4a-2b+c=7
se obtiene f(x)=x?—x+1.
; ;_f(c):1_2c 1=c=1€ (0, 2)

lim f(x)= lim f(x)>3=a+4=>a=-1

x—1 x—1"

f'(1)=f'(1")=>3=-2+b=b=5

f(—2)=f(k)= 6= k2 +5(k—1)+4 = k = 5+2J§
f'(c)=0:—20+5:0:>c:ge (-2, 5*;’\@}

Si se considera la funcién f(x)=2x>+x+p

cuya derivada, f'(x)=10x*+1>0 Vx, indica
que es monotona creciente. Como
lim (2x°+x+p) =—

X——c0

lim (2x° + X+ p) = +eo, la funcion corta solo

X—>+oo

una vez al eje de abscisas.

Actividades complementarias E

7.

10.

1.

X +4x% +4x

a = > -
) x>-2  3x°+6x x>-2  B6Xx+6

X

et —-1
b) lim = lim
x-»0senx x-0cosx 1

o lg2x - x 2sec’2x-1
x—>0 X— sen2x x-0 1-2cos2x

a¥-b* . a*lna-b*Inb a
= lim =In

x—0 X x—0 1
Llamando x = BC, F E p
AB =a-x
Lado del cuadrado:
l=a-x

. , A , B C
Area total = Area triangulo + Area cuadrado:

NER

S=S1+82=—x +(a—-x)?, con D = (0, a)

S'zﬁx_z(a_x)=0 :Xa:i' Como
2 4443
2
3a >S(x,)= 43 +9 a’
4 4+\/—

Area minima: AB:& BC = 4a

4443 4443

Punto genérico de r: A(1-2k, —2+k, 2+2k).
Hay que minimizar

d(k) = |P—A| = (1= 2k)2 + (=3 +k)? + (-4 + 2k)?
9(k-1)
9k? —18k +26
el minimo de d(k):

S(0) = a* > S(a) =

d'(k)= =0 = k=1,queda

)=17 y A1, -1, 4).
a)D(f) = R, f'(x)zx—_1
(x? = 2x +5)?

Frx)=———% 50 vxeR

(x? —2x +5)°
f no tiene puntos de inflexion y es concava
hacia arriba (U) en todo R.

b) D(f) = (0, +<)

Inx e o e
Fix)=1 T T s
f,,(x):—3+§lnx f AN u
X Inflexion: \/eT’
~(x—1Y
a)D(f) =R, f'(x)=———<0 VxeR=f
e*
siempre decrece y no tiene extremos relativos.
b) D(f) = (0, +eo) —o 1 2 4o
5 f’ + — +
f'(X) = L;H—Z f |crece| decrece |crece

X Maximo relativo: 1
Minimo relativo: 2
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