y#l Espacio metrico

1. Distancia entre puntos y rectas en el espacio

Piensa y calcula

Dados los puntos A(3,—4, 1) y B(5, I, 4), halla las coordenadas del vector: AB

Solucion:
AB(2,5,3)

® Aplica la teoria
l. Calcula la distancia que hay entre los puntos: 3. Calcula la distancia existente entre las rectas:
A(1,-2,3) y B(4,5,-7) x= 2
r=qy= l+t;teR s= x*+z=4
Solucién: =1 ’ T |2y+z=5
z=-2-t
d(A.B) = V0, = x )2+ (y, — y)2 + (z,~ 2,2
Solucion:
AB(3, 7,-10) olucién:
d(A,B) = V32 + 72 + (= 10)2 = 12,57 unidades. d(rs) = l[?B |]|
XV
A2, 1,-2)er
2. Halla la distancia entre el origen de coordenadas y la rec- B3,2, 1) es
ta interseccién de los planos de ecuaciones respectivas: —=
x+ty+2z=4 éB(I’IJ)%
-y +z=2 u@©, I,-1),v(=2,-1,2)
. N I
Solucién: [AB,u,v]=| 0 | —1|=9%0
|AP x V]| -2 -1 2
dPr)=—5—
[v] Las rectas r y s se cruzan.
P(0.,0,0) AL o .
A(0,0,2) er d(r,s) = ——==—= = 3 unidades.
s A |2 i 22 + 22 \/3
AP(0,0,2)
Vector director de la recta r 4. Calcula el plano mediador del segmento que tiene por
V(3.3,-3) extremos los puntos A(1,4,3) y B(5,2,-1)
AP XV = (=6,6,0) Solucién:
- El punto medio del segmento es M(3, 3, )
AP V| = 6V2 R = AB(4,-2,—4) || 2.—1,-2)
V=33 El plano es:
dPr)=——= 6V2 2\/2— 1,63 unidades. Aes= el =y =) = A=) =0
33 2x—y—2z=|
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2. Distancia a un plano en el espacio

Piensa y calcula

Calcula mentalmente la distancia del punto P(0, 0, 5) al plano z =0

Solucioén:
d(P, ) = 5 unidades.

@® Aplica la teoria

5. Calcula la distancia del origen de coordenadas al pla-
no T determinado por los puntos:

A(1,-3,1),B(2,3, 1) y C(1,3,-1)

Solucion:
|Ap, + Bp, + Cp; + D|

d(P ) =
VA2 + B2+ C2

P(0,0, 0)
Determinacién del plano ©©
A(l,-3,)emn
U = AB(l, 6,0)
v =AC(0,6,-2) || (0,3,-1)
x—1 y+3 z-1

| 6 0 |=0

0 3 -1
6x-y-3z-6=0

dPm) = [6-0-1-0-3-0-6| =|—6|=

V62 + (- 1) + (-3)?
= 0,88 unidades.

6. Halla la distancia entre la recta:
z— |
-1

:y_2:
yelplano:t=x—-y+z+2=0

Solucion:

Se estudia en primer lugar la posicién relativa entre la

recta y el plano:

v, 1,-1)

n(l,—1,1)

von=2-1-1=0

La recta y el plano son paralelos o la recta esta en el plano.

A(l,2,1)er

Se comprueba si el punto A esta en el plano ©

l-2+1+2=2%0

Como el punto A no estd en el plano 7, la recta y el pla-
no son paralelos.

Se calcula la distancia de un punto de la recta r al plano ©

|Ap, + Bp, + Cp; + D|

d(Pm) =
VA2 + B2 + C2
A(1,2,1)
d(A ) = -1—1-2+1-1+2] _ |2 _ 115

VIZ+ 12+ 12 3

7. Halla la distancia que hay entre los planos:
3x—2y+z+5=0
4x+3y-z-7=0

Solucién:
Se estudia en primer lugar la posicién relativa entre los
dos planos:

3 =2 1
4 3 -1
Los dos planos se cortan.
Por tanto, la distancia entre ellos es cero:

d(m, ') =0

8. Calcula el plano bisector de los planos:
2x-y+2z+3=0
6x+2y—-3z-5=0

Solucion:
Sea P(x,y,z) un punto genérico del plano bisector:
d(Pm) = d(P )
|2x—y+ 2z + 3| _ |6x + 2y—3z—5|
V22+ (-1)2+22 V62 +22 + (-3)2
|2x—y+ 2z + 3| _ |6x+2y—3z—5|
3 7
7|2x—y + 2z + 3| = 3|6x + 2y — 3z - §|
Del valor absoluto se obtienen dos soluciones:
7(2x—y + 2z +3) = 3(bx + 2y — 3z - 5)
4x + 13y —23z-36=0
7(2x—y +2z+3) =-3(bx + 2y — 3z - 5)
32x-y+5z2+6=0

TEMA 7. ESPACIO METRICO
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3. Angulos en el espacio

Piensa y calcula

Calcula mentalmente el angulo que forma la recta x =0,y = 0, con el planoz =0

Solucion:

El angulo que forma la recta con el plano es de 90°

@® Aplica la teoria

9. Halla el angulo que forman la recta r, que pasa por el
gulo q » que pasa p
punto A(l, —1, 0) y tal que su vector director es
U(=2,0, 1),y la recta s, de ecuacion:

x—-7=y+6=z

Solucién:

lu - vl
CosS O = — ==

lul - vl
Vector director de la primera recta: u(-2,0, 1)
Vector director de la segunda recta: v(l, I, I)
U-v=-2+0+1=~|
0-vl=|-1]=1
i =5
=3
[d] - V| =15

[

cos 0L = —

Vis

o=75°2"12"

10. Halla el 4ngulo que forman los planos:
n=2x-y—-3z+4=0
m=4x+2y-5=0

Solucion:

R
COsS O = = 1=
[n] - [n'|
n2,-1,-3)
n'(4,2,0)
n-n=8-2+0=6
[n-n'l=6

In| =14
In'| =20
[n] - |n'] = V280

6
cos 0= ——
280
o = 68°59' 16"

I 1. Halla el 4ngulo que forma la recta:

-2 +
rEx—I=y—=Q

3 2
con el plano: t=2x-3y+z—-1=0
Solucion:
lv-n
sena=W
v(l,3,2)
n2,-3,1)
V:n=2-9+2=-5%0
[v-n|=|-5=5
VI =14
Il =14
5 __5
Via-v1a 14

o =20° 55'29"

sen O =

12. Considera los planos:

T, =2x+5=0
n,=3x+3y-4=0
{Qué angulo determinan ambos planos!?

Solucion:
AT
COS Ol = — 55—
[nl - [n'|

n(2,0,0) || (1,0,0)

n'(3,3,0) || (1,1,0)

n'n=1+0+0=1

In-n=1

In| =1

In'| =2

Inl- 7= V2

COS(X:LZQ
2 2

o = 45°
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4, Perpendicularidad en el espacio

B Piensa y calcula

Halla mentalmente un vector paralelo y otro perpendicular al vector v (3,0, 4)

Solucion:

Un vector paralelo sera cualquier vector que sea proporcional: —v = (-3, 0,—4) o bien 2v = (6,0, 8)

Un vector que sea perpendicular es aquel que al multiplicarlo escalarmente dé cero. Como tiene una coordenada cero,
cambiamos las otras dos coordenadas y una de ellas la cambiamos de signo: n(4,0,-3)

® Aplica la teoria

I13. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto
P(2,—1, 1) y corta perpendicularmente a la recta:
x—-2 _y—-1_

=7 2

Z

Solucion:

En primer lugar hay que hallar el plano perpendicular a
la recta r que pasa por el punto P(2,—1, 1)

Después se halla la interseccion de la recta y del plano.

La recta pedida es la que pasa por Py P'

n2,21)
2x—2)+2(y+1)+z-1=0
2x+2y+z=3

Se pasa la recta a forma paramétrica y se sustituyen los
valores de x,Y,z en la ecuacion del plano.

xX=2+2t
r=qy=1+2t
zZ=t

2Q+2¢) +2(1 +2t) +t=3

t=——
3
(41 1
P(3'3' 3)
veppl-2 44
v = PP 3v3r 3)”(', 2,2)

14. Halla la ecuacién cartesiana del plano que contiene a
la recta:

I+ t

=—1+2t; teR

t

r=

N < X

y es perpendicular al plano: t=2x+y—-z=2

TEMA 7. ESPACIO METRICO

Solucion:
Un vector director del plano es el vector director de la
recta r:

v(l1,2,1)
Otro vector director es el vector normal del plano per-
pendicular m:

u=n21,-1)
Un punto del plano es un punto de la recta r:
P(I1,—1,0)
Ecuacién del plano:
x—1 y+I z
2 I -1[=0
I 2 I

3x-3y+3z-6=0
X—y+z=2

5. Considera los planos:
T, =2x+5=0
T,=3x+3y-4=0
Halla el plano que pasa por el origen de coordenadas
y es perpendicular a los dos planos dados.

Solucion:
Un vector perpendicular a los dos planos dados es el
producto vectorial de sus vectores normales:
n xn'(0,0,6) || (0,0, 1)
P(0, 0, 0)
0x-0)+0(y-0)+1(@z-0)=0
z=0

16. Halla la ecuacién de la recta que se apoya perpendicu-
larmente en las rectas r y s, definidas respectivamen-
te por

| x—4 _y+l_z

7 —
r=x-l=y-2= 5 SET 3 2
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Solucion:

t S
- T[I
v
L
n

U r

. d

a) Vector director de la recta r: u(l, I, —2); punto

A(1,2,1)

Vector director de la recta s: v(-I, 3, 2); punto
B(4,-1,0)

b) Se halla el vector perpendicular a u y v:

i j k
n=| 1 | -2/=8i+4k=1n(8,0,4) || (2,0,1)
-1 3 2

c) El plano m, que contiene a la recta r y es perpendicu-

lar a s:
x—1 y-2 z-1
n=| | I -2 [=0=
2 0 |
=>n=x-5-2z+11=0
El plano ', que contiene a la recta s y es perpendicu-
lar a r:
x—-4 y+1 z
n=| —I 3 2|=0=
2 0 I
=>n'=3x+5y-6z-7=0
La recta es:

t

x—-5y—-2z+11=0
3x+5y—-6z— 7=0

5.

Simetria en el espacio

Piensa y calcula

Calcula mentalmente el punto simétrico del punto P(l, 2, 3) respecto del origen O(0, 0, 0)

Solucion:
P'(-1,-2,-3)

® Aplica la teoria

218

17. Calcula el punto simétrico del punto P(l, -2, 4) res-
pecto del punto A(2,-3, 1)

Solucion:

Sea P'(x, Y, z). Se tiene que verificar:

+
'2" =2= | +x=4=x=3
-2+
22 Y= 35 2+y=—6=y=—4
+
422 =l =>4+z2=2=>2=-2
P'(3,-4,~2)

18. Calcula las coordenadas del punto simétrico del punto

P(1,-3,7) respecto de la recta dada por la ecuacién:
z—4
=x—-l=y+3=——
r=x y >

Solucion:

. il
a) El vector director de la recta r es v(l, |,2), que es el
vector normal al plano © perpendicular, n(l, I,2)

x—|l+y+3+2z-7)=0
x+y+2z-12=0

b) Se pasa la recta a forma paramétrica:

x= |+ t
r=qy=-3+ t; teR
Z= 4+2t

SOLUCIONARIO
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20. Halla las coordenadas del punto simétrico de A(0,—1, 1)

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
con respecto a la recta

| +t—3+t+2(4+2t)—-12=0

x-5__z-2
t=1=M(2,-26) S
c) Sea P'(x, y, z). Se tiene que verificar: Solucion:
| ; X 290 | +x=4=>x=3 a) El vector director de la recta r es v(2, |;3)’ que es el
vector normal al plano & perpendicular, n(2, I, 3)
-3+
%52:_3”:_4:},),:_. Wx+y+ | +3z-1)=0
2x+y+3z-2=0
74+ x+y+3z
=6=>7+z=12=z=5 L.
2 b) Se pasa la recta a forma paramétrica:
P'3,-1.5) x=5+12t
r=qy= t;teR
19. Halla las coordenadas del simétrico del punto P(l,2,-2) z=2+3t

respecto al plano de ecuacioén:

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
x—2y+z-7=0

25+2t)+t+32+3t)-2=0
Solucion: t=—1=M@3,-1,-1)
a) El vector normal del plano m, n (I, =2, 1), que es el

vector director v_(1,—2, 1) de la recta perpendicular r ¢) Sea P'(x,y,2); se tiene que verificar:

x= |+t %=3:>x=6
r=qy= 2-2t;telR

z=-2+ t _I—;L=—I=>—I+y=—2=>y=—l
Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano: | +7
| +t-202-20-2+t-7=0 L= SRS TAe RS
t=2= M(3,-2,0) P'(6,—1,-3)

b) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:
| +x

2

=3=|l+x=6=>x=5
+
2—2L=—2=>2+y=—4=>y=—6

-2+z
2

P'(5,-6,2)

=0=>-2+z=0=2z=2

TEMA 7. ESPACIO METRICO



Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

PAU

Contesta en tu cuaderno:

B Dada la recta definida por:
x—| _y+1 _z-2
2 3 I
la ecuacién del plano que pasa por el origen y es

r=

perpendicular a r es:
O 7x-3y-5z=0
2x+3y+z=0
3x-2y+z=0
3x-7y-52=0

X = A
A Elpuntodelarectar=4{y=3- A; AeR
z=1+2)\
cuya distancia al punto P(1,0, 2) es igual a V5, es:
D (0v3)|) D(I»_I)Z)
IZI (Iv2)3) D(I'_37I)

Dados el punto O(0,0,0) y el planot=x+y +z =6,
las coordenadas del punto simétrico de O respecto
del plano 7 son:

4 (-4,-4,-4 d-2,-2,-2
U 2,22 x] (4,4,4)
A Dada la rectarE{X:_I _
y—-z—1=0

y el plano m=x +y —2 = 0, la posicion relativa de la
recta y el plano y el angulo que forman es:

[ La recta estd contenida en el plano y forman un
dngulo de 0°

La recta y el plano se cortan y forman un angulo
de 30°

[ La recta es paralela al plano y forman un angulo
de 0°

4 Ninguna de las anteriores es correcta.

o= x=2
=ly=-5

un punto de cada una de ellas, de tal forma que el vec-

Il Dadas las rectas

o x+ y-z=0
Tlx+2y =7

tor que los una sea perpendicular a ambas rectas, es:

[ No tiene solucién porque las rectas son perpen-
diculares.

O A, 1,6) B(2,-5,1)
] A(7,0,7) B(2,-5,0)

A(5,1,6) y B(2,-5,6)

= =0
A Sean las rectas r = {)’ (S = {X
z= z=2

iCudl es su posicion relativa y la distancia entre ry s?
Se cruzan y su distancia es 2 unidades.

] Son paralelas y su distancia es 2 unidades.

[ Son paralelas y su distancia es '3 unidades.

[ Son secantes y su distancia es 0 unidades.

Se considera el punto P(3,2,0) y la recta

{x+y— z-3=0

" X +2z+1=0

El punto Q simétrico de P respecto a r es:

U Q(l, 1,-1)
Q(-1,0,-2)
U Q@3.2,0)

] Ninguna de las anteriores es cierta.

B} Sean las rectas

I + - x=1-t
xXTy = _

= = =2+ 3t;

r {x kz=2 s Z: EteR

El valor de k que hace que las rectas sean perpendi-

culares es:
Odk=1 dk=-1/10
Xl k=1/10 [ Para ningin valor de k pue-
den ser perpendiculares.
x=1l-t
Kl Sealarectar= y=2+3t;telR
z= t
La distancia del punto A(l, I, 1) a la recta r es:
3V22
T o
O V2 [ Ninguna de las ante-

riores es cierta.

Il Los puntos de la recta:

x—-3 _y-5_z+]|
-

cuya distancia al planont=2x -y +2z+ | =0 es

igual a |, son:

O AG3,5-1)y B(6,8,-4)

[ Solo hay un punto A(6, 8,—4)

[ Es imposible porque la recta esta contenida en

el plano.
A(0,2,2) y B(6,8,—4)

r
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Ejercicios y problemas

1. Distancia entre puntos y rectas
en el espacio

21. Calcula la distancia que hay entre los puntos:
A(2,-3,5)y B(7,—1,-4)
Solucién:
d(A,B) = \/(xz = X|)2 +(y, — yl)2 +(z, - zl)2
AB(5,2,-9)
d(A,B) = V52 + 22 + (=9)2 = 10,49 unidades.

22. Encuentra la distancia del punto P(l, I, 1) a la recta de

ecuacion:
xXty—z
2x +y

2
I

Solucion:
|AP x V|

4P =

P(I, 1, 1)

A, I,-1)er

AP(1,0,2)

Vector director de la recta r:

v(l,-2,-1)

AP xV = (4,3,-2)

|AP x V| = V29

V=6

s
V6

d(Pr) = = 2,20 unidades.

23. Halla la distancia que hay entre las rectas:

peXZ2 223
T 2
x+ | _y+2
= = =z+5
s ) 3 z
Solucion:
A%‘ —>‘—>
d(r,s) = |[ = U_)V]l
[u xv|
A@2,-1,-3)er
B(-1,-2,-5) s
AB(=3,—1,-2)
uB3, 1,2),v(2,3,1)
- -3 -1 -2
[AB,u,v]=| 3 I 2[=0
2 3 |
Las rectas r y s estan en el mismo plano:
% * % # 7 ynoson paralelas. Por tanto, se cortan.
d(r,s) =0

TEMA 7. ESPACIO METRICO

24. Halla la distancia que hay entre las rectas:

x= t+| X= t
r=qy=-t s=qy=3t+1l;teR
z=2t+2 z=—-t—|
Solucion:
A?E,H,H
d(r‘,s)=|[a—uaV:||
[uxv]|
A(1,0,2) er
B, I,-1)e s
AB(-1,1,-3)
u(l,-1,2)
v(l,3,-1)
. -1 1 -3
[AB,u,v]=| I -1 2[=-4=0

Las rectas r Y s se cruzan.
uxv=(-534)

-4l _ 4
VE5)2+32+ 42 50

d(r,s) =

= 0,57 unidades.

25. Calcula el plano mediador del segmento que tiene por
extremos los puntos A(-3, |,—4) y B(1,—-1,2)

Solucién:

El punto medio del segmento AB es M(—1,0,—1)
N =AB(4,~2,6) || (2.~ 1,3)

El plano es:

2x+ I)-y+3(z+1)=0

2x—y+3z+5=0

2. Distancia a un plano en el espacio

26. Halla la distancia del punto P(2,7,3) al plano determina-
do por los puntos:

A(1,0,0),B2,—1,2) y C(5,- 1, 1)

Solucion:
_ |Ap, +Bp, + Cp; + D

d(Pm) =
" VA2 + B2 + C2

P(2,7,3)

Determinacién del plano T
A(1,0,0) e

4 =AB(I,—1,2)

N

v =AC®A 1,1



Ejercicios y problemas

x— | y z
I -1 2|=0
4 -1 |
x+7y+3z-1=0
. + . + . —
P ) = [1-2+7-7+3-3-1] _ |59] _

VI1Z+ 72+ 32 V59

= \/E = 7,68 unidades.

27. Halla la distancia entre la recta:

1 _y+l
A L)

3 2
yelplanomr=2x-3y+4z+2=0

r

Solucion:

Estudiamos en primer lugar la posicién relativa entre la
recta y el plano:

v3,2, 1)

n(2,-3,4)
V'n=6-6+4=420

La recta y el plano se cortan.
d(rm) =0

28. Calcula el volumen de un cubo sabiendo que dos de sus
caras estan, respectivamente, en los planos:

n=2x—-2y+z-1=0
m=2x-2y+z-5=0

Solucion:

Estudiamos, en primer lugar, la posicion relativa entre los
dos planos:

Los dos planos son paralelos.

La arista del cubo es la distancia que hay entre los dos
planos.

Para hallar la distancia que hay entre ellos, se halla un pun-
to en el primero y se calcula la distancia desde ese punto
al segundo plano.

|Ap, + Bp, + Cp; + D|

a=d(Pr') =
VA2 + B2 + C2
P(0,0,1) er
-0—-7 - + -] = —4 4
2= d(P ) = 2-0-2-0+1-1-5 _ |4 _4_
\[22_,_(_2)2_'_ 12 3 3
= 1,33 unidades.
Volumen del cubo: a3 = 1,333 = 2,35 unidades cubicas.
222

29. Calcula el plano bisector de los planos:
m=3x—6y—2z+5=0
T=x+2y—-2z-3=0

Solucién:
Sea P(x, y,z) un punto genérico del plano bisector:
d(P ) = d(P, r)

|3x—6y—22+ 5| _ [x + 2y—21—3|
32+ (—6)2+ (=22 VI12+ 22+ (-2)2
[3x —6y —2z+5| |x+2y—2z-3]

7 3

3[3x — 6y —2z + 5| = 7|x + 2y — 2z — 3|
Del valor absoluto se obtienen dos soluciones:
33x—6y—2z+5)=7(x +2y —2z-3)
x—léy+4z+18=0
33x—6y —2z+5)=—-7(x + 2y —2z - 3)
8x—-2y—-10z-3=0

3. Angulos en el espacio

30. Calcula el angulo que forman las rectas ry s
x—3 z—|
= 2=

2 VT

x+ y-z=12
2x -2y +z=—|

r

S

Solucion:

v -V
COS O = =7 =1
al - |v]

Vector director de la recta r: u(2, |,2)

Vector director de la recta s: v(-1,—3,—-4)
U-v=-2-3-8=-1I3
[u-v|[=]-13]=13

[u] =3

V| = V26
[u] - V] = 3V26
13 V26

Cos O = -—
3WV26 6
o =31° 48 22"

31. Halla el angulo que forman los planos:
n=x—-z+5=0
nw=3x-4+z=0

Solucién:

[n-n
CoS O = =51 1=

nj|-|n

Inl - [n]

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufo, S.L.



© Grupo Editorial Brufio, S.L.

n(1,0,—1)

n'(3,-4, 1)

n-n'=3+0-1=2

[n-n'=2

In| =2

7| =26

[n] - 7] = V52 =213

COSOL=L=L
213 VI3

o =73°53' 52"

32. Dada la recta:

r X+ y—-z= 2

{ZX -3y =-
y el plano:
T=ax—y+z=5
halla el valor de a para que el dangulo formado por la
recta r y el plano T sea de 30°

Solucion:
[V -n
sen O = —=; 15
vl - nl
v(3,2,5)
n(a,—1,1)

V:-n=3a-2+5=3a+3
[v-n|=|3a+3|

V| =38

In]=va2+2

[3a + 3|

senQL=—————

\/ﬁ‘\la2+2
sen30°=%
[3a + 3|

[
\/g-\la2+2 2
a=18+4V19

a=18-4V19

33. Considera los planos siguientes:

n=5x-3y+4z-1=0
=4y +3z+2=0

¢Qué angulo determinan ambos planos?

TEMA 7. ESPACIO METRICO

Solucién:
sen o = M

Inl - [n"
n(5,-3,4)
n'(0,4,3)
n-n'=0-12+12=0
[n-n|=0
Los planos son perpendiculares.
o =90°

4. Perpendicularidad en el espacio

34. Calcula el punto de la recta de ecuacion:

_y+t2 _z+|

2 -3
mas cercano al punto A(l,—1, 1)
Solucion:
El punto pedido es la proyeccién A" del punto A(l,—1, I)

sobre la rectar
A' es la interseccion de la recta con el plano perpendicu-
lar que pasa por (I,—1, 1)
El vector normal al plano perpendicular es el vector di-
rector de la recta.

n(l,2,-3)
El plano perpendicular que pasa por A(l,—1, |) es:
x—1+2(y+1)-3@z-1)=0
x+2y—-3z+4=0
Se pasa la recta a forma paramétrica y se sustituyen los
valores de x,y,z en la ecuacién del plano:

x= |+ t
r=qy=-2+2t;teR

z=—-1-3t
l+t+2(-2+2t)-3(-1-3t)+4=0
2

7
J5 18 |
A(7' 7’ 7)

35. Halla la ecuacién del plano cuyo punto més proximo al

origenes P(-1,2,1)

Solucién:

Es el plano perpendicular al vector OoP que pasa por
P-1,2,1)

OP =n(-1,2,1)

—lx+1)+2(y-2)+z-1=0

x—2y-z+6=0
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36. Considera los planos:
n=x+2y-3=0 T,=2x-3z+1=0
Halla el plano que pasa por el punto P(I,1, 1) y es per-
pendicular a los dos planos dados.
Solucion:

Un vector perpendicular a los dos planos dados es el pro-
ducto vectorial de sus vectores normales:

n xn'(-6,3,-4) || (6,—3,4)
P(I,1,1)
6(x—1)—3(y—1)+4@z-1)=0
6x—-3y+4z-7=0

37. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que corta
perpendicularmente a las rectas

-1 + |
rEx=yT=ZT szx—l=y=%
Solucion:
t S
; /nl
v
L
n
________ = -
a) Vector director de la recta r: u(1,2,2); punto A0, I,—1)

Vector director de la recta s: v(I, I, 2); punto B(I,0,0)

b) Se halla el vector perpendicular a u y v:

ik

n=[l 2 2[=2i-k=n(2,0,-1)
I 2 2
c) El plano m, que contiene a la recta r y es perpendicular
as
x y—-1 z+]|
= 2 2 [=0=
2 0 —|

=>n=-2x+5y-4z-9=0

El plano ', que contiene a la recta s y es perpendicular
ar:

=S>n'=-x+5y-2z+1=0
La recta es:

_|2x—-5y+4z+9=0
=) x-5y+2z-1=0
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5. Simetria en el espacio

38. Calcula el punto simétrico del punto P(—4, 1, 0) respec-
to del punto A(-1, 3,-2)

Solucién:

Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:

—4 +x
2

| +y
2 =3=l+y=6=y=5

=-l=>-4+x=-2=>x=2

z _ __
27 2>z 4

P'(2,5,-4)

39. Dado el punto A(3, I, 0), halla su simétrico respecto de
la recta r dada por las ecuaciones paramétricas:

x= |-t
r=qy=-2+ t;telR
z= 2t
Solucién:
a) El vector director de la recta r es v(~1, I,2), que es el
vector normal al plano T perpendicular, n(-1, I,2)

—(x-3)+y-1+2z=0
x—-y—2z-2=0

b) La ecuacién de la recta ya nos la dan en forma paramé-
trica.

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
l-t—(-2+t)-2(2t)-2=0

5 111
M(e‘ 6'3)

c) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:

3+x 5 4

= — + = = ——
) 6:>|8 6x=10=x 3
o =—%:>6+6y=—22:>y=—%
z _ | _ _2
7—3=>3z 2>z 3
[ 4 14 2
P( 3’ 3'3)

SOLUCIONARIO
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40. Calcula el punto simétrico de P(2,-3,—-2) respecto del
plano: t=x+y+z=0

Solucion:
a) El vector normal al plano m es n(l, I, 1), que es el vec-
g - 9
tor director v(I, I, I) de la recta perpendicular a r
x= 2+t
r=qy=-3+t;teR
z=-2+¢t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
2+t-3+t-2+t=0
t=1=M@3,-2,-1)
b) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:
2 +x

7 =3=>2+x=6=x=4
-3+
—2L=—2=>—3+y=—4=>y=—l
-2+

S =-l=-2+z=-2=2=0
P'4,-1,0)

Para ampliar

41. Calcula el punto simétrico de P(l,-2, 3) respecto de la
recta de ecuacién:

o x—-2y =1
T lx- y-z=0

Solucién:
a) El vector director de la recta r es:
v 1L 1)
que es el vector normal al plano 7 perpendicular,
n21,1)
2x—1)+y+2+z-3=0
2x+y+z-3=0

b) Se pasa la recta a forma paramétrica.

Un punto de la recta es A(1,0, I):

x=1+2t
r=1y= t; teR
z=1+ t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
2(1+2t)+t+ 1 +t-3=0
t=0= M(I,0,1I)

c) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:

42. Halla la distancia desde el punto P(0, 0, 10) al plano que
pasa por los puntos:

A(0,0,1),B(4,2,7) y C(4,0,3)

Solucion:
|Ap, + Bp, + Cp; + D|
dPm) = I 2 3
VA2 + B2 + C2
P(0,0, 10)

Determinacién del plano ©t: A(0,0, ) et
U =AB4,2,6)| (21,3)

v =AC(4,0,2) || 2,0, 1)

x y z-—1

2 | 3 |=0=>x+4y-2z2+2=0

2 0 |

AP ) = [l-0+4-0-2-10+2] _ I8 =393 u

mrarir o

TEMA 7. ESPACIO METRICO

x+ |
2 =l=x+1=2=x=1|
_22+y =0=-2+y=0=y=2
3;Z =l=3+z=2=z=-|
P'(1,2,—1)
43. Encuentra la distancia del punto P(l, I, 1) al plano de-

terminado por las rectas:

x=1+t
r=qy=2-t;telR
z= t

Solucién:

|Ap, + Bp, + Cp; + D|
d(P.m) = [ 2 3

A AZ + BZ + CZ

P(L, 1, 1)
Determinacién del plano © en forma general:
A(l,2,0)em
u=(l,-1,1)
v=(,11)
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x-1 y-2 z
I -1 1 |=0
I I I
x—z—1=0
o =11 = 2
S EA R RN R | =J_=j:=07|u
1[|2+02+(_|)2 \/E 2

44. Determina todos los puntos del plano
2x-y+2z—-1=0
que equidistan de los puntos:
A(3,0,-2) y B(1,2,0)
iQué representan geométricamente!

Solucion:
Sea P(x,y,z) un punto del plano. Se tiene que cumplir:
d(PA) = d(F B)
Se resuelve el sistema:
{V<x—3)2+y2+ @+ 22 =Vx— 17+ (-2 + 2
2x-y+2z—-1=0
{4x +4z+13=-2x—4y+5
2x —y + 2z —

1=0

x—y— z-2=0
2x—y+2z-1=0

Son dos planos que definen una recta.

Un punto de la recta es (—1, -3, 0) y el vector director
-3,-4 1)

_x*l _y+3 _
r= 3 = _4 z

45. Considera los puntos A(l, 2, 3), B(3,2, 1) y C(2, 0, 2).
Halla el punto simétrico del origen de coordenadas res-
pecto del plano que contiene aA,By C

Solucion:

Determinacién del plano w en forma general:

A(l,2,3) en
U =AB(20,-2) | (1,0,~1)
v=AC(1,-2,-1)
x—1 y-2 z-3
| 0 -1 [=0=>x+z-4=0
I -2 -

a) El vector normal del plano m es n(1,0, 1), que es el vec-
g - 9
tor director v(1,0, I) de la recta perpendicular r

X=t
r=9y=0;teR
zZ=t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
t+t—-4=0
t=2=M(2,0,2)

226

b) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:

%—2:x—4
Y _
Y-g=y=0
2 Y
%=2:z=4
P'(4,0,4)

46. Halla el valor de k para que las siguientes rectas sean
perpendiculares:

X
r=x-1= = - s=qy=—Il+kt; teR
z= 3t

Solucion:

Para que sean perpendiculares, el producto escalar de sus
vectores directores tiene que ser cero:

u-v=0

u(l,3,5)

v(0,k, 3)
U-v=0+3k+I5=3k+ 15
3k+15=0

k=-5

47. Los puntos A(l, 1, 1),B(2,2,2) y C(l, 3, 3) son tres vér-
tices consecutivos de un paralelogramo. Clasifica el pa-
ralelogramo por sus lados y por sus dngulos.

Solucion:

a) Clasificacion por sus lados:
d(A.B) =V(x, —x)2 + [y, — )2 + (z, - 2,2
AB(I, 1, 1)
d(A,B) = V12 + 12 + 12 = V3 unidades.
BE1,1,1)
d(B,C) = \/W = \/E unidades.

Los lados consecutivos son iguales; por tanto, es un
cuadrado o un rombo.

b) Clasificacién por los dngulos:

Si los lados son perpendiculares, es un cuadrado; en
otro caso, es un rombo.

AB-BC=—l+1+1=1%0

Por lo tanto, es un rombo.

48. Halla la distancia desde el punto P(0, 0, 7) al plano que
pasa por los puntos:

A(0,0,0),B(0,2,2) y C(2,0,2)

SOLUCIONARIO
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Solucion:
|Ap, + Bp, + Cpy + D|

VA2 + B2 + C2

d(Pm) =

P(0,0,7)

Determinacion del plano m:
A(0,0,0) e

U =AB(0,2,2) || 0 1, 1)

-

v =AC(2,0,2) || (1,0, 1)

X y z
0 | I|=0=x+y-2z=0
| 0 |
c0=1-0—=1-7+ —
P = [l-0-1-0-1-7+0] _|-7| _
12+ 12+ (- 1)2 V3
= 7T\/§ = 4,04 unidades.

49. Halla razonadamente las ecuaciones de los dos planos
paralelos al plano T = 12x + 3y — 4z = 7, que dista 6 uni-
dades de

Solucion:
|Ap, + Bp, + Cp; + D|
[12x + 3y — 4z - 7| _;
V22 3+ (47
[12x + 3y —4z - 7| =6

13
[12x + 3y —4z-7| =78

De la igualdad del valor absoluto se deducen dos igual-
dades:

a) [2x+3y—-4z-7=78

d(Rm) =

12x + 3y — 4z =85
b) I2x +3y—-4z-7=-78
12x + 3y — 4z =-7I
+ —
50. Halla el punto de la recta r = x = )’22 =2z |3 que

equidista del punto A(l,2, 1) y del origen de coordenadas.

Solucion:

Tomamos un punto genérico de la recta e igualamos las
distancias desde dicho punto al origen de coordenadas y
al punto A(1,2, 1)

Pasamos la recta a forma paramétrica:

X = t
r=qy=-2+2t;telR
z= 3- t

P(t,—2 + 2¢,3 — t)

TEMA 7. ESPACIO METRICO

d(O,P) = d(A,P)
OP(t,~2 + 2t,3 — 1)

d(O,P) = V2 + (-2 + 202 + 3 - 1)2
AP(t— 1,—4+2t2 1)

d(AP) =V(t— 2+ (-4 + 202+ 2 1)
Ve + (2+202+(3-1?2 =

=V 12+ (4+202+Q-t)2 =>t=|
P(1,0,2)

51. Determina los puntos de la recta:

x—| _y+l _z+2
2 3 2

que equidistan de los planos de ecuaciones

n=3x+4y-1=0 n=4x-3z-1=0

r

Solucién:
Tomamos un punto genérico de la recta e igualamos las
distancias desde dicho punto a cada uno de los planos.

Pasamos la recta a forma paramétrica:

x= | +2t
r=qy=—-1+3t; teR
z=-2+12t

P(l +2t,—1 + 3t,—2 + 2¢)
d(P ) = d(P «')

[3(1 +2t) + 4(—1 +30)— 1] _
_ |4+ 20) = 3(=2 +2¢) - 1]

301+ 20 +4(-1 +30)— 1| _
5

_ |41 +26) —3(=2+2t)— ]
5

131 +2t) + 4(= 1 +3t)— || = |[4(] +2t) = 3(=2 + 2t) — ||

De la igualdad del valor absoluto se deducen dos igual-
dades:
a) 3(1 +2t) +4(-1 +3t) - | =
=4(1 +2t) - 3(-2+2t) - |
T (ﬁ,ﬂ,_i)
6 8 6 8
b) 3(1 +2t) +4(—1 +3t) - | =
=—[4(1 +2t) - 3(-2 +2t) - I]
AN B(;_ﬂ,_z)
20 10" 20" 10
52. Dados los planos
m=6x—ay+4z+9=0
m=9%-3y+bz-b=0
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a) determina a y b para que sean paralelos.

b) calcula la distancia entre dichos planos.

Solucion:

a) Para que los planos sean paralelos, los coeficientes de
las variables tienen que ser proporcionales y no serlo
los términos independientes:

6 _—-a_4 9
9737 b b
a=2,b=6

b) Para hallar la distancia entre los dos planos paralelos:
m=6x—2y+4z+9=0
m=9%-3y+6z-6=0
se halla un punto P de uno de los planos y se calcula la
distancia desde ese punto P al otro plano:

P'(0,0,1) em
P = l6-0-2-0+4-1+9 _ 13 _
V62 + (-2)2 + 42 V56
= 1,74 unidades.

53. Calcula alguna recta que sea paralela al plano de ecua-
cién x + z = 2 y corte perpendicularmente a la recta de

ecuaciones:
x+y=0
y+z=0

Para que una recta s sea paralela a un plano, el vector di-
rector de la recta tiene que ser perpendicular al vector

r

Solucion:

Para que la recta s sea perpendicular a la recta anterior,
sus vectores directores tienen que ser perpendiculares.

Luego estamos buscando un vector perpendicular a n(1,0, 1)
yav(l,—1,1),es decir, su producto vectorial:

u(l,0,—1)
Como nos piden una recta cualquiera, elegimos un punto;
por ejemplo, O(0, 0, 0)

X= t

s=qy= 0;telR
z=-t

54. Escribe la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
A(-1,0, 1)y B(l,2,3). Halla los puntos de dicha recta tales

que su distancia al punto C(2,—1, I) es de tres unidades.
Solucién:
A-1,0,1)
v=AB(2,2,2) || (I,1,1)
x=—|+t
r=4y= t;telR
z= |+t

Se toma un punto genérico de la recta:
Pl +tt | +1)
C@2,-1,1)
d(C,P) =3
VE=32+@+1)2+2=3
(€t=3)2+(t+1)2+2=9

I

normal al plano. t=1,t= 3
n(1,0,1) t=1=Q(@1,2)
Vector director de la recta del enunciado:
v(l,—1,1) 3 3'3°3
Problemas
55. Calcula la distancia entre las rectas r y s, donde r tiene .
por ecuacién: u(I5,_5>, 3)
x =3y =5z v = PQ(O, I,—4)
[
la recta s pasa por los puntos P(l, I, 1), Q(l,2,-3 —
! pes P P (111 Qf ) [AB,u,v]=|15 5 3|=52%0
Solucion: 0 | —4
d(rs) = |[,A73 u, vl| Las rectas r y s se cruzan.
’ |u V] i ok
x Y 2z uxv=[15 5 3|=-23i+60j+ I5k
TU5 T3 0 1 -4
A(0,0,0) er d(rs) = |52 __ 52 _
B(l, 1. 1) es V(-23)2 + 602 + 152 V4354
AB(l, 1, 1) = 0,79 unidades.
228 SOLUCIONARIO
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56. Encuentra la ecuacién de la perpendicular comun a las
rectas:
x= 5+t x= |+t
r=qy= 6+t;teR s=qy= t;telR
z=—| +t z=—-1-t
Solucion:
t S
- TC‘
v
T
n
U r
a) Vector director de la recta r: u(l, I, I); punto
A(5,6,-1)
Vector director de la recta s: v(I, I, —1); punto
B(l1,0,-1)

b) Se halla el vector perpendiculara u y v:

n=[1 1 1|=-2i+2j=n(-2,2,0)] (1,-1,0)

c) El plano m, que contiene a la recta r y es perpendicular

57.

as:

x-5 y-6 z+|
n=| | I I [=0=
I -1 0

=>n=x+y-2z-13=0

El plano ', que contiene a la recta s y es perpendicular
ar:

x—1 y z+]
= | | -1 |=0=
| -1 0
S>n=-x-y-2z-1=0
La recta es:
_Jx+y-2z-13=0
t= x+ty+2z+ | =

Se consideran el plano T y la recta r siguientes:

T=x+y-2z=6

ox=1 _y _z-1
T T3 o
Se pide:
a) hallar el punto simétrico de M(I, I, |) respecto del
plano &
b) hallar el punto simétrico de M(l, I, I) respecto de la
rectar

TEMA 7. ESPACIO METRICO

Solucion:
a) El vector normal del plano & es n(l, I, -2), que es el
vector director v(l, 1,—2) de la recta perpendicular r
x=1+t
r=yy=1+ t;teR
z=1-2t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
l+e+1+c¢-2(1-2t)-6=0
t=1=P2,2-I)

Sea M'(x, y, z); se tiene que verificar:

+
|2X=2=>|+x=4:>x=3
| +y
> =2 l+y=4=y=3
+
| *+2 =-l=>l+z=-2=z=-3
2
M'(3,3,-3)

b) El vector director de la recta r es v(2, 3,— 1), que es el

58.

vector normal al plano T perpendicular, n(2,3,-1)
2x=1)+3(y-1I)-(z-1)=0
2x+3y-z-4=0

Se pasa la recta a forma paramétrica:

x=1+2t
r=1y= 3t; teR
z=1- t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
21 +g)+3-3t—(1-t)—4=0

t:l:Q(3 3 3)

4 244
Sea M'(x, y, z); se tiene que verificar:
';X =%=>2+2x=6=>x=2
';'Y =%:>4+4y=6:>y=%
';'Z =%:>4+4z=6:>z=%
s

Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los
puntos P(2, |, 3) y Q(l, 3, I), y los otros dos sobre una
recta r que pasa por el punto R(-4,7,-6).

Se pide:
a) ecuacioén de la recta r
b) hallar el plano que contiene al cuadrado.

c) calcular los otros dos vértices de este cuadrado y la
longitud de su diagonal.
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Solucion:

a) La recta r pasa por el punto R(-4, 7, —6) y tiene de

vector director:
v =PO(-1,2,-2) || (1,-2,2)
y—7

+ e
x + 4 ) )

b) El plano ® pasa por el punto P(2, |, 3) y tiene como

vectores directores:

v =PQ(-1,2,-2) || (1,-2.2)

U =PR(6,6-9) || (2-2.3)
x—-2 y—-| z-3
I -2 2 [=0
A ) 3

2x—-y—-2z+3=0

c) La recta esta contenida en el plano.

59.
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El vértice A del cuadrado es el punto de corte de la
recta r y del plano perpendicular que pasa por
P2, I,3)

X=—-4+ t
r=qy= 7-2t
z=-6+2t

Plano perpendicular a r que pasa por P(2, I, 3):
n=v(l,-2,2)

x—-2-2(y-1)+2(z-3)=0
x—2y+2z-6=0

Se sustituyen las coordenadas de la recta en la ecua-
cién del plano:
—4+t-2(7-2t)+2(-6+2t)-6=0

t=4

A(0,-1,2)

OB = OP + PA + PQ

OB = 2,1,3) + (-2,-2,-1) + (-1,2,-2)
OB=(-1,1,0)

B(-1,1,0)

La longitud de la diagonal es la distancia entre los pun-
tosPy B

PB(-3,0,~2)
d(R.C) =V (-3)2+ 02+ (-2)2=VI3 =
= 3,6| unidades.

Se consideran los puntos:
A(l,1,1),B(0,-2,2),C(-1,0,2),D(2,-1,-2)
a) Calcula la distancia del punto D al plano determina-
do por los puntos A,By C

b) Halla unas ecuaciones cartesianas de la recta que pa-
sa por D y es perpendicular al plano determinado
por los puntos A,By C

Solucién:
2) d(D,m) = |Ap, + Bp, + Cpy + D|
VA B

D@2,-1,-2)
Determinacién del plano
Al L) ern
U=AB(-1,-3, 1) (1,3,-1)
V=ACE2-1, 1) | @ 1,-1)

x=1 y—-1 z-1
| 3 -1 |=0
2 | -1
2x+y+5z2-8=0
)+ |- (— +5.(=2) -
4O = 2-2+1-(-N+5-(-2)-8 _ 15 _

V22 + 12+ 52 V30

V30

= —— = 2,74 unidades.

2
b) Vector director de la recta r es el vector normal al plano.
n21,5)
D(2,-1,-2)
x—2 z+2
r="3 Tyrl=ETg

60. Se consideran las rectas:
R y_—zl _ z;3, o= X;Z —y=l-z
a) Calcula la distancia entre ry s
b) Halla unas ecuaciones cartesianas de la recta per-
pendicular a r y s, y que corta a ambas.
Solucién:
a) d(n,s) = —I[;E’G’j]l
[uxv]|
A, 1,3)er
B(2,0,1) es
AB(2,~1,-2)
u(l,-2,2)
v, 1L,-1)
N 2 - -2
[AB,u,v]=|1 -2 2|=-21%0
3 1 -1
Las rectas r y s se cruzan.
uxv=(0,77)
d(r,s) = 2] N Ly

NO2+72+72 742

SOLUCIONARIO
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b)

<!

=4,

=4

Vector director de la recta r: u(l, -2, 2); punto

A0, 1,3)
Vector director de la recta s: v(3, |, —1); punto
B(2,0, 1)
Se halla el vector perpendicular a u y v:
i j k
n=|1 -2 2|=7+7k=n(0,7,7)]| (0, 1,1)
3 1 -l
El plano m, que contiene a la recta r y es perpendicular
as:
x y-1 z-3
n=| | -2 2 [=0=
0 I I

S>n=-4x-y+z-2=0

El plano ', que contiene a la recta s y es perpendicular

ar:
x-2 y z—1I
n=| 3 | -1 |=0=>
0 | |
=Sn'=2x-3y+3z2-7=0
La recta es:

t

4x+ y— z+2=0
2x -3y +3z-7=0

61. Se considera el tetraedro cuyos vértices son los puntos
A(1,0,0),B(1, 1,1),C(-2,1,0)y D(0, 1, 3)

a) Calcula la distancia de D al plano determinado por
los puntosA,By C

b) Halla la distancia entre las rectas AC y BD

Solucion:
|Ap, + Bp, + Cp; + D|
a) dD,m) = — —2 3
VA2 + B2 + C2
D(0, I,3)
Determinacién del plano T
A(1,0,0) e
4 =AB(O, 1, 1)

TEMA 7. ESPACIO METRICO

x+3y—-3z-1=0
. + . = . —_
d(D.m) = [-0+3-1-3-3-1] _ 7 _

Ny N

1,61 unidades.

b) dir.s) = I[/lxg,XH,VT]I
A(1,0,0) er
B(I,1,1)es
AB(O, 1, 1)

i =AC(-3,1,0)
vV =BD(-1,0,2)
0 I I

[AB,u,v]=[-3 I o0
-1 0 2

Las rectas r Y s se cruzan.
uxv=(261)

171 __7
V2+62+12 41

=7%0

d(r,s) = = 1,09 unidades.

62. Sean los puntos P(8, 13,8) y Q(—4,—11,—8).Se conside-
ra el plano m, perpendicular al segmento PQ por su
punto medio.

a) Obtén la ecuacién del plano &t

b) Calcula la proyeccion ortogonal del punto O(0, 0, 0)
sobre 1

c) Halla el volumen del tetraedro determinado por los
puntos en los que el plano T corta a los ejes coorde-
nados y el origen de coordenadas.

Solucién:
a) El punto medio del segmento es M(2, I,0)
B = PQ(-12,-24,16) || (3,6,4)
El plano es:
3x—2)+6(y—1)+4z=0
3x+6y+4z—-12=0
b) Es el punto O/, de corte de la recta perpendicular que

pasa por O(0, 0, 0) con el plano obtenido.
Vector director de la recta:

vV =n(3,64)
x = 3t
r=qy=6t; telR
zZ=4t
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Se sustituyen las coordenadas de la recta en el plano:
3:3t+6-6t+4-4t-12=0
9t+36t+ 16t—12=0

6lt—12=0
2
6l
(36 72 48
(Tn‘?’?)

—>

c) Volumen del tetraedro = %HCYA, OB, O |

0O(0,0,0)

A es el punto donde corta al eje X,y =0,z=0
A(4,0,0)

B es el punto donde cortaal ejeY,x =0,z=0
B(0, 2, 0)

C es el punto donde corta el eje Z,x =0,y =0
C(0,0,3)

I U
|[OA, OB, OC]|=|0 2 o0|=24
0o 0 3
|[0A, OB, OC]| = 24
Volumen del tetraedro = L - 24 =4 3
63. Sean larecta r=—— l_y_z-1
. - ! .

yelplano t=2x—-y+kz=0

a) Calcula my k para que la recta sea perpendicular al
plano.

b) Calcula m y k para que la recta esté contenida en el
plano.

Solucion:

a) Para que la recta sea perpendicular al plano, las coor-
denadas del vector director de la recta tienen que ser
proporcionales a las del vector normal al plano.

v(m, 4,2)

n2,—1,k)
m_4_2
2 -1k

|
m=-8k=—-—

2

b) Para que la recta esté contenida en el plano:
*A(1,0, I) er tiene que estar en el plano
2:1-0+k-1=0
k=-2
La ecuacion del plano es:
n=2x-y—-2z=0

232

g - =
* El vector director v de la recta r tiene que ser per-
. —
pendicular al vector normal n al plano m:

v(m, 4,2)
n2,—-1,-2)

Por tanto, su producto escalar tiene que ser cero:

N

v-n=0
2m-4-4=0

m=4

64. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidis-
tan de los planos de ecuaciones:

n=3x—4y+5=0
m=2x-2y+z+9=0
b) ;Qué puntos del eje Y equidistan de ambos planos,
my n?
Solucién:

a) Como los planos no son paralelos, las soluciones son
planos bisectores:

|3x—4y+5| _ |2x—2y+z+9|
342402 2422412
|3x—4y +5| _ [2x—-2y+z+9|
5 3
3[3x—4y + 5| =5|2x -2y + z + 9|

De esta igualdad de valor absoluto se derivan dos igual-
dades:

33x—4y +5)=5(2x—-2y +z + 9)
c=x+2y+52+30=0
33x—4y +5) =-5(2x -2y +z + 9)
6'=19x—22y +5z+60=0

b) Sea el punto P(0, b, 0) que pertenece al ejeY:
d(P.m) = d(P ')

[3-0-4-b+5| _ 2:0-2-b+1-0+9
1[32+42+02 1[22+22+|2
|-4b+5] _ |-2b+9|
5 - 3

3|-4b + 5| = 5|-2b + 9|

De esta igualdad de valor absoluto se derivan dos igual-
dades:

3(—4b + 5) =5(-2b + 9)

b=-15

P(0,-15,0)

3(-4b +5) =-5(-2b +9)

30
b=-"—
I

P(O, % 0)

SOLUCIONARIO
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65. Sean la recta ry el plano w, dados por:
n=2x-3y+z+1|=0

a) Calcula el seno del angulo que forman la recta r y el
plano &t

b) Halla la ecuacion de la recta proyeccion ortogonal
dersobrem

Solucion:

) sonoe 1R
a) sen T
VT Inl

vEL=L2) ] (1, 1,-2)
nR2-31)

V' n=-2+3+2=3%0
La recta y el plano se cortan.
[v-n|=3

vl =6

Im =14

sen o =

3 3
Ve-\14 84

b) La recta de proyeccién ortogonal es la que pasa por el
punto de interseccion de la recta con el plano y la pro-
yeccién de cualquier punto de la recta sobre el plano.

* Para hallar el punto P de interseccién de la recta con
el plano, se sustituyen las variables en la ecuacién del
plano:

2-1-A)=3CN)+24+1=0
A=

4 I 2
P(‘?‘??)

*SeaA(—1,0,0) € r. Vamos a calcular la recta perpendi-
cular al plano que pasa por este punto A:

w|—

u=n(2,-31)
x=—1+2t

S=4y = -3t;teR
zZ= t

2A-1+2t)=3(3t)+t+1=0

t=—o
14
(-&_3 1
77 14 14
La recta pedida pasa por el punto:

4 12
%_r_33)

TEMA 7. ESPACIO METRICO

y tiene como vector director:

~ (10 5 25

HA(Z a7 42)||(4,|,—5)

x+43 _ 1 _ z-23
4 Y737 5

66. Considera los puntos
A(1,0,3),B(3,-1,0),C(0,—1,2) y D(a,4,-1)
Halla a sabiendo que la recta que pasa por Ay B es per-
pendicular a la recta que pasa por Cy D

Solucién:
—> —> . .
Los vectores AB y CD tienen que ser perpendiculares:

AB(2,—1,-3)

CD(a, 5,-3)

AB-CD =0
2.-1,-3) - (2,5,-3) = 0
2a+4=0

a=-2

67. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto
A(1,0,—1), es perpendicular al planox -y + 2z + | =0
y es paralelo a la recta:

Solucién:
* Pasa por el punto A(1,0,—1)
* Si es perpendicular al plano:
x—y+2z+1=0
Un vector director es:

u=n(l,-1,2)

* Si es paralelo a la recta:

El otro vector director es:
V(-2,-1,0) || 2.1,0)

* Ecuacién del plano:

x— | y z+|
| —1 2 |=0
2 | 0
2x—-4y-3z-5=0
68. Sear la recta de ecuacién:
e 3x + 2y =0
~3x +z=0

a) Halla los puntos de r cuya distancia al origen es de
7 unidades.

233
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b) Halla la ecuacion del plano perpendicular a r que pa-
sa por el punto P(l,2,—1)

Solucion:

a) Pasamos la recta a paramétricas:

0O(0,0,0) er
v(2,-3,-6)
x= 2t
r=qy=-3t; telR
z=—6t

Un punto genérico de la recta es:
P(2t,—3t,—6t)
d(O,P) =7

VQt)2 + (=3t)2 + (—6t)2 = 7
Q)2 + (=3t)2 + (=6t)2 = 72
t=1,t=—1

Se obtienen dos puntos:

A(2,-3,-6)
B(-2,3,6)
b) El vector normal al plano es el vector director de la
recta.
n=v(2,-3,-6)
P(1,2,-1)

2(x—=1)=3(y—-2)—-6(z+1)=0
2x—-3y—-6z—-2=0

69. Considerael plano 2x+y+2z-4=0

a) Halla el area del triangulo cuyos vértices son los pun-
tos de corte del plano con los ejes coordenados.

b) Calcula la distancia del origen al plano dado.

Solucién:

a) A es el punto donde corta al eje X,y =0,z=0
A(2,0,0)
B es el punto donde cortaal ejeY,x =0,z=0
B(0,4,0)
C es el punto donde corta al eje Z,x =0,y =0
C(0,0,2)

Area del triangulo = % AB x A_C)I|
AB(-2, 4,0)

AC(-2,0,2)

AB x AC = (8,4,8)

|ABx AC| =82+ 42+ 82 = |2

. |
Area del tridangulo = 7| 12| = 6 unidades cuadradas.

234

|Ap, + Bp, + Cp; + D|

b) d(P.m) =
) d(R.m) s
P(0,0,0)
0+ -0+2-0— =
d(P )= 2-0+1-0+2-0-4 _ |4 _

«[224_ 12 + 22 3

=§ = |,33 unidades.

70. Halla el punto del plano de ecuacién x—z =3 que es-
td mas cerca del punto P(3, |, 4), asi como la distancia
entre el punto P y el plano dado.

Solucion:

* El punto mas cercano es la interseccion del plano con la
recta perpendicular que pasa por el punto P(3, |, 4)

El vector director de la recta perpendicular es el vector
normal al plano:

XxX=3+t
van(l,0,-)=r=4y=1 ;teR
z=4-t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
3+t-(4-t)=3=t=2
P'(5, 1,2)
- PP'(2,0,-2)
|P—I)°'| = 22 unidades.

71. Dada la recta:
-5=0

r=X7
x—-3y-z-7=0

a) calcula un punto R de la recta r que equidiste de los
puntos P(1,0,—1)y Q(2, 1, I)

b) calcula el area del tridngulo determinado por los
puntos bQ y R

Solucion:

a) Pasamos la recta a paramétricas y tomamos un pun-
to R genérico:

A(5,0,-2)
v(l, 1,-2)
x= 5+ ¢t
r=1y= t;telR
z=-2-2t

R(5 +1t,t-2-2t)
d(PR) = d(Q,R)
PR(4 +t,t,— | —2t)

—>

QRB +t,t—1,-3-2¢)

SOLUCIONARIO
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Va+ol+2+ (-1 -202 =

=VE+ 92+ (t— 1)2 + (=3 - 2¢)?
@+0?+2+(-1-2t2=
= (3+t)2+ (t— )2+ (-3 - 21)2

9 I
R(Z,-—,-1
)

b) Area del triangulo = E|PR X QR|

(7
PR|<,——,0
[z
=[5 3
R[Z,-=,-2
Hi

PR x QR = (1,7,-4)
IPRx QR| =V12+ 72 + (-4)2 =66 = 8,12 u

3 |
Area del triangulo = 7|8,|2| = 4,06 u?

72. Consideremos el punto P(1,0,—1) y la recta r, dada por
_|x+y=0
r= { z—-1=0
a) Halla el punto de la recta r mas cercano a P
b) Calcula la distancia entre Py r

c) Determina el plano que pasa por el punto P y con-
tiene a la recta r

Solucion:

a) El punto mas cercano es la interseccién de la recta con
el plano perpendicular que pasa por el punto P(1,0,—1)
El vector normal al plano perpendicular es el vector di-
rector de la recta:

n=v(l,-1,0)
x—|l-y=0
x—-y—-1=0
Pasamos la recta a forma paramétrica:
A(0,0, )
v(l,-1,0)
X= t
r=qy=-t; teR
z=|

Sustituyendo estas variables en la ecuacién del plano,
se tiene:
t+t—1=0

I

t=—
2

TEMA 7. ESPACIO METRICO

I
El :Bl——— |
punto es (2 > )
b) d(P.r) = d(P B)

S
PB|-— =2
537

d(PB) = V(=122 + (- 1122 + 22 =972 =
3 _3\2

\2 2

c) El plano pedido pasa por los puntos P(l, 0, —1I),
A(0,0, I) y otro punto cualquiera de la recta r

= 2,12 unidades

Por ejemplo, para t = | se obtiene:

C(l,-1,1)
Los vectores directores del plano son:
U = AP(1,0,-2)
v =AC(l,~1,0)

n(=2,-2,-1) | (2,2, 1)
Tomando el punto A(0, 0, I)
2x+2y+z—-1=0

73. Calcula todos los planos perpendiculares a la recta r,
de ecuaciones paramétricas:

x=—10+ 5t
r=4y=100 ; teR
z=250- 12t

que se encuentra a 2 unidades de distancia del punto
P2,-7,1)
Solucién:

. — , -
El vector director v de la recta r sera el vector normal n
a los planos © perpendiculares:

n=v(5,0,-12)
Las ecuaciones de dichos planos seran de la forma:
n=5x—-12z+k=0
Se tiene que verificar:
d(Pm) =2
_ |Ap, + Bp, + Cp; + D|

d(P, m)
VA2 + B2 + C2
PQ2,-7,1)

o (=7 — o -2+ k
4P = 5-2+0-7-12-1+k _ | n |
V52 + 02 + (—12)?

-2+ Kl _
3 -2
|-2 + k| =26

De la igualdad de valor absoluto se deducen dos igual-
dades:
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—2+k=26
k=28
—2+k=-26
k=-24

Luego se obtienen dos planos de ecuaciones:
T, =5x-12z2+28=0
T, =5x~-122-24=0

74. Dados los puntos
A(lL 1L 1), B(=1,3,1),C(1,0,0) y D(0,2,0)
halla el punto P perteneciente a la recta determinada

por A y B tal que el tridngulo CDP sea rectangulo con
hipotenusa CP

Solucion:

Recta determinada por A y B:
vV = AB(=2,2,0) || (1,~1,0)

x=1+t
r=qy=1-t;teR
z=|

Un punto genérico de la recta r es:
P(l +¢t,1-1¢1)

Si la hipotenusa es CP, entonces los otros dos lados son
perpendiculares:

CD 1 DP
Por lo tanto:
CD-DP=0
CD(-1,2,0)
DP(I +t,—1 -t 1)
=1,20) (I +t,—1—-¢t1)=0
-3t—-3=0
t=—1
El punto P es: P(0, 2, |)

75. De los planos paralelos al plano x +y + z = 8, halla los
que determinan _con los ejes de coordenadas un trian-
gulo de area 8\3

Solucion:
Los planos paralelos tienen de ecuacion:
X+ty+z=m
Este plano corta a los ejes en los puntos:
A(m,0,0), B(0,m,0), C(0,0, m)
Area del triangulo = %|A_é X A_C)|

P@(—m, m, 0)
AC(=m,0,m)

236

BXAC=|-m m 0|=m%+m?}+mk
-m 0 m

AB x AC| = Vm* + m* + m* = m2V3
| |
V3

i |
Area del triangulo = ?|m2\/§| = Tm

Por lo tanto:

\/§m2=8\/§

2
m2 =16
m =14

Para m = 4, se obtiene el plano:
x+ty+tz=4
Para m = —4, se obtiene el plano:

xty+z=—-4

76. Larecta:
x=-2+3t
r=yy= 4-2t;telR
z=-6+5t
corta al plano x —y — 2z = | en el punto A,y al plano

x+y—z=0en el punto B
Si O es el origen de coordenadas:
a) halla el angulo que forman los vectores OA y OB

b) halla el drea del triangulo OAB

Solucion:

Para hallar el punto A, se sustituyen las variables de la rec-
ta en la ecuacién del plano:

—2+3t—(4-2t) —2(-6 + 5t) = |
t=1
A(l,2,-1)

Para hallar el punto B, se sustituyen las variables de la rec-
ta en la ecuacion del plano:

—2+3t+4-2t—(-6+5t)=0
t=2
B(4,0,4)
a) OA(I,2,-1)

OB(4,0,4)

Se observa que su producto escalar es cero:

(1,2,-1)-(4,0,4) =0
Por tanto, son perpendiculares:
o =90°

SOLUCIONARIO
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b) Area del triangulo OAB:
Como OA L OB

Area del triangulo = %|(5>°\| 0 |O_>B|

|OA| =6

|OB| = 42

Area del triangulo = %\/Z -4V2 =43 =693 2

77. Considera los puntos A(-5,2,4),B(-3,2,0) y la recta

x— | z
r = = = —
3 77
a) Calcula la recta que corta perpendicularmente a r y

pasa por B

b) Se considera el rectangulo que tiene dos vértices en
Ay B,y uno de los lados que pasa por A esta conte-
nido en la recta r. Calcula su drea.

Solucion:

a) Hay que hallar el plano perpendicular a la recta r que
pasa por B y luego hallar el punto de interseccién P de
dicho plano con la recta dada. La recta pedida es la que
pasa por By P:

n=v(-3,1,2)
El plano es:
-3(x+3)+y—-2+2z=0
Ix—y—-2z+11=0

Pasamos la recta a forma paramétrica:

x=1-3t
r=iy= t;telR
z= 2t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
3(1-3t)—t—-2-2t+ 11 =0
t=1
P(-2,1,2)
Ecuacion de la recta que pasa por By P
Punto: B(-3,2,0)
4 =BP(I,~1,2)
b) El punto A(-5,2,4) er
El drea del triangulo es:

Area = |AP| - |BP|

APG,—1,-2)
|AP| = \14
BP(I, 1,-2)

I8P =6
Area del triangulo =\ 14 - \/7 = 2\/5 =9,17 u?

TEMA 7. ESPACIO METRICO

78.

Dada la recta:

r

3x-y+z=0
X—-y =1
a) determina la ecuacién de la recta s que pasa por el
punto P(2,—1,0) y corta perpendicularmente a r

b) obtén, explicando el procedimiento utilizado, una rec-
ta paralela a s que se cruce con r

Solucidn:

a) Hay que hallar el plano perpendicular a la recta r y lue-

go hallar el punto de interseccién de dicho plano con
la recta.

La recta pedida es la que pasa por P y el punto de in-
terseccion.

El vector director de la recta es el vector normal al
plano:

n=v(l,1,-2)

El plano perpendicular que pasa por P(2,—1,0) es:
x—2+y+1-2z=0
n=x+y-2z-1=0

Pasamos la recta a forma paramétrica:

A(l,0,-3) er
x= |+t

r=qy= t
z=-3-2t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
l+t+t-2(-3-2t)-1=0

=_3
5T
I 3 3
STRER
Ecuacion de la recta que pasa por Py Q
P(2,-1,0)
= 7 1 3
PQ( 4 2)||(7,—|,6)
gox=2 _y*l _z
-7 -1 6

b) Cualquier recta paralela a s que esté en el plano per-

79.

pendicular que hemos calculado y que no pase por el
punto Q; por ejemplo:

R(1,0,0) e
x=1 _ Y

t

L
7 -1 6

Dado el plano t;=3x +my +z=6

a) calcula m para que la recta r que pasa por el punto
P(1,1,2) y es perpendicular a este plano 7, sea para-
lela al plano: 7, =x—y =3

b) calcula la distancia de la recta r al origen.

237



Ejercicios y problemas

Solucion:
a) Recta perpendicular que pasa por P
El vector normal al plano es el vector director de la
recta:
v=n@3m,l)

- -1
r== I —y—=z—2

Esta recta es paralela al plano 7, si el vector de la rec-
ta es perpendicular al vector normal al plano; por tan-
to, el producto escalar tiene que ser cero.

@3,m,1)-(1,-1,00=0

3-m=0

m=3

Ecuacion de la recta:
x=1 _y-l

r=—j =3 =z-2
|AP x V|
b) d(Rr) =T
0(0,0,0)
P(I,1,2) er
OP(1,1,2)
V3,3, 1)
OP x v = (=5,5,0)
|OP x v| = 5v2

MERIE
5V2
V19

d(Pr) = = 1,62 unidades.

80. Dado el punto P(l, I, 1) y la recta:

x=1+t
r=qy=I1- t;teR
z=3+12t
a) calcula la distancia del punto P(l, I, 1) alarectar

b) comprueba si los puntos A(l, 1,3) y B(0, 2, |) perte-
necen a la recta r, y determina el area del triangu-
lo PAB

Solucién:
|AP x V|
a) dPr)=—=—
vl

P(I, 1, 1)

A(l, 1,3)er
AP(0,0,-2)
v(l,-1,2)

-

AP xv = (-2,-2,0)

Lﬁ’ x| = 2V2

238

V=6
22 243
d(Rr) =—\/—=—\/—= I,15 unidades.

\e6 3

b) En las ecuaciones de la recta para t = 0, se obtiene el
punto A

En las ecuaciones de la recta para t = — 1, se obtiene el
punto B

Area del tridngulo = %M@ X Aﬁ’|

—>

AB(-1,1,-2)

—

AP(0,0,-2)

AB x AP = (~2,-2,0)

|AB x AP| = 2V2

) [

Area del triangulo = ?|2\/E| =2 = 1,41 o2

81. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Determina la distancia del punto P(12,—1, 1) a la rec-
ta r que pasa por el punto A(l, |, |) y que tiene co-
. .z —
mo vector de direccion el vector v(3, 4, 0)

b) Encuentra qué punto (o puntos) de la recta r deter-
mina (o determinan) junto con A y P un triangulo de
area igual a 50 unidades cuadradas.

Solucion:
|AP x V|
a) d(P,r)-T
P(12,-1,1)
ALy er
AP(11,-2,0)
v(3,4,0)
AP x v = (0,0, 50)
|AP x v| = 50
V=5

diPr) = % = 10 unidades.

b) Area del tridngulo = ?|AP X AQ|

Las ecuaciones paramétricas de la recta r son:

x=1+3t
r=qy=1+4t
z=|

Q(l +3t, 1 +4¢,1)
Area del triangulo APQ = 50

o [P x AQ| =50

—>

AP(11,-2,0)

SOLUCIONARIO
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AQ(3t, 4¢, 0)

AP x AQ = (0,0, 50t)
|

—|50¢| = 50

~Isoq
[t|=2=t+2

Parat=2 = Q(7,9, 1)
Parat=-2 = Q'(-5,-7,1)

82. Se considera un paralelepipedo de bases ABCD vy
EFGH, siendo A(I, 1, 1) B(2, I, 1), C(2,4, 1) y D(1,2,7)

a) Halla el drea de una de las bases.
b) Calcula el volumen del paralelepipedo.

c) Halla la distancia entre las bases.

Solucion:
a) Area del paralelogramo = |ATB X AE|

AB(1,0,0)

AC(1,3,0)

ABxAC=|1 0 0]|=3k
I 3 0

Area del paralelogramo ABCD = 3 u?

b) Volumen del paralelepipedo = I[ATE, A_C), A_I)D]l
AB(1,0,0)

AC(1,3,0)

AD(, 1, 6)

o I 0 0

|lAB, AC,AD]|=|1 3 o0|=18
0 1 6

|[AB, AC, AD]| = 18

Volumen del paralelepipedo = 18 u3

c) La distancia entre las bases es la longitud de la altura.
Volumen del paralelepipedo = A; - H
18 = 3H = H = 6 unidades.

Para profundizar

83. Sea r| la recta que pasa por los puntos A(0, 0, 0) y
B(80, 10, 0) y sea r, la recta que pasa por C(0, 0, 10)
y D(m, 10, 10).

a) Obtén la distancia que hay entre r, y r,

b) Justifica geométricamente que la distancia entre r; y
r, es independiente del valor de m

TEMA 7. ESPACIO METRICO

Solucion:
[[AC, u, V]|
d =
2) d(rs) [u xv|
A(0,0,0) er
C(0,0,10) s
AC(0,0, 10)
U = AB(80, 10,0)
v = CD(m, 10,0)
. 0 0 10
[AC,u,v]=[80 10 0|=8000- 100m
m [0 O
i ] k
uxv=[80 10 0|=(800- 10m)k
m 10 0
8000 — 100
d(rs) = ﬁ = 10 unidades.

b) La recta r| estd contenida en el planoz =0y larectar,
esta contenida en el planoz = |0

La distancia entre ellas es la distancia que hay entre
ambos planos, es decir, de 10 unidades.

84. Dadosel planom=x+y+z=1,larecta
r=(xyz)=(1,0,00+A(0,1,1); L eR
y el punto P(I, I, 0):

a) halla la ecuacion de una recta s que sea perpendicu-
lar a  y pase por P

b) halla el punto P', simétrico de P respecto de r

c) halla el punto P", simétrico de P respecto de it

Solucion:

a) El vector director de la recta s es el vector normal al

plano &
v=n(l,1,1)
s=x—|l=y-1=z

b) Tenemos que hallar, en primer lugar, el punto de inter-
seccion de la recta r con el plano perpendicular que
pasa por Py ése sera el punto medio entre Py P'

El plano perpendicular tiene como vector normal el
vector director de la recta r

u=n'(0,1,1)
y—-1+z=0
ytz=1

Un punto genérico de la recta r es:

M(I, A1)
Se sustituyen sus coordenadas en la ecuacién del plano:
A+A-1=0

|
A=y
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(3

Sea P'(x,y,z)
x+ |
=l=x+1=2=x=|

2

Yt si=isy=0
2 2

z _ | _

?—?:>Z—|

P'(1,0, )

S0 1 2

P(?? ?)

85. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Halla un punto A que esté sobre la recta:
y=1+ x
; R
{z =1+2x €
que diste del punto B(l,0, I) el doble que del punto
C(0,0,0) y que esté por debajo del plano XY

b) Halla la proyeccién ortogonal de C sobre la recta BP,
donde P es el punto en el que la recta dada en el
apartado anterior corta al planoYZ

Solucion:
a) Un punto genérico de la recta es:A(t, | +t, | + 2t)
B(1,0, 1)
BA(t—I,t+ 1,2)
d(B, A) =V (t— 1)2 + (t + )2 + (20)2
C(0,0,0)
CS)A(t, I +¢ 1 +2t)
d(C,A) =V + (t+ 1)2 + (1 +26)2

240

d(B,A) = 2d(C,A)

V= 12+ @+ )2+ (202 =

=2VE + (e + )2+ (1 +20)2

|
t=—-l,t=——

3
Parat=—-1 = A(-1,0,-1)

| o201
Parat = 3:>A( 3,3,3)

Como se pide que esté por debajo del plano XY, la z
tiene que ser negativa.

Es el punto:A(-1,0,—1)

b) La proyeccion ortogonal es el punto de corte de la
recta BP con el plano perpendicular que pasa por C
Se halla el punto P en primer lugar.

En el planoYZ,x = 0
PO, I, 1)
Recta BP:

G =BP(1,1,0) | (1,-1,0)
X

Recta BP =1y =
yA

Plano que pasa por C y es perpendicular a la recta BP

x—-y=0
Interseccion de recta y plano:
t—(l-t)=0
=L
2

i

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows WiR:s

Paso a paso

Windows Derive [®

86. Halla d(P, 1), siendo: P(2, — 3, 5)
x-1 _y+6 1z

r

4 -2 3
Representa el punto Py la recta r
Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

87. Halla el valor de k para que los siguientes planos
sean perpendiculares y represéntalos:

T=x—-4y+1=0
n'=2x+ky-32-8=0
Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Practica

88. Halla la ecuacidn de la recta que corta perpendicu-
larmente a las siguientes rectas y representa las tres
rectas:

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

89. Halla el punto simétrico Q del punto P(2, -3, -5)
respecto del punto M(3, 1, -1)

Representa los puntos B, M, Q y el segmento PQ

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

90. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige
Matemiticas, curso y tema.

91. Dado los puntos A(3, —4, 1) y B(5, 1, 4), halla la

distancia de A a B y representa el segmento AB

Solucién:

[ Ejsreicis 31
A 1= puntold, =4, 1) == purba(d, =41}
B o= purdedS, 1, 4] == punte(5, 1.4)
distancia[ A, B) == /38
W38, = 51544
aiA, B) = 5. 18 unkdades
dibujardol A, {calor = azul, temafic_punts = Bj)
dibujardd{8, {color = yerde, tamarko_punbo = §j)
dibujaridlsegmanta] A, B), (color = raje, anchura_linea = 2

M
WWLFRES
X DRI Yo Y o (e |

-
L

a4c

TEMA 7. ESPACIO METRICO

92. Calcula la distancia que hay entre las rectas si-
guientes y represéntalas:

x= 1+6t )
r=iy=-4+ t;teR SEX;3=Y:Z+5
z= 3 -2t B
Solucién:
[ Epercicio a2

A = puntofl, -4, 3) =+ puntofi,-4.3)
||u=[61,-2] = [61.-2)
B = purta(d, 0, =1] = punte{d.D =1]
w=[2, 1, -6] = [2,1,-5]
AB = wectar(A, B) == [2.4 -d]
2 d =i
&1 -2
21 =6
[iis ] == o701
lldm ‘9?'. - J0ATY
1.|'TI:I‘|
| dir, 8) = 3,10 unddades
r= rctafA, uj == -E+E-y+ISs0NE+d y+5-21=0
dibafarZar, {ealar = raja, anchurs_lines = 31
| @ = pectalB, ] =+ =32 -ye IS0+ 13-y+3-2=0
dibafarIdn, {color = arul, anchura_linea = 77

- B2
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e

- ®
Hac

93. Calcula el plano mediador del segmento que tiene
por extremos los puntos.

A(2,-3,5) yB(4,-1,-3)

Representa el segmento AB y el plano mediador.

Solucién:

i'ﬂmu-iu:l

| A = punbs 2, -3, B} == punla(Z, -3 5)

| B = pustnld, =1, -3} =+ punta(d,=-1,-1]
| A+B

| M= - =+ {3,-2,1]

| n = vecter(d, B) = [L2,-8]

(psplane(lx=3y* 2 2=1] [12,-0] ®0] = goyp=-d-3+3d
| dibujarddla, (ool = azul, tamafio_pusio = 8

diujerdd] B, {color = clen, Bamans_punbs = 8]

{ dujarddl segmentod A, B), {color = cian, snchura_lines = 3j)

| dibujarddiM, {selés = rojs, lamafo_purlo = B8j)
| diujar3dip, {ealer = vardal)
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94. Halla la distancia que hay desde el punto P(4, -1, 3)
al plano: =2x-3y+52-7=0
Representa el punto P y el plano ©

Solucién:

| Elercicio 94
P iw punte(d, =1, 3] == purte(4,=1,3}
P =plano|ix -3y + 6z~ T=0) = Z.a-3.ys-z-7=0

distancial{P, p} == "'IFTH

@ - DD

d[P, p) = 3,08 wnidsden

poplans2y - Iy + 6z -T=0] = 2.5-3.y+h.7-T=0
| dibujar3d|P, {color = azul, temafio_punto = B}
dibujardaip, {colod = rapajll

95. Calcula la distancia que hay entre la recta y el pla-
no siguientes:

(=X=2 _y+5__,
3 -4
T=06x+7y—-102+9=0
Representa la recta r y el plano ©

Solucién:

[ Ejercicio 56
| A i= purds[Z, -, ) == pumis[2 -5.0)
i p=plenaffs = Ty - 0z + 8 =0 = G-g+7-y-10-z+G=0

1188
| distancia(A, p) = .
[ L
| 144788
e b 10790

id[r.j:|=1.D:I|.ﬂ|:l.|lH

[¥=[3, -4, -1] = [3,-4,-1]

[ rmructalA w) = dae3yeTRONE koD yeT 280
iml. {ealar = mefe, mAchure_Bnas = &5

| p = pieno(fx « Ty - 102+ 0 50) = G-xeT y=10-2+3=0
| dbujardalp, {estor = wardel)

SOLUCIONARIO
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0 q

=

558

96. Calcula la distancia que hay entre los planos si-
guientes:

n=x-3y-22+4=0
T =2x—-6y—-42-7=0
Representa ambos planos.

Solucién:

| Ejercicio 6

pEplano{x = Iy -3x+ d =0] == gx-3.y=-2.-p+d=0
|g=planp{2 - By -4z -7 =0] == 2-x-6:y-d-2-T=0
| dibujasr3dig. {coler = cien}) == inblerod

1514
distancia(p, q) == -

1:;1.14 pe=

diP, p) = 2 unidades

| dibujardcp. {ealor = rosa})
| dibujar3din. {coler = cianj)

TEMA 7. ESPACIO METRICO

97. Calcula el plano bisector de los planos:

M=x+2y—2z=5
T =8x-4y+z=3

Representa los cuatro planos.

.7
Solucién:
" R
puinji i sl o= R
| o i, v, 0] e T
ey . I | | IO P |
v S R i Rt B it o Rt
||'lu-!lh' CRERL R ELY o B
Lot e TR L R ]
I OF R B R T
| e T [ el
| i o iy g o @l i
B P
| i Ty i g 1 g i g el
| drn e i s i

98. Halla el valor de k para que las siguientes rectas

sean perpendiculares:

) ) x=-3+2t
p=X22 y#3 2ol y= S+ke;teR
5 4 -2
z=-2—t

Representa ambas rectas.

Solucidn:

' Ejetticio 3@

|A := puntol2, =3, 1) =+ punto(2,~3,1)
|u‘IEr‘-":1 -+ ﬁr"h'ﬂ

|B 2= purto[ =3, §, =2) =+ punte(-2.5,-2)

[w=02k =1] = [2k-1]

| resolver(u - ¥ =0] == {{k=-3}}

W= [2, =3, =1] = [2,=3,=1]

r=recia(A, u) =+ —d.x+8 .9+ TA=0N2 w+F y+23.z=0
| 8= rectalB, ¥] =+ =3-g=2-y+ 180N - T -yeral

| dibujarFa(r, {solar = rojo, anchiers_lines = 43

Jmm{:ﬂﬂ"lll.m_hﬂ'm
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99. Justifica por qué la recta r y el plano T son perpen-
diculares:

x+1 =y+4 _
2 -1
n=4x-2y+22+7=0

Representa la recta y el plano.

r

Solucién:

| Ejetcicio 9
| A = punto{-1, =4, 0] == punto(-1,-4,0)
I'-HI "'1|-“ b [21'1“‘]
| F=rectafl, v] == xe2 ye@ndfi=d-gey+B-za0
|p=plano{ds - 2y + 22+ T w 0] = 4 k=2.y+2.2+T80
In=[4,-2,2] = [4,-2.2)
La rectay ol plano scn parpeandiculares porque
los wectoras ¥ ¥ 0 #on proporcicnales.
| dibaujar3dir, {calar = roja, anchisrs_linea = 43
| dibujar3ap. (ealor = azul}] == tabberol
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100. Halla el punto Q simétrico del punto P(2, -3, 5)
respecto de la recta:

1_EX—S _y+2 —2-3
5 2
Representa los puntos Py Q y la recta r

Solucidn:

| Ejerticio 100

[P = punto{2, =3, §) = punto(z,=3,5)

I-A = m‘. =3, 3) =+ m{'."=|31
[wm[6 2 1) = [6.21)

[F=roctaf, w) = =2.xeb.ye =001 -8 0+ T ye 26220
[p=ptano(P, ¥] == B-x+2.-y+z=8=0
[M=rnp =+ {{3,-4,2])

| M= puntol { (3, =4.2))] == [3,=4.2)

(@ =2 -M=P = [4-8-1]

| dibujarkd(P, {color = magents, tamafo_punto = &})
| dibujarkd{Q, {color = rojo, tamafio_punto = 8}

| dibujardiM, {color = verds, tamafia_punto = B))

| PQ = segmento(P, O} =+ (2,-3,5)- (4,-5,-1)

| dibujardd{PQ, {color = clan, anchura_linea = 2}

| dibujar3dyr, {color = azul, anchura_inea = 4}

| dibujaridip, {color = rosal)

SOLUCIONARIO
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101. Halla el punto P' simétrico del punto P(3, —4, 4)
respecto del plano:

n=2x-3y+22-9=0
Representa los puntos Py P' y el plano 7

Solucién:

| Ejercicie 101
P = puntodd, -4, 4] = punto(3,-4.4)
p=plano{2n-Jy+ 2z -B=0) = 2.x=3y+2.2-8=0

(n=[2-272] = [2,-32]

| ¢ = ractalP, A} = =3-x2=2-ye 180 =d. g=2-y+ 2l

[M=pfir= {{1,-12]}

|".m{“i'11=l}1 - “l-11=:

@ m2-M=PF = [=130)

| dibujar3clP, [color = magents, tamafo_purts = i)

| dibaujarda Q. {soler = raje, tamanc_punta = B

| dibujar3c{M, {codor = verds, tamano_purto = §])

| PO = segmento(P, Q) =+ (3,~4,4)=[=1,2,0)

| dibujar3diPO, {color = clan, anchuns_linea = 27

| dibujasrdcr, {ealor = azul, anchusa_lines = 43

| dibujardep, {soler = narangal)

TEMA 7. ESPACIO METRICO
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