JWre Espacio vectorial MATEMATICAS II 1

VECTORES EN EL ESPACIO. ESPACIO VECTORIAL V3

1.1. VECTORES FIJOS

Definicion: Un vector fijo es un segmento orientado determinado por dos puntos.

El primero de sus puntos recibe el nombre de origen, y el segundo, extremo. Los vectores fijos se nombran
indicando el origen A y el extremo B de la forma: AB

Si el origen del vector coincide con el extremo, entonces se trata del vector nulo. Se denota 0.

Elementos de un vector:

Todo vector fijo AB esta caracterizado por tener:

* Modulo: es la longitud del segmento de extremos A y B. Se representa por |AB|.
Siempre es positivo, excepto el modulo del vector nulo que es cero.

* Direccion: determinada por la direccion de la recta que contiene al segmento y todas sus paralelas.

» Sentido: para cada direccion hay dos sentidos posibles. El que corresponde al definido por el recorrido
desde A hasta B y el definido por el recorrido desde B hasta A.

1.2. VECTORES LIBRES
Definicion: Se dice que dos vectores fijos no nulos, u y v, son equipolentes siy solo si tienen igual
moédulo, igual direccion e igual sentido. Se denota como u=v .

» Todos los vectores nulos (de modulo 0) son equipolentes entre si.

» Dado un vector fijo, el conjunto de todos los vectores equipolentes con él, se dice que forman un vector
libre (todos tienen el mismo modulo, la misma direccion y el mismo sentido). Cuando un vector libre se
refiere a un punto se convierte en un vector fijo.

B
~t = = _ AB y CD son dos vectores fijos distintos ya
AB =~ - __D  quetienen distinto origen pero son el mismo
vector libre ya que tienen el mismo modulo,
A direccion y sentido.
e @
c

* El conjunto de los vectores libres del espacio se denomina Vs.
* Dos vectores son opuestos si tienen la misma direccion e igual modulo pero distinto sentido.
El vector opuesto al vector u se denota como —u

» Vector unitario: aquel cuyo modulo es 1.

=

Dado un vector u, el vector definido como v = esun vector con la misma direccion y

cl

sentido que u, pero unitario.
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OPERACIONES CON VECTORES. ESPACIO VECTORIAL

2

2.1. ADICION DE VECTORES
Sean u y v dos vectores, la suma U + v es un nuevo vector que se determina de dos formas:
o 1°forma: se sitGia v a continuacién de u de manera que el extremo de u coincida con el origen de v .

El vector suma de ambos sera aquel que tiene su origen en el del primero y su extremo en el del
ultimo.

o 2°forma: se sitGan u y v con origen comun, se completa un paralelogramo. El vector u + v es la
diagonal de dicho paralelogramo cuyo origen es elde uy v.

Propiedades de la suma:

» Conmutativa: u + v = v+u
= Asociativa: (U + v)+w = v+(u+w)
* Elementoneutro: 0 +v= v V veV,

= Elemento opuesto: (-u)+u =20

2.2. RESTA DE VECTORES
Para restar dos vectores U— v se le suma a u el opuesto de v:

Uu—v=u+(-v)

|
|

o La diagonal cuyo origen es el origen comiinde u y v es U+ v

o La diagonal que va del extremo de v al extremo de U es u— v

Lesizn M.



JMWhra  Espacio vectorial MATEMATICAS II 3

2.3. PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO.
El producto de un niimero k por un vector u es otro vector ku :

= Con la misma direccion de u

=  Con el mismo sentido, si k > 0, o sentido contrario si k < 0.

= Sumodulo es igual a k| - |u]

Propiedades del producto:

= Asociativa respecto al producto de escalares: oc-(B-ﬁ) = (a-B)-G vueV,,Vo,peR
* Distributiva del producto respecto a la suma en V: oc'( u +\7) —ou+av Vv eV, VaeR
= Distributiva del producto respecto a la suma en R:(a+B)-U=a-u+B-u Vue V,,Va,peR

* Elemento Neutro: 1u=u , VueV,

2.4. COMBINACION LINEAL DE VECTORES

Un vector v se dice que es combinacion lineal de los vectores {U1,U2,...,Un} si se puede expresar de la

forma:
V=2 U+ Ay Uz ...+ A, Un , siendo A;,0,,.... 0, € R

Las posibles operaciones que pueden realizarse entre los elementos de un conjunto de vectores (u1,u2,...,un)
se reducen a la suma y al producto por un escalar. Ademas, el resultado de combinarlas es siempre un vector.

2.5. ESPACIO VECTORIAL

Definicion: Dado el conjunto de vectores V; y el cuerpo de los n° reales, R, consideramos las siguientes
operaciones:

1) Suma de vectores:

2) Producto de un escalar por un vector:

Con estas dos operaciones se dice que la terna (V3, +, - R) es un espacio vectorial real silas dos operaciones
definidas cumplen las propiedades enunciadas anteriormente.

Otras propiedades

De las propiedades anteriores se deducen las siguientes:
1) a0=0 0eV,vae R
2) 0u=0, VueV
3) Siau=0=>u=0 6 a=0 VYueV,vaeR
4) —(a-a)z(—a)'a:a-(—a), VaeV, VaeR
5) Simplificacion de escalares: o-U=a'v—>u=v ,Va#0

6) Simplificacion de vectores: a'u=pu—>a=p,vu=0
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COMBINACION LINEAL DE VECTORES

3.1. VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES O DEPENDIENTES

Definicion: Se dice que los vectores {G1,Gz,...,ﬁn} son linealmente dependientes cuando alguno de los

vectores es combinacion lineal de los demas. Es decir:

0 = A,Us +A,°Uz +...+ A, Un, con algiin A, # 0

* En caso contrario, se dice que {G1,Gz,...,ﬁn} son linealmente independientes. Es decir:

0 = Ay Ui+ A, Uz o4 A,Un > A=Ay =...= A, =0

n

3.2. BASES

Definicién: Un sistema B = {G1,Gz,...,ﬁn} de un espacio vectorial V es una base si los vectores de B:

1) Son linealmente independientes
2) Cualquier vector de V, v, se puede expresar como combinacién lineal de estos vectores:
V= k1-ﬁ1 +X2-Gz +...+kn-an
e Los niimeros reales (A,,A,,...,A,)son las componentes o coordenadas del vector v respecto de la base B.

e Una base B = {G1,Gz,...,ﬁn} decimos que es una base ortogonal cuando {U1,U2,...,Un} son perpendiculares

entre si.

e Dada una base B = {U1,U2,...,Un} decimos que es una base ortonormal cuando {U1,U2,...,Un}50n

perpendiculares entre si y unitarios.

e Base canodnica de V;: {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

Ejemplo

Trabajando en el espacio Va:
o Dos vectores alineados, uy v, son proporcionales - u=oa-v — uyv son l.d.

o Dos vectores no alineados, uy v, son Li, por tanto, forman base.

/

Trabajando en el espacio V3!
o Tres vectores coplanarios, u, vy w, es decir, contenidos en el mismo plano, son I.d.
o Tres vectores no coplanarios son l.i., por tanto, forman base. Por ello, cada vector del espacio

tiene tres componentes.
X
- v
v =
u
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n COORDENADAS DE UN VECTOR RESPECTO DE UNA BASE

4.1. SISTEMA DE REFERENCIA

Un sistema de referencia en el espacio estd formado por un punto fijo O y una base B={u,v, w }.
Se escribe R = {0, {u ,v, w }}.

= Al punto O se le llama origen del sistema de referencia.

= A las semirrectas OX, OY y OZ que contienen a los vectores {u,v, w } con origen en O, se les llama
¢jes del sistema de referencia.

El sistema de referencia canonico en el espacio es el formado por: *

o Elorigen de coordenadas: O(0, 0, 0)

o La base ortonormal B = {T, ], k } .

Se representa por R = {O , {T, i,k }}

El sistema de referencia nos permite asociar a cada punto del espacio
P un vector OP, llamado vector de posicion del punto. y

IMPORTANTE: Suma de un punto con un vector
o No se puede sumar un vector u aun punto P, es decir, es incorrecto escribir P + u

o Para sumar un vector ua un punto P, se recurre al vector de posicién de dicho punto, OP: OP + u

4.2. COORDENADAS DE UN VECTOR DETERMINADO POR DOS PUNTOS
Sean los puntos A = (a;, az, a3) y B = (by,ba, b3).
Sus vectores de posicion son OA = (ay, a,, a3) y OB = (b},b,, bs)

o Coordenadas de AB=0B-0OA = (by—a;, by—a, by—aj)

o Modulo de AB = [AB| =/ (b, ~a,)’ +(b, ~a, )" +(b; -a; )

4.3. OPERACIONES CON VECTORES USANDO COMPONENTES
e Suma/resta de vectores: Si U(X,X,,X3) ¥ V(Y;,Y,,Y3):
UV = (X X0, X3 ) £ (Y1, Vos V3 ) = (X £ Y X, £ Y5, X5 1 Y5)
e Producto de un numero real por un vector V= (v,,V,,V;):
AV =A(V,,V,,V3) = (AV,,AV,,AV,)

AV representa una dilatacion (si [A| > 1) o una contraccion (si [A| < 1) del vector V.
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4.4. VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES O DEPENDIENTES

En la practica, para determinar la dependencia o independencia de un conjunto de n vectores se puede
emplear el siguiente resultado:

o El rango de la matriz cuyas filas son los vectores {U1,U2,...,Un} nos determina el nimero de vectores L.i.

Tres vectores u=(X,Y,2,),V =(X5Y,2,), W =(X5Y52,) del espacio V3 son li. si se verifica una de las
siguientes condiciones:
~ ~ . - X1 y'] Z1
DSi acu+Bv+rw=0 >a=p=1=0 2)rango|x, Yy, Z,|=3

X3 Y3 Z3

o Tres vectores linealmente independientes constituyen una base del espacio V,, por tanto, cualquier vector
del espacio se puede expresar como combinacion lineal de ellos:

SiB={G,\7,W}basede V, > VxeV,, x=au+b-v+c-w

Las coordenadas del vector respecto de la base B son: x = (a,b,c)

Ejemplo

1. Dado el sistema S = {(1,-2,1), (1,-1,0), (-1,-1,2)} :

a) Demostrar que los vectores son linealmente dependientes.
b) Expresar uno de los vectores en funcion de los otros dos.

1@ forma: Hay que demostrar que si se verifica la igualdad: (0,0,0) = a(1,-2,1)+ (1,—1,0) + A(-1,-1,2)

algun coeficiente es distinto de cero.

O=a+B-2 B=A-0

B=A-a=31 .
0=-20-B-A > {0=—0a-21 > _ o —-Si A=15a0a=-2p=3.
0=a+2) 0=a+2) A

Por tanto, los tres vectores son I.d.: (-1,-1,2) = 2(1,-2,1)-3(1,-1,0)

24 forma: Estudiar el rango de la siguiente matriz:

1 -2 1 1 -2 1 12 1
A=[1 10| >|1 -10|—E22F,/0 1 1| >rgA=2yaqueF3=-3-F2
112 112 0-3 3

También podemos deducir la combinacién lineal:

F3=-3-F2—>F3+F1=-3(F2-F1) >F3=-3F2+2F1 — (-1,-1,2)=-3-(1,-1,00+ 2 (1,-2,1)
2. Se sabe que u, v y w son linealmente dependientes. ;Podemos asegurar que cualquier vector es

combinacioén lineal de los otros dos? Justifica tu respuesta.

No, sélo podemos asegurar que uno es dependiente con los demas. Por ejemplo:
u(1,0,0), v(1,2,3)y w(2,4,6).

Son vectores linealmente dependientes ya que w = 2v . Sin embargo, el vector u no se puede expresar
como combinacion lineal de los otros dos.

Lesizn M.
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Ejemplo

1. Dados los vectores a (1,2, 3), b(1,2,1), ¢ (1,0, 3) y d(-1,2,1):

a) ¢Forman una base de V, ?
b) Expresar, si es posible, el vector b como combinacién lineal de los otros tres.

a) Los vectores no pueden formar una base porque el n° de vectores en cualquier base de V, es tres.

Para expresar b como combinacién lineal de a, ¢ y d, se debe verificar:
b=x-a+y-c+x-d—(121)=x(1,2,3)+y(1,0,3) + z(-1,2,1)

Matricialmente, debe verificarse:

123 11 -1\(x 1
121)=xv,2)|1 03| |20 2||y|=|2 Aplicando el método de Gauss:
-121 33 1)lz 1
1 1 1_3
11 -1 1 11 -1 1 X+y-z=1 Xx=l=5+1=3
20 2 2|—22E510 2 4 0] > {-y+2z=0 —{y=-1
33 1 1 0 0 4 -2 2z =-1 z——l
2
Portanto,5=§é—6—la
2 2

2. Dados los vectores a (1,1, 3), b(2,2,-1), ¢ (0, 1, 0):
a) ¢Forman una base de V,?
b) Expresar, si es posible, el vector d (4, -7, 2) como combinacién linealde a, b y c.

a) Para que a, by c constituyan una base hay que demostrar que son L.i.,

-1(-1-6)=7%0—->rg A=3 — Forman una base de V,.

11 3 1 3
SeaA=|2 2 -1 —>|A|=-1-‘2 ‘
010

b) d es combinacién lineal de a, by ¢ sii d=x-a +y-b+z- c,siendox,y,zn°reales

4,-7,-2)=x-(11,3)+y-(2,2-1)+ z- (0,1, 0)

4=x+2y 12 0\(x) (4
—7=x+2y+z; > |1 2 1||y|=|-7| Aplicando el método de Gauss

2-3x-y 3 -10)\z -2

1.2 0|4 1.2 0| 4 X+2y =4 X=4-2y >x=0

1.2 1-7| >0 0 1]-11| > z=-11\5lz=-11 —»d=0a+2b-11c
3 -1 0]-2 0 -7 0|-14 —Ty=-14 y=2
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PRODUCTO ESCALAR

Definicion: Se llama producto escalar de dos vectores U = (uy, U, U3) y V = (V1,V2, V3), ¥ se escribe U - Vv,
al nimero que resulta al multiplicar sus moédulos por el coseno del angulo que forman:

u-v =ldl - Vl-cos(u,v)

5.1. PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR

Si u=006 v =0,entonces u - v =0. Elreciproco no es cierto.

Il
o

Ejemplo: u =(1,0,0) y v =(0,1,00= a(u,v)=90°=cosa=0=u - v

4) Propiedad conmutativa: u - v = v - u
5) Propiedad asociativa: k(u - v)=(ku)- v =u - (kv)
6) Propiedad distributiva del producto respecto de la suma: u - (v +W)=u -V +U - W

7) Criterio de perpendicularidad: La condicion necesaria y suficiente para que el producto escalar de dos
vectores no nulos sea igual a 0 es que los dos vectores sean perpendiculares:

Siu#£0y v#0,u-v=0siysélosiul v
o Siu-v>0=cos (G,V)>0=0<a(i,v)<90°
o Siu-v<0=cos (0,V)<0==90"<a(l,v)<I180°
5.2. EXPRESION ANALITICA

Sean u =(u, Uy, U3) y v = (V1,V2, V3) = UV SUq"Vqg+ U Vot Us V3

5.3. APLICACIONES

5.3.1. Médulo de un vector
N 2 —— .— N 2 —_— - - . 0 p— 2 2 2
ul =u-u — |u| =u;u, +u, U+ ugtu, = [u|=4/u” U, U,

5.3.2. Angulo de dos vectores

Sean U = (uy, Uy, Us) ¥ V = (V1,2 v3) — UV = ] - V]-cos (U,v) > cos(u,v) = |_L|"\|/_|= Ui Vs +|E|2\|’f|+ Us Vs
ul -|v ul - v

5.3.3. Interpretacion geométrica

El producto escalar de dos vectores es igual al modulo de uno de ellos por
la proyeccion del otro sobre €l.

[
<!

u

Vector de proyeccion v sobre u: |2

|

Si proyectamos el vector v sobre U, obtenemos el médulo del vector PQ’:

c0s(5.7) = PO, (B < il-cos(@,5) =53 = 6l 7 - cos(d,5) = - P - [al-proy, (3)

v —

Lesizn M.
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Ejemplos

1. Dado los vectores u=(1,1,0) y v =(0,-1,1), determinar:

a) El producto escalar u - v

b) El angulo que forman.

a)u-v=1-0+1-(-1)+0-1= —1
b) cos(a,\—/)=|a—'\7 - cos(a,\—/)— uv

_uv _ al 1 (Gv)=120
-Vl Ve Jrer V242 2

2. Dados los vectores a (1,2, 3), b (1,2,1), hallar
a) El modulo de cada vector.

b) El angulo que forman.

c) La proyeccion de a sobre b.

a) [a| =V +2°+3* = 14 B|=vP+2°+ 1 = [6

ab 11+2:2+31 8 4
b) cos(a)=——— —> cos(a) = = = - a=29°12'21"
@) lal - [bl Aa6 2421 21
c) La proyeccién de a sobre b se calcula teniendo en cuenta la definicién del producto escalar:
. - = - - _ - .\ ab 8
a-b=|a| '|b|'cosoc - a-b=|b|~proy a sobre b) — proy( a sobre b =a_—=—u
( ) ( ) bl 6

3. Sean los vectores u= (1,1, 0)y v = (0, x, -1). Halla el valor de x, para que el angulo formado por uy v
sea 60°.

7 - N H A 1
Para que el angulo que forman uy v sea 60°, imponemos que el coseno del angulo que forman sea — .

u-v X 1 2 2 2 .
cos(a) = ——== =— 5> J2x%+1=2x 5203+ 1)=4x> 5> 2x*-2=0->x=106x=-1
ol -l V21 2
Parax =1 — cos(o) =———— =+ Parax = -1 - coso=——1— = (no valido)
V242 2 V242 2

4. Escribe un vector de médulo 1 que sea ortogonal al vector de coordenadas u = (1, 2, 1).
Sea v = (X, Y, z) el vector a determinar.
El vector v Lu, por tanto se verifica, v-u=0, es decir, x + 2y + z=0.

Un vector que cumple esta condicion es v = (-1, 1, -1).

Para obtener un vector de médulo 1 dividimos el vector v por su moédulo: M —J P (12 =3

Por tanto un vector unitario que cumple esta condicion es:

| <

us=

(s

<!

Lesizn M.
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Il PRODUCTO VECTORIAL

Definicién: Se llama producto vectorial de dos vectores U y v, que se designa U X v 0 UAV, a otro vector
que tiene:

o Moddulo: |GX\7|=|G|-|\7|-36n(C|,V)
o Direccion: perpendiculara u y v.

o Sentido: avance de un sacacorchos cuando va de u a v por el
camino mas corto.

6.1. PROPIEDADES
1) uxv=—(vxu)
2) Asociativa del producto por escalares: (k-u)x v =k:(v x u)
3) Distributiva respecto de la suma u x( v+ W) = (G X \7)+ (ﬁ X W)
4) Los vectores U y v son linealmente dependientes si ux v=0.

Las demostraciones son faciles teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes.

6.2. EXPRESION ANALITICA

Sean U = (uy, Uy, U3) y V = (V,V2, V3)

LDk u, u u, u u, u
uxv=lu, U, ugl=| 2 Cli=| " Plg+| T Pk
v, Vil (v, v, v, V,

V1V2V3

6.3. INTERPRETACION GEOMETRICA

El médulo del producto vectorial de dos vectores U y v es igual al area del paralelogramo que determinan.
B D

Sea el paralelogramo, proyectamos el punto B sobre el lado AC.

Teniendo en cuenta el triangulo ABB’, se verifica:
sen(ﬁ,\"/)=% — [BB1=ldl-sen(a,v)
u

Multiplicando por |\7| : |\—/||ﬁ| = |\7|-|C||-sen(ﬁ,\7) = |\7 XU | = Area

Consecuencia: Area de un triangulo

El area del triangulo ABC viene dada por la formula: S = %|A—B X A—C|

Lesizn M.
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MATEMATICAS II
Ejemplos

1. Dados los vectores u (1,0,1) y v (2,-1,-2), determinar un vector w que sea ortogonala u y v v,
ademas, sea unitario.

a) Un vector ortogonala u y v es UX v:

[
uxv={1 0 1|=i-k — w=(1,0,-1)
2 1 -2

b) |W|=1/1+ =\/§
Y . w 1 1
Para que sea unitario consideramos el vector ﬁ =|—,0—
w
2. a) Halla el area del paralelogramo determinado por u (3, -1, 1) ya v (1, - 2, 0).

b) ¢ Es cierto que (ux v)x w =u x( v x w)? Pon un ejemplo.

a) El area del paralelogramo determinado por u y v viene dado por el médulode u x v:
i k
uxv=|3 -1 1|=2i+]-5k > \ax \7‘=\/22+1+52 =30 — Area= 30
1 0

b) Es falso. Por ejemplo: u (1, 0, 0),v (0, 1, 0)y w (0, 1, 1)
(Uxv)xw=(0,0,1)x(0,1,1)=(-1, 0, 0)

ux(vxw)=(1,0,0)x(1,0,0)= (0, 0, 0)

3. a) Demuestra que, si u y v son dos vectores cualesquiera, se tiene que:
(U-v)x(u+v)=2(uxv)
b) Halla un vector perpendicular a u 2,-1,1)ya v(3,0,-1).

a) (u-v)x(u+v)=2(uxv)
Empleando la propiedad distributiva respecto de la suma u x( v +w)=(ux v)+(tux w):

(G—\7)x(ﬁ+\7)=(G—\7)x6+(ﬁ—\7)x9:ﬁxﬁ—\7xﬁ+ﬁx\7—\7X\7:2(GX\7)

b) Un vector perpendiculara u y v es U X V:

uxv=(,-1,1x(3,0-1)=(1,5,-3)

11
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PRODUCTO MIXTO

Definicién: Dado los vectores U, v y w del espacio, se define el producto mixto de los tres vectores como:
(6.9, w]=0-(vxw)
7.1. EXPRESION ANALITICA

Sean U = (uy, Uy, U3), V = (Vi,V, V3) ¥ W = (W,W2, W3)
u, Uu, u,
[ﬂ,V,W]zdet(G,\?,W)z V, V, Vg
w, W, w,

Consecuencia: Condicion de coplanarios: U, v y w son coplanarios <> [u,v,w |=0
7.2. PROPIEDADES
1) El producto mixto de tres vectores no se altera si se permutan circularmente los factores:
[6,9,w]=[%.w,0] =[%.0,v
2) El producto mixto cambia de signo si los factores se trasponen de la expresion anterior:
[6,9,w]=-[0,w,v]=-[¥,5,w]=-[%,%,0
3) El producto mixto cumple la siguiente relacion respecto al producto por un escalar:
[a-G,V, W]=[G,a-\7, w [u v,a- W:| a [ﬁ v, W
4) El producto mixto es distributivo respecto de la suma de vectores:
[6+T,0,w ] =[0,9,w]+[&9,w
5) El producto mixto es cero si, y solo si, los tres vectores son linealmente dependientes:

[uv.w]=06{uv.wid

7.3. INTERPRETACION GEOMETRICA

El valor absoluto del producto mixto de tres vectores representa el volumen del paralelepipedo que
determinan.

Sea el paralelepipedo definido por los vectores AB;AC AD i

Volumen = ‘[AB,AC, AD]‘ Vow
-

Area base = |A—DXA—C| Altura=h = |AB|-cosa

Volumen = Area base x altura

Volumen = |A—DXA—C| |A—B|-003a = ‘[TBTCTDJ‘

Consecuencia: Volumen de un tetraedro

El volumen de un tetraedro es igual a la sexta parte del valor absoluto del producto mixto de tres vectores

cualesquiera que lo definan: V = % : ‘[A—B,A—C,ﬁ]‘
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Ejemplos

1. Dados los vectores U (2, -3, 1), v(-3, 1,2)y w (1, 2, 3), calcula:

a)uxv b) ux (Vv+w) c) [ﬂ,\—/,W] d) [\—/,G,W]

i ]k ik
ayuxv=l2 -3 1|=—71-7j-7k byux(viw)=| 2 -3 1|=-181-12]
3 1 2 -2 3 5

2 -3 1
c) [uv,w]= |3 1 2[=-7+14-21--14 d) [v.uw]=-[u,v,w]|=14
1 2 3

2. Prueba que los vectores u (1, 1, 1), v(3,1,-1) y w (-4,2,8) son linealmente dependientes.
Para que sean linealmente dependientes se tiene que verificar [G,\?,W] =0

1
-1/=10-20+10=0
8

N —_

1
3
-4
3. Hallar un vector a que sea ortogonal al vector u (3,-2,5) y que sea coplanario con los vectores v (1,-1,3)
y w(-2,2,1)
Sea a(x,y,z)
a)Sialu—>au=0 »>3x-2y+ 52=0
b) Si a es coplanario con vy w —{a,v, w}sonL.D -[a,v,w]=0 -
X Yy z

1 -13|=0->-7x-7y=0—->x+y=0
-2 2 1

3x-2y+5z=0

— Sus soluciones son (A,—A,~\)
x+y=0

Resolviendo el sistema: {

4. a) Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores u (2,-1,1), v (3,0,-2) y w (2,-3,0).

b) Hallar el valor de los siguientes productos mixtos: [ZG,V,W] [G,\?,G+\7]

a) Elvolumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores es igual al valor absoluto de su
producto mixto:

2 -1 1
[4,v,w]= {3 0 -2|=-9+4-12=-17 - Volumen = 17 u’
230
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1. Dependencia lineal de vectores

1.1. Determina si son L.i. 0 no los vectores de los siguientes conjuntos:
a)a(1,2,3),b(3,0,1)yc (22 2) b) a(4,7,-4), b(-1,2,1)y c (-2, -1, 2)

1.2. Dados los vectores u (-5, 8, -3), v (-1, 2,1), w (1, -1, 3):
a) Expresa u como combinacion lineal de v (-1, 2,1), w (1, -1, 3):

b) Dado el vector x ( 5, -6, m), determina m para que x sea combinacion lineal de u y de v.
Solucion: m =1

1.3. Se consideran los vectores a (3, 1,0), b (1, 4,0)y ¢ (0, 5, 3)
a) Razonar que forman una base de V3.
b) Hallar las coordenadas de d (7, 0, 3) en la base anterior.

Solucién: d=3a-2b+c

1.4. a) Hallar el valor de k para que u (1, 2, -1), v(0, 1,2), w (-1, k, 3) sean linealmente dependientes

b) Obtener, en ese caso, una relacion de dependencia entre los tres vectores.

1.5. Las coordenadas de dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1,0,0) y B(0,1,0). Las
coordenadas del centro M son M(0,0,1). Hallar las coordenadas de los vértices C y D. Dibujar la situacion.

Solucion: C = (-1, 0, 2), D =(0,-1, 2)

2. Producto escalar
2.1. Dados los vectores u = (0 -1,1), v=(-1,-2,0)y w = (-4, 1, 1), efectta las operaciones:

a) u-(w—v) w ( 20+ ) c) 3W~(—2&+\7) d) (26+\7)-(—W)
Solucién: a) -3, b) 0, ¢)12,d)0

2.2. Calcular el producto escalar u - v, sabiendo que u = (-1, 1, 0), M = 2 y el angulo que forman a = 30°.

Solucién: u-v =./6

23.Siuv=2uw= -1y VoW =
a)u- (W \7) W (

Solucién: a) -3, b) 0, c) 12,d) 0

2, calcula estas operaciones:
2u+ —) c) 3w -(—2u+\—/) d) (2G+\7) -(—W)

2.4. Hallar el angulo que forman estos vectores:
a)u=(23,0),v=(0,1,-1) b)u=(31,2),v=(0,-1,-1)
Solucién: a) 53, 96° b) 124,54°

2.5. a) Dados los vectores u = (3, 1,2), v = (-2, 3,-1) y w = (7, -2, 1) realiza las operaciones posibles y
explica por qué no se puede hacer el resto.

a.l) u-v+w a.2) a-(\7+W) a.3)(a-\7)-v—v

b) Demuestra que se verifica la propiedad: u -(\7+W)= U-v+u-w

2.6. ;Qué valores debe tomar t para que los vectores u = (3, t,5)y v = (2, -7, t) sean perpendiculares? ;Y
para que sean paralelos?
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2.7. Calcula los vectores perpendiculares a éstos:
a)u=(1,0,0) b) v =(1,1,0) c)w=(1,1,1)

2.8. a) Calcula dos vectores unitarios paralelos al vector u = (3, -5, 2).

b) Escribe un vector de médulo 1 que sea ortogonal al vector u = (1, 2, 1)

2.9. Sabiendo que‘ﬂ‘ =3, M = 5y que ambos vectores son perpendiculares, calcular el producto escalar:
(3u+2v)-(2u-v)

2.10. ;Cuanto debe valer m para que los puntos A(5, m, 7), B(3, -1, 4) y C(6, 5, 4) formen un triangulo
rectangulo con el angulo recto en B?

2.11. Demuestra que las diagonales de un paralelogramo solo son iguales cuando sus lados son
perpendiculares. Utiliza el resultado que afirma que si los lados de un paralelogramo son u y v , entonces

las diagonales son u+ v y u—v

3. Producto vectorial

3.1. Sabiendo que u= (-1, 1, 0), v =(-1,0,1) y el angulo que forman es « =60°
a) Calcular uxv
b) Halla el area del paralelogramo que forman.

Solucién: a) (1,1,1), b) /3

3.2.Siu=(-1,4,2), v=(-3,1,6)y w= (3, 3, -1), calcula:
a) uxv b)ﬂx(Q—ZW) C) 2u+VXxw
Solucién: a) (22,0,11) , b) (42, -10, 41) , c) (-21, 23,-8)
3.3.Siu=(0,-1,0), v=(-1,-2,0)y w = (-4, 1, 1), calcula:
a) GX(W—V) b) —GX(ZWH?) c) 3ﬂx(—2W+\7) d) (2W+\7)x(—ﬂ)

Solucion: a) (-1,0,-3), b) (2,0,9), c) (6,0,21), d) (-2,0,-9)

3.4.Siu=(2,-1,1) y v=(1,-2,-1), se pide:
a) Angulo que forman (Sol: 60°)
b) Un vector perpendicular a ambos.
c) Hallar el valor de m para que el vector w = (2, m, -4) sea perpendicular a v .

3.5.Dados u=(-1,2,1) y v=(1,1,0):
a) Hallar ay b paraque u y v sean perpendiculares a w = (a, 2, b) (sol: a=-2, b=6)
b) Hallar el angulo que forman u y v (sol: 73°13'17°)
c) Hallar un vector perpendicular a u y x = (-1, 1, 0) y unitario. (sol: -\3/3,-V3/3V3/3)

3.6. Empleando las propiedades de los determinantes, demuestra:

a) uxu=0 b)l—JX(\—/XW)zl—JX\—/Jr[IXW C)ﬂ~(GX\7):O
3.7. Calcula, usando el producto vectorial, el angulo que forman los vectores u= (4,-1,3) y v = (3,0,2).

3.8. Encuentra dos vectores que tengan médulo 5 y que sean perpendiculares a los vectores:

G=(2,0,-1)y v=(1,1,0)
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3.9. Encuentra el vector normal al plano que pasa por:
a)A(1,1,1) B(3,1,0) C(-1,0, 1) b) A(0, 0, 0) B(2, 2,2) C(0, 1, -2)
Solucién: a) (-1,2,-1), b) (-6,4,2)

3.10. Consideramos un paralelogramo de vértices consecutivos A(1,1,0), B(-1,-1,-1), C(2,2,0), hallar:
a) Coordenadas de D para que ABCD sea un paralelogramo. (Solucién: D(4,4,1))

b) Area de este paralelogramo. (Solucion: Sasco=2 uz)

3.11. Halla el area encerrada en los tridngulos cuyos vértices son:

a) A(0, 0, 0) B(-1, 2, 1) C (-1, -1, -1) b) A(3, 0, 0) B(0, 2, 0) C (0, 0, 1)
NIV

Solucién: a) —, b) —
2 2
3.12. Considerar el triangulo de vértices A(1,0,2), B(2,2,2) y C(3,-1,2)

a) Hallar su area.
b) Hallar el angulo correspondiente al vértice A

Solucion: a) 5/2 u?, b) 90°

4. Producto mixto

4.1. Calcula el producto mixto [G , V,W} , siendo los vectores:

a) u=(0,1,0), v=(1,1,1)y w = (0,0,-1) b) u=(3,8,0), v=(0,-1,3)y w = (-5,4,0)
c) u=(0,4,2), v=(-271)y w= (5-2,1) d) u=(0,4,2), v=(5-21)y w=(-2,7,1)
e) u=(9,4,1), v=(-15-11)y w = (12,6,0) f)u=(1,32), v=(2-20)y w=(3,1,2)

4.2. Demuestra, utilizando las propiedades de los determinantes, que parak, u,v y w se verifica que:
[kﬁ,\—/,ﬂ=[G,k\7,W]=k[G,\7,ﬂ
4.3. a) Dado el vector u= (3,-5,2), comprueba [G VL, 2Uu —\7} =0 para cualquier vector v .

b) Razona por qué [G,\?,aﬁﬂaﬂzo o, BeRr.

4.4. Explica por qué para cualesquiera u,v y w: [G+2\7—W , —36+5\7,—ZG+7\7—W}:0

4.5. Calcula el volumen del paralelepipedo definido por los vectores:

a)u=(-2,0,0), v=(3,2,1)y w=(-2,0,4) b) u=(-1,-1,-1), v=(1,1,1) y w=(0,0,2)
4.6. Calcula el volumen del tetraedro cuyos vértices son A = (0,0,0), B = (0,0,1), C(0,2,0) y D = (3,0,0)
4.7. Dados los puntos A = (1,-2,0), B=(-2,4,4,) y C = (3,-1,-1), se pide:

a) Hallar un vector ortogonal a ABy AC (sol: (2,-1,3))
b

)
)
c) Hallar el area del triangulo determinado por los tres puntos.
d) Hallar el volumen del tetraedro de vértices los tres punts y el origen.

Hallar el angulo que forman los vectores ABy AC (sol: 102°4°7"")

4.8. Dados los vectores u= (a,2,3), v=(3,2,a)y w = (a,-2,1), se pide:
a) Hallar a para que w sea ortogonala u y v. (sol: a=1)

b) Hallar a para que u ,v y w sean coplanarios (sol: a=-2,a=23)
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