
A. Hallar el ángulo que determinan
dos vectores y el ángulo entre
dos rectas.

B. Hallar el ángulo que determinan
dos planos secantes y el ángulo
entre recta y plano.

4. El plano π: 3x − 2y + 6z − 12 = 0 determina con los tres planos de
coordenadas un tetraedro de vértices O, A, B y C. De los seis ángu-
los diedros del tetraedro, tres son rectos. Calcula la medida de los otros
tres ángulos diedros.

5. La recta corta a los planos π: x + y + z = 0 y

σ: 3y − 4z = 7.
a) Justifica que los corta hallando el ángulo que forma con cada uno.
b) ¿Cuál es la medida del ángulo diedro que forman los planos?
c) Calcula el ángulo que forma la recta r con la recta s = π ∩ σ.

r
x y z

:
−

=
+

=
−

2
1

5
2

14

C. Efectuar proyecciones de puntos
sobre rectas y planos.

6. Se consideran el punto P (1, 0, 7), la recta r : y el plano 

π: 2x + y + z = 3. Halla las coordenadas de los puntos P1 y P2 que
se obtienen al proyectar ortogonalmente el punto P sobre la recta y el
plano, respectivamente.

7. Determina la longitud del segmento A ′B ′ que se obtiene al proyectar
ortogonalmente el segmento de extremos A (3, 1, −4) y B (0, −1, 1)
sobre el plano π: x + 2y − 2z + 4 = 0.

x
y
z

=
=
= −

⎧
⎨
⎪⎪⎪

⎩
⎪⎪⎪

2

1
λ

λ

D. Calcular la recta proyección
de una recta dada sobre un plano
determinado.

8. Dada la recta r : (1 + t, −2 + 3t, 3) y el plano π: 3x − y + 2z = 4, halla:
a) La posición relativa de la recta y el plano.
b) La distancia de la recta al plano.
c) La ecuación de la recta r ′, proyección ortogonal de r sobre el plano π.

E. Hallar la distancia entre 
dos puntos, entre punto y recta,
punto y plano, rectas y planos
paralelos, y rectas que se cruzan.

9. Se considera la recta r : y el punto P(1, 0, −1). Halla:

a) El punto de la recta r más cercano a P.
b) La distancia del punto P a la recta r.
c) La recta que corta perpendicularmente a r y pasa por P.

10. Halla la distancia entre las rectas r : y s : 

11. Justifica que la recta r : y el plano π: x + 2y + z + 5 = 0 

son paralelos y halla la distancia entre ambos.

x t
y
z t

=− +
=
= +

⎧
⎨
⎪⎪⎪

⎩
⎪⎪⎪

3
2
2

x y
y z
+ =
+ =

⎧
⎨
⎪⎪
⎩⎪⎪

5
6

x y
y z
− =
+ = −

⎧
⎨
⎪⎪
⎩⎪⎪

2 1
3 2

x y
x z
− + =
+ − =

⎧
⎨
⎪⎪
⎩⎪⎪

2 5 0
1 0

F. Calcular el área de un triángulo
y el volumen de un tetraedro
cuando se conocen las
coordenadas de sus vértices.

12. Los puntos A (1, 3, −1) y B(3, 7, −3) son vértices de un triángulo de

área , y el tercer vértice C pertenece a la recta de ecua-

ción r : x = y = z. Determina las coordenadas del vértice C.
13. Los puntos A (1, 1, 1), B(1, 1, −1), C(1, −1, 1) y D(−1, 1, 1) son los

vértices de un tetraedro.
a) Comprueba que no son coplanarios.
b) Halla el volumen del tetraedro.
c) Calcula el área de cada una de sus caras.

S =
12
7

1. Halla el valor del parámetro k para que los vectores = (2, −2, −1) y
= (1, k, 2k + 1): a) Tengan la misma dirección b) Sean ortogonales

c) Formen un ángulo de 120°
2. Calcula los tres ángulos del triángulo de vértices A(2, 0, 1), B(4, −2, 2)

y C(5, 4, 1).
3. Determina el ángulo que definen las rectas r : y

s : .

x y
x z
− + =
+ − =

⎧
⎨
⎪⎪
⎩⎪⎪

2 5 0
1 0

x t
y
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⎧
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⎩
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6. Punto de r : A (2, λ, 1 − λ), = (−1, −λ, 6 + λ).
Vector director de r : = (0, 1, −1) y como ⋅ =
= 0 ⇒ −2λ − 6 = 0 ⇒ λ = −3 ⇒ P1(2, −3, 4).
Se toma la recta s (P, ) ⊥ π y su intersección da la
proyección: {x = 1 + 2μ, y = μ, z = 7 + μ} ∩ π.
Al resolver se obtiene μ = −1 ⇒ P2(−1, −1, 6).

7. Proyección de A:

⇒ ⇒

B ′ es B, ya que B ∈ π; | | = u

8. a) = (1, 3, 0), = (3, −1, 2). Como ⋅ = 0, la rec-
ta es paralela al plano.

b) d(r, π)=d(A, π)= u

c) Se halla σ ⊥ π con r ⊂ σ:
σ: 3x − y − 5z + 10 = 0

r ′ = π ∩ σ: 

9. a) Punto genérico de r : P ′(1 + 2λ, λ, −2 − 3λ), luego

⊥ ⇒ ⋅ = 0 ⇒ ⇒

⇒

b) d(P, r) = | | = u

c) Se toma = −14 = (6, 3, 5) y se obtiene 
s (P, ) = (1 + 6μ, 3μ, −1 + 5μ).

10. d(r, s) = u

11. = (−1, 1, −1), A(5, 0, 6), = (1, 2, 1). Como ⋅ = 0,

son paralelos. d (r, π) = d(a, π) = u

12. C(λ, λ, λ), = (2, 4, −2), = (λ−1, λ−3, λ+1), 

| × | ⇒ ⇒

⇒

13. a) π(A; , ): = 0 ⇒ x − 1 = 0

Como D ∉ π, no son coplanarios.

b) V= | , , |⇒ u3

c) | × | = u2

Igualmente, SABD = SACD = 2, SBCD = u2. 2 3

0 0 1
0 2 1
2 0 1
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Soluciones

1. a) ⇒ k = −1

b) ⋅ = 0 ⇒ (2, −2, −1) ⋅ (1, k, 2k + 1) = 0 ⇒

⇒ 2 − 2k − 2k − 1 = 0 ⇒ k =

c) ⋅ = | || |cos120° = 19k2 − 68k − 14 = 0 ⇒

⇒

Para , el ángulo es de 60°.

Para ≈ 3,77, se obtiene 120°.

2. = (2, −2, 1), = (3, 4, 0), = (1, 6, −1)

cos 
∧

A = ⇒
∧

A ≈ 97° 40′

cos B
∧

= ⇒ pB
∧

≈ 53° 30′

∧

C ≈ 28° 50′

3. Los vectores directores son = (−2, −1, 2) y = (1, 0, 1);

cos α = = 0 ⇒ α = 90°

4. Los vectores normales de los planos XY, XZ e YZ son,
respectivamente, = (0, 0, 1) y = (0, 1, 0) y = (1, 0, 0),
el del plano π, = (3, −2, 6).

cos α = ⇒ α ≈ 31° 0′ 10″

cos β = ⇒ β ≈ 73° 23′ 54″

cos γ = ⇒ γ ≈ 64° 37′ 23″

5. a) Los vectores normales de los planos son = (1, 1, 1)
y = (0, 3, −4). El vector director de la recta es

= (−2, 5, 14). Los ángulos son:

sen α = ⇒ α ≈ 40° 52′ ≠ 0°

sen β = ⇒ β ≈ 33° 8′ ≠ 0°

No es paralela a los planos, luego los corta.

b) cos φ = ⇒ φ ≈ 83° 22′ 9″

c) Vector director de s : × = = (−7, 4, 3).

cos δ = ⇒ δ ≈ 53° 54′ 53″
� �

� �
u s

u s

⋅
=

76

15 74

�
s

�
v

�
w

� �

� �
w v

w v

⋅
=

1

5 3

� �

� �
v u

v u

⋅
=

41
75

� �

� �
w u

w u

⋅
=

17

15 3

�
u

�
v

�
w

�
w

�
i

�
j

�
k

� �

� �
w i

w i

⋅
=

⋅
=

3
7 1

3
7

� �

� �
w j

w j

⋅
=

−
⋅

=
2

7 1
2
7

� �

� �
w k

w k

⋅
=

⋅
=

6
7 1

6
7

� �

� �
u v

u v

⋅
=

0

3 2

�
v

�
u

BA BC

BA BC

� �� � ���

� �� � ���
⋅

=
11

3 38

AB AC

AB AC

� ��� � ���

� ��� � ���
⋅

=
−
⋅

= −
6 8
3 5

2
15

BC
� ���

AC
� ���

AB
� ���

k2

68 5688
38

=
+

k1

68 5688
38

=
−

k =
±68 5688

38

�
v

�
u

�
v

�
u

1
4

�
v

�
u

1
2 2

2 1
1

=
−

=
+

−
k k

121167_EVALUACION_P18-19  23/4/09  12:46  Página 19


	53107
	53108

