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BLOQUE DE GEOMETRIA

TEMA 4: ESPACIOS VECTORIALES.

Operaciones Binarias:

Observamos las siguientes operaciones:

. |5+ 3i)+ 12—i ) =7+2i La suma de dos nimeros complejos es un numero complejo.

. é _01 + ( _31 } :( T (1)) . La suma de dos matrices cuadradas de orden 2 es una
matriz cuadrada de orden 2.
, 4y
. 12,3]+[1,-2]=(3,1] . La suma de dos e
vectores del plano es un vector del plano. s ;
) /V -
Son tres ejemplos de operaciones binarias internas. i fade do B0 G\ AL B LA
3
-d
Observamos ahora las siguientes operaciones: 2
3 =2|_|—-6 4
. -2 = . El producto de un
2 0/ |-4 0) PR Ly
numero real por una matriz cuadrada de orden 2 es -
una matriz cuadrada de orden 2. 3
f
. 2:1,-3]=[2,-6] . El producto de un >
’ ‘B -5 -4 -3 -2 -4 12 3458 ¥
numero real por un vector del plano es un vector del \1_‘
plano. 3
Son dos ejemplos de operaciones binarias externas. B

Una operacion binaria interna sobre un conjunto A es una aplicacion:

Una operacion binaria externa sobre un conjunto A con dominio de escalares en un conjunto K es
una aplicacion:

KxA—PA
(ta) —p ta
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Espacio Vectorial Real:

Un espacio vectorial real es un conjunto V dotado de una operacion interna (+) y una operacion
externa () sobre IR definidas por:

+ .
VxV—PV R xV—pV
o T 5y 7

y que verifica:

— (V,;+) cumple las propiedades:

«  Asociativa: i+ |V+iw|=li+ Y|+, Vi, v, weV

e Conmutativa: V+w=w+7v , Vv, weV

« Existencia de elemento neutro: 0+ 7=7+ 0=7 , VveV
e Elemento simétrico: v+ (—‘\5]2[—?/)+ $=0 , Vvev

— (V, 'R ) cumple las propiedades:

o tV+W=t-V+ew , Vv, weV |, VreR
o lt+s|-Vv=t-v+sv , VveV , Vi, seR
o ts]v=eelsv) , VeV , Vr,seR

. 1v=v , VeV

Ejemplos: Son espacios vectoriales reales:

El conjunto de vectores en el plano (IR2 + e IR) respecto a las operaciones :
— suma de vectores: (x,y}+(x’,y\’):(x+ x', y+y’|
— producto por un escalar: t-(x, v =( x, ty)

El conjunto de vectores en el espacio (IR3 S+, -IR) respecto a las operaciones :
— suma de vectores: (x,y,z)+ (x’,y',z’JZ(x+ x', y+y', z+z)
— producto por un escalar: t-|x, v, z|=ltx, 1y, tz)

El conjunto de los polinomios de grado < n: (Pn +, -IR) con las operaciones de suma de
polinomios y producto por un niimero real.

El conjunto de los nimeros complejos |C,+,-IR| con las operaciones de suma de niimeros
complejos y producto por un nimero real.

El conjunto de las matrices cuadradas de orden n : (M ..+, R| respecto a las operaciones de
suma de matrices y producto por un niamero real.
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Propiedades de un espacio vectorial:

En un espacio vectorial (V ,+,-IR| se verifican las propiedades que vemos a continuacion:

Vu,v,weV y VteR

«  0-7=0

. 1:0=0

o [=1)v=—%

o t|=v]=—t-7]

o« |=t] V==t

. t-v=t-w implicaque V=W con ¢#0
o O+ |-T)=a-

Subespacio vectorial:

Un subconjunto no vacio S de un espacio vectorial 'V,+,"R| esun subespacio vectorial de V si
es espacio vectorial respecto a las mismas operaciones que V.

ScV es un subespacio vectorial de |V ,+, -IR) siy solo si 'S,+,'R| esun espacio
vectorial.

La condicion necesaria y suficiente para que un subconjunto de un espacio vectorial sea subespacio
vectorial es:

S es subespacio vectorial de (V,+,-IRJ siysolosi Vv,weS : v+ weS
VteR Yves @ t-ves

2

Esta propiedad se pueda generalizar del siguiente modo:

- =

S es subespacio vectorial de V,+,R] siysolosi Vt,s€R , Vv,WweS : ¢ v+s-WweS

Combinaciodn Lineal. Sistema generador:

Una combinacién lineal de los vectores V,,V,,...,V, de un espacio vectorial real |V ,+,-R|

n

es una expresion de la forma:
t;ViHt, Vit L+t V, con t,t,,...,t,ER

Un vector v es combinacion lineal de los vectores V|, V,,...,V, sise pueden escribir de la
forma:

v=tpvit vty
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Un conjunto de vectores de un espacio vectorial real |'V,+,"R| es sistema generador de V si

cualquier vector del espacio V se puede escribir como combinacién lineal de los vectores del
sistema.

Dependencia e Independencia Lineal:

'~ de un espacio vectorial |V ,+,-IR| son linealmente dependientes si
podemos encontrar numeros reales de modo que:

Los vectores Vv, V,,...,V,

tl-ﬁ'l+t2-\72+...+tn~\7”=6 conalgin ¢,#0

1

' de un espacio vectorial |V ,+,-R| son linealmente independientes
si dada una combinacion lineal de ellos de la forma:

Los vectores VvV, V,,...,V,

-

ty Vit t, vyt .+t vV, =0 entonces ¢,=0 , Vi

Para determinar si un conjunto de vectores son linealmente dependientes o independientes se puede
utilizar la definicion anterior o una de las siguientes reglas:

. se puede escribir como combinacion lineal

de los demas, entonces seran linealmente dependientes. En caso contrario son linealmente
independientes.

* Regla I: Si alguno de los vectores V|, V,, ..., V,

* Regla II: Si los vectores V|, V,,...,V, se pueden escribir en una matriz cuadrada y su
determinante es nulo, entonces los vectores seran linealmente dependientes, y si es no nulo
seran linealmente independientes.

* Regla III: Si la matriz cuyas filas son los vectores V|, V,,...,V, tiene rango n, entonces
los vectores seran linealmente independientes.

2 . . ., . . . .
*Nota: En IR” dos vectores con la misma direccion son linealmente dependientes, mientras que si
tienen distinta direccion seran linealmente independientes.

Base de un espacio vectorial:

Una base de un espacio vectorial V es un conjunto de vectores que son:
* Linealmente independientes
* Sistema generador de V

Teorema de la Base:

Todas las bases de un espacio vectorial V tienen el mismo niimero de vectores. El nimero de
vectores de una base de un espacio vectorial V es la dimensién de V.



Tema 4: Espacios Vectoriales. Matematicas II. Profesor: Miguel Angel Herndndez Lorenzo.

. . 2 3 , .
En los espacios vectoriales IR y IR las bases mas sencillas que podemos encontrar se llaman
bases canonicas y son:

En R’ labase canonicaes |&,,&, siendo &,=(1,0) y ¢&=(0,1)

En R’ labase canonicaes |&,,¢,,& siendo &,=(1,0,0) , &=(0,1,0) y &,=(0,0,1)

Coordenadas de un vector:

Sea B= { Vi, Vy, e, \7’"} una base del espacio vectorial V. Todo vector W€V se puede escribir de

forma uinica como:
v=tvit v,y

Los escalares ¢,,?,,...,¢, son las coordenadas del vector W respecto a dicha base.

n





