Tema 1: Matrices

October 13, 2016

1 Matrices

Las matrices se usan en muchos d&mbitos de las ciencias: sociologia, economia, hojas de célculo, matematicas,
fisica, ... Se inici6 su estudio en el siglo XIX por Hamilton (cuaterniones), Sylvester y Cayley (transformaciones
geométricas).

Una matriz no es més que una tabla de nimeros ordenados en filas y columnas.

Definicién. Una matriz de m filas y n columnas es una tabla rectangular de nimeros reales (se les llama
elementos de la matriz) dispuestos en m filas y n columnas.

ail a12 QA1n
any a2 a2n . .

A= =(a;;):9:1=1,2,3,....m j=1,23...,n
am1  Am2 cee Omn

El primer subindice indica la fila y el segundo la columna. ass seria el elemento situado en la fila 2 y la columna
5. Se dice que la dimensidn de esa matriz es m x n.

1.1 Conjuntos de matrices

o Matrices de dimension m x n : M, «n

e Matrices cuadradas: tienen el mismo numero de filas que de columnas. Dimensién n x n (tabién se dice que
son de orden n): M,,. Diagonal principal son los elementos a;;

1.2 Igualdad de matrices
Dos matrices son iguales cuando son de la misma dimensién y coinciden término a término:

A:B<:>aij:bij

2 Tipos de matrices

e Matriz rectangular: distinto nimero de filas que de columnas.

Matriz fila: dimensiéon 1 x n

e Matriz columna: dimensién m x 1

Matriz nula(O): todos sus elementos son 0: a;; = 0V, j

Matriz cuadrada: m =n



Tipos de matrices cuadradas

e Matriz triangular superior si tiene nulos todos los elementos situados por debajo de la diagonal principal.

e Matriz triangular inferior si tiene nulos todos los elementos situados por encima de la diagonal principal.

Matriz diagonal si sélo tiene distintos de 0 los elementos de la diagonal principal.

Matriz escalar: matriz diagonal con todos los elementos iguales.

e Matriz identidad o unidad(7,,): matriz diagonal con sus elementos iguales a 1.

3 Operaciones con matrices

3.1 Suma de matrices
Para poder sumar dos matrices tienen que tener la misma dimension. Se suman los elementos que ocupan la misma
posicioén.
A+ B = (aij) + (bij) = (aij + bij)

Propiedades de la suma:

e Conmutativa: A+ B=B+ A

e Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C

e Elemento neutro: la matriz nula A+ 0O = A

e Elemento opuesto de la matriz A es la matriz —A: A+ (—A) =0

3.2 Producto de un ntimero (escalar) por una matriz

Se multiplica cada elemento de la matriz por el escalar.

A-A=A-(aig) = (A ay)

Propiedades:
e Distributiva del producto respecto de la suma de matrices: A (A + B) = AA + AB

e Distributiva de la suma de escalares respecto del producto: (A + p) A =M A+ uB

3.3 Producto de matrices

Para multiplicar dos matrices, el nimero de columnas de la primera debe coincidir con el nimero de filas de la
segunda.
La matriz producto resultante tiene el nimero de filas de la primera y el nimero de columnas de la segunda
matriz:
AnXm'Bmxp = Unxp
Producto de una matriz fila por una matriz columna se obtiene multiplicando término a término y sumando los

resultados:
by
bo

(a1 as as ... an)~ bs = a1b; + asby + aszbs + ...+ ayb,
bn

Para multiplicar dos matrices se multiplica cada fila de la primera por todas las filas de la segunda.



Propiedades:

e Asociativa: A- (B-C)=(A-B)-C

e Elemento neutro: la matriz identidad A- I =1-A=A

e Distributiva del producto respecto de la suma de matrices: A- (B+C)=A-B+A-C

e El producto de matrices cuadradas, en general, no es conmutativo: A- B # B - A. En el caso en que existan
dos matrices que cumplan, A- B = B - A se dice que conmutan.

3.4 Matriz traspuesta

t

La matriz traspuesta de una matriz, A, ., es la matriz que se obtiene intercambiando las filas por columnas A7, ,,,

Propiedades:

o (A =4

e (A+B)'=A'+ B!

e (XA =) A
(A-B)' = B'- A

Matriz simétrica Los elementos situados simétricamente respecto de la diagonal principal son iguales, dicho de
otra forma, si la matriz es igual a su traspuesta: A = A?

4 Grafos

Los grafos son figuras que representan relaciones entre los elementos de un conjunto: ordenadores conectados, redes
de transporte, de comunicaciones, eléctricas, ...
Conceptos

e Vértices / aristas

e Matriz de adyacencia

— es una matriz cuadrada de orden n?, donde n es el niimero de vértices.

— Sus elementos son: 1 si estan conectados los vértices(si existe una arista que los una), 0 en caso contrario.
— Un grafo es conexo si cada par de vértices estd conectado por un camino.

— Un grafo es simple si sélo hay 1 arista que une dos vértices cualesquiera.

— Utilidad: Ver si se pueden comunicar vértices no directamente relacionados. Si se puede enviar informa-
ciéon desde un vértice determinado. Numero de vértices necesarios para que llegue toda la informacion al
sistema.

e En los grafos interesa recorrer las aristas para llegar de un vértice a otro. Se llama camino o ruta entre dos
vértices, a y b, a toda sucesiéon de aristas que conectan a con b, siendo la longitud del camino el ntiimero de
aristas que lo componen.

e Las potencias de la matriz de adyacencia de un grafo permiten conocer el nimero de caminos existentes entre
cualquier par de vértices de una determinada longitud.

e La matriz de adyacencia M de un grafo indica si existe o no una arista entre cada par de vértices. La matriz
M? indica el nimero de caminos de longitud 2 entre dos vértices cualesquiera. De la misma forma, la matriz
M? indica el nimero de caminos de longitud 3 y asi sucesivamente. Si miramos la potencia M", el elemento
a;; es el numero de caminos de longitud n con extremos en los vértices v;, v;

e También se puede establecer si existe 0 no un camino, no importa la longitud, entre dos vértices cualesquiera
con la matriz B = M + M? + M3 + ...+ M" 1. (n es el ntimero de vértices). Existe un camino entre los
vértices v;, v; si y solo si el elemento a;; de B es no nulo. Un grafo es conexo si todos los elementos de B son
no nulos.



Ejemplo En una red de transporte hay 5 almacenes que suministran mercancias. Los almacenes 1, 2 y 4 estan
relacionados por una autopista que une al almacén 1 con el 2 y al 2 con el 4. El almacén 3 esta unido con el 5 por
una carretera local.

Representa en forma de grafo y de matriz, y comprueba mediante matrices que no existe comunicacién total
entre ellos.

01 0 0O
1 0 01 0
Matriz de adyacencia: M =| 0 0 0 0 1
01 0 0 O
0 01 0 O
1 0 01 0 0 2 0 0 O 2 0 0 2 0
02 0 0 O 2 0 0 2 0 04 0 0 O
Las sucesivas potenciasde Mson: M2=| 0 0 1 0 0 [M3=] 0 0 0 0 1 |M*=] 0 O 1 0 O
1 0 01 0 02 0 0 O 2 0 0 2 0
00 0 0 1 00 1 00 00 0 1 0
3 3 0 3 0
3 6 0 3 0
ysusuma B=M4+M?>+M3>+M*=] 0 0 2 0 2
3 3 0 3 0
00 2 11

Como no todos los elementos de B son distintos de cero, los almacenes no estan todos conectados entre ellos
(como se ve facilmente si dibujais el grafo), esto es, el grafo no es conexo.

5 Rango de una matriz

5

6 y llamamos F; a cada fila, observamos que F3 = F; + F5, se dice entonces
1
que la tercera fila depende linealmente de las dos primeras. Todo lo que se va a decir es vélido tanto para filas como
para columnas.

Si tenemos una matriz

W N =
~ W
—

Definicion. Se llama combinacion lineal de m filas Fy, Fy, ..., F,,, a cualquier expresiéon formada por la suma de
productos: A1 Fy + Ao Fy + ...+ A Fop, con \; € R,

Definicién. Sedice que F;, no nula, depende linealmente de m filas {Fy, Fs, ..., F,, } si existen nameros {1, Ao, ... A\p },
distintos de cero tal que

F,=MFi +X 5+ ...+ M\ Fo

F; es linealmente independiente de las m filas si no se puede escribir de la forma anterior.

Definiciéon. El rango de una matriz es el ntimero de filas (o columnas) linealmente independientes.
Para determinar el rango de una matriz hay varios métodos:

Determinantes (Tema 2)

Método de Gauss Consiste en transformar la matriz en una matriz escalonada, entonces el rango es el
numero de filas no nulas.

Para hacer esto recordamos las transformaciones elementales:

e Intercambiar filas: F; < Fj

e Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero, y sustituirla: F] = X - F;

e Sustituir una fila por una combinacién lineal de ella misma con otras: F] = X\- F; + p - F}

El rango es cero s6lo si la matriz es nula. Si A es una matriz no nula, el rango es mayor que uno, y menor que el
ntamero de filas (o columnas) que tenga la matriz.



6 Matriz inversa

Definicién. La matriz inversa,A~!, de una matriz cuadrada A, de orden n, es una matriz, de orden n, que al
multiplicarla nos da la identidad:
A-At=A"1.A=1T

No todas las matrices tienen inversa, si la tienen se llaman regulares y si no la tienen singulares.
Propiedades:

e (A1) =24
. (At)—l _ (Afl)t

e (A-By'=B"1.4"1

Calculo de la matriz inversa Podemos obtener la matriz inversa mediante:
e determinantes (tema 2),
e definicién: planteando la ecuacién A- A=1 =T

e 0 con el método de Gauss-Jordan, que consiste, mediante las transformaciones elementales del método de
Gauss, en pasar: (A|I) — (I] A)



Tema 2: Determinantes

November 8, 2016

1 Determinantes

A una matriz cuadrada le vamos a asociar un nimero que nos permitira estudiar el rango de una matriz, calcular
su inversa, resolver sistemas de ecuaciones y problemas de geometria.

el . a a . 3
Definicion. Dada una matriz cuadrada de orden 2, A = < all 12 >, se llama determinante de A al numero:
21
air a2
‘A| = det (A) = = a11a922 — 12021
a1 a2

(producto de la diagonal principal menos producto de la diagonal secundaria)

Definicion. Para una matriz cuadrada de orden 3, se llama determinante al nimero:

ail a2 ais
|A] = det (A) = | a21 ax a3 | =
a3l asz ass

= 0110226033 + 021032013 + A12G23G31 — G13G22G31 — (23032011 — G12021033

Que es facil de recordar con la regla de Sarrus, que con palabras seria: “la suma de los productos de los elementos
de la diagonal principal y los de las lineas paralelas a ellas, multiplicados por el elemento del vértice opuesto; menos
el producto de la diagonal secundaria y el producto de los elementos de las lineas paralelas a ella, por el elemento
del vértice opuesto.” (con un dibujo es mas claro)

2 Propiedades de los determinantes

1. Si una matriz tiene una fila (o columna) de ceros, su determinante es cero.

2. Si una matriz tiene dos filas (o columnas) iguales, su determinante es cero.

=0

o o9
— Ot N
o o

3. Si una matriz tiene dos filas (o columnas) proporcionales, su determinante es cero.

3a 2 a
3b 5 b|=0
3c 1 ¢

4. Si una matriz tiene una fila (o columna) que es combinacion lineal de las demés, su determinante es cero.

a 2 Ta+2
b 5 Tb+5 |=0
c 1 Tc+1



. El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta. |A| = |A?|

. Si en un determinante intercambiamos dos filas (o columnas), el determinante cambia de signo.

~ &~
co Ot N
I
\
N B~ =
co Ut N

. Si multiplicamos una fila (o columna) por un nimero, el determinante queda multiplicado por dicho namero.
(Por lo tanto para sacar factor comun sera de cada linea; en el ejemplo un 2 de cada fila)

=923.

O NN
N O N
N DN DN
e
_ o
==

. Si a una fila (o columna) le sumamos una combinacion lineal de las demés, su determinante no varia.

c a+2b+3¢c b c
fl=|d+2e+3f e f
1 g+2h+3i h 1

L Q. <
>0 o

. Si una fila (o columna) es suma de dos sumandos, podemos descomponer en suma de dos determinantes cada
uno con la fila (o columna) con uno de los sumandos.

a b c a b c a b c
d+1 e+1 f4+1|=|d e f|+]|1 1 1
g h 1 g h 1 g h i
10. El determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes. |A- B| = |4| - | B|
Consecuencia importante de esta ultima propiedad es lo siguiente:
—1 -1 -1 1
447 =i =1= 14 |47 5 |47 = o
2
bc a -
a
Ejemplo. Vamos a demostrar sin desarrollar que | g¢ % =0
2
ab ¢ -
c
2 1 1 2
bc a - abc-— a?- - = ) )
c21 Clt il% 11 abc a22 abcla21
ac b —_ - abc.f b2.7 - _ = T = abc b 2 - - b 1 —0
b b b b abocl e 2 2 abel 2y
2 r o, 1 2
ab ¢ - abc-— c¢-— -
c c c ¢

3 Determinantes de cualquier orden

Definicién. Se llama menor complementario del elemento a;;, al determinante de la matriz que se obtiene al
eliminar la fila 4 y la columna j. Se escribe ;.

a1l aiz2 G413
Por ejemplo el menor complementario as; de la matriz A = as1 @92  A23 serd aigy =
az1  agz as3

a12 a3
a3z ass




Definicién. Se llama adjunto del elemento a;;, al nimero: A;; = (—1)Z+] Qi

El determinante de una matriz de orden n, es la suma del producto de una fila (o columna) por los adjuntos
correspondientes.

Por ejemplo, el desarrollo por la fila ¢ seria:

|Al = ai1 - Ain + @iz - Aiz + ... + Qin - Ain,

En la practica lo que se hace, antes de calcular determinantes de orden mayor que 3, es hacer ceros utilizando la
propiedad 8. Teniendo mucho cuidado de no multiplicar la fila que vamos a cambiar.

Ejemplo 1. Vamos a calcular el siguiente determinante desarrollando por la segunda columna.

1 -2 3
5 0 6 |=-(-2) g 6 +0- 1 3 -2 13 =-284+0+18=-10
1 9 4 -1 —4 -1 —4 5 6

Ejemplo 2. Como ejemplo de cémo hacer ceros veamos un determinante especial. Un determinante de Van-
dermonde es un determinante que presenta una progresién geométrica en sus filas o columnas, siendo 1 el primer
elemento.

1 1 1
[Ajl=] a b ¢
a®> b
Para resolverlo vamos a utilizar las propiedades de los determinantes.
1 1 1 1 1 1 b—a ., 11
a b ¢ — =|0 b—-a c¢c—a |=1- b(b—a) _ =((b—-a)(c—a) b ‘:5
a> v 2| Fe—alh 0 b®>—ab c®—ac a) clc-a) ¢
F3 — aF2

[Al = (b—a)(c—a)(c—b)

4 Calculo del rango de una matriz mediante determinantes

La idea es, partiendo de que el determinante de una matriz es cero si sus filas son linealmente dependientes,
calcularemos su determinante: = { |A] =0 = Ld.
|A| #0 = li. = R(A) = orden
Definicion. Se llama menor de orden k de una matriz A a un determinante de orden k formado por elementos
que pertenecen a k filas y k columnas de A.
El rango de A sera el méximo orden de sus menores no nulos.
Para estudiarlo es conveniente empezar por 6rdenes de menor a mayor:

e SiA=0= R(A) =0y hemos terminado.

e Buscamos un menor distinto de cero (que sea lo mas sencillo posible). Si no existe, R(A) = 1, y hemos
terminado. En caso contrario R (A4) > 2.

e Cogemos el menor de orden 2 distinto de cero, y formamos los menores de orden 3, ..., si todos son nulos
R (A) =2 y hemos terminado; si no seria R (A) > 3 y continuariamos.

1 1 1 1
Ejemplo 1. Determinar el rango de la matriz A= -1 -1 1 1
1 1 -1 -1

e En primer lugar, si fuera la matriz nula seria R (A) = 0. Como no es el caso, buscamos un menor de orden 2
que sea distinto de cero. Si existe, R (A) > 2. Si todos los menores de orden 2 son nulos, R(A) = 1.

1 1 1 1
-1 -1 1 1

‘1
1 1 -1 -1

o ‘:2;&0;»3(,4)22



o Siel R(A) > 2, se definen menores de orden 3 anadiendo al menor de orden 2 encontrado las filas y columnas
de la matriz, que no figuran en él, una a una. Si se encuentra algtin menor distinto de cero, R (A) = 3. Si
todos son nulos R (A) = 2.

Ejemplo 2. Vamos a estudiar el rango, segun el valor del parametro m, de la matriz A =

— = 3
=3
S~

Calculamos el determinante. [A| = m® —3m + 2 = (m —1)* (m + 2)

Sim #1,—2, entonces |A| #0= R(A) =3

1 1 1
eSim=1,A=1] 1 1 1 |,esevidente que R(A) =1
1 11
2 1 1 5
e Sim=-2 A= 1 =2 1 |, como existen menores 1 9 ' #0=R(A) =2
1 1 -2

5 Calculo de la matriz inversa mediante determinantes

Definicién. Se llama matriz adjunta a la matriz cuyos elemento son los adjuntos (A4;; = (—1)"

matriz:

-aij) de la

A A o Agy,
AGA) = -
Aml Am2 tee Amn
Calculo de la matriz inversa.
1
AT = — [Adj (A)]'
Al

De esta forma vemos que para que una matriz tenga inversa (matriz regular) el determinante tiene que ser
distinto de cero.
Aesregular & |A| #0

Ejemplo 1. Vamos a determinar para qué valores la siguiente matriz no tiene inversa.

m -1 4
A= 3 m 0 | Calculamos el determinante: |A| = m? — (—4m — 3) = m? + 4m + 3 = (m + 3) (m + 1).
-1 0 1
Este determinante se anula cuando m = —1, —3. Para estos dos valores la matriz no tiene inversa.
1 00
Ejemplo 2. Vamos a calcular la inversade A= 4 1 0
3 1 1

Primero calculamos su determinante para asegurarnos que tiene inversa: |[A| =1 # 0 = JA~!
Ahora calcularemos la inversa, primero hallando la matriz adjunta, y después trasponiéndola.
t

10 40 41
n - n
11 3 1 3 1
1 ! 0 0 10 10 141 L0 0
A7l = —JAdj (A)] = —| - + - =0 1 =1 = -4 1 o0
A 1 11 3 1 3 1
0 0 1 1 -1 1
ool f1ol 1o
10 40 41




Tema 3: Sistemas de ecuaciones

November 13, 2016

La luna, que no sirve para nada
salvo para mover el mar.

1 Sistemas de ecuaciones lineales

Recordemos que una ecuacion lineal es una ecuaciéon polindémica de grado uno con una o varias incognitas. (Las
incognitas tienen exponente 1, en las ecuaciones no lineales pueden ir elevadas a cualquier otra potencia, como
argumento de un logaritmo, exponencial, trigonométricas, ...)

Una ecuacién lineal con dos incognitas, a;x + asy = b, geométricamente representa una recta en el plano, cuyos
puntos son las soluciones de la ecuacion.

De igual manera una ecuacién lineal con tres incoégnitas, a;x + asy + asz = b, representa un plano en el espacio:
los puntos del plano son las soluciones de la ecuacién.

En general una ecuacién lineal de n incégnitas, x1,xa, ..., T,, s una igualdad de la forma

a1x1 +asxs + ...+ apTy, =0

Donde a; son los coeficientes, z; las incognitas y b el término independiente. Una solucién es un conjunto de niameros
T = cC1,T9 = Ca,...,Ty = Cyn, que hacen cierta la igualdad.

Varias ecuaciones lineales dadas conjuntamente a fin de encontrar la solucién o soluciones comunes a todas ellas
forman un sistema de ecuaciones. Un sistema de m ecuaciones con n incégnitas es un conjunto de ecuaciones del
que se quiere encontrar una solucién comin, y que escribimos:

11271 + a12%2 + ... + A1pTn = by

a9121 + a29x2 + ... + Aoy, = b

Am1T1 + Gm2X2 + ... + AmpTn = bm,

2 Clasificacion y resoluciéon de sistemas lineales

Segin su namero de soluciones, los sistemas se pueden clasificar:
e Incompatibles (SI): si no tiene solucion.
e Compatibles: si tiene solucién.

— Determinado (SCD): si la solucion es unica.

— Indeterminado (SCI): si hay mas de una solucioén, en cuyo caso hay infinitas.

Para resolver sistemas veremos tres métodos: Gauss, método de la matriz inversa (como una ecuacién matricial),
y el método de Cramer. Aunque hay que recordar y tener en cuenta que se pueden usar los métodos que conocéis
para dos incognitas: reduccion, sustitucion e igualacién.

También se pueden clasificar en funcién del valor de los términos independientes en:

e Sistemas homogéneos, si todos los términos independientes son nulos.
e Sistemas no homogéneos, cuando alguno de los términos independientes es distinto de cero.

Sistemas escalonados son los que cada ecuaciéon tiene una incégnita menos que la anterior y los podemos resolver
de abajo arriba, despejando y sustituyendo sucesivamente.



2.1 Expresion matricial de un sistema

Podemos escribir el sistema mediante una ecuaciéon matricial:

a11T1 + @122 + ... + Q1 Ty = by GGz e Gin o 21
a21T1 + a22%T2 + ...+ a2pT, = b d21 @22 ... G2n 2 2
21%1 + Q2272 2nTn = 02 - . ' _ _ . ) = . =A-X=B

Am1%1 + Am2Z2 + ..+ CnTn = by, Ami Am2  --- Qmn Tn bm
donde A es la matriz de los coeficientes, X la matriz de las incognitas (vector columna), y B la matriz de los
términos independientes.

Método de la matriz inversa Para resolver el sistema escrito en forma matricial simplemente podemos despejar
X =A=' B, hallando A~ si es que existe y multiplicando obtenemos la matriz de las incoégnitas.

2.2 Método de Gauss

Consiste en convertir el sistema en otro sistema equivalente escalonado con las transformaciones conocidas: inter-
cambiar filas, ...

Se llama matriz ampliada (A*) a la matriz que se obtiene anadiendo a la matriz de los coeficientes, la columna
de los términos independientes.

a1 a2 .o A1n bl
A* a1 as9 e Aon, bg
am1 Am2 ... Omn bm

Cuando, con el método de Gauss obtenemos una matriz escalonada, podemos encontrarnos con los siguientes casos
en la dltima fila.

. A si a1,as # 0y tenemos mas incognitas que ecuaciones. S.C.L
0 0 al an b

. P si @ # 0 y tenemos tantas ecuaciones como incognitas. S.C.D.
0 0 0 a |b

. T si b # 0 tenemos una ecuaciéon 0 = b imposible. S.I.
0 0 0 |b

3 Teorema de Rouché-Frobenius

Con los métodos anteriores podemos resolver sistemas, pero quizas lo que primero deberiamos saber es si el sistema
tiene solucién. El teorema de Rouché-Frébenius ofrece las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
soluciones:

Teorema. Un sistema de m ecuaciones con n incognitas es compatible (tiene solucion) si, y solo si, el rango de la
matriz de los coeficientes, A, es el mismo que el rango de la matriz ampliada, A*.
Sistema compatible < R (A) = R(A")
Como consecuencia tenemos para discutir sistemas:
e Si R(A) # R(A*), el sistema es incompatible.
e Si R(A) = R(A*) =, el sistema es compatible

— Si 7 =n° de incognitas, el sistema es compatible determinado

— Si r < n® de incégnitas, el sistema es compatible indeterminado.



4 Regla de Cramer

Se llama sistema de Cramer al sistema de ecuaciones lineales que tiene el mismo ntumero de ecuaciones que de
incoégnitas, y en que el determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero.

. n° de ecuaciones = n° de incoégnitas
Sistema de Cramer <

|A[ #0
Asi, por definiciéon, son compatibles y la solucién se puede obtener mediante la regla de Cramer:

El valor de cada incognita se obtiene dividiendo el determinante formado por la matriz de los coefi-
cientes, sustituyendo en ella la columna correspondiente a los coeficientes de la incégnita buscada por
la columna de los términos independientes, entre el determinante de la matriz de los coeficientes.

z—y+5z=13
Ejemplo 1. Vamos a resolver el sistema ¢ 3x — 2y + z = 12

r+y+22=9
1 -1 5
Primero calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes: |A| = | 3 —2 1 | =25 # 0, asi que el
1 1 2
sistema es de Cramer (S.C.D.)
[ S S P S R
250 9 1 9 25 2511 9 9 25 2501 1 9 25

Ejemplo 2. Aunque un sistema no sea de Cramer, se puede usar la regla de Cramer para resolver sistemas
compatibles indeterminados como sigue.
T—2y+z=3
Vamos a resolver ¢ 2z —3y—2z=25
z—3y+5z=4
El determinante de las matriz de los coeficientes es

1 -2 1
Aj=|2 -3 -2 |=0=R(A)<3
1 -3 5

asi que no es un sistema de Cramer. Buscamos un menor de orden dos distinto de cero:

1 -2
‘2 _3 ’_1:>R(A)_2

Podéis comprobar que el R(A*) < 3, asi que R(A) = R(A*) < n° de inconitas, es un SCI.
Con el menor que hemos usado, que es distinto de cero, ( esto nos asegura que las dos primeras filas y columnas

. . o x-2y=3—-2 . . .
son Li.), despejamos la otra incégnita: { % — 3y =5+ 22 y aplicamos Cramer al nuevo sistema:

1L o—2|_,___|38-2 -2
2 3|~ YT 542 -3

Por iltimo, llamando z = A, la solucién del sistema es:

= 9432410422 =52+1; y= ‘ ; 53;222 ‘ — 5426422 =421

r=5\+1, y=4X—1, z =\, AeR

T+Yy—z=2A
Ejemplo 3. Resuelve en funcién del parametro el sistema ¢ Ax + 2y — z = 3\

204+ Ay —2z=256
e (Calculamos el rango segun el valor de \.

11 -1 N0
A2 =1 | =242 —)\2+2)\:0:>{)\_2
2 A -1 -



e Vemos el rango de A* con los valores obtenidos y utilizamos el teorema de Rouché-Frobenius.

- SiA#£0,2= R(A) = R(A*) = 3 =n° de inconitas, SCD.
-SiA=0= R(A) # R(A"), SL
- SiA=2= R(A) = R(A*) =2 < n° de inconitas, SCIL.

e Resolvemos. (Lo voy a resolver en general, en funcion del pardmetro)

A1l -1

—2X24+2+6
Chy vy | I AN S Rt v v 3\
AT e A 1 AT
1 LA =11 2 5346
Uy v ¥ I AR ey v vy
TATEA 9 6 1 AT
1 i ; 3& A3 = 3A2 — 4\ + 12
2= T2 = 2
PR A 22 12X

5 Sistemas homogéneos

Como en los sistemas homogéneos la columna de los términos independientes es todo cero, el rango de la mattriz
ampliada no puede ser mayor que el rango de la matriz de los coeficientes. Por lo tanto son siempre compatibles.
Por otro lado, un sistema homogéneo siempre tendra como solucién z; = 0,22 = 0...,z, = 0, que recibe el
nombre de solucién trivial.
Utilizando el teorema de Rouché-Frébenius:

e Si R(A) = R(A*) = n° de inconitas, el sistema es compatible determinado y tiene por tnica solucién la
solucién trivial.

e Si R(A) = R(A*) < n° de inconitas, el sistema tiene infinitas soluciones, es compatible indeterminado.

2z —3y+2=0
Ejemplo. Discute y resuelve el sistema:{ —2x —2z =0
—3y—2=0
Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes, ya que al ser un sistema homogéneo, no es necesario estudiar
el rango de la ampliada.

2 -3 1 S
Al=| 2 0 -2 |=0 ‘ ]=—6¢0:»R(A>=R<A*)=2
0o -3 -1 2.0

Asi que el sistema es compatible indeterminado. Como el determinante de orden dos distinto de cero que hemos
encontrado involucra a las dos primeras incégnitas, pasamos z al segundo miembro:

z
20 -3y =—=z = 2(—2)—3y=—z:>—3y=z:>y=—§
—2x =2z

r=—z

La solucién es: z = -\, y = —3 z=2M\, con A € R.



Tema 4: Vectores en el espacio.

Producto escalar, vectorial y mixto

January 9, 2017

1 Vectores en el espacio

Un vector fijo en el espacio,ﬁ , €s un segmento orientado de origen A, y extremo
B. Los vectores estan determinados por su:

e Moédulo: ‘ﬁ’ es la longitud del segmento.

e Direccién: es la recta sobre la que esta el vector, y todas las paralelas a
ella.

e Sentido: el que va del origen al extremo.

Dos vectores son iguales si tienen el mismo médulo, direcciéon y sentido. Vector
unitario es el que tiene médulo la unidad. Vector nulo,0, su origen coincide con
su extremo, no tiene direccion.

Vector libre. Si tenemos vectores iguales, pero aplicados en distintos puntos,
se dice que son equipolentes (en coordenadas tendrian las mismas). Todos los
vectores equipolentes a uno dado definen un vector libre, representante de todos
ellos v.

1.1 Operaciones con vectores libres
1.1.1 Opuesto

Opuesto de un vector ¥ , es un vector, —, del mismo modulo y direcciéon, pero
de sentido contrario.

1.1.2 Suma/resta

La suma de dos vectores es otro vector que se obtiene colocando el origen de
uno en el extremo del otro, y se unen el origen y extremo libres.

Restar es sumar el opuesto.

7+ (%) = 0: vector nulo.



1.1.3 Producto por un escalar k- v
e Direccién: es la misma que .
e Modulo |k - U] = |k| - |0] :aumenta si |k| > 1 y disminuye si |k| < 1.

e Sentido: el mismo que ¥, si k > 0 y opuesto si k < 0.

1.1.4 Propiedades

Suma, Producto por un escalar
Asociativa (U4 0)+ W =0+ (0+ &) Aop)-v=X-(p-9)
Conmutativa U+ v=v4+4d U-v=v-U
Elemento neutro 0+0=70 1-7v=4
Elemento opuesto T+ (—0)=0
Distributivas (a tb) '_,v —¢ EJF bs v_.
a-(T+70)=a-tU+a-v

Cualquier conjunto de elementos con dos operaciones que cumplan estas
propiedades se dice que tiene estructura de espacio vectorial.

1.2 Combinacioén lineal

Dados los vectores 7, Us, ..., U, y varios ndmeros A1, Ao, ..., A, cualquier expre-
sion del tipo i1 + ... + Ay, se llama combinacion lineal de los n vectores.

e Se dice que varios vectores son linealmente dependientes si alguno de
ellos se puede poner como combinacion lineal de los restantes:

Uy = MUy + oo+ Mo 18— + N1 ti1 + -

Dicho de otra forma, existen nameros A1, A, ..., A, no todos nulos tal que
AU+ ... + A, =0

e Si no es asi, si ninguno se puede poner como combinacién lineal de los
restantes, se dice que son linealmente independientes. Esto es, cualquier
expresion:

M1+ oo+ Apiin =0 implica necesariamente que Ay = Ay =... = A, =0

Ejemplo 1. Vamos a estudiar si @; = (2,1,0), @z = (1,1,0) y 43 = (0,0,1)
son linealmente dependientes o independientes, para ello vamos a tratar de
encontrar tres nimeros A1, Ag, Az tal que Ay + Aotis + A3tz = 0. Lo planteamos
en coordenadas:

201+ X2 =0

A (2,1,0) + A2 (1,1,0) + X3 (0,0,1) =0=<{ A +A=0
A3 =0



que es un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incognitas. El deter-
minante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero, asi que R (A4) =
3 = R(A*) = n?incOgnitas es un sistema compatible determinado, la unica
solucién es la trivial A\; = Ay = A3 = 0, asi que los vectores son linealmente
independientes.

Ejemplo 2. Para estudiar si 47 = (1,1,3), 42 = (0,1,2) y @3 = (1,2,5) son
linealmente dependientes o independientes, formamos la expresion iy + Aoiis+
A3ti3 = 0. En coordenadas:

A +A3=0
A1 (1,1,3)+/\2(0,1,2)+/\3(1,2,5):0:> A+ A2 +2X3=0
3M +2X +5A3 =0

que es un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incégnitas. El determi-
nante de la matriz de los coeficientes es cero, encontramos de orden dos distintos
de cero, asi que R(A) =2 = R(A*) < n? incognitas es un sistema compatible
indeterminado, posee infinitas soluciones, asi que los vectores son linealmente
dependientes.

Nota. En lugar de formar la expresion A\juy + ... + A\, = 0 para después

estudiar el rango de la matriz de los coeficientes, es més practico formar la

matriz de las componentes de los vectores y estudiar su rango directamente.
Podemos observar que:

e Dos vectores alineados son linealmente dependientes: 4 = AU
e Dos vectores no alineados son 1.i.

e Tres vectores no coplanarios (que no estan en el mismo plano) son Li. asi
que cualquier otro vector del espacio (de tres dimensiones) se puede poner
como combinacién lineal de ellos, se dice entonces que forman una base.

1.3 Bases
Los vectores i1, U, ..., 4, forman una base B = {1, us, ..., U, } si:
e ¢l conjunto de vectores B = {u, ds, ..., Uy } son Li.

e cualquier otro vector se puede poner como combinacion lineal de estos:v =
Aty + s+ Al

Estos nameros (A1, Ag, ..., A,) son las coordenadas del vector ¥ respecto de la
base B.



1.3.1 Sistema de referencia
Un sistema de referencia esta formado por un punto, que se llama origen, y una
base de vectores (en el espacio 3-D): R = {O; {1, U2, Us}}

Asi, a cada punto P del espacio se le asocia un vector OP, y las coordenadas

del punto P son las coordenadas del vector OP.

e Se dice que una sistema de referencia es ortogonal si los vectores de las
base son perpendiculares.

e Se dice que una base es ortonormal si los vectores de la base son perpen-
diculares y, ademas, de médulo uno.

El sistema de referencia canonico es el ortonormal con origen O = (0,0,0) y
base B = {i, j, k}

Las coordenadas de un vector entre dos puntos Ag, en el sistema candénico,
sera:

m+ﬁ:£:E:@—O—A>Z>E:(bl—al,bg—a27b3—a3)

Y su modulo: |v] = \/v? +v3 + v

1.3.2 Operaciones con coordenadas
e Suma / Resta: @+ U= (u1 £ vy, us & v, ug + v3)

¢ Producto de un vector por un escalar: A -7 = (Avq, Ave, Avs)

1.4 Aplicaciones de los vectores

e Suma de un punto A = (a1, as,a3) y un vector ¥ = (v1,va,v3): P+ T, es
otro punto cuyas coordenadas son: B = (a1 + v1, a2 + v2, a3 + v3)

. . Lo o
¢ Si tenemos un conjunto de n vectores {uy, U, ..., @, } y formamos con sus
coordenadas una matriz:

— Son linealmente independientes si el rango de la matriz es igual a
n.(Ejemplo 1)
— Y son linealmente dependientes si el rango de la matriz es menor que
n. (Ejemplo 2)
— Dos vectores son paralelos si son 1.d. entonces sus coordenadas son
. - - - U1 V2 U3
proporcionales: ¥||il = V= M = — = — = —
Uy U2 us
e Coordenadas del punto medio de un segmento. Si tenemos un segmento
AB, y llamamos M = (X,Y, Z) al punto medio:

OB = OA + AB = OA + 240



En coordenadas: (b1, ba,b3) = (a1,a9,a3) + 2(x — a1,y — as, 2 — as), y
operando tenemos las coordenadas del punto medio:

ai + by az + by as + b3

T Ty YT Ty AT T

e Puntos alineados. Tres puntos A, B, C, estan alineados si los vectores ﬁ
y 1@ son proporcionales, i.e., son paralelos.

2 Producto escalar

Definicion. Se llama producto escalar de dos vectores o y U, y se expresa por
- U (0o < i,7 >), al nmero real que resulta de multiplicar sus modulos por el
coseno del angulo que forman:

w-0=ld-|7 cosa
siendo o = <(, ¥).

Interpretacion geométrica.  La proyecciéon del vector ¢ sobre el vector o
es: ProygU = |U] - cosa. Asi que
w-U=|d- |0 cosa =]l Proyzv

(Si la proyeccion es un ntimero negativo, significa que tiene sentido contrario)

Propiedades
La d=a] =i =+Vi a
2. Conmutativa: ¢- =714
3. Distributiva del producto respecto de la suma: @ - (04 @) =4 -7+ @ - @
4. Asociativa: (k-u)-v=k-(d-9)=u-(k-0)

5. Si los vectores no son nulos:i - ¥ =0<=cosa=0<=a=90°=d L ¥
(vectores perpendiculares)

6. T-i=0<=0a=0
Expresion analitica del producto escalar. Una base ortonormal es aquella
en la que los vectores de la base son unitarios y perpendiculares.

SiB= {;, f, k } es una base ortonormal, entonces {



Dos vectores cualesquiera, expresados en esa base seran:
— - rd e
U=1uy -t+us-j+usg-k
’U:’Ul'i-i-’l}2~j+1}3~k

y su producto escalar, usando las propiedades:

U-U= (u1~5+uz-j+u3~ﬁ) . (vl~f+v2~f+v3-ﬁ) = U1V1 + UgVy + U3V3

2.1 Aplicaciones del producto escalar

En lo que sigue suponemos que estamos trabajando en una base ortonormal, por
lo que el producto escalar lo podemos calcular mediante la expresion: o - v =
U1V1 + U2V2 + U3V3.

2.1.1 Moébdulo de un vector

Por la propiedad 1, como @ - @ = || = |@] = +Vi - @.

En una base ortonormal |@] = ++/u? + u3 + u3

Podemos usar este resultado para obtener un vector unitario en la direccién
de uno dado. Si tenemos un vector ¥ = (a, b, ¢), un vector en la misma direccién
y sentido de moédulo 1, seré:

. a b c
v <\/a2+b2+02 Va2 + b2+ 2 \/a2+b2—|—02>

2.1.2 Angulo entre dos vectores
u-v u-v
Como cosa = ——— = o = arccos —
|4 - 7] |
rarnos podemos tomar el valor absoluto)

(el menor de los dos, para asegu-

gl

2.1.3 Vectores perpendiculares (ortogonales)

Dos vectores son perpendiculares si forman un dngulo de 90°. Como cos 90 = 0,
podemos poner la condicién de perpendicularidad, si los vectores no son nulos,
como:

Tl v-4=0

3 Producto vectorial

El producto escalar de dos vectores en R? se llama “escalar” porque su resultado
es un numero o escalar. El producto vectorial es una operaciéon entre vectores
cuyo resultado es un vector.



Definicion. El producto vectorial de dos vectores o y W es otro vector

T x W tal que:
° Si W = 0, W = 0 0 ambos son proporcionales, se tiene: TxW=0
e En caso contrario el vector ¥ x W tiene:

— Moédulo: |V x W] = | 7| - |&]-sina, siendo a = £L(V, W)

— Direcciéon: la de la recta perpendicular simultaneamente a los dos
vectores

— Sentido: el del avance del sacacorchos que gira de ¥ a . (Dextro-

giro)
Propiedades
L UXxW=0=7=07=0047,W)=0
2. Anticonmutativa: ¥ x @ = —w x ¥ . Tienen el mismo moédulo y

direccién, pero sentido contrario (no es ni conmutativa ni asociativa)

3. Distributiva del producto respecto de la suma: 7 x (v + @) = U x ¥ +
U X W

4. Producto por un escalar: (k7) x @ = ¥ x (k@) = k(U x W)

Interpretaciéon geométrica Area del paralelogramo. Como la altura del
paralelogramo que forman los dos vectores es

h=|7| -sina= A=0b-h=|d| |V sina=|d x V|

AxB

h=0Besena

Figure 1:



Expresion analitica En un sistema ortonormal {i, B k} , tenemos

U ar~d I i -

ixi=10 z><]:E> ixk=—j

jxi=—k jxj=70 jxk:i

Ex?:j kxg_':—f kxk=0
Utilizando las propiedades se llega a:

‘ J K V2 U3 | = v U3 |z v V2 |7
?Xw: U1 V2 U3 - Z— ] k
w2 W3 wp w3 w1 Wa

wp W2 wWs

3.1 Aplicaciones del producto vectorial

3.1.1 Area de figuras planas

e El area de un paralelogramo de vértices consecutivos B, C, D y E, como

hemos visto en la interpretacion geométrica serd A = ’B x B ‘

o El 4rea de un tridangulo: A = % ’B?>' X ﬁ‘

3.1.2 Vector perpendicular a otros dos

Como hemos visto el producto vectorial de o y W es otro vector U x W
perpendicular a ambos.

3.1.3 Base de vectores ortogonales

Si 4, ¥ no son proporcionales, una base ortogonal la podemos obtener con los
vectores: {u, 4 X U,4 x (4 X ¥)}

4 Producto mixto

Definicion El producto mixto de tres vectores 7, o y w que denotamos por
[7, o, E?] es un namero que se obtiene:

(W, 7, W) =" - (V x &)

Expresion analitica

U1 U9 us
[7,7,@]:7'(7XW): V1 Va2 V3

wp w2 w3



=
Plasse wol | = fuseE( v v )=
A r’ i S e
HE-. L T lu|.|vx w|.|cos(u,v x w) =
l' h
> [} S Gk et
0 6 OH . [v xw|=h. S;=
W Sy 3 , )
= Volumen del paralelepipedo de aristas
0 v B 0A.OCyOB

Sg = superficie de la base

Figure 2:

Interpretacion geométrica El valor absoluto del producto mixto de tres
vectores es el volumen del paralelepipedo que tiene por aristas los tres vectores.

El volumen de un tetraedro es la sexta parte del volumen de un paralelepipedo:
1
Vvtetraedro = 6 ‘[77 77 E?H

Propiedad Una consecuencia inmediata de la interpretacion geométrica del
producto mixto es la condicién de coplanaridad o dependencia lineal de tres
vectores del espacio, que se expresa por la anulacién de su producto mixto. O
sea que si tres vectores son linealmente dependientes ( coplanarios) el producto
mixto serd 0.

Ejemplo. (Junio 2004 Reserva) Calcula el volumen del tetraedro ABCD,
siendo A(2,—1,3) un punto, y B(1,1,0), C(0,—1,2) y D(-2,2,1) tres puntos
coplanarios.

El volumen es igual a un sexto del médulo del producto mixto de los vectores
BA, ,B? y Ef)

ﬂ:(1,—23) 1 2 3
f( 1,-2,2) p =V =1 ‘BA (ﬁxﬁ)‘ < —2 2
B? -3,1,1) —3 L1
1 5
SV=c15=2



Tema 5: Rectas y planos en el espacio

February 1, 2017

Part 1
Rectas en el espacio

Para determinar una recta en el espacio, al igual que en el plano, hace falta un
punto cualquiera de la recta y un vector, llamado vector director de la recta.
(Figura 1)

Sea un punto P(z,y, z) cualquiera de la recta que pasa por un punto fijo A =
(a1,a2,a3) , y que lleva la direccion determinada por el vector ¥ = (v1, ve, v3).

1 Ecuaciones de la recta en el espacio

Ecuacidén vectorial Observando la figura 1:

1 OD = OA+ AP — OP = OA + M\

que es la ecuacion vectorial, exactamente igual que la ecuacion vectorial de la
recta en el plano, estudiada el curso pasado.

Si escribimos las coordenadas, (z,y, 2) = (a1, as, az)+A(v1, va, v3), € igualamos
coordenada a coordenada, obtenemos:

Figure 1:



r=a; + )\Ul
Ecuaciones paramétricas Y = as + Avg
zZ = as + A\vs

despejando el pardmetro de cada ecuacién e igualando:

.. . rT—ay Y—azx z+as
Ecuacmn continua = =

v v v
La ecuaciéon continua colntiene dozs igualdages, por lo que podemos plantear
dos ecuaciones. Por ejemplo igualando la primera con la segunda, y la primera
con la tercera:
va(x —a1) = v1(y — ag) { vox — V1Y + (v1ag —vea;) =0
v3(x —a1) =v1(z — a3) v3z — v12z + (viag —vzay) =0
que, escritas de una forma més general, reciben el nombre de:

Ar+By+Cz+D =0

Ecuaciones implicitas o cartesianas { Az+By+Cz4D =0

Part II
Planos en el espacio

Un plano queda determinado por un punto, A = (a1, as,a3) , y dos vectores
no paralelos, ¥ = (v1,v2,v3) v @ = (u1, us, us), llamados vectores directores del
plano. (Figura 2)

2 Ecuaciones del plano en el espacio

Ecuacién vectorial Cualquier punto P(x,y, z) del plano, se puede escribir:

OP = 0A+ AP — OP = OA+ \o + @ A peR
Escribiendo las coordenadas e igualando:
T = a1+ v + puq

Ecuaciones parameétricas Yy = ag + A\vg + pus
z:a3—|—)\v3+uU3

Ecuacién general o implicita Si queremos eliminar pardmetros, como son
dos parametros su rango serd dos:

T—ay Avp  pug r—a; v U
rango | y—as Ave pug =2= | y—ay vy ug | =0

z—az Avz pus zZ—as U3 U3
desarrollando



Figure 2:
T V1 U ap Vi U
Yy Vo Uz |—| ax vy uy | =0—=
Z U3 us as V3 Us
Vg U v1u v U G
2 2 1 1 1 1
. — y+ z — a2 V2 (5 ZO
U3 U3 U3 U3 V2 U2
as V3 Uz

llegamos a la ecuaciéon implicita:

Az +By+Cz+D =0

De otra forma: los vectores ﬁ = (z—a1,y—as,z—as), @y U, como estan en
el mismo plano son 1.d. asi que el determinante formado con sus coordenadas
es nulo.

Observaciones. Hay cosas que se pueden ver con vectores o con rectas y
planos.

e Tres puntos estan alineados si pertenecen a la misma recta. Lo vimos, y es
mas sencillo, considerando dos vectores: si son paralelos, los puntos estan
alineados.

e Cuatro o mas puntos son coplanarios si pertenecen al mismo plano. Con
vectores: los vectores que podamos formar (AB, AC, AD por ejemplo)
tienen que tener rango dos, luego determinantes de orden tres tienen que
ser nulos.

Vector perpendicular a un plano. Dado el plano 7 : Az+By+Cz+D = 0,

el vector 77 = (A, B,C) es perpendicular al plano (7 L 7), a este vector se le
llama vector normal del plano.



Demostracion.
Perm Api+Bpa+Cps+D=0

Qenm Aq +Bg+Cq+D=0
restamos la segunda menos la primera ecuaciéon tenemos

Escogemos dos puntos del plano { . Si

A1 —p1)+B(g2 —p2)+C (g3 —p3) =0

observar que esto seria lo mismo que 7i - ]@ =0=>m1 ]@ = L.

Part 111
Posiciones relativas

3 Posicion relativa de una recta y un plano

Tenemos como posibilidades: que la recta esté contenida en el plano, que sea
paralela al plano, y que corte al plano en un punto. Vamos a verlo de dos formas,
segtin nos den las ecuaciones de la recta.

3.0.1 Recta en implicitas

Sea la recta
. Ayx+ Biy+Ciz+ D1 =0

T’{ Alz+ By +Clz+ Dy =0
y el plano
m:Ar+By+Cz+ D=0

Tenemos tres ecuaciones con tres incognitas. El rango tiene que ser cuanto
menos dos, ya que si fuera uno no tendriamos una recta. Estudiamos el rango
de la matriz formada:

A1 Bl Cl D1
M =| A B, ¢ D,
A B C D

Caso I Secantes. Si R(M) = R(M*) = 3, sistema compatible determinado,
recta y plano se cortan en un punto.

Caso II Paralelos. Si R(M) = 2 # R(M*) = 3, sistema incompatible, no
tienen ningtin punto en comiin: son paralelos.

Caso III Recta contenidda en el plano. Si R(M) = R(M*) = 2, sistema
compatible indeterminado, todos los puntos de la recta pertenecen al plano: la
recta estd contenida en él.



3.0.2 Recta en vectorial o continua o paramétricas

Si la recta nos la dan en cualquiera de esas formas, lo podemos estudiar con
los vectores director de la recta ¥ y normal al plano 7. Con el producto escalar
miramos si son o no perpendiculares.

e Siv L 71, larecta es paralela o esta contenida en el plano. Para dilucidar en
qué caso estamos, escogemos un punto P de la recta y vemos si pertenece
al plano. Si P € 7, la recta esta contenida en el plano; sera paralela en
caso contrario.

e Si ¥ / 7 plano y recta seran secantes.

Observar que para que una recta y un plano sean perpendiculares el vector
normal del plano y el vector director de la recta tienen que ser paralelos.

4 Posicion relativa de dos planos en el espacio

La posicion relativa de dos planos en el espacio (R?), serfa equivalente a estudiar
la posision relativa de dos rectas en el plano (R?). Las posiciones posibles son:
que los planos sean el mismo (planos coincidentes), que sean paralelos, o que se
corten en una recta (planos secantes)

Para estudiar la posicion relativa estudiamos el sistema formado por las
ecuaciones generales de los planos:

T - A1Z‘+Bly+01Z+D1:0
mo: Asx+ Boy+ Coz+ Dy =0

cuya matriz ampliada serd: M* = < A B G Dy )

A2 BQ CQ D2
El rango, puesto que tenemos dos ecuaciones, serd 1 o 2. (Figura 3, ahi
podéis ver otra forma de hacerlo)

Caso I Planos secantes. Si R(M) = R(M*) = 2, sistema compatible inde-
terminado (infinitas soluciones = infinitos puntos en comun), como el rango es
dos, “necesitamos” un solo parametro, asi que la solucién es una recta.

Caso II Planos paralelos. Si R(M) =1 # R(M*) = 2, sistema incompatible,
no hay ningin punto en comin.

Caso III Planos coincidentes. Si R(M) = R(M*) = 1, sistema compatible
indeterminado (infinitas soluciones = infinitos puntos en comun), como tenemos
tres incognitas y el rango es uno, necesitariamos dos parametros, y la soluciéon
seria de dimension dos, o sea un plano.



rg{M) rg{M*) Posicién de los planes

Planos secantes
Caso I 2 2 A_B_C_D

Flanos paraklos y distintos A
Caso I 1 2 A B C_D

—Sos— A
A B C D

Planos coincidentes
CosoTX | 1 1 ABCD

Figure 3:

Vector director de una recta en implicitas. Una recta dada en implicitas
estd dada como interseccion de dos planos

re Ty - A1$+B1y+012+D1:0
’ o1 Aox+ Boy+ Coz+ Dy =0

Si consideramos los vectores normales 7y = (A1, B1,C1) y i = (Aa, Ba, Cs),
estos vectores seran perpendiculares al vector director de la recta, recordando
que el producto vectorial de dos vectores es un vector perpendicular a ambos:
U = iy X 7io. Lo que nos permite hallar comodamente el vector director de la
recta.

i 7k
=1 Xilg=| Ay By C
As By Oy

5 Posicién relativa de dos rectas en el espacio

Dos rectas en el espacio pueden ser la misma (rectas coincidentes), pueden ser
paralelas, cortarse en un punto, y cruzarse. Para estudiarlo vemos primero si de
las rectas conocemos un punto y el vector director, y después si las conocemos
por sus ecuaciones implicitas.

5.0.1 Punto y vector director

P(p17p25p3) ys: Q((IMQQaQS)
7= (v1,v2,v3) i = (u1,uz,u3)
Para estudiar la posicion relativa tomamos los vectores directores vy , y el

Sean las rectas: r : {

vector P(@). Segun la dependencia lineal o no, tendremos los distintos casos; asi



que estudiamos el rango de la matriz formada por los tres vectores:

U1 V2 U3
M = U1 (1%} us
g1 —P1 42 — P2 43 —P3

. . vy vy W
e Si los vectores directores son paralelos, Rango( u u2 u3 ) =1,y
1 U2 U3

tenemos dos posibilidades:

Caso I Rectas coincidentes. El otro vector es proporcional:
R (M) =1, las dos rectas son la misma.

Caso I Rectas paralelas. El otro vector no esti en la misma direccion:
R (M) = 2, las rectas seran paralelas.

e Si los vectores directores no son paralelos, Rango (U, @) = 2, y tenemos las
otras dos posibilidades:

Caso IIT Rectas secantes. El vector ]@ es combinacion lineal de Uy u:
R (M) = 2, las rectas se cortan en un solo punto: secantes.

Caso IV Rectas que se cruzan. Los tres vectores son linealmente independi-
entes:

R (M) = 3, las rectas no tienen puntos comunes: se cruzan.

En resumen:

Lo R(M)=1 = Coincidentes

R(d,7) =1 = R(M)=2 = Paralelas
L R(M)=2 = Secantes

R(d,7)=2 = R(M)=3 = Secruzan

5.0.2 Con ecuaciones implicitas

Sean 1 - Az 4+ Biy+Ciz+ Dy =0 J Asx+ Boy+Coz+ Dy =0
‘ fe+Bly+Ciz+D] =0 5+ By +Chz+ Dy =0

dos rectas dadas por sus ecuaciones implicitas. Estudiamos el rango de la matriz

de los coeficientes y de la matriz ampliada:

A1 B1 C1 Dy

Ay By C1 D

Ay By Cy Dy

Ay By Cy Dy

M* =

Caso I Rectas coincidentes. Si R(M) = R(M*) = 2, sistema compatible
indeterminado (infinitas soluciones = infinitos puntos en comun), son la misma
recta.



Caso II Rectas secantes. Si R(M) = R(M*) = 3, sistema compatible deter-
minado,una sola solucién, un punto comin.

Caso IIT Rectas paralelas. Si R(M) = 2 # R(M*) = 3, sistema incompatible
no tienen interseccion, como R(M) = 2, sus vectores directores son propor-
cionales, paralelos.

Caso IV Rectas que se cruzan. Si R(M) = 3 # R(M™*) = 4, sistema incom-
patible no tienen interseccion, como R(M) = 3, sus vectores directores no son
proporcionales.

En resumen:

R(M*)=2 = S.C.I Coincidentes
3 = S.I. No intersectan
R(M)=2= 0| @ = Paralelas
R 3 = S.C.D. Secantes
R(M)=3 = { R(M*)=4 = S.I.Se cruzan

6 Posicién relativa de tres planos en el espacio

Para determinar la posicion relativa de tres planos en el espacio, estudiamos el
sistema formado por las ecuaciones de los tres planos:
T - Alac—i—Bly—l—Clz—l—Dl:O
o1 Asx + Boy+ Caz + Do =0 | cuya matriz ampliada sera (para es-
w3 : Asx+ Bsy+Csz+ D3 =0
tudiar el rango da igual tener D; o —D):

Ay By Ci —Dy
M* = Ay By (Cy —Do
As Bz (O3 —Ds

Hay que pensar que el rango de la matriz de los coeficientes y la ampliada
puede ir de 1 a 3, como la ampliada anade una columna puede aumentar el
rango en una unidad.

Haciendo uso del teorema de Rouché-Frébenius pensaremos si es compatible,
determinado o indeterminado, o incompatible; y barajaremos qué posibilidades
hay: si dos de los planos tienen puntos comunes o no, ... (En este caso no hay
que olvidar que sistema incompatible es que no tienen soluciones comunes los
tres, dos de ellos se pueden cortar)

e R(M)=1

- R(M*) =1 = S.CIL.n=3-1=2(parametros = un plano) Ten-
emos tres ecuaciones dependientes, las infinitas soluciones dependen
de dos parametros, asi que los planos son coincidentes.



— R(M*) = 2 = S.I. Las tres ecuaciones son independientes y no
tenemos puntos en comun.

* Silas submatrices de M* (2x4) tienen rango dos (seran distintos
dos a dos). Planos paralelos

* Si una submatriz de M* (2 x 4) tiene rango 1. Dos planos seran
coincidentes y el tercero paralelo.

e R(M)=2

— R(M*) =2 = S.C.I. Como el ntimero de incognitas menos el rango
n— R =3—2 =1, las infinitas soluciones dependen de un parametro
asi que tendremos una recta.

* Si las submatrices de M* (2 x 4) tienen rango dos. Los tres se
cortan en una recta.

* Si hay una submatriz (2 x 4) de rango 1. Dos planos coincidentes
y el otro secante (los corta en una recta).

~ R(M*)=3=S.I.

* Si las submatrices de M* tienen rango dos. Los planos se cortan
dos a dos en una recta.

% Si hay una submatriz de rango 1. Dos paralelos y el tercero los
corta.

e R(M)=3= R(M*)=(Rouché-Frébenius) S.C.D. Son secantes en un punto

Es mejor pensar que tratar de aprenderse esto de memoria. (Figura 4)



Figure 4:
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Posicién de los planos

Caso I

Planos secantes
en un punto

Caso IT

(a) Planes secantes dos a dos
forman una superficie prismdtica

(b) Dos planos paralelos cortados
por el otro

Caso IIT

(a) Plane distintos y se cortan en
una recta

(b) Dos coincidentes y el otro los
corta.

Caso IV

(@) Planos paralelos y distintos
dos a dos

(b) Dos son coincidentes y el otro
paralelo a ellos y distinto.

Caso V

Planos coincidentes
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Tema 6: Angulos y distancias en el espacio

February 22, 2017

1 Angulos entre elementos del espacio

Los angulos entre elementos del espacio, es una aplicacién sencilla del producto escalar. Recuerdo las condiciones
de paralelismo y prependiculariddad vistas anteriormente (Tema 4).

1.1 Angulo entre dos rectas

El angulo que forman dos rectas que se cortan, 71 y r2, es el menor de los d&ngulos que forman sus vectores directores,
se calcula (tomando el valor absoluto del producto escalar nos aseguramos que el angulo es agudo, por lo que sera
el menor):

N '1}1 . UQ‘
<Uri1,.1r9) =< = _
( 1, 2) (’Ul,’Ug) arccos ’U1| |’U2|

Condiciéon de perpendicularidad. r; L1y & v L o5 < 01 -0 =0
Condicién de paralelismo 71y || ry & 0 || U2 < ¥ = A - Uy (coordenadas proporcionales)

Ejemplo. Hallar el angulo que forma la recta r que pasa por los puntos A(1,1,1) y B(0,0,0), con la recta
si(zy,2)=(-1,2,3)+ X (1,2 — 3).

Los vectores directores serdn 7 = (1,1,1) y U5 = (1,2, —3), y el angulo:
1+ 2—3|
3] - |V14]

<(r1,re) = <(v1, Uy) = arccos =0=7r.ls

1.2 Angulos entre dos planos

El angulo entre dos planos 71 y 7o, es el menor angulo que forman entre si, o lo que es lo mismo, el angulo que
forman sus vectores normales, véase la figura 1:

Lo |7i1 - 7o
<(my,ma) = <(7iy, 7a) = arccos — —
|7i1] - |72z

Condiciéon de perpendicularidad. 7 L 7y & 1 L1y &1y -7ia =0

Condicién de paralelismo 7 || 1 < 7y || fia < iy = A - 7o



Figure 1: Angulo entre dos planos

r=14+X+p
Ejemplo. Calcular el d4ngulo formado por los planos 7 : 2z —3y+z=0y 7 :{ y=A—pu .
2=2+2X+p
ik
Los vectores normales son: # = (2,-3,1)yn’'=|1 1 2 |=(3,1,-2),y el angulo:
1 -1 1

6 —3—2|
V1414

—

<(m,7") = <(ft,7’) = arccos ~ 85,90°

1.3 Angulo entre recta y plano

El angulo que forman una recta r y un plano 7 es el menor dngulo de los que forman, este angulo es el complementario
del menor angulo que forman el vector director de la recta con el vector normal del plano, véase figura 2.

7 - 7]
<(m,7) = 90 — <«(77, ¥) = 90 — arccos g
72| - |9

Figure 2: Angulo entre recta y plano

Condicién de perpendicularidad. 7 Lre @ ||t d=A-7

Condicién de paralelismo 7 ||red liei-v=0



Ejemplo. Calcular el angulo que forma la recta r : (x,y,z) = (0,0,1) + A(1,0,—1) con el plano dado por la
ecuacion implicita m:x+y—32+2=0
El vector director de la recta es ¢ = (1,0,—1), y el normal del plano 7 = (1,1, —3), asi:

4|
V2 V11

<(m,r) = 90° = <(7, ) = 90° — arccos = 58,52°

2 Proyecciones ortogonales

2.1 Proyeccién de un punto P sobre un plano 7

es un punto @ € m, tal que el vector ]@ es perpendicular al plano: ]@ 1 7. (Figura 4)
Procedimiento analitico:

e Hallamos la recta que pasa por P y es perpendicular al plano.

e Hallamos la intersecciéon Q@ =r N

2.2 Proyeccién de un punto P sobre una recta r

es un punto @ € r, tal que el vector 1@ es perpendicular a la recta: I% L r. (Véase figura 3)
Procedimiento analitico:

e Hallamos un plano perpendicular a la recta que contenga a P: 7 L r\ P e

e Hallamos la intersecciéon Q = 7 N r

x
Ejemplo. Hallar la proyeccion ortogonal del punto A (0,2,0) sobre la recta r : 3 = 5 1

e Primero hallamos el plano perpendicular a la recta que pase por A.

Como ¢ = (3,2,1), el plano con vector normal 7 = (3,2,1) es perpendicular a la recta: 3z +2y+ 2+ D = 0.
Imponiendo la condicién de que pase por el punto: 4+ D =0=nm:3z+4+2y+2z—4=0.

e En segundo lugar hallamos Q = 7 N r. Pasando, por ejemplo la ecuaciéon continua de la recta a la implicita,
y resolviendo el sistema lineal determinado, obtenemos el punto buscado.

6

xr= =

20 —6=3y—6 20 —3y =0 Z
y—2=22—-2 =< y—22=0 -+ y =~ (Sinome he equivocado)

3r4+2y+2z=4 3z+2y+z2z=4 g

o

7

2.3 Proyecciéon de una recta r sobre un plano 7

es una recta s que esta contenida en el plano, tal que el plano 7’ que contiene a las dos rectas es perpendicular a .
Procedimiento analitico:

e Hallamos el plano 7’ que contiene a r y es perpendicular a 7

e Hallamos la interseccién s = w N7’

3 Puntos simétricos

3.1 Punto simétrico respecto a otro

El punto simétrico de un punto P respecto a otro punto @, es un punto P’ tal que @ es el punto medio del segmento
PP



Ejemplo. Hallar el punto simétrico de P (0,0, 1) respecto del punto @ (1,—2,1).
Sea P’ (a,b,c) el punto simétrico buscado. El punto @ sera el punto medio del segmento PP’, asi pues:

<a+0 b+0 c+1> :<1a_271>:Q(2a_4?1)

27 27 2

3.2 Punto simétrico respecto a una recta

El punto simétrico de un punto P respecto a una recta 7, es un punto P’ tal que r pasa por el punto medio del
segmento PP’ y es perpendicular a él, r 1. PP’ véase figura 3

Figure 3: Proyecciéon y simétrico de un punto sobre una recta.

3.3 Punto simétrico respecto de un plano

El punto simétrico de un punto P respecto a un plano 7, es otro punto P’ tal que el plano 7 pasa por el punto
medio del segmento PP,y 7 L PP’

Figure 4: Proyeccion y simétrico de punto sobre un plano



4 Distancias

4.1 Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos A (a1, as,as) y B (b1,b2,b3) es el modulo del vector que los une:

d(A,B) = ‘ﬁ‘ = \/(bl - CL1)2 + (bg - CLQ)Q + (bg — a3)2

4.2 Distancia de un punto a un plano
La distancia entre un punto P(xg, Yo, 20) y un plano 7 de ecuaciéon 7 : Ax + By + Cz + D = 0, es la distancia entre

P y el punto @, proyeccion de P sobre el plano (vuélvase a ver figura 4). Su expresion es:

|Azo + Byo + Cyo + D|

W= e o

Demostraciéon. Sea Q(z1,y1,21) el punto proyeccion de P sobre el plano 7. Se verifica que:

PG || = |PQ| -1 = |PG -7
ol

7]

Como:

d(P,m) = d(P,Q) = ‘1@’ -
y operando obtenemos:

(1 — 20, y1 — Yo, 21 — 20) - (A, B,C)|  |Ax1 + By + Cz1 — Azg — Byg — Czo|
I(A, B,C)| VA2 + B2 4 C?
Como Q € m= Ax1 + By1 +Cz + D =0= Az, + By, + Cz; = —D, y sustituyendo obtenemos:

d(P,Q) =

_ |Azo + Byo + Cyo + D|

A? + B2 4 C?

d(P,m)

4.3 Distancia entre dos planos
e Si los dos planos son coincidentes o secantes, d(m,7') =0
e Si son paralelos, la distancia entre ellos serd igual a la distancia entre cualquier punto de uno de los planos al
otro.
4.4 Distancia entre recta y plano
e Si son secantes o la recta esta contenida en el plano, d(r,7) =0

e Si son paralelos, la distancia entre ambos es igual a la distancia entre cualquier punto de la recta al plano.

4.5 Distancia de un punto a una recta

La distancia entre un punto P y una recta r (ver figura 5) es la distancia entre el punto y su proyeccién ortogonal
sobre la recta.
Como la distancia de un punto P coincide con la altura del tridngulo

|| h ’7 X 1@‘
Atritingulo = 9 = 5 — h = d(P, 7’) =

]7 X E%\
7

Podemos usar esto mismo para hallar la distancia entre dos rectas paralelas.



Figure 5: Distancia punto - recta

4.6 Distancia entre dos rectas
e Si son secantes o coincidentes, d(r,r’) =0
e Si son paralelas, la distancia entre ellas es igual a la distancia entre cualquier punto de una recta a la otra.
e Si se cruzan, la distancia entre ellas es igual a la distancia de una de ellas al plano paralelo a ella que contiene
a la otra recta.
4.6.1 Distancia entre dos rectas que se cruzan

La distancia entre dos rectas que se cruzan también se puede hallar de la siguiente forma. Sea r una de las rectas
con vector director ¥, y sea P un punto de esa recta. La otra recta s tiene vector director w y sea @) € s. Entonces
la distancia viene dada por la férmula:

[

)= T

Demostraciéon. Si consideramos el volumen del paralelepipedo (ver figura 6) determinado por los vectores
]@, ¥, W tenemos:

Volumen = (Area base) - altura = |7 x @| - h

Volumen = []@,17, 117]

Como d (r,s) = h, igualando y despejando obtenemos la férmula.

Figure 6: Distancia entre dos rectas que se cruzan
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1 *Conceptos relativos a funciones

Definiciéon. Una funcidn real de variable real f(x), es una correspondencia segun la cual a cada elemento de un
subconjunto de los nimeros reales (Dominio, Dom f) le corresponde uno y sélo un elemento de un subconjunto de
nameros reales (Imagen o recorrido, Im f)

fr R—R
x—ry=f(z)

1.1 Dominio de funciones usuales

Funciones polinémicas. Dom f(z) =R
Funciones racionales. Todos los niimeros reales menos los que anulen al denominador
Funciones irracionales. f(z) = {/g(x) =Dom f(z) = {x € R/g(x) > 0} sin es par; sin esimpar Dom f(x) = Dom g(x)
Funciones trigonométricas. Dependiendo de la funcién:
o f(z) =sing(x)] = Dom f(x) = Dom g(x)
o f(z) = cos[g(x)] = Dom f(x) =Dom g(x)
e f(z)=tan[g(z)] = Dom f(z) = {z € R/g(z) # § + kn}
Funciones exponenciales. f(z) =a%%;a > 0,a # 1 = Dom f(x) = Dom g(z)

Funciones logaritmicas. f(z) =log, [9(z)];a > 0,a # 1 = Dom f(z) = {x € R/g(z) > 0}

1.2 Funciones peridédicas

Funciones periddicas de periodo T: f(z) = f(x + kT) Vk € Z y Vx € Dom f(x)

1.3 Funciones simétricas
e Respecto del eje de ordenadas (funciones pares) f(z) = f(—=x)

e Respecto del origen (funciones impares) f(z) = —f(—xz)

1.4 Funciones acotadas

Definicién. Una funcion esta acotada superiormente por un nimero real K (cota superior), si todos los valores
que toma la funcién son menores o iguales que K.

f(z) acotada superiormente < f(z) < K,Vx € Dom f(z)

Definicién. Una funcién estd acotada inferiormente por un numero real P (cota inferior), si todos los valores que
toma la funcién son mayores o iguales que P.

f(z) acotada inferiormente < f(z) > P,Vx € Dom f(z)

Definicion. Una funcién esta acotada si lo esta superior e inferiormente.

f(x) acotada < P < f(x) < K,Vx € Dom f(z)



1.5 Extremos absolutos

Definicion. Se llama extremo superior o supremo de una funcién acotada superiormente, a la menor de sus
cotas superiores. Se llama mdzimo absoluto de una funcién acotada superiormente, al extremo superior cuando es
alcanzado por la funcién.

Definicion. Se llama extremo inferior o infimo de una funcién acotada inferiormente, a la mayor de sus cotas
inferiores. Se llama minimo absoluto de una funcion acotada inferiormente, al extremo inferior cuando es alcanzado
por la funcion.

1.6 Monotonia

Definicién. Una funcién es estrictamente creciente en un intervalo (a,b) si'y solo si
Vai,x2 € (a,b) : sz < zo = f(x1) < f(z2)

o dicho de una forma equivalente: < M >0
To — X1

Definicién. Una funcién es estrictamente decreciente en un intervalo (a,b) si y solo si
Vry, 29 € (a,b) : sty <za= fa1) > flaz)

z9) — f(x
o equivalentemente: < M <0
T2 —T1

Definicién.  Una funcion es estrictamente creciente en un punto xg, si existe un entorno (un intervalo centrado
en el punto) (zo — €, xo + ¢€) en el cual la funcion es estrictamente creciente. (Equivalente para decreciente)

Extremos relativos Una funcién tiene un mdzimo relativo en un punto z si existe un entorno (xo — €, o + €)
tal que, para todo = € (z¢ — €, xo + €) la funcién en ese punto es mayor que en los alrededores: f(xzg) > f(z). Sies
una funcién continua pasa en ese punto de ser creciente a ser decreciente.

Una funcién tiene un minimo relativo en un punto x si existe un entorno (xg — €, o + €) tal que, para todo
x € (g — €,x0 + €) la funcién en ese punto f(xg) < f(x). Si es una funcion continua se puede ver que pasa en ese
punto de ser decreciente a ser creciente.

1.7 Composiciéon de funciones

Definicién. Dadas dos funciones f(z) y g(x), con Im f C Dom g, se llama funcidn compuesta de f con g, a la
funcién g o f que cumple:

(go f)(z)=glf ()]
Definicién. La funcién f~1(z) es la funcion inversa de f(x) si se verifica:

(fof™M@=F"of)@=2

2 Concepto de limite

La definicion usual de continuidad, involucra el concepto de limite, si cuando “z tiende a” a, f (z) “tiende a” f (a),
para esta definicién de continuidad necesitamos saber qué significa “tender a”. También sabemos que la derivada se
define mediante un limite, por lo tanto el limite est4 en la base del anélisis.



2.1 Limites de una funcién en el infinito.
Cuando z — oo una funcién puede comportarse de distintas maneras (por supuesto siempre que exista):

e al aumentar x, los valores de f (x) se aproximan a un cierto nimero I: lim f (z) =1
r—00

e al aumentar z, los valores de f (z) crecen cada vez mas: lim f (z) = +o0
Tr—r o0

e al aumentar z, los valores de f (x) se hacen cada vez mas pequenos: lim f (z) = —oo
xr—r 00

e al aumentar z, los valores de f () no siguen ninguno de los comportamientos anteriores: # lim f (x). Por
T—>00

ejemplo las funciones seno y coseno no tienen limite cuando x — oo pues oscilan entre -1 y 1.

Maéas formalmente:

Definicién. Limites finitos. lim f (z) = < dado un ntimero positivo ¢ (tan pequefio como queramos), Ve > 0,
Tr—r0o0

podemos encontrar un zo (tan grande como sea necesario), tal que:
si > xo entonces |f (z) — 1| <€

Definicién. Limites infinitos. lim f (z) = 400 < dado un namero x (tan grande como queramos), podemos
r—00

encontrar otro nimero zo (tan grande como sea necesario), tal que:
si x > xq entonces f (x) > K

2.2 Operaciones con infinito.

Suma y resta. cotk=+00,—00tk=-00,00+00=400, —00—00=—00, -(—00)=+00
Indeterminaciéon: oo — oo

+oo sik>0 —oo sik>0

Productos —|—oo-k:—{_oo ik <0 ,+—oo-k—{+oo ik <0 , (£00) - (£o00) = +o0
Indeterminacion: 0 - (£o0)
Cocient =0 0 = :I:oo_i
ocientes ——=0, —=0, —— =00
Indet L . +o0 0 +o©
ndeterminaciones: — , T , 6 D E

. o _ J Foo sik>1 k] Hoo sik>0 o oo
Potencias k —{ 0 si0<k<l —{ 0 sik<p 0T =00,00 =0

Indeterminaciones: 0° , oc® , 17°

2.3 Limite de una funcién en un punto

Intuitivamente la idea de limite de una funcién en un punto es el numero hacia el que tienden o se aproximan los
valores que toma la funcion cuando la variable independiente se acerca a ese punto.

Limites laterales En otras palabras, para calcular el lim f (z) tomamos valores cercamos a zg, calculamos su
T—xo

imagen mediante la apicaciéon f y vemos si se acerca a algin valor. Si nos acercamos a xy por valores menores
que xg, hablamos de limite por la izquierda. Si nos acercamos con valores mayores, limite por la derecha. Estos
conceptos formalizados son como sigue.

Definiciéon. Una funcion f(z) tiene por limite [, cuando x tiende a x, si:

lim f(z)=1<Ve>0,30 >0tal quesi |t —xg| <d=|f(x) =1 <e

Tr—xo



Definicién.  Una funcion f(z) tiene por limite [, cuando x tiende a x, por la izquierda si:

lim f(z)=1loVe>0,30 >0tal quesizg—d <z <zo=|f(x)—1I<e

Tr—xo

3 Algebra de limites

Estas operaciones son validas cuando x tiende a un namero finito o infinito, siempre y cuando estén bien definidas
las funciones.

Limite de la suma. El limite de la suma es la suma de los limites:
lim [f (z) £ g («)] = lim f () % lim g (x)
Limite del producto. El limite del producto es el producto de los limites:
lim [f (z) - g (2)] = (lim f (2)) - (lim g (z))

Limite del cociente. El limite del cociente es el cociente de los limites:

fx)  Tim f (z)

@) = Tmg (@)

Limite de exponenciales : .
lim [ ()} = ftim f ()]

Limite de irracionales.

lim {/f () = {/lim f ()

Limite de logaritmos.
lim [log, f (x)] = log, [lim f (z)]

4 Resolucion de indeterminaciones

Tipos de indeterminaciones. Vamos a hacer una agrupacién de las posibles indeterminaciones para estudiarlas.
En resumen se resuelven operando adecuadamente, segtn el tipo.

+ k + 0
Indeterminacion | —— (£00)-0 | —, el Bl [PV 00, (—00) 4 (400) ;... | 00 | (+o0) | 1%
+o0 0 0 0
00 k 0
Tipo — 0-00 — — 00 — 00 09 oo? 1%
00 0 0

00 . R
Indeterminacién del tipo —. Aparecen al calcular limites de cocientes de funciones polinémicas.
00

Se resuelven quedandonos con los términos principales (de mayor grado) de numerador y denominador:

Anx™ + ap_12" 1+ ...+ by ) anpx™

im = lim
z—F00 by ™ 4+ byy_12™ L 4+ ...+ by z—toob,x™

El resultado depende de los grados de numerador y denominador:



e Si m > m, el limite es infinito.

. . . a"fL
e Sin =m, el limite es —.
bin

e Sim < m, el limite es cero.

. o —Tx* — 52213 %) o =Tt =7
Ejemplo. lim =|—]= lim e —
z—too 3zt 4 623 + 22 00 z—doo 3zt 3

0
Indeterminacion del tipo o Aparecen al calcular limites finitos de cocientes de funciones polinémicas o de

funciones irracionales.
e Cociente de funciones polinémicas: se resuelven factorizando polinomios y simplificando.

e Cociente de funciones irracionales: se resuelven multiplicando numerador y denominador por la expresion
conjugada de la funcién que lleve raiz.

Ejemplos.

P A i 2 -z \/x—|—4+271. (mQ—x)~(\/x—|—4+2)7 0
2~ Tan0Vztd—2 Vitdi2 a0 z ~ o

I b R R ) B (—1) (Vo +d+2))=—-1-4=—4

z—0 x x—0

00 0
Indeterminacién del tipo 0-oco. Siempre se pueden transformar en las del tipo —, o en las del tipo 0
00

k
Indeterminaciéon del tipo i Se resuelven calculando los limites laterales.

. oo+ 9 14
Ejemplo. lim = —

=51 — H 0
.oz +9
lim = —00
z—5-T —5 = No existe el limite
rz+9
im = +00
z—5+T — 5

Indeterminacién del tipo co—oo. Aparecen con funciones racionales (se opera convenientemente) o irracionales
(se multiplica y divide por el conjugado)

iemplo im QZ‘Q —(x — (00 — 00) = lim [\/m—(l'—FQ)][ 3}‘24_5_’_(3:_'_2)}_
Ejemplo. lim [va?+5 — (v +2)] = ( )= lim W ) _

5 —4xr+1 (o) — 4z _ —4x
ﬁl‘l*rgow/:cz—l—5+(x+2)_ 00 _x—>oo,/x2+x_x—>oo 2x



x
1
Indeterminacion del tipo 1°°. Se resuelven “buscando el nimero e = lim <1 + ) ” o bien aplicando la

siguiente propiedad que es valida para zq finito o infinito:

lim [f (x)]g(w) _ emingog(w)[f(z)fl]

Tr—xo

2z 2z 2w
) - 1'2 + 3 . x2 + 3 . 4
Ejemplo. wEIJIrlOO <x2 1 =(17) = wglfoo 1+ 2—-1 1 - xEIJIrloo T+ x?—1 -
m2471 .21,12471
) 1 . 'S:L' 0
= lim 1+ — = lim e=?-1 =¢” =1
T ——+00 ¢ —1 400
4

5 *Ramas infinitas. Asintotas

Al estudiar las graficas de las funciones cuando o bien z, o bien la propia funcién crece infinitamente, tenemos los
siguientes casos.

5.1 Asintotas verticales

Se presenta cuando al aproximarse a un ntmero finito, la funciéon crece infinitamente.
verti = 20 ) . . . .. imites:
La recta vertical = x¢ es una asintota vertical de la funciéon [ cuando existe alguno de los siguientes limites

lim f(x) =400 lim f(z) = +o0 lim f(x) =400

Ty x—mar T—=To
5.2 Asintotas horizontales
Cuando z crece indefinidamente, la funcién tiende a una constante.

La recta y = yo es una asintota horizontal de la funcién f cuando existe alguno de los limites:

lim f(z) = yo

r—to0

5.3 Asintotas oblicuas

Cuando x — oo, la funcién también crece infinitamente pero aproximandose a una recta.

La recta y = ma +n, con m # 0, es una asintota oblicua de f cuando al tender x a +00, 0 a —o0, la diferencia
entre las ordenadas de la funciéon y de la recta tiende a cero.

Podemos determinar la pendiente y ordenada en el origen de la asintota mediante:

m= lim /(@) b= lim [f(z)— maz]

r—+oo I r—+o0

5.4 Ramas parabdlicas

Cuando x — o0, la funcion también crece infinitamente pero no se aproxima a ninguna recta.



6 Continuidad de una funcién

Definicién. Una funcién f(z) es continua en un punto o si:
e Existe la funcion en ese punto: f(zg)

e Existe el limite cuando nos aproximamos a ese punto: lim f(x)
T—xTo

e Y ambos coinciden: f(zg) = 1i_>m f(x)

Definicién. Una funcion es continua en un intervalo abierto (a, b) si es continua en todos los puntos del intervalo.

Continuidad lateral. También se puede hablar de continuidad por la derecha o por la izquierda. Por ejemplo
se dice que una funcién f(x) es continua por la izquierda en un punto ¢ si existe el limite por la izquierda en ese

punto y coincide con el valor de la funcién en zo: lim f(z) = f(xo).
T—T

Definicién. Una funcion es continua en un intervalo cerrado [a,b] si es continua en todos los puntos del intervalo
(a,b) y continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b.

Las funciones elementales son continuas en su dominio de definicién. Asi las funciones polinémicas son continuas
en todo R, las funciones racionales en todos los nimero menos los que anulen al denominador, ...

7 Tipos de discontinuidad

Una funcién es discontinua en un punto, si no es continua en ese punto. Se nos pueden presentar varias situaciones.

1. Discontinuidad evitable. Si existe el limite lim f(x) pero ocurre una de estas dos cosas:
Tr—rTo

e No coincide el valor de la funcién en el punto con el valor del limite: f(zo) # lim f(x)
T—T0o

e No existe la funcién en ese punto: 3f(zo)
2. Discontinuidad no evitable o esencial.

e De primera especie.

— De salto finito: los limites laterales no coinciden.
— De salto infinito: uno o los dos limites laterales son infinitos.

e De segunda especie: no existe alguno de los limites laterales. Por ejemplo f(z) = /x en el punto x =0

8 Propiedades de las funciones continuas

8.1 *Teorema de conservaciéon del signo

Si una funcioén f(z) es continua en un punto xo y f(x¢) # 0, entonces
existe un entorno de xg, (g — d, 2o + 9), en el cual la funcién tiene el mismo signo que f(xg).

Demostraciéon. Supongamos que f(zo) > 0
e Como f(z) es continua en 2o = lim f(z) = f(zo)
Tr—rTo
e Con la definiciéon de limite: Ve > 0,36 > 0 tal que si |z — x| < § = |f(z) — f(xo)| < e
e Con las propiedades del valor absoluto: —¢ < f(z) — f(zo) < e & f(zo) —e < f(z) < f(zo) + ¢

e Comoe >0y f(xg) > 0, podemos tomar € = f(z0) y la expresion anterior queda: 0 < f(x) < f(zo) y asi
el signo[f(z)]=signo[f(zp)] en un entorno (xg — 4, xg + 9). q.e.d.




8.2 *Teorema de acotacién

Si una funcioén f(x) es continua en un punto xg , entonces
existe un entorno de x( en el cual la funcién esta acotada.

Demostraciéon. Como f(z) es continua en zo = lim f(x) = f(zo) = Ve > 0,35 > 0 tal que si |z — 20| < 6 =
T—rT0

|f(z) — f(zo)] < &, con las propiedades del valor absoluto i guan que antes —¢ < f(z) — f(zg) < e & f(xg) —e <
f(@) < f(zo) +e

y vemos en la altima expresion que esta acotada por f(zg) —ey f(xo) + € en un entorno (xg — 0, xg + 9). q.e.d.

8.3 Teorema de Bolzano

Si una funcion f(z) es continua en un cerrado [a, b] y signo[f(a)] # signo[f(b)],
existe un namero ¢ €(a, b) tal que f(c) =0.

8.4 *Teorema de los valores intermedios (de Darboux)

Si f(x) es continua en [a,b], entonces
f(x) toma en el intervalo (a,b) todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b).
Demostracion.

e Supongamos que f(a) < f(b)

e Sea m un valor intermedio: f(a) < m < f(b). Veamos que existe al menos un nimero ¢ € (a,b) tal que

fle)=m
e Sea g(z) = f(z) —m
— como f(z) es continua, g(z) es continua en [a, b]

_ gg((agg = ;EZ)) : ZLL ; 8 } = signolg(a)] # signo[g(b)], asi cumple las condiciones del teorema de Bolzano

e =existe ¢ €(a,b) tal que g(c¢) =0= f(c) —m=0= f(c) =m. qed.

8.5 Teorema de Weierstrass

Si f(x) es continua en [a,b], entonces
alcanza en ese intervalo su méximo y su minimo absolutos.

9 Ejemplos de aplicacién del teorema de Bolzano

1. Probar que la ecuaciéon x + sinx = 1 tiene al menos una solucién en R.
2. Demuestra que la funcion f (z) = e* — x — 3 corta al semieje real positivo al menos una vez.

3. Se considera la ecuacién 23 + Az — 22 = 1. Probar utilizando el teorema de Bolzano, que si A > 3, la ecuaciéon
admite alguna solucién menor que 1.

Solucién 1. Construimos una funcién que pueda cumplir el teorema de Bolzano: f(x) =z +sinz — 1

™
e Es una funcién continua en R, en particular en el cerrado lO, —| (este intervalo hay que buscarlo de tal forma

que la funcion tome valores de distinto signo en los extremos. Esto es lo dificil).




F(0)=-1<0

° ™ _ T = signolf (0)] # signo [f <W>]
fiR~ z

La funcion verifica las hipotesis del teorema de Bolzano en [O, 7;1 , luego:

dec e (O,g),f(c)Ochsincl

™
lo que equivale a decir que la ecuacién = + sinx = 1 tiene al menos una solucién real, ¢, en (O, 2) 4

Solucién 2. Tenemos que ver que la ecuacion e — x — 3 = 0 tiene alguna solucion real positiva. Estudiamos si
la funcion verifica el teorema de Bolzano en algin intervalo. Como es continua en todo R, buscamos un intervalo
en el que tenga signos diferentes en los extremos:

e f(0)=1-0-3<0
o f(2)=e2-2-3~739-5>0

En el intervalo cerrado [0, 2], la funcion es continua y toma valores de signo contrario en sus extremos, por tanto
existe al menos un valor ¢ € (0,2), en el que f(c) = 0. Asi que la ecuacién e* — z — 3 = 0 tiene al menos una
solucién positiva.

Solucién 3. La funcién f(r) = 2® + Az — 22 — 1 es continua para todo R. Tenemos f(0) = -1 <0y f(1) =
A—3>0yaque\>3.

Como signo f (0) # signo f (1), segin el teorema de Bolzano existe ¢ € (0,1) tal que f (c¢) = 0. Esto es, hemos
encontrado ¢ < 1 que es solucién de la ecuacién dada, como queriamos demostrar.
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Derivadas

March 31, 2017

1 Definicién de derivada

En muchos casos nos interesa el cambio que experimenta una funcién segiin varia la variable independiente, se llama
incremento de una funcién f (z) a la expresion: Af = f (punto final) — f (punto inicial).

Llamamos tasa de variacion media de una funcién entre los valores xg y x¢ + h, dicho de otra forma en el
intervalo [z, z¢ + h], al cociente entre el incremento que experimenta la variable dependiente frente al de la variable
independiente:

Af] _ f@o+h) = f(20)
AT | (ag,a0+h] h

La derivada de una funcién en un punto es la tasa de variacién instantanea, cuando h — 0.

TV M [0, o + h] = [

Definiciéon. La derivada de una funcion, f (x), en un punto zg es el limite:

f(xo+h) = f (z0)

/ T
f (o) = Jim, h
d _
Otra forma de escribir la definicion es: [’ (o) = D [f (z0)] = é [xo] = ILm W. (Notaciones debidas
x—xT( — X0

respectivamente a Lagrange, Cauchy y Leibniz)

Como la derivada es un limite, se puede hablar de derivada por la derecha y por la izquierda.

Derivadas laterales.

e Derivada por la izquierda: f' (335) = hh%l I (@o + h})L — f(20)
-

h) —
e Derivada por la derecha: f’ (:rar) = hlim+f (2o + ZL f (o)
—0

Definiciones.

e Una funcién es derivable en un punto, si existe la derivada en ese punto. O sea, que tienen que existir la
derivada por la derecha, por la izquierda y coincidir.

e Una funcion es derivable en un intervalo abierto (a,b), si lo es en cada uno de los puntos = € (a,b).

e Una funcion es derivable en un intervalo cerrado [a,b], si es derivable en el abierto (a,b), derivable por la
derecha en a y por la izquierda en b.

2 Interpretacién geométrica

La ecuacion punto-pendiente de larecta [y — b = m(z — a)] que pasa por dos puntos (zo, f (z9)) y (xo + h, f (xo + h))

 Flao+h)— f(20)  F(wo+h) — f (z0)
y—f (@) = S @ e = T (- )

Asi la pendiente es la tasa de variacion media. Cuando hacemos que los puntos se aproximen, h — 0, la recta
secante se va aproximando a la recta tangente. La derivada f’ (x¢) sera la pendiente de la recta tangente a la gréfica
de la funcion en el punto P (zo, f (x0))




Ecuacién de la recta tangente. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f (x) en el punto
P (xo, f (20)) es:
y — f(x0) = [’ (20) (x — 20)

Ecuacién de la recta normal. La recta normal a la grafica en el punto P (g, f (x0)), es la recta perpendicular
a la recta tangente y tiene por ecuacién:

y—flzo) =57

3 Continuidad de funciones derivables.

Vamos a ver la relacién que existe entre los dos conceptos fundamentales del calculo infinitesimal: continuidad y
derivabilidad.

Teorema. Toda funcién derivable en un punto, con derivada finita, es continua en ese punto.

f (o +h) = [ (20)
h

Demostracion. Si f es derivable en un punto zg, se verifica f’ (x¢) = ]}Lim , tenemos que
—0

probar que es continua.

%iﬁ%)[f(xwh%f(zoﬂ:%W%M)#(%)yh: {“mf(xwh)f(m limh = f' (25) -0 =0

h h—0 h h—0
Hemos probado que: %irr%) [f (xo+h)— f(x0)] =0 <= }llin%)f (xo+h) = f(z0)
— —

Haciendo = = zo + h, se tiene que si h — 0, entonces © — xg, por lo que lim f (x) = f (o) , es continua. q.e.d.
T—xQ

Observacion. El reciproco no es cierto: hay funciones continuas en un punto y que no son derivables en él. Por
ejemplo, f (z) = |z|.
El reciproco seria: si una funcién no es continua en un punto, entonces no es derivable.

4 Funcion derivada

Igual que la funcién f asocia a cada elemento x del dominio una imagen y = f (), cuando la funcién sea derivable
en un punto z, le podemos asociar a z la derivada en ese punto f' (z).

Definicion. Se llama funcion derivada de una funcién f, a la funcion que asocia en cada punto, x, donde la
fle+h)—f(x)
h

El dominio de la funcién derivada, Dom f’, o dominio de derivabilidad, estara formado por los puntos del Dom f
en los cuales la funcion sea derivable, donde exista derivada.

Al disponer de una funcién, para calcular por ejemplo las derivadas f' (1), f'(2), f’(3) de una funcién, no
tenemos que usar la definiciéon de derivada para cada una de ellas, sino que hallamos la funcién derivada y después
evaluamos en los puntos que nos pidan.

funcién sea derivable, su derivada f' (x) = %im
—0

Derivadas sucesivas. Como la funcién derivada es una funcién, se puede derivar y se tiene la derivada segunda
/ . . . . s .
" (x) = (f) (x). Asi sucesivamente podemos tener la derivada tercera, cuarta, ... ,y la derivada n-ésima f(™ (z).

Ejemplo. f(v) =222+ 5z
f'(z)=4z+5
7 (@) = 4
f"(x)=0=f" (z) = ...



5 Derivada de funciones elementales

A partir de la definicién de derivada se pueden obtener las derivadas de las funciones elementales:

| Funcion f (z) | Funcién derivada /" (z) |

Funcion f(z) |

Funcion derivada f (x)

fx) =k (@) =0 f (@) =log, x f/(x):x-ina
fx)== fl(x)=1 f(z) =sinx f'(x) = cosx
f(x)=2a" f(x) =na" 1t f(x)=cosx f(r) = —sinz
flz)=¢€" f(z)=¢€" f(z) =tanzx f’(x):coslzlethanzx
f(x)=a" f' () =a*-Ina f (z) = arcsinx f(x) = - L :

-z
f@)=Vz ff(z) = 2;/5 f (z) = arccosz f(z) 1\/1_17
f(z)= =z f(z) = o f (z) = arctanx 12
f(x) =z f) = f (x) = arccotg @ e

6 Algebra de derivadas

Las demostraciones se basan todas en la utilizacion de la definiciéon de derivada y de las propiedades de los limites.
Pongo un par de ellas a modo de ejemplo.

6.1 Derivada de la suma
[f (@) +g (@) = [ (2) +¢' ()
Con palabras: la derivada de la suma es la suma de las derivadas.

Demostracion. [f (x) + g ()] = lim [f (x+h)+g(z +}il)] —f@) +g@)]
LSt - f@tg@th)—g@) . fth)—f@) . g@th)—g@) _ ,
= h N h + lim = f'(@) +¢ (@)

6.2 Derivada del producto de un niimero por una funcién
k- f@) =k f(2)

Los nimero que van multiplicando se “copian” y se deriva la funcién.

6.3 Derivada del producto
[f (@) -g(@)] = f'(x) g (z) + f(2) - ¢ ()
La derivada del primero por el segundo sin derivar, més el primero sin derivar por la derivada del segundo.

[f(as).g(x)y:%i%[f(“h)'g(f“rh)]—[f(w)~g(x)}

h
flath) -glet+h) —f(z)-gl@ath) +f@)-g@t+h)—f(z)- g(x)

, restando y sumando f (z) - g (z + h)

Demostracion.

= lim

h—0 h

6.4 Derivada del cociente

La derivada es una fraccién con:




e En el numerador: la derivada del numerador por el denominador sin derivar, menos el numerador sin derivar
por la derivada del denominador.

e En el denominador: el denominador al cuadrado.

6.5 Derivada de la funcién compuesta. Regla de la cadena.
[(gof) (@) =¢ (f (@) [ (x)
Ejemplos.

e D[(1-2)’| =3(1-2) (-1) = -3(1 - 2)’

D [6_236} =e 2. (=2) =22

6x
D[n(3224+8)] = —— 60 = ———
* Dn@t+8)] = gy b= gy
9tan?3
OD[tan33x]:3tan23m- 5 3= an 23;‘
1+ (3z) 1+ 9z
1
e D[\/cosx] = T (—sinz)
5z

1
e D |arcsin ,235 i 5334 =
[ } /1 B (x5)2 /1 — 210

Meétodo de derivacién logaritmica! Para derivar una funcién del tipo y = f9, podemos tomar primero logar-

itmos en ambos miembros, después derivar, y acabar despejando la derivada:

e Tomando logaritmos: y = f9 = lny=Inff << hy=g-Inf
y/ !/

e Derivando ambos miembros: = =¢'-Inf+g- =
Yy

f

!/
e Despejando ¢/, teniendo en cuenta que y = f9, tenemos: y' = f9-¢' -lnf+ f9.-¢g- f7

Ejemplo. Queremos derivar la funcion f (z) = y = (3z 4 1)**"

e Tomando logaritmos tenemos: Iny = In (3z 4+ 1)™"* =sinz - (3z + 1)

/
o Derivamos: & = cosa - Bx+1)+sinx-3=y =y [cosz- (3z+ 1) +sinz - 3|, y lo ponemos “curioso”™
Y

y = (3z+1)""" . [(3z + 1) cos z + 3sin z]

Derivada de la funcién implicita Si queremos derivar una funcién implicita, por ejemplo: z? + y2 = 9, en
lugar de despejar y derivar, podemos hacer:

e Derivamos respecto a la variable x: 2o + 2y -3’ =0

—2x -
e Despejamos: ¢y = — =

2y V9 — 2
Derivada de la inversa de una funcién

1

SR TS

1Esta idea de tomar logaritmos también se puede utilizar para calcular algunos limites.



Aplicaciones de las derivadas

April 25, 2017

1 Monotonia y curvatura

1.1 Crecimiento y decrecimiento

Recordando que una funcion es estrictamente creciente en un intervalo (a, b) si y solo si
Vai,xe € (a,b) : sl xy < xo = f(x1) < f(x2)

o dicho de una forma equivalente: M > 0, si tomamos el limite cuando los dos puntos se acercan
tenemos la derivada. Asi o

e Si f'(z,) > 0, entonces la funcion es estrictamente creciente en el punto x = zg .

e Si f'(z,) <0, entonces la funcion es estrictamente decreciente en el punto x = xg .

Si la derivada es nula en un punto, f’ (z¢) = 0, no podemos afirmar nada: puede ocurrir que sea estrictamente
creciente en x(, estrictamente decreciente, o ninguna de las dos cosas.
Los puntos donde se anula la derivada primera se llaman puntos singulares.

1.2 Maximos y minimos

En las funciones que sean derivables al menos dos veces, es muy sencillo determinar los extremos relativos:

f"(xo) <0 = f tiene un mdzimo relativo en (xq, f (z¢))
f"(xro) >0 = f tiene un minimo relativo en (zo, f (zo))

' (x0) =0 :si{

1.3 Concavidad. Puntos de inflexion

Una funcién es eéncava (o concava positiva) en un punto, si la tangente en ese punto queda por debajo de la gréfica
de la funcién. Y una funcién es conveza (o concava negativa) en un punto, si la tangente en ese punto queda por
encima de la grafica de la funcién.

Cuando la funcién admite derivada segunda es sencillo estudiar el tipo de concavidad.

e Si " (x9) > 0, entonces la funcion es concava en el punto (zg, f (zg))

e Si f”(x0) < 0, entonces la funcién es convexa en el punto (zg, f (zo))
A los puntos donde la funcién cambia la concavidad se les llama puntos de inflexion:

Si f" (x0) =0 (f" (zo) # 0) =la funcion tiene un punto de inflexién en el punto (xo, f (x0))
Ejemplo. Si nos piden que estudiemos la monotonia y curvatura, o para representar la grafica de una funcién
f(x) = 23 — 622 + 9z, podemos ser practicos actuando como sigue:

e Puntos singulares:

— Hallamos la derivada primera: f’(z) = 322 — 12z + 9

— Resolvemos la ecuaciéon f'(x) =0= 322 -~ 120 +9=0

— Obtenemos x = 1,3 que son los puntos singulares.



e Hallamos la derivada segunda: f” (z) = 6z — 12
e Evaluamos ésta en los puntos singulares:
- f"(1)=6—-12 < 0 = mdaximo
- f"(3) =18 — 12 > 0 = minimo
e Siigualamos a cero la derivada segunda y resolvemos, obtenemos los puntos de inflexion

- f"(x)=6x—-12=0=>2=2

— Si tiene un maximo relativo en 1, la funcién en (—oo,2) es convexa, y en (2, 00) concava (fijdos que en 3
hay un minimo relativo)

2 Optimizaciéon

En muchas situaciones se plantea el problema de optimizacion de funciones, esto es hallar un valor para el que la
funcién tome un valor maximo o minimo. Por ejemplo en fisica puede interesar el valor para el que un proyectil
alcanza su minima velocidad (que nos daré la altura maxima), o en economia el valor para el que una empresa
obtenga su maximo beneficio, ...

Para resolver este tipo de problemas lo que tenemos que hacer es:

1. Expresar la funcién que deseamos optimizar

2. Si la funcién tiene mas de una variable habra que relacionar las variables para conseguir tener una funcién de
una variable.

3. Obtener los maximos y/o minimos de esa funcién.

4. Comprobar que lo obtenido tenga sentido para el problema que estamos resolviendo.

Ejemplo 1. Entre los nimeros cuya suma sea 36, encontrar aquellos positivos cuya suma de cuadrados sea minima.
1. Queremos minimizar la suma: S = 2 + 2
2. Como la suma de los nimeros es 36: z+y =36 =y =36 —z
e Sutituimos para tener una funcién de una variable que podamos minimizar:
S (x) = 2% + (36 — 2)* = 22 — 72z + 1296

3. Optimizamos esa funcion: S’ (x) = 4o — 72 = 0 = x = 18; La derivada segunda es S” (z) = 18, y S” (18) >
0 = minimo en z = 18

4. Los numeros buscados son: ¢ =18; y =36 —z = 18

Ejemplo 2. Halla las dimensiones de un jardin rectangular de mayor area que se puede inscribir en un terreno
circular de 200 metros de radio.

1. La funcion a maximizar en el drea de un rectangula de base z y alturay : A=x -y

2. Una circunferencia tiene por ecuacion =2 + y? = 2002 = y = /40000 — z2

e Sustituimos: A (z) = x - v/40000 — 22 = /4000022 — 24

- . , 80000z — 43 800002 — 43 40000 — 222
3. Optimizamos esa funcion: A’ (z) = = =
2¢/4000022 — 2% 224/40000 — 22 /40000 — 22

o A (z) =0= z=+/20000 = +£100v/2. A” (100v/2) < 0

4. La funcién tiene un maximo en x = 4+100v/2; y = +100v/2. Por lo que el retangulo de mayor &rea es un
cuadrado. (El caso z = —100v/2 no tiene sentido en este problema).



3 Propiedades de las funciones derivables

3.1 Teorema de Rolle

Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b], derivable en el abierto (a,b) y f (a) = f (b).
Entonces existe, al menos, un punto ¢ € (a, b) en el que la derivada se anula: f/'(¢) =0

Demostracion. Como f es continua en el cerrado [a,b], por el teorema de Weierstrass alcanza su méximo y
minimo absoluto en ese intervalo. Distinguimos dos casos:

e El méaximo y el minimo se alcanzan en los extremos del intervalo. Como f (a) = f (b), entonces la funcion
seré constante en el intervalo y f’ () = 0 para todos los valores del intervalo (a,b): f'(c) =0

e Si el maximo o el minimo se alccanzan en un c distinto de a y b, como f es derivable en ¢, resulta f' (¢) =0

Ejemplo 1. Comprobar si se verifica el teorema de Rolle para la funcién f () = sinx + cosx en el intervalo
[0, 27].

Primero. Comprobamos si es continua en el cerrado [0, 27]. Si lo es al serlo las funciones seno y coseno.
Segundo. f’(z) = cosz —sinz. La funcién es derivable en todos los puntos del abierto (0, 27)
Tercero.  Veamos si toma los mismos valores en los extremos: f(0) =1, f(27) =1

Cuarto.  El teorema de Rolle nos asegura que existe algun ¢ € (0, 27) tal que f’ (¢) = 0. Es decir, el valor c es la
solucion o soluciones de la ecuacion cosz —sinz = 0 = cosx = sinz. En este caso ¢ = § € (0,27)

22+ st <0

Ejemplo 2. Se considera la funcion f (z) = x st 0<xz <3 . Razona si puede asegurarse que
3cos(z—3) si >3

existe un punto c en el intervalo [—2,2] en el que [’ (¢) = 0.

Primero. Continuidad: los tres tipos de funciones son continuas en sus intervalos de definicion, s6lo tenemos que
comprobar que sea continua en x = 0.

e lim (z2+z)20

z—0~
e lim z = 0 =-es continua en el cerrado [—2, 2]
z—0t
2z +1 st <0
Segundo. Derivabilidad. [’ (z) = 1 si 0<x <3 es derivable en todos los puntos de cada

—3sin(x—3) si x>3
intervalo, hay que comprobar si es derivable en z =0

« FO)=Pat1],_ =1
e f/(0%)=[1],_, =1 =es derivable en = 0 y por tanto derivable en el abierto (—2,2)
Tercero.  f(=2)= (=2 +(=2)=2; f(2)=2= f(-2) = f(2)

Cuarto. se cumplen la hipotesis del teorema de Rolle, asi que existe al menos un punto ¢ € [—2,2] donde

£ (z) = 0.




Ejemplo 3. Demuestra que la ecuacién e + 27 = 0 tiene una y solo una solucién real.

e Sea f(x) = e® + a7, esta funciéon es continua en todo su dominio(R). Busquemos un intervalo en el que
—e
podamos aplicar el teorema de Bolzano: f(0) =1 >0y f(—1) = —— < 0; asi en el intervalo [—1,0] la
funcion es continua y toma valores de signo contrario en sus extremos, segun Bolzano, existira al menos un
c € (—1,0) en el que f (c) =0, que es una solucion real de la ecuacién e+ ¢’ = 0

e Comprobemos que solo puede tener una raiz mediante el teorema de Rolle y por reducciéon al absurdo.

Primero  Supongamos que tiene dos raices ¢ y d, en el que f (¢) = f (d) = 0.
Segundo La funcién es continua y derivable en toda la recta real, y por tanto en el intervalo [c, d]
Tercero  Por el teorema de Rolle existe al menos un punto zg € (¢, d) en el que f/' (xg) =0

Cuarto Para obtener ese punto igualamos la derivada a cero: f’ (x) = e®+72% = 0. La funcién exponencial
siempre es positiva y 2% también: vemos que no tiene solucién, en contradicciéon con el teorema
de Rolle. Por lo tanto no es posible que tenga dos raices reales.

3.2 Teorema del valor medio (Lagrange)

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, ], derivable en el abierto (a,b).
Entonces existe, al menos, un punto ¢ € (a, b) en el que:

f(b) = f(a)

7o =10

Ejemplo. Encuentra un punto de la parabola f (z) = 322, donde la tangente sea paralela a la cuerda que une los
puntos A (0,0)y B (3,27).
Primero. La funcion es continua en todo R, en particular en el intervalo cerrado [0, 3]

Segundo. f’ (z) = 6z es derivable en todo R, en particular en el intervalo abierto (0, 3)

Tercero.  Aplicamos el teorema de Lagrange y obtenemos: f(0) =0, f(3) = 27, f'(¢) = ! (3; — (J)c © =9=
3
6c=9=c= 5

3 27
Cuarto. La solucion es el punto de coordenadas (2, 4>

3.3 Regla de L’Hopital

Sean f y g dos funciones continuas que verifican las hipdtesis:

e lim f(x)= mli_)néog (x)=0

Tr—xo

Existe en entorno reducido de xo donde g (zo) # 0 (Entorno reducido: (xg — 6,29 + ) — {zo})

Existe f' (z) y ¢’ (z), que no son cero ni infinito a la vez en un entorno de xg

/
e Existe lim f/ (2) finito o infinito.
T30 g (x
/
Entonces: lim /(z) = lim C)

T30 g (:1;) z—zo g’ (x)

Esta regla es valida cuando xp es un namero real, finito o infinito (+oc0). Y se puede aplicar en los caso de

indeterminacién 0’ pero también en los que sabemos que son equivalentes, o los podemos transformar en ellos:
00
—,0-00

A veces ocurre que se anulan las funciones f y ¢ , asi como las primeras derivadas; en este caso se aplica la regla
de L’Hopital generalizada que consiste en aplicar reiteradamente la regla.



Ejemplos. Calcula los limites

i 0
o lim o = (0) [L’Hopital] = lim Colsx =1

z—0 X z—0
1
. Inz OO\ 1 yyra s . x . 1
. wl;rrgoxz i (g) [L’Hopital] = wl;rr;o—x = wILI&TxQ =0
1
] . Inz 00 T AL T o _
o Ili)Ingx ‘Inz = (0-0) = $E>%1+T = (&) [L’Hopital] = Ili%h T wll)Ing (—z)=0
x x

4 Ejercicios resueltos

1. Queremos afiadir una habitacién de 12 m? a una casa. Cuéles seran las dimensiones 6ptimas para gastar la
menor cantidad de ladrillos en la ampliacién.

(a) Queremos minimizar el perimetro: P (z,y) = 2x+y. La habitacion afiadida es rectangular, en el exterior
de la casa y una pared ya esta construida: la comtn con la casa.

12
(b) Como la superficie, el area, es 12: -y =12=y = —
x

e Sutituimos para tener una funcién de una variable que podamos minimizar:

12

12 24
(¢) Optimizamos esa funciéon: P'(z) =2 - — =0= 2 = +1/6; La derivada segunda es P (z) = —=, ¥
x x
P (—i—\/é) > 0 = minimo en z = ++/6. La negativa no tiene sentido.

12
d) Solucién: = = +v/6 m;y=—== 2v/6m
(d) V=7

2. Queremos delimitar una parcela rectangular, pegada a la pared de una nave. Si sélo disponemos de 200m de
tela metdalica para cerrarla, ;cuéles son las dimensiones de la parcela que tiene mayor superficie?

(a) Optimizar superficie: A (z,y) =x -y
(b) Estamos limitados por el perimetro: 2z +y = 200 = y = 200 — 2z
e Sutituyendo A (x) = z (200 — 2z) = 200x — 222
(c) Optimizamos: A’ (z) = 200 — 4z = 0 = 2z = 50; La derivada segunda es A” (z) = —4 < 0, méaximo en
x =50
(d) Solucién: z = 50; y = 200 — 2z = 100

3. Calcula las dimensiones que tiene que tener una jardinera con forma de prisma cuadrado de 20dm? de volumen,
para que en su fabricacién se gaste la menor cantidad posible de material.

a ptimizar superficie (la jardinera no tiene tapa): T,y) =x° +4zy
Optimi ficie (la jardi tiene t A 244

. 2
(b) Estamos limitados por el volumen: V = 20dm3, V = 2%y = 20 = y = x—g

e Sutituyendo A (x) = 22 + 80
T

P / 80 3 . " 160 n (3
(c) Optimizamos: A’ (x) = 2e——3 = 0 = x = v/40; La derivada segunda es A" (z) = 24— A" (V/40) > 0,

asi tenemos minimo en z = v/40.

20
d) Solucién: z = v40; y =
@ V= Vi




4. Con un trozo de alambre de 24cm de longitud se pueden formar distintos rectangulos. ;Cudl de ellos tiene
superficie maxima?
(a) Optimizar superficie: A (z,y) =z -y
(b) Estamos limitados por el perimetro: 2x +2y =24, x+y=12=y =12 —x
e Sutituyendo A (z) = z (12 — z) = 12z — 22
(c¢) Optimizamos: A’ (x) =12 — 22 = 0 = = = 6; La derivada segunda es A” () = —2 < 0, méaximo.
(d) Solucién: = = 6; y = 6, esto es, un cuadrado.
5. Queremos hacer un envase con tapa y forma de prisma regular con base cuadrada y cuya capacidad sea

10.000cm3. Sabiendo que cada cm? del material de la base sale un 50% maés caro que cada cm? del material
empleado para el resto del prisma, halla las dimensiones del envase para que su precio sea el menor posible.

(a) Optimizar precio. Como la base sale un 50% mas caro, pagamos el 150% (= 1,5). La superficie del envase
es la base, laterales y tapa: x2 + 4xy + 22, asi la funcién a optimizar es P (z,y) = 1,522 + 4xy + 22

1
(b) El volumen es: V = 10000, 2%y = 10000 = y = 00200
T

40000
e Sutituyendo P (z) = 2,522 + —

40000
(c) Optimizamos: P’ (z) = 52 — —5— = 0 = 2 = 8000 = z = 20 La derivada segunda es P" (z) =
x
80000 ), 3
5+ , COmMo es mayor que cero para x = 20 tenemos un minimo.

3
x
(d) Solucion: arista de la base x = 20, altura y = 25.
6. Una cartulina tiene forma rectangular con 30cm de base y 20cm de altura. Se quiere construir un cajon, sin

tapadera, con la forma resultante tras recortar cuatro cuadrados de lado = en cada esquina de la cartulina.
Calcular = para que el volumen del cajon resultante sea maximo. Calcula dicho volumen.

(a) Optimizar volumen, la caja tendra de largo 30 — 2z, ancho 20 — 2z y altura x:
V(x) = (30 — 22) (20 — 22) - x

Operando llegamos a V = 423 — 10022 + 600z

(b) Optimizamos: V' (z) = 1222 — 200z + 600 = 0 = =z ~ 12,74;20 ~ 3,92 La derivada segunda es
V" (x) = 242 — 200, que es menor que cero, minimo, para z = 3,92.

(¢) Solucién: x = 3,92, y el volumen serd V =~ 273,99 cm?.

7. Estudia si se puede aplicar el teorema de Rolle a f (z) = 2tanx en el intervalo [0, 7] y, si es posible, determina
el punto donde la derivada se anula.

. . . T
Solucién. No se puede aplicar puesto que la tangente no es continua en z = 5

1
8. Las funciones f (z) = — y g (z) = 2 — |2| toman el mismo valor en los extremos del intervalo [-2, 2], pero no
x

hay ningtn valor ¢ € (—2,2) en el que se anule la derivada. Justifica por qué no contradice esto al teorema
de Rolle.

1
(a) f(x) = —; no es continua en z = 0.
T

(b) g(w)—2|x|—{§i_i Z z;gynoesderivableenxzo. f(07)=1#f(0") =-1.

9. Utilizando los teoremas de Bolzano y de Rolle, demuestra que las curvas y = cosx e y = 1/ se cortan en un
dnico punto.



10.

11.

12.

13.

14.

(a) Que se corten en un tnico punto es equivalente a afirmar que la ecuacién cosz = /x tiene una sola
solucion. Como el dominio de 1/ es [0,00) y es mayor que la unidad si z > 1, la solucion tiene que estar
en (0,1).

(b) Sea f(z) = +/x — cosz. Es continua por ser diferencia de funciones continuas; y como f(0) = —-1<0y
f (1) =1> 0, podemos aplicar el teorema de Bolzano: existe al menos un ¢ € (0, 1) tal que f (¢) = 0.

Veamos que esta solucién es tnica.

(a) La funciéon f (x) es derivable en (0,1). Si existieran dos valores a,b tal que f(a) = f(b) = 0 por el
teorema de Rolle existiria un valor intermedio que anularia la derivada.

1
(b) f'(x)= —2\[ +sinz que es f (x) > 0 en el intervalo, ya que ambas son funciones positivas en (0, 1).
x
(c) Conclusiéon: no existe el punto que nos asegura el teorema de Rolle, por lo que es falsa la hipotesis de
partida: que existan dos raices f (z) = 0. Por tanto existe un unico punto de corte de las dos curvas de
partida.

Demuestra que la ecuacion 1 + z = e® solamente tiene una solucion.

Primero. Consideremos la funcion f (z) = e* —x — 1. En este caso es sencillo ver que f (0) = 0, asi que
x = 0 es la solucion. Ademaés la funcién es continua y derivable en todo R.

Segundo. Si existiera un valor @ > 0 en el cual f(a) = 0, como f (z) es continua en (0,a) y derivable en
[0, a] por el teorema de Rolle 3¢ € (0, a) tal que

Tercero.  Por otra parte f' (z) =e* —1=0=e* =1= 2 =0 es la unica solucién

Cuarto. Esto contradice el teorema de Rolle por lo que no puede existir ese @ > 0 en el cual f (a) = 0. El
caso a < 0 seria igual.

Demuestra que se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcién f (z) = Va2 + 9 en el intervalo [0, 4],
y halla el punto que verifica la igualdad del teorema.

T
Va2 +9

4)—-f(0) 5-3 1
el teorema del valor medio: 3¢ € (0,4) tal que [’ (¢) = cZCJr 5= il iig( )_ =3

Resolvemos la ecuacion: 2c=+vV2+9=4c2=c>24+9=c=+/3.

f (x) es continua en [0,4]. La derivada es [’ (z) = , es derivable en (0,4). Asi que podemos aplicar

Aplica el teorema del valor medio a la funcién f (z) = —z% + 22 — 8 en el intervalo [—3,3] e interprétalo

geométricamente.

f (x) es continua en [—3, 3]. La derivada es f' (x) = —2x+ 2, es derivable en (—3,3). Asi que podemos aplicar
fB) =f(=3)_ -11-(=23) 12

el teorema del valor medio: Jc € (—3,3) tal que f'(¢) = —2c+2 = =2

3—(-3) 6 6
Resolvemos la ecuacion: —2c¢+2=2=c¢=0.

Geométricamente significa que la tangente a la parabola en x = 0, en el punto (0, —8) es paralela a la recta
que pasa por los puntos (—3,—11) y (3, —23)

Dada la funcién f (z) = x cos L;, demuestra que existe a € (1,2) tal que f/' (o) = —2.

La funcion es continua y derivable en todo R, y por lo tanto en el intervalo [1,2]. Por el teorema del valor
2)—f(1 -2-0
medio existe a € (1,2) tal que f/ (o) = il ; {( ) =57 -2

Calcula los siguientes limites.

i 1
(a) hﬂ})s;nx = <8> = lim cosr _ 2
Tr—r xT

. - 0 . 3?1 . 9



2 2
(c) lim——— = (8) = lim =" = lim2z2 = 2

z—1 Inx a1 1 25
T
t 0 1+ tan?
(d) lim amr_ <> = lim a7 e =1
z—0 I 0 z—0 1
sin? 3z 0 . 2sin3z-cos3z-3 .. sin3z-cos3z 0 . 3cos? 3z — 3sin’® 3z
(e) lim =(=-]=1 =llm————= (- | =lim =3
x—0 3!E2 0 x—0 Gx x—0 x€X x—0 1
- @ —-2,35
(f) z1—>m1€3sin:pe = ’52 ~ —0,93. (No es ninguna indeterminacion)
e 00 e . .
(g) lim :(—):hm—:hmxel:oooo:—i—oo
z—oolnx o0 T—00 l z—00
T

1 2 r—8 -7
(h) lim ( - ) = (00 — 00) = lim < = () = +00 (Se estudian los limites laterales)

z—0 \ 4o re< z—0 4xe® 0
1+ =
vV 1 v/ 1
(i) lim % = (E) = lim % =3 He aplicado L’Hépital aunque se podria hacer con
T—00 €T 00 T—00

el conjugado.

. Encuentra a y b para que se cumpla la igualdad
sin 2x
im ———— =
=0 b3 + ax
Hallamos el limite y lo igualamos a 4.

sin 2x 0 . 2 cos 2x 2 N 2 N 1
=|=-)=lm ——— = — - = a=—.
0 =0 3bx2 +a a a 2

El valor del otro pardmetro puede ser cualquier nimero real.

lim ——— =
0 bxd 4 ax



Tema 10: Integral indefinida

May 9, 2017

1 Primitiva de una funcién

Como hemos estudiado, la derivacion nos permite encontrar la derivada de una funciéon dada. Por ejemplo, si
tenemos la funcién F (z) = 22? — 3, su derivada es la funcién f (z) = F’ (z) = 4x. La integracién es el camino
contrario, es decir, dada la derivada f (z) = F’ (z) se trata de encontrar la funcién de la que procede la derivada
dada, a esta funciéon F' (z) se le llama primitiva de f.

Definicién. Se llama funcion primitiva de f (x) a una funcién F (x) que cumple que F' (z) = f ().

Sabemos que la derivada de una constante es cero, por esta razon si F' (z) es una funcién primitiva de f (z),
cualquier otra funciéon F' () + C también es primitiva de f («). La primitiva no es unica, de hecho hay infinitas que
se diferencian en una constante.

2 Integral indefinida. Propiedades.

Una funcién tiene infinitas primitivas, al conjunto de todas ellas se le llama integral indefinida de la funcién f.
La integral indefinida de una funcién f se representa por:

/f(x)dm:F(x)—l—C
C es un numero cualquiera y se llama constante de integracion.

Integral de un nimero por una funcién. Es igual al ntimero por la integral de la funcion:

/af(x)dx:a/f(ac)dx

Integral de la suma de funciones. Es igual a la suma (diferencia) de las integrales de las funciones:
Jr@s@lis= [f@isz [g@)is

3 Meétodos de integraciéon

El calculo de la integral definida de una funcién depende del tipo de funcién que integramos. Existen varios métodos
y vamos a ver primero las de funciones elementales, y después los métodos de cambio de variable, por partes y de
funciones racionales.

3.1 Integrales inmediatas

Esta forma de integrar consiste en transformar la funcién que nos dan, mediante las propiedades anteriores, en una
funcién cuya primitiva pueda calcularse, de forma inmediata, con la tabla siguiente. Esto no es siempre fécil, si es
una funcién compuesta hay que asegurarse de que tenemos la derivada de todas las funciones.

Recordad que para comprobar si lo hemos hecho bien, basta con derivar la primitiva que hayamos obtenido.



’ Tipo de funcién primitiva \ Primitiva

33"+1
Potencial -1 dx = C
otencial (n # —1) [ amdx n+1+
Exponencial Jetde =e"+C
al‘
vdy = C
Jatde Ina +
Logaritmica [ —dz =Inz|+C
x
Seno [ cosadx =sinz + C
Coseno [sinazdr = —cosz + C
2 _ _
Tangente [ (1 +tan?z) do = [ o~ xdx = tanz + C
Cotangente [ (1+cot?z) de = [ —5—dx = —cotw + C
sin®
1
Arco seno ————dz = arcsinz + C
f \Y 1 1— .1'2
Arco tangente J mdw = arctanz + C

1 1
Ejemplo 1. [e™dz = = [ Te™dx = ?e” +C

Tx? 7 622 7
w dezélnpx?’—i—?’—i—C

Bjemplo 2. [ o5 mdr =5/ 553

3.2 Integracién por partes

Este método se basa en la derivada de un producto: si f(z) y g (x) son dos funciones: (f-g) = f'-g+f-¢,
integrando: [ (f-g) dv= [f'-gde+ [f-g'de = f-g= [f'-gdz+ [ f-g'dzy despejando obtenemos la formula

de integracién por partes:
[rdar=rg-[1 g

que nos permite transformar una integral en otra que nos sea mas sencilla de resolver. En ocasiones hay que usar
el método varias veces antes de poder integrar.

Ejemplo 1. [ zInzdz hay que escoger fy ¢ de forma que sea facil integrar ¢’

Si cogemos:

1
f=hx=f=-

x

2

g’:xﬁg:fmdx:?,
sustituyendo en la formula de integracién por partes:

2

2 2 2
/f~g'dx:f-g—/f’~gdx:>/xlnxdwz%lnx—/%~;dﬂc:%lnx—%+0

Ejemplo 2. (Reserva 1-13) Calcular: [ (x2 + 296) Inz dx. Se podrian quitar los paréntesis y hacer dos inte-
grales, pero voy a intentar hacerlo directamente. Tomamos:

f@) =me= @)=
222

3
g’(z):x2+2x:>g(x):f(:c2+29:)dx: %JFT
Aplicando la férmula de integracion por partes:

f(m2+2w)lnxdx:1nw~ x—3+x2 —fl x—g—l—xQ dr=Inz- x—g—l—xg —f x—2+x dx
3 x \ 3 3 3

3 3 2
/($2+2$)1nfvdw= (g+x2)1nx_”39—“;+c



Ejemplo 3. En las integrales del tipo funcién trigonométrica por exponencial, haciéndolo por partes a veces
vuelve a aparecer la integral inicial, lo que podemos utilizar para hallarla. Calcular I = [ cosz - e?*dx

Integramos por partes:

u = e** = du = 2e**dx

dv=cosx = v=sinz

I:/cosx~621dx:e2zsinx—/2e2msinxdx

Integrando nuevamente por partes:
u=2e2* = du = 4e**®dx
dv=sinx = v = —cosz

I=¢e*sine — |:262I cosT — / (—cosz) - 4e2zdx}

Operando tenemos: I = e?**sinx + 22 cosx — 41 = 51 = e**sinx + 2e2* cos x, despejando tenemos la integral

buscada:
2z (sinx + 2 cos 1)

R +C

e
I= /cosx~e2idac =

3.3 Cambio de variable

La integraciéon por cambio de variable o método de sustitucion consiste en definir una variable ¢t como parte de la
funcién en x que queremos integrar. También tendremos que cambiar dx por dt. Si z = g (t) = dx = ¢’ (¢) dt. Si
sustituimos, la integral se transforma en otra, de variable ¢, mas facil de integrar.

Lo dificil en este caso es encontrar el cambio de variable adecuado. Veamos como se integra.

1
zlnz

Ejemplo 1. [
Primero. Hacemos el cambio de variable t = Inz = dt = ldm = dx = xdt.
T
1 1 1

Segundo. Sustituimos ¢ y dt en la integral: [

1
Tercero. Resolvemos la integral: [ Edt =Int+C

Cuarto. Deshacemos el cambio: [ dr=Int+C=In(lnz)+C

zlnz

Ejemplo 2.

J =

—  _dx

V14 3x2 i
2tdt

Primero. Hacemos el cambio de variable t? = 1 + 322 = 2tdt = 6zdr = do = ——.

T tdt

x 1
——dr = [ —=— = [ = dt
iz Esn s

Segundo. Sustituimos ¢ y dt en la integral: |

1 t
Tercero. Resolvemos la integral: [ 3 dt = 3 +C
t V1 + 322
Cuarto. Deshacemos el cambio: [ — L dr=-+4C= vitor +C
V14 3a? 3 3
. 2cosx . .
Ejemplo 3. (Reserva 1.13) [ ———— dx (Se puede ver como inmediata)
1+sin“z J
14
Primero. Hacemos el cambio de variable ¢t = sinx = dt = cosxzdr = dx = .
cosx
2cosx 2cosx dt 1

Segundo. Sustituimos ¢ y d¢ en la integral: [ dt

d = =
1+sin?z v f1+t2(;osz f1+t2

1
Tercero. Resolvemos la integral: 2 [ T3 dt = 2arctant + C
2
Lsf dx = 2arctant + C' = arctan (sinx) + C

Cuarto. Deshacemos el cambio: [ -
1-+sin"z



Ejemplo 4. | sin® # cos® z dr (Recordad formulas trigonométricas)

dt
Primero. Hacemos el cambio de variable ¢t = cosz = dt = —sinxdzr = dx = —.
—Smx
dt
Segundo. Sustituimos ¢ y dt en la integral: [sin®x cos® rdr = [sin®z-t°——— = — [sin®x - t°dt
—Ssinx

[sin®x cos® wdr = — | (1 —cos?z) - todt = — [ (1 —t2) t°dt

6 48
Tercero. Resolvemos la integral: — [ (1 —¢2) tPdt = [ (=15 +¢7) dt = SRS

6 8
9 6 48 6 8
Cuarto. Deshacemos el cambio: [ Lsf dr=—-——+—+C= v + o8 T +C
1+sin“x 6 8 6 8

Ejemplo 5. [ +/1— 22 dz (jRecordad formulas trigonométricas!)
Primero. Hacemos el cambio de variable x = sint = dx = cos tdt.

Segundo. Sustituimos ¢ y dt en laintegral: [ /1 —a2dx = [ /1 —sin®z costdt = [ Vcos?x costdt = [ cos®tdt

1 2t
Tercero. Resolvemos la integral recordando cos®t = H%:
1+ cos 2t t sin2t
2
tdt = | ————dt =
/ cos / > 5 + 1 +C
t in 2t i in (2 i

Cuarto. Deshacemos el cambio: fcosztdt = 3 + SH; +C = aI‘CSan:E A sin ( aicsm z) +C

3.4 Funciones racionales

P (z)

Para integrar funciones racionales [ ) dz, se descompone la fraccién en una suma de fracciones algebraicas
x

més sencillas de resolver. Depende si el grado del numerador es mayor o menor que el del denominador, y si el
denominador tiene raices simples, multiples o complejas (este tltimo caso no lo estudiamos)

3.4.1 Grado P (z) <Grado Q ()

En este caso no se puede dividir.

El denominador sélo tiene raices reales simples

Descomponemos el denominador y obtenemos raices reales diferentes, factorizando tenemos:

Q)=(x—a)(z-b)(x—c)..
asi la fraccion se puede descomponer en suma de fracciones:

P@ _ A B C |
Q) z—a x-b x—c

donde A, B, C, ... son nimeros que tenemos que calcular. Y asi la integral la descomponemos en suma de integrales

sencillas (van a ser logaritmos)
P (z) A B C
dx = d d dz + ...
Q (x) * /a:—a I+/x—b x+/x—c T

T — 2
2

Ejemplo 1. Calcular la integral [

dz
e+ x
e El denominador factorizado es: 22 +x = x (z + 1).

e Por lo tanto intentamos la siguiente descomposicion:



Tz —2 A B

x2+x_;+x+1

Operando en el segundo miembro:

x—2 A(x+1)+Bzx (A+B)z+A

2+z x@+l) oz (z+1)

Puesto que los denominadores son iguales, los numeradores tienen que ser iguales, igualando coeficiente a coefi-
ciente de los términos de igual grado:

x2—(A+B)x+A:>{ 1_2:;4113 =A=-2, B=3

e Sustituyendo e integrando:

/x2+x /7d +

r—1 1) Lo s . .
T-ﬁ-l fx2—2x+1dm:§1n|x — 2z 41| + C. (Veis que si el

numerador es la derivada del denominador, no hay que 1ntegrarla como una racional. Os pongo esto aqui para que
no se os olvide)

x:—2ln\x|+31n|x+l|+0

Ejemplo 2. Calcular la integral [

-2
Ejemplo 3. Calcular la integral [ 32 T dx
72 —

e Descomponemos el denominador en factores: 2% — 1 = (x + 1) (z — 1)
e Descomponemos la fraccion:

3r—2 A B A(x-1)+B(z+1)

2—1 241 2-1  @+D@-1D

Calculamos A, B, en lugar de hacerlo como un sistema, fijaos en esta forma que es mas rapida:

st =1 =3-2=0+4+4B-2= B=
3r—2=A(x—-1)+B(z+1)=>

N| oo —

si z=—-1 =-3-2=A4-(-2)= A=

e Sustituimos e integramos:

3z —2 5/2 /2 5 1
de = d de =21 U+ -lnjz—1|+C
/aﬂ—l v /erl w+/z71x g et 1l g infe — 1]+

El denominador tiene alguna raiz real miltiple Descomponemos el denominador y obtenemos raices reales
que se repiten, por ejemplo que tenga solo una que se repita n veces, factorizando tenemos:

Q(z)=(z—a)"

asi la fraccion se puede descomponer en suma de fracciones:

P(m): A . B -
Qz) z—-a (z—a)?

N
(z—a)"
donde A, B, ... son los nimeros que tenemos que calcular. Y asi la integral se descompone en suma de integrales
sencillas.

. . . 22— bz +1
Ejemplo 1. Veamos primero un caso muy sencillo, calcular [ ———dz
x
Aqui como el denominador es un monomio podemos directamente dividir:
3 5 1 5 -1 —2 5 1
fﬂ —f( )da:—3lnm|—51++C—31n|x|+5—22—|-0
x3



—3x 42
Ejemplo 2. Calcular [ xi;rz dz (el denominador ya esté factorizado: tiene la raiz x = 2 doble)
% —

e Intentamos la descomposicion:
—3z+2 A B

27 -2 (2 2

e Operando en el segundo miembro:

—3z4+2 A(x—-2)+B
(@-2° (2-2)°

A=-3
2=6+B=B=—4

:>—3x+2:Ax—2A+B:>{
e Sustituyendo e integrando:
—3x + 2 —3d —4d 4
/xi:dx:/ x+/ x2:—31n\x—2|+7+0
(x—2) T —2 (x—2) T —2

1
Ejemplo 3. Se puede dar el caso por ejemplo de tener una simple y una doble: [ —— 3 dz
2 —x

e Factorizamos el denominador 22 — 23 = 22 (1 — x)

1 A B Az (1 — B(1- 2
e Descomponemos: mz;—kﬁ—i—l?x: z( x)x—;(lfx) g Cy =1=Az(1-2)+B(1—2)+
Cx?
Parazx=0=1=208
Paraz=1=1=C

Para, por ejemplo, t =2=1=-2A—-B+4C=1=-2A+3=A=1

e Sustituyendo e integrando:

1 1 1 1 1
/md,’t:/;dﬁ?ﬁ‘/;dl’ﬁ-/17Id,’L‘:1n|.’E|-i-j—]n|1_gg|+K:1n

3.4.2 Grado P (z) >Grado Q ()

1
x‘—+K
1—2x T

Al efectuar la division daria lugar a la suma de un polinomio con una fracciéon cuyo numerador es de grado inferior
al denominador, y estariamos en el caso anterior.

donde C (z) y R (x) son respectivamente el cociente y el resto de la division.

73

Ejemplo 1. Calcular [ T dz
x
Hacemos la divisién (en este caso se puede por Ruffini), se obtiene C (z) =22 — 2+ 1y R(z) = —1.
3 1 3 2
/ * dx:/ P-4l —— dx:x——x—+x—ln|x+l|+K
1+ z+1 3 2

273 — 1 55 223 622

Ehmmo2.j'i+3dx=f<%9—6m+w—x+ﬁ>dx:i;——§-+wm—5MMx+3+K'



Tema 11: Integrales definidas

May 29, 2017

1 Definicién y propiedades

Definiciéon.  Si f(x) es una funcién continua en un intervalo [a,b] y definida positiva, f () > 0, la integral

definida en ese intervalo la definimos como:ff f () dx.
Si f (z) > 0 la integral definida representa el area encerrada entre f (x), el eje OX, y las rectas verticales z = a

y x =b.
El ntimero a se llama limite inferior de integracién y b limite superior, y se lee: “integral definida entre a y b de

la funcién ...”

Propiedades

1. [ f(#) dz = 0. (Una linea vertical no tendré 4rea)
2. Si:

(a) f(xz) >0y continua en [a,b] = fab f(z) de > 0. El dreaes: A= f: f(z) dz

(b) f(x) <0y continua en [a, b] = f;f (x) dz <0 . El dreaes: A= — f;f(z) dx
3.Sicelab= [0 f(x)de=[°f(z)de+t [ f(z)dr.
4. f; f(x) de=— [;' f (z) dz. Si intercambiamos los limites de integracién cambia el signo.
5. Con las propiedades de las integrales:
(

(b) ff k-f(x)de =k- fab f (z) dz. La integral de un ntimero por una funcién es igual al ntimero por la
integral de la funcion.

i

) f; (f(x)£g(x)) dz = f; f(z) dox + fab g (z) dz. Integral de la suma es la suma de las integrales.

Teorema del valor medio Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b], existe un punto ¢ € [a, b], de modo
que:

b
/fmwm:f@-@f@

Teorema fundamental del calculo integral Si f es una funcién continua en [a,b], y F es la funcion definida
por F(z) = [’ f(t) dt, entonces la funcién F es derivable en (a,b) y su derivada es F’ (z) = f (z), para todo
x € (a,b).

Regla de Barrow Si f () es una funcion continua en el cerrado [a,b] y F' (z) es una primitiva de f (z), entonces:
b
| t@rd=F@®)-F@

Esto es, para calcular la integral definida f; f (z) dx seguimos los siguientes pasos:

1. Calculamos la integral indefinida [ f (z) dz = F (z) + C
2. Tomamos una primitiva cualquiera, mejor C' = 0.

3. Utilizamos la regla de Barrow.



e 1
Ejemplo 1. Calcular la integral definida: [ o dx

Primero. Vemos que la funcién es continua en [1,e], no hay problemas afiadidos. (Si no fuera continua, por
ejemplo con una funcién definida a trozos, habria que dividir el intervalo de integracién en intervalos
donde fuera continua)

1 d 1
Segundo. Integramos: [ o™ dr = 3 J o _ 3 In |z|
T T

r=e

e 1 1 1 1 1
Tercero.  Regla de Barrow: [ o dr = [2 In |a:|} =3 Inle| — 5 Inl| = 3

=1

Ejemplo 2. Calcular la integral definida: [ (~5sinz) da

Primero. Vemos que la funcién es continua en [1, 7], no hay problemas.

Segundo. Integramos, y utilizamos Barrow: [ —5sinzder =5 [ —sinwdz = 5[cosa]y =5(-1—1) = —10
Ejemplo 3. Calcular la integral definida: [© ——"

emplo 3. Calcular la integral definida: |7 ——————

Jemp & ¢ z(4—Inx)

4

Primero. Vemos que la funcién es continua si x > 0, excepto en 4 —Inz = 0 = & = ¢* no hay problemas en

nuestro intervalo de integracion.

1
Segundo. Integramos: f dix Vamos a intentar el cambio de variable t = Inx = dt = —dx = dz = zdt
x(4—Inx) -
dx xdt dt
= = =—-In|4—t=—-Inl4 -1
fx(4—lnx) fx(4—t) f(4_t) n| | n| n |x||
T Barrow: [ ——%— — [“InJ4—In ol = (~In[4 —Ine*[) - (~In|4 — Ine]
° IT : — 0V = |—In — n = (—In —Ine — (—In —Inel) =
ercero w: [ T na) |1

:—1n(4—2)+1n(4—1):—ln2—|—ln3:1ng

2 Area bajo una curva

Para calcular el area comprendida entre la grafica de una funcién f(x) y el eje X en un intervalo en el que la
grafica aparece por encima y por debajo del eje X, es necesario hallar cada area por separado. Si estd por debajo
la integral serd negativa, y para evitar esto (el 4rea es positiva) se toma valor absoluto de toda la integral.

Realmente, si nos dan los limites de integracion, no necesitamos saber si la grafica esta por encima o por debajo
del eje, simplemente tomamos valor absoluto en cada tramo que pueda haber (si que tenemos que saber cuando la
funcién cambia de signo). Si solo nos dicen que hallemos el 4rea encerrada por la curva y el eje, necesitamos saber
los limites de integracién, cada tramo, y tomar valor absoluto.

Ejemplo 1. Halla el drea encerrada entre la funcion f (z) = —2% 432 +4, el eje X y las rectas v = —2 y o = 5.

Primero. Calculamos los puntos de corte con el eje X resolviendo la ecuacion f (z) =0

-3+v9+16 —-3£5
— 2?4+ 3x+4=0=>2= 72+ = =x=—-120=4
Ny 9 3 3x?
Segundo. Hallamos una primitiva. F (z) = [ (2% 4 3z +4) dz = 3 + - +4x

Tercero.  Calculamos las integrales indefinidas entre cada par de valores consecutivos, tomando valores absolutos.
(O hacemos cada una por su lado.)

A:A1—|—A2+A3:’f:21 (—x2—|—3x—|—4) dac‘—&—‘ffl (—x2—|—3x—|—4) dx‘+‘ff(—m2+3x+4) dx’

=[F (=)= F(=2)|+|F@) - F(=)[+|FG)-F @)= %



Ejemplo 2. Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f (z) = Inz, el eje X y las rectas z = 0,5
yx=1.

Figure 1: f(z) =Inz

Primero. En la figura 1 esta representado el recinto del que nos piden el area. Hay que calcular:

1
A= —/ Inxdzx
0,5

1
Segundo. Hallamos una primitiva integrando por partes. F (z) = [Inzdx =zInz — [ — - zdz =zlnz —z
x

Tercero.  El drea serd: A= —[zlnz — 1]375 =—[1-In1-1-(0,5In0,5—0,5)] ~ 0, 1534u>

3 Area encerrada por dos curvas

El area del recinto limitado por las graficas de dos curvas, f y g, y las rectas de ecuaciones z = a y x = b, siendo
f(z) > g(x), en todo x € [a,b], viene dada por:

b
A= [ @) -9 (@) ds

¢ Es necesario encontrar los puntos de corte de las dos funciones (cosa que hacemos igualando sus expresiones
algebraicas).

e Si no las podemos dibujar tendremos que tener en cuenta que no sabemos, si en el intervalo de integracion,
cuél es la funcion que es mayor. En cada intervalo de integraciéon nos puede salir la integral negativa, tomando
valores absolutos tendriamos el &drea. De cualquier forma siempre seria mas sencillo si las dibujaramos.

Ejemplo 1. Halla el drea comprendida entre las graficas de las funciones f (z) = —22 +9y g () = (z + 1)2 —4
Primero. Calculamos los puntos de corte de las dos funciones, igualando:
Tr1 = -3
To = 2
Segundo. Como tiene sélo dos puntos de corte, sélo puede haber una regiéon encerrada entre las dos curvas.
Calculamos la integral indefinida:

—249=(z+1)7-4— —2249=224+1+22—-4—-2242-6=0—

/[f(x)—g(x)] dx:/[—x2+9—(x2+1+2x—4)]dac:/[—2x2—2x+12]dm:—2§3—x2—|—12x

Tercero. Utilizamos la regla de Barrow para calcular las integrales definidas de (f — g) (x) entre cada par de
valores consecutivos de interseccion (en este caso solo hay dos, asi que una integral definida). Tomamos valor
absoluto de la integral y “nos cuidamos en salud” por si fuera negativo el resultado:

44 12
=3 - (—27)‘ _ 125

2
A= '/ (—22% — 22+ 12) da
3 3

2% ?
= H—x—x2+124
3 -3




Ejemplo 2. Halla el drea comprendida entre las graficas de las funciones f (z) = 2? — 2z y g (z) = —2% + 4x
Primero. Calculamos los puntos de corte de las dos funciones, igualando:
1722:z:x2+417%2x261:0%{ 7 =0

T = 3
Segundo. Como tiene s6lo dos puntos de corte, igual que antes, sélo puede haber una regién encerrada entre las
dos curvas. Calculamos la integral indefinida:

_ 223

/[f(ac)—g(x)] dx:/[x2—2x—(—ac2+4x)]dx:/[23@2—6x]daz—7—3$2

Tercero. Utilizamos la regla de Barrow para calcular las integrales definidas de (f — g) () entre cada par de
valores consecutivos de interseccion, tomando valor absoluto:

273 3
. :H%w]
3 0

=18 — 27| = 9u?

3
/ (21‘2 — 63:) dx
0

4 Paeg. Areas 2012

4.1 Reserva 2 2012

2B. a) Esboza la region encerrada entre la parabola f(z) = 22 — 6x + 9 y la recta g(z) = 2z + 2. (0,5 puntos) b)
Calcula el area de la region anterior. (2 puntos)

Solucion. Se trata de una pardbola y una recta, asi que como mucho tienen dos puntos en comin, y por lo tanto
una regién: un dnico intervalo de integracion.
Calculamos los puntos de corte:

x261‘+9=2m+2—>x2—8x+7:0—>{ ?il
g =
23
Calculamos la integral indefinida: [ (2% — 824 7) dz = T 42? + o
El area seréa:
7 3 7
1 1

Interesante. Aunque no sea un area es interesante hacer este ejercicio de la propuesta A: 2A. Encuentra una
primitiva F(z) de la funcion f(x) = (2% + 1)e® tal que F(0) = 5. (2,5 puntos)

Para hallar la primitiva tenemos que integrar dos veces por partes (esta integral o una parecida la hemos hecho
en clase)

uw=2%+1= du=2zdx

dv=¢e"=dv=¢€"

/(ac2 + 1)e*dr = (2* + 1)e” — /Qxexdx = (2% + 1)e* — {erz - /Qezdx} = (22 + 1)e” — [2ze” — 2% + C

(En la segunda igualdad hemos vuelto a hacer: u = 2z = du = 2dz, dv = e* = dv = €%)
Imponemos ahora la condiciéon F(0) = 5, para hallar la constante de integracion.
F(z)=(224+1)e* —22e* +2e*+C - F(0)=(0+1)e" —0+2°+C=5—-3+C=5—-C=2
Asi que la primitiva pedida es: F (z) = (22 + 1)e® — 2ze® + 2¢® + 2 (Se podria haber simplificado.)

4.2 Reserva 1 2012

2B. a) Esboza la region encerrada entre el eje de abscisas y las parabolas f(x) = 2% y g(z) = 2% — 4w + 4. (0,5
puntos) b) Calcula el area de la region anterior. (2 puntos) (Os la dejo de ejercicio, igual que las anteriores)



4.3 Septiembre 2012

2B. Calcula el 4rea encerrada entre las graficas de las funciones f(z) = 2% — 322 + 22 + 1y g(x) = 1 (2,5 puntos)

Solucién. Hallamos los puntos de corte:

.’1?120
=3 +2+1=1=2"-322+20=0=>2(2"-32+2) =0 z2=1
$3:2

Como hay tres puntos de corte, es posible que haya dos regiones entre las curvas. Podéis ver la grafica en la
figura 2.

Figure 2: Septiembre 2012

4
Calculamos la integral indefinida: [ (2® — 32% 4 22) dx = % — 3 4 2?

El area pedida seréa:

1 2
A=A+ Ay = / (x3—3x2+2x)dx + / (m3—3x2—|—2x)dx
0 1
4 1 4 2
x 3 9 T 3 9 1 1 2 1,
= _— _— = = | = — _ | = — Azf
A |{4 x+x]0+[4 x+:c]1 ‘4 0‘+'0 4’ 1= 5 U

4.4 Junio 2012

2A. a) Esboza la region encerrada entre la pardbola f(x) = 22 — 1 y la recta g(z) = 5 — z. (0,5 puntos) b) Calcula
el area de la region anterior. (2 puntos) (Os dejo la gréfica)

A:‘/_Z(E)—x)—(xQ—l)dx

3
= —%—£+6x

—27 125
u?

6
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