Bachillerato a 9istancia
Matematicas |l

Subdireccién General de Aprendizaje a lo largo de la vida

CIDEAD Centro para la Innovacion y Desarrollo
de la Educacion a Distancia

DIRECCION GENERAL
. ﬂﬁﬁ GOBIERNO = MINSTERIO ' BESHALEESon

o.

Introduccidén
UNIDADES
1. Matrices
2. Determinantes
3. Sistemas de ecuaciones lineales
4. Vectores
5. Puntos, rectas y planos
6. Angulos, distancias, areas y volumenes
7. Limite y continuidad de funciones
8. Derivada de una funcion. Aplicaciones ()

Aplicaciones de la derivada (ll)

10. La integral

Solucionario
Glosario
Bibliografia
Créditos

R¢







os contenidos y el desarrollo de este material didactico de Matematicas I, de

segundo de Bachillerato para la modalidad de educacion a distancia, se ajustan

al Real Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, y a la orden Ministerial
ESD/1729/2008, de 11 de junio de 2008, por los que se regula el curriculo de la Ley Organica
de Educacion.

Al elaborar un material didactico como este, no podemos dejar de pensar como una de sus
metas las pruebas de acceso a la universidad. Asi pues, sin olvidarnos de esta importante
responsabilidad, hemos querido ofrecer un libro sencillo y claro, alejado de anécdotas, pero
centrado en buena medida en ese objetivo de especial significacién. Para alcanzarlo, un alto
porcentaje de las actividades propuestas, que han sido clasificadas por orden creciente de
dificultad a fin de establecer las pautas correctas del aprendizaje, fueron extraidas de las
pruebas de acceso de todas las universidades espariolas, incluida la UNED. También hacemos
un uso abundante de los ejemplos, porque entendemos que son la mejor guia para actuar con
seguridad en el refuerzo del aprendizaje.

Hemos intentado desarrollar un material autosuficiente, sin dejar de lado ninguna de las
prescripciones oficiales del curriculo ni renunciar al empleo de los recursos que las nuevas
tecnologias ponen a nuestra disposicion. En este sentido, continuamos haciendo uso, siempre
que lo estimamos necesario, de indicaciones sobre el empleo de la calculadora cientifica,
juzgando ésta como el mejor util para el estudio y resolucion de problemas con datos reales.
Entendemos que este tipo de problemas son los mas estimulantes para nuestro alumnado.
También usamos los recursos en linea, preferiblemente los disponibles de forma gratuita y de
utilidad matematica, que, en cualquier caso, las correspondientes tutorias que atienden al
alumnado podran actualizar.

El texto consta de diez unidades didacticas que abarcan tres bloques de contenido: Algebra,
matrices, determinantes y sistemas de inecuaciones lineales; Geometria, vectores, rectas,
planos, métrica en el espacio y la esfera; y un ultimo bloque de Funciones, donde tratamos
limites, continuidad, derivadas, representacion de funciones vy calculo integral.

En el primer bloque, de Algebra, los objetivos prioritarios son las matrices y las aplicaciones
del calculo matricial. El lenguaje matricial y las operaciones entre matrices son una herramienta
algebraica util para expresar y resolver problemas de las ciencias en las que intervienen datos
organizados de forma natural como la geometria, la estadistica, la informatica, la fisica, etc.
Ademas, las matrices constituyen actualmente una parte esencial de los lenguajes de
programacion, ya que la mayoria de los datos se introducen en los ordenadores como tablas
organizadas en filas y columnas: hojas de calculo, bases de datos, etc.

Los determinantes permiten caracterizar a las matrices regulares y facilitan el calculo de las
matrices inversas; también se utilizan para definir el rango de una matriz a partir del cual se
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discuten las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales. Los sistemas de ecuaciones
lineales los interpretaremos algebraica y geométricamente.

En el segundo bloque, de Geometria, comenzamos con los vectores, que no soélo son el
instrumento mas adecuado para tratar ciertas magnitudes fisicas (fuerzas, velocidades, etc.)
sino también un recurso imprescindible para estudiar con sencillez y elegancia la Geometria
del espacio. Gracias a ellos asignaremos tres numeros a cada punto del espacio llamados
coordenadas del punto. Con su concurso es muy facil deducir las ecuaciones de las rectas y
los planos, y resolver todos los problemas de incidencia, paralelismo y perpendicularidad
que se pueden plantear entre rectas y planos.

En el espacio también hay problemas de medidas. Interesa medir distancias, amplitud de
angulos, areas y volumenes. Para resolver todo este tipo de situaciones, son necesarios los
tres tipos de productos de vectores que hay definidos: el producto escalar, el producto vectorial
y el producto mixto.

En el bloque de Funciones se fundamenta el calculo de limites, usando la definicion con
£—0. Se demuestran matematicamente los casos mas sencillos del calculo de limites. Se amplia
el abanico de limites calculables con la introduccion de la Regla de L'Hépital. Se retoma la
continuidad y se hace hincapié en la relacion entre continuidad y acotacién. Se demuestran
tres teoremas importantes (de Weierstrass, de Bolzano y de los valores intermedios) que se
usan a menudo en el Analisis matematico.

Se justifica el concepto de derivada, con la demostracion de aquellas formulas que siendo
mas sencillas permitan entenderlo, pues las reglas de derivacion ya son conocidas. Se amplia
el calculo de derivadas con la derivacién logaritmica y la derivada implicita; se dan las pautas
para el estudio de la derivabilidad de una funcion, introduciendo el concepto de derivada lateral
y se completa con tres teoremas imprescindibles (Rolle, De valor medio y De valor medio
generalizado), demostrados con los conocimientos disponibles.

Ampliamos los usos de la derivada: no sélo el estudio de la monotonia, de la curvatura y
de los extremos relativos de una funcion, sino también el desarrollo en serie de Taylor. El colofon
a todo ello es su aplicacion a la representacion gréafica de funciones. También se potencia la
optimizacion de funciones, centrando la atencion en la construccion de la funcién que se debe
optimizar y la introduccion de técnicas que faciliten los calculos.

Introducimos la integral, no cronolégicamente, pero si el desarrollo que consideramos mas
provechoso desde el punto de vista didactico: vamos desde la definicidon de funcién primitiva
hasta aplicaciones de su uso en la Fisica. Entre medias se estudian los métodos de integracion
mas habituales a estos niveles (sustitucion, por partes, racionales sencillas...); después se
introduce el concepto de integral definida, que nos lleva al calculo de areas y al teorema
fundamental del célculo. Acabamos con algunos ejemplos del uso de la integral en la Fisica.

Aparte del célculo de areas planas, y como parte de las aplicaciones de la integral, hemos
incorporado en un apartado de Para saber mas el caculo de longitudes de arco, areas y
volumenes de superficies de revolucion, simplificables gracias a las simetrias.

El material didactico se completa con la solucién detallada de todas las actividades propuestas,
asi como un glosario de los términos matematicos esenciales empleados a lo largo de las
unidades didacticas. Paginas web y material complementario lo pondran a disposicién del
alumnado las correspondientes tutorias de la modalidad a distancia.
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Matrices

n cualquier actividad de la vida y en particular
E cuando se maneja informacién con datos

numeéricos conviene ser ordenados; las tablas
de doble entrada nos proporcionan una forma de
ordenar los datos numéricos como se indica en el
ejemplo siguiente:

Una pasteleria elabora tartas de chocolate, C, y de
fresa, F; las tartas se fabrican con pesos de cuarto kilo,
medio kilo y un kilo. Las tartas de chocolate que se ,
elaboran son: 30 unidades de cuarto kilo, 20 unidades e« ITE Banco de imagenes
de medio kilo y 10 unidades de un kilo. Las tartas de
fresa que se elaboran son: 40 unidades de cuarto kilo, 35 unidades de medio kilo y 15 unidades
de kilo. Estos datos resultan mas claros en una tabla de doble entrada como la siguiente:

Ya k ¥ k 1k
Chocolate 30 20 10
Fresa 40 35 15

Las disposiciones rectangulares de datos numéricos facilitan su lectura, interpretacion y analisis
y ademas dan pie al concepto matematico de matriz, cuya utilidad va mucho mas alla de una
mera disposicion de niumeros. El concepto de matriz tiene multiples aplicaciones en matematicas
y fueron empleadas por primera vez por el matematico inglés Arthur Cayley (1821 — 1895).

En esta Unidad estudiaremos las matrices por si mismas, es decir, los tipos de matrices, las
propiedades y las operaciones con matrices. Particular importancia tiene el calculo de la matriz
inversa, que en esta Unidad se calcula por el método de Gauss. La matriz inversa se empleara
en la resolucion de ecuaciones matriciales, que son ecuaciones cuya incégnita no representa
a un numero sino a una matriz.

Al final de la Unidad se plantean algunos problemas seleccionados de actividades que se nos
presentan en la vida cotidiana y para cuya solucién las matrices son las herramientas adecuadas.

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1. Reconocer matrices y en qué casos resulta operativo o imprescindible su utilizacion.
2. Conocer algunos tipos de matrices.

3. Dominar las operaciones con matrices, asi como las propiedades correspondientes.

4. Calcular, si existe, la matriz inversa de una matriz cuadrada a partir de la definicion o aplicando
el método de Gauss.

5. Resolver problemas utilizando matrices.

10




Rectangulares

Son tablas de

numeros:
A=(a
@)
Diagonal
Cuadradas _|
Unidad
Matriz inversa
Suma de matrices
Aplicacion a la
resolucion de
problemas
Producto por un
numero real
Producto de Producto de matrices
matrices cuadradas
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MATRICES

1. Matrices: definicion

Se llama matriz de orden m x n a una disposicion en tabla rectangular de m x n nimeros reales dispuestos
en mfilas y n columnas.

8y @, a3 .. g,

Ay Ayp Gy .. Ay
A=|ay ay, ay .. &, :(afj)

am1 amZ am3 a

mn

Alos nimeros reales a; se les llama elementos de la matriz. El primer subindice i indica la fila y el
segundo j la columna en la que se encuentra el elemento a;.

Por ejemplo, el elemento a, se encuentra en la tercera fila y segunda columna.

El nimero de filas y de columnas es la dimension de la matriz y se designa asi: m x n; si m = n, filas igual a
columnas, se trata de una matriz cuadrada de orden n.

Las matrices se representan asi: A= (a,) ; B = (b;) efc.
-2 E 5 0
4

Por ejemplo, la matriz A=(a;)=| 1 -3 J2 6 | esunamatriz de dimension 3 x 4 (tres filas y cuatro
-4 2 0 -8

columnas), en la matriz anterior a,, =5; a,, =V2 ; etc.

Igualdad de matrices

Dos matrices A y B son iguales si tienen la misma dimension (o el mismo orden, si son cuadradas) y
ademas son iguales todos los elementos que ocupan el mismo lugar.

6
Por ejemplo, las matrices A = 2 \/5 - yB= 3 3¢ seranigualessia=2;b=6;c=-5yd=0.
a 0 b
2 d 6
(& Actividades
2 -2 s
1. Dadalamatriz B = 5 a) ¢ Cual es su dimension? b) Indica el valor de ay,, a,; Y as.
4 1 -3

1 -3 5 1 5
2. Dadas la matrices A :( 7 0 4) yB :(y )(; z) , indica los valores de ¥, y, z en la matriz B para que

sea igual a A.




2. Tipos de matrices

En este apartado describiremos algunos de los tipos de matrices més usuales.
Matriz rectangular es aquella matriz en la que el numero de filas es distinto al de columnas m # n.

0 -3 1
Ejemplo de matriz rectangular: A = (4 )

-5 9
Matriz cuadrada es aquella en la que el nimero de filas es igual al de columnas m = n.
-2 1 0
Ejemplo de matriz cuadrada: B=| 4 3 6
7 5 -8

En una matriz cuadrada se llama diagonal principal al conjunto de los elementos de la forma a;; en la matriz
B, la diagonal principal la forman los elementos -2, 3, —8.

En una matriz cuadrada se llama diagonal secundaria al conjunto de los elementos a;coni+j=n +1;enla
matriz B, la diagonal secundaria la forman los elementos 7, 3, 0; sus subindices suman 4.

Matriz fila es una matriz que tiene una fila; por tanto, de dimension 1 x n.
Ejemplo: A=(-1 4 5 0)es una matrizfila de dimensién 1 x 4.

Matriz columna es una matriz que tiene una columna; por tanto, de dimensién m x 1.
5
Porejemplo, A = | -2 | es unamatriz columna de dimensién 3 x 1.

7
Matriz opuesta de una matriz A es aquella que tiene por elementos los opuestos de A; se representa por -A.

Ejemplo: la opuesta de la matriz A :(j 0 _:j eslamatriz —A= (_4 0 2 j

—7 -1 7 -5
Matriz simétrica es una matriz cuadrada que tiene los elementos simétricos a la diagonal principal iguales;
esto es, g; = a;.
12 3
Ejemplos: A :(_25 _fj yB=|2 6 —4 |sonmatrices simétricas.
3 4 9

Matriz antisimétrica es una matriz cuadrada que tiene opuestos los elementos simétricos a la diagonal
principal; esto es, a; = -a;.

0 3 7
. 0 3
Ejemplos: A :( 3 OJ yB=| -3 0 —4 |son matrices antisimétricas.
-7 4 0

Los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétrica cumplen a, = —a; es decir, son nimeros
que coinciden con sus opuestos, por tanto nulos.

Matriz nula es la que tiene todos sus elementos nulos. La denotaremos por O = (0).
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MATRICES

Por ejemplo, las siguientes matrices son nulas: O, = ( g g JyOZX3 = ( g g g J

Matriz diagonal es una matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos que no pertenecen a la diagonal

principal. 5 o 30 0
Por ejemplo, las siguientes matrices son diagonales: A :( 0 3); B=/0 4 0]
0 05

Matriz escalar es una matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal son iguales.
6 0 4 00
Por ejemplo, las siguientes matrices son escalares: A =( j B=/0 4 0]

0 0 4

Matriz unidad o identidad es una matriz escalar en la que los elementos de la diagonal principal son unos;
también se llama matriz identidad.

100
10
Por ejemplo, las matrices /, = (O 1) yl,=| 0 1 0 |sonmatrices identidad de orden dos y tres respecti-
00 1

vamente.

Matriz triangular es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situados por debajo (o por encima) de
la diagonal principal son cero.

Ejemplo:

2 3 4 3 00
Las matrices A=| 0 -3 7 |yB=|-5 2 0 |son matrices triangulares.
0 0 1 1 6 8

(& Actividades

a) la matriz unidad de orden cuatro;

b) la matriz nula de dimensién 3 x 2;

d) una matriz diagonal de orden dos.

i 2 3
4. Dada la matriz A=

1 -2 4

1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
¢) una matriz triangular de orden dos; :
I
I
I
!

J , calcula su opuesta. 1
I

I

I

o

14




3. Operaciones con matrices

3.1. Suma de matrices

Al conjunto de todas la matrices de dimensién m x n se le designa por M,,,,. En las matrices de este conjunto
definimos las operaciones de sumar y restar.

Dadas dos matrices de M,,,, A =(a;) y B =(b,), llamamos suma de ambas a la matriz C = (c;) de la misma
dimension cuyo término genérico es ¢; = a; + b;.

La suma de matrices se designa A+ B = (g; + b))
Ejemplo

1. Dadas las matrices A= 12 yB= 201 de orden 2 x 3, calcular A + B.
5 4 7 350

Solucién:
3 12 2 0 1 3+2 1+0 2+1 513
A+B = + = = :
5 -4 7 350 5+3 —4+5 7+0 8 17

La suma de matrices (a; + b;) se obtiene al sumar los elementos que ocupan el mismo lugar en una y otra
matriz.

Propiedades de la suma:
e Asociativa. Cualesquiera que sean las matrices A, By C de M., , se cumple la igualdad (A +B)+ C =A+(B+C)
e Existencia de la matriz nulaen M, , ,. Lamatriz O = (0) es tal que: A+ O = A.

e Existencia de la matriz opuesta. Dada la matriz A de M, existe la matriz opuesta —A del mismo
orden, de modo que A+(-A) = O.

e Conmutativa. Para todo par de matrices Ay B de M,,,, se cumple laigualdad, A+ B=B+A.

3.2. Diferencia de matrices

La diferencia de matrices Ay B del conjunto M, ,se representa por A— B'y se obtiene sumando al
minuendo el opuesto del sustraendo; es decir: A— B=A+ (-B).
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MATRICES

Ejemplo
2. Dadas las matrices A= 12 yB= 2 01 de orden 2 x 3, calcular A - B.
5 4 7 350

Solucién:

AB_312 2 0 1) (32 1-0 2-1) (1 1 1
|5 4 7 350 )| 5-3 4-57-01] 1|2 -9 7

La diferencia de matrices (a;) - (b;) = (a; — b;) se obtiene al restar elementos que ocupan el mismo lugar en
unay otra matriz.

3.3. Producto de un numero por una matriz

Cualesquiera que sean el numero real k y la matriz A = (a;) del conjunto M,,,,, se llama producto de k por
A, ala matriz B = (b;) de la misma dimension que A y cuyo término genérico es b, = k- a;

El producto de un nimero por una matriz k(a;) se obtiene al multiplicar por k cada elemento de A = (a))

Ejemplo

-2 0 1
3. Dada la matriz A :( J deorden2x 3y k=5, calcular k- A

4 =3 5

Solucién:
K Ae 5 -2 0 1 _ 5(-2) 50 51 _ -10 0 5
4 -3 5 5-4 5(-3) 5-5 20 -15 25

Propiedades del producto de un niimero por una matriz

Cualesquiera que sean las matrices Ay B del conjunto M,,,, y los nimeros reales Ay ; se verifica:
e Distributiva respecto de la suma de matrices:
MA+B)=AM+AB
e Distributiva respecto de la suma de escalares:
(M) A= M+ A
e Asociativa respecto de los escalares:

ApA) = (AU)A
e FElemento unidad:
1A=A
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3.4. Producto de matrices

Para multiplicar matrices, las matrices factores deben reunir algunos requisitos que describiremos en este
apartado.

a) Producto de una matriz fila por una matriz columna

Sean A una matriz con una fila y n columnas y B una matriz con n filas y una columna:

A=(a1 az - an)yB=

El producto de la matriz fila A con n columnas por la matriz columna B con n filas es la matriz C= A-B
con una fila y una columna; es decir, un nimero, ¢ = a, b, + a,b, + ... + a,b,.; por tanto,
b

I

n
;-
=1

A«B=C=(c)=2a

I

Hay que hacer notar que, para poder multiplicar Ay B, el nimero de columnas del primer factor A debe ser igual
al numero de filas del segundo factor B.

Ejemplo
4
4, SeanA=(2 1 4)unamatrizconunafilay 3 columnasy B=| 2 | unamatriz con 3 filas y una columna. Hallar
la matriz producto. -1
Solucion:

4
A~B=(2 1 4)- 2 =(2~4+1~2+4(—1)) :(6)
-1
El resultado es una matriz de orden 1x1; por tanto, un nimero.

Regla: Observa que para realizar el producto se deja caer la matriz fila A en la matriz columna B; multiplicar los
elementos enfrentados y sumar los resultados.

b) Producto de dos matrices cualesquiera

Sean A una matriz del conjunto M ,,, ., y B una matriz del conjunto M, las columnas de A coinciden con
las filas de B (en este caso n)

17



MATRICES

El producto de matrices A del conjunto M, y B del conjunto M ,,,, es otra matriz C del conjunto M ,,,,
con m filas (las del primer factor A) y p columnas (las del segundo factor B), cuyos elementos se calculan asi:

El elemento ¢; de la matriz producto C es el resultado de multiplicar la fila i de la matriz A por la columna
j de la matriz B consideradas ambas como matrices fila y columna respectivamente.

La expresion del elemento c; de la matriz producto C sera:

b,
sz k=n
c;=(ay, a, .. a,) = (aybyy +ahy +...+a,b, ) = Y ayb,
e
b,
Ejemplo
2 3
. 210
5. Dadas las matrices A = 413 yB=|4 -2|:
1 5

a) indicar la dimension de la matriz producto;
b) calcular A-B.

Solucién:

a) Ladimensién de A es 2 x 3. La dimensién de B es 3 x 2. Como el nimero de columnas de A, tres, coincide con
el de filas de B, las matrices se pueden multiplicar y ademas la dimensidn de la matriz producto es 2 x 2 esto es,
numero de filas del primer factor y nimero de columnas del segundo factor.

b) Las notaciones que se han empleado en el desarrollo del producto de matrices se pueden simplificar, mediante
la siguiente regla.

Regla: Los elementos de la matriz producto se obtienen al dejar caer los elementos de las filas de la matriz primer
factor sobre las columnas de la matriz segundo factor; multiplicar los elementos que han quedado enfrentados
y finalmente sumarlos.

2 3
apd 21O, | (22414401 2:3+1(-2)+05) (8 4
1413 s 142414431 4-3+1(-2)+3-5] |15 25

Propiedades del producto de matrices
El producto de matrices tiene las propiedades siguientes:

e Propiedad asociativa. Cualquiera que sean las matrices A, B, C en los casos que se puedan multiplicar
las tres matrices. Es decir, si A es del conjunto M,,,,, 0 de dimension m x n, B es del conjunto M,,,, 0 de
dimension nx py C es del conjunto  M,,,, 0 de dimension p x g, entonces:

(A*B)-C=A-(B-0)

18



e Propiedad distributiva. Dadas las matrices A del conjunto M,,,,, o de dimensién m x n; By C son del
conjunto M,,,, o de dimensidn n x p se cumple:
A:(B+C)=A'B+A:C

El producto de matrices no es en general conmutativo, es decir,
A-BZB-A
a) Hay casos en los cuales es posible efectuar A-B, y no B-A.

2

12 3
Por ejemplo, si A,,, = ( jy B,,,=| —1 |, entonces tenemos:
0

0 3 1

2
1 2 3 1.2+2-(-1)+3-0 0
A2x3‘Bsx1= -1 = =
0 3 1 0 0-2+3-(-1+1-0 -3

No es posible efectuar B, * A,; B tiene una columna y A tiene dos filas; ambos nimeros no coinciden.

b) Enlos casos en que es posible efectuar A-B'y B+ A, no siempre dan el mismo resultado. A veces ni siquiera
son de la misma dimension.

13 2
Por ejemplo, si A,,, = 02 4 )me =| 2 4 | entonces tenemos:
-1 5
10
11+3-2+2-(-1) 1.0+3-4+2-5 5 22
AysByo=| 2 4 |= =
14 5 0-1+2-2+4-(-1) 0-0+2-4+4-5 0 28
10 13 2 11+0-0  1-3+0-2 1.2+0-4 1 3 2
By, Ays=| 2 4 (O 2 4j: 2-1+4-0 2-3+4-2 2:2+44 |=| 2 14 20
-1 5 -1-1+5-0 -1-3+5-2 -1-2+5-4) {1 7 18

Ejemplos

2 -1
6. Dadas las matrices A:G _01 2}5: 0 3 yC:(; j) comprueba la igualdad A-(B-C) = (A-B) - C.
10
Solucion:
Primer miembro:

121 oy[? PN NI LR PR
(2 0 3)’ 0 3’(0 4):(2 0 3)’012 :(7 6)
10 1 2
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MATRICES

Segundo miembro:

fo a7 200 ¢ )

1 =2
7. Dadas las matrices A = o ,B= 0 |yC=| 1 3 |, comprueba laigualdad:
2 -3 1 1 1 0

A(B+C) =AB+A-C.
Solucién:
Primer miembro:

- 1
Y N Y | A Y S Y
3 1) |1 0 2 -

1 _4
G 03 _11j2 0 +G 03 _11) N :(_2 ?)J’( 22 _123}(_; ?2)
3 —f 10

El resultado es el mismo.

(& Actividades

1 0 2 1 3 1
! ices A= , B= C= , :
5. Dadas las matrices ( ) 1) ( 0 _3) y (_2 4) calcula

a)A+B, b)A-B;, ¢)2A-3B+4C; d)A'B; e)B-A; flAB +C)
te 1T -1 0
6. Calcula los productos A-By BA, siendo A=| 0 -3 yB:(2 5
-1 2

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I 2 1 4 |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

7. Dadas las matrices: A= U , B= 102 yC=|0 2 -1|,calcula:
2 40 0 4 3 13 0

a)A+2B; b)3A-B; c)(A+B)C; d)A-C. €)B-C, f)A-C+B-C.
1 2




4. Producto de matrices cuadradas

El producto de matrices cuadradas merece atencion especial puesto que las matrices cuadradas del
conjunto M,,,, 0 de orden n, se multiplican entre siy el resultado es una matriz del conjunto M,,,, 0 de orden n.

Por ejemplo, el producto de dos matrices de orden dos es otra matriz de orden dos, como se indica a continuacién:

2 -1\ (3 1) (6 4
4 010 2] |12 4
En cuanto a la propiedades es evidente que siguen conservando las propiedades asociativa del producto y

distributiva del producto respecto de la suma, pero se deben destacar otras propiedades.

En cuanto a la propiedad conmutativa siempre es posible el doble producto A-By B-A, pero en general el
resultado seré diferente, como se indica en el ejemplo siguiente.

4 0 1 2 4 8 4 4
SiA= yB= , entonces A-B= yB-A= ; se observaque A-B#B-A
0 2 -1 3 -2 6 —4 6

El producto de matrices cuadradas posee elemento unidad y es la matriz identidad /,; si A es una matriz
cuadrada de orden n, se tiene:
[-A=Al,=A

10
La matriz unidad de orden dos sera: [, = (O 1)

Potencias de matrices cuadradas

Como hemos visto, el producto de dos matrices cuadradas es otra del mismo orden; esto hace que una matriz
se pueda repetir como factor cuantas veces se precise, dando lugar a las potencias de matrices, asi:

AA=A5AAA= A LG AA e AEA

La expresion de la potencia n-sima de una matriz se debe justificar para lo que se aplica el llamado principio
de induccion.

Este método se emplea para probar que una proposicion P(n) es cierta para todos los nimeros naturales. Se
procede en dos etapas:

1) Se verifica que la proposicidn que se quiere probar es cierta para el primer nimero natural.

2) (Fase de induccion). Suponiendo que la proposicién P(n) es cierta para un numero natural cualquiera,
demostraremos que también lo es para el siguiente.

En el ejemplo siguiente veremos como se trabaja con el principio de induccion.
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Ejemplos

100
8. Dadalamatriz A=|1 1 0 [, determinay justifica la expresion de A". A partir de la potencia n-sima calcula A™™.
10 1

Solucion:
Comenzamos por calcular las primeras potencias de la matriz A.
100 100 10
A=AA={1 10 110 |=2 1
10 1 10 1 2 0
100 100 100
A=AA=110 2 1 0(f=310
10 1 2 0 1 3 0 1

En estas potencias los elementos a,, y a; coinciden con el valor del exponente de la potencia respectiva, por lo que
enunciamos la siguiente regla que da forma a las potencias de este ejemplo:

100
“Los valores de los elementos a,, y a de las potencias de lamatriz A=| 1 1 0| coinciden con el valor del
10 1

exponente de la potencia”

1
Regla que se formula A" =| n

=]
o -~ O
- O O

Demostracion de la regla.

1 0
Lareglase cumpleparan=1, A'= A=|1 0.
1 1

1 0
p 0.
p 1
Veamos que se cumple para el siguienteap queesp + 1,
10 0y(1 00 1 00
A=A A=|p 1 0|1 1 0|=[p+1 1 O
p 0 1/{1 0 1 p+1 0 1

La regla se cumple, luego su formulacién ha sido correcta.
100
Aplicacion: Paran=100, A ={ 100 1 0
100 0 1

22



2 3
9. Dadalamatriz A=| -1 -2

-1
1 |, calcula A% A°, A'y A®.

-1 2 0
Solucion:
2 2 1 100
AP=AA=| -1 -1 1|, A=A A=|0 1 0]A‘=A*A=A, cada A®se repite el proceso, al dividir 50
o 1 - 0 0 1
entre tres se obtiene 16 de cociente y 2 de resto. 2 2 1
A50 — A16-3+2 =(A3)16 ‘AZ =A2 = -1 -1 -
0o 1 -

(> Actividades

2

11 1 0 1
9. Dadaslas matrices A= 2 3 1|yB=|0 2 3|, calcula:a)A-B; b)BA c)A*+B.
4 2 0 10

10. Calcula A® y A*, siendo A =

11.SeaA=(X _1]
1Ty

4

0 1
-1 0

x+1 =2
a) Calcula A% b) Calcula todos los valores de x e y para los que se verifica que A’ :( )

2 1

0
12. Hallar todas las matrices X :(z ) ,cona, b, ¢,z R que satisfacen la ecuacién matricial X2= 2 X.
c

11
13. Encontrar nimeros a y b de forma que la matriz A :( b ) verifique A? = 2A. Para estos valoresde ay by
a

tomando B =Y A, calcular B* y A®.

0 1

14. Dadalamatriz A=| 0 0
00

0

15. Dada la matriz A=| 0 1
00

11

16. Dada la matriz P=| 1 1
11

2

3
0
2
0
1

, calcular las matices A% A°, A*, A°y obtener razonadamente la matriz A" para n > 5.

, calcula A™,

1
1], calcula P, para n nimero natural.
1

17. Desarrolla las siguientes expresiones matriciales: a) (A + B)% b) (A— B)%; ¢) (A+ B)(A- B); d) (A—B)(A + B).




5. Matriz traspuesta

Dada una matriz A del conjunto M,,,, se llama matriz traspuesta de A, y se representa A a la matriz
que resulta de cambiar las filas por las columnas en la matriz A.

De la definicion se deduce que si A pertenece al conjunto M,,,, su traspuesta A’ pertenece al conjunto M,,, .

Ejemplo, la matriz traspuesta de:

3 10 32
A:(2 4 8) esA'=| -1 4
0 8

En el ejemplo, la dimensién de A es 2x3 y la dimensidén de A'es 3x2.
Propiedades de la trasposicion:
a) La traspuesta de la traspuesta es la matriz inicial.
(A)y=A
b) La matriz traspuesta de una suma es igual a la suma de las traspuestas de los sumandos.
(A+B)y=A+B'
¢) Si A es un numero real, entonces (A-A)' = A-A.
d) La traspuesta del producto es igual a la traspuesta del segundo factor por la traspuesta del primer factor.
(A-B)=B"A
e) Si A = (a;) es una matriz simétrica A'= A.

En efecto, si A es simétrica, se cumple a; = a;, por tanto, se cambia de notacion y resulta A' = A.

Ejemplos

Solucién:

1 2 0 -1
10. Dada las matrices A=| -1 0 |yB=|3 0 |.Comprueba:a)(A’)'=A; b)(A+B)=A+B" c) (2:A) =2:(A)"
3 5 5 1
127 C (12
a) (A) =|| -1 0 =G _01 gj: ~1 0|=A.
3 5 3 5
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12 (0 =N (1 1Y 9
b) Primer miembro: (A+B)' =| | -1 0[+|/3 0 |[=|2 0 :( j
3 5 5 1 8 6 106
12t0_1t1—13 0 3 5) (128
Segundo miembro: A'+B'=| -1 0| +|3 0 | = + = ,
5 5 5 (2 0 5) (—1 0 1) (1 0 6)

Los dos miembros son iguales.

3

11. Dadas las matricesA:1 0 yB=
2 -1 2 -1

0
4). Comprueba que (A-B)'= B-A".

Solucién:

t t 3 4
1 0)}({3 1 0 31 0
1 i :A.Bt: . = = 1 3
Primer miembro: (A-B) ((2 _1) (2 1 JJ (4 3 j :

3 3

3 1 0Y (1 0) 1 2
Segundo miembro: B - A' = ~ =1 1| =| 1
2 -1 412 1 0 0 -1 0

Los dos miembros son iguales.

(& Actividades

1 1 2 -3 1 7
18. Dadas las matrices ( 0 2) (_ 14 )y (0 5)

Calcula: a) A'; b) B'; ¢) (A+B);;d) (A+B+C).
19. Si Ay B son dos matrices cuadradas demostrar que:

a) A+ A'es simétrica.

b) A - A' es antisimétrica.

c) A-A'es simétrica.

d) Si A es simétrica, B-A-B' es simétrica.
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6. Matriz inversa

Dada una matriz cuadrada A de orden n, no siempre existe otra matriz B llamada matriz inversa de A, tal

queA-B=BA=|,

Cuando existe la matriz B, se dice que es la matriz inversa de A y se representa asi: A'; es decir,
AAT=ATA=],
Las matrices cuadradas que tienen inversa se las llama matrices regulares.

Las matrices cuadradas que no tienen inversa se llaman matrices singulares.

6.1. Calculo de la matriz inversa a partir de la definicion

4 7
Dada la matriz cuadrada de orden dos A :(1 2), vamos a calcular su inversa.

4 7 10
Se trata de calcular una matriz xy que cumpla: Xy =
Z U 1 21z u 0 1

Ax+7z 4y+Tu 10
Efectuamos el producto: =
X+2z y+2u 0 1

La igualdad de los dos términos da lugar a los sistemas:

4x+7z=1 [4y+T7u=0
Xx+2z=0 y+2u=1

Las soluciones de los sistemas son: x =2, z=-1, y =-7, u=4.

2 -7
La matriz inversa sera: A™ :( - j

6.2. Calculo de la matriz inversa por el método de Gauss

En el método de Gauss para el calculo de la matriz inversa de A, cuando exista, se parte de la matriz
(A11); y mediante las trasformaciones que se indican a continuacion llegamos a la matriz (/, | B); entonces
la matriz B = A" es la inversa de A.

Las transformaciones que se pueden aplicar son las siguientes:
e Cambiar las filas de lugar.

e Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.

e Sumar a una fila otra multiplicada por un numero.
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Ejemplos
. . g @
12. Hallar la inversa de la matriz M :(1 2) y comprobar el resultado.

Solucion :

Afiadimos a la matriz M |la matriz unidad, asi:

3 511 0)1BF < 22F 1 20 1 1 210 1
(M|/)= = = =
1 210 1 3 511 0]22F-3x1?F 0 11 -3]-28F

1 2(0 1}1BF-2x2°F 1 0/2 -5
= =
0 1-1 3 0 1-1 3

2 -5
La matriz inversa es M~ :( 1 3 j

e A

2 -4
13. Hallar la inversa de la matriz A :(3 1).

Comprobacion:

Solucion :

Afiadimos a la matriz A la matriz unidad /, asi:

2 41 0 2 41 0 2 41 O0)\5x1F
(A|/)= = = =
3 1|0 1 [2x22F 6 2|0 2 |2°F-3x1?F 0 101-3 2

1 2
10 -20{5 O\PF+2x22F (10 O0|-1 4}1F+10 10 10 5
= = =
0 10]-3 2 0 10-3 2J2°F+10 |0 1| 3 1
10 5
12
La matriz inversa es, A~ = 1;) ?
10 5
Como se puede comprobar:
12 12
10 51((2 —4 (2 4 10 5 (10
3 13 ) {3 1) 3 1[0 1
10 5 10 5
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110
14. Calcula, aplicando el método de Gauss, la matriz inversade A=| 1 0 1
010
Solucion :
Afadimos a la matriz A la matriz unidad /,, asi:
1101 0 0 1 1 0/1 0 0\PF-3F
(A|l):1 0 10 1 0|22F-F=|0 -1 1-1 1 0 =
0 1 00 0 1 0 1 00 0 1
1 0 01 0 -1)\22F+32F 1 0 01 0 -1 10 01 0 -1
=0 -1 11 1 0 =0 -1 1-1 1 0 |-22F+3*F=/0 1 0[0 0 1
0 1 00 0 1 0 0 11 1 1 00 1-1 1 1
-1
LainversadeAes: A=/ 0 0 1
-1 1 1
Como se puede comprobar:;
110 -1 -N(1 1 0 100
10 1140 0 1|=0 101 0 1(=(0 1 0
01 0){-1 1 -1 1 1]{0 10 0 0 1

6.3. Aplicaciones de la matriz inversa

Las operaciones con matrices y en particular el calculo de la matriz inversa estudiadas en esta Unidad, permiten
resolver situaciones problematicas en las que aparecen matrices.

A continuacion desarrollamos algunas situaciones para cuya resolucion se precisa realizar operaciones (calcular
la matriz inversa, multiplicar...) de las estudiadas en esta Unidad. Estas situaciones se llaman ecuaciones matriciales;
se resuelven con los mismos principios que las ecuaciones con coeficientes y variables de numeros reales, teniendo
en cuenta algunas de las siguientes consideraciones:

e Algunas matrices no tienen inversa.

e El producto de matrices no es conmutativo; por lo que a la hora de multiplicar los dos miembros de una
igualdad se debe tener en cuenta que la multiplicacion se hace bien por la izquierda o bien por la derecha
en ambos miembros de la igualdad.

28



En el caso de ecuaciones matriciales que se reducen a la forma A-X = Bo X-A = By Atiene inversa; la
incdgnita X se calcula respectivamente multiplicando por la izquierda o por la derecha por A* los dos miembros
de la igualdad.

En la ecuacién A-X = B; se multiplican por la izquierda los dos miembros por A"
A'AX) = A"B;, (A"AX =A"B; [-X=A"B, X=A"B
En la ecuacién X-A = B, se multiplican por la derecha los dos miembros por A"

(CA)A' = B-A" X-(A-AY) = B-A", X-[= B-A", X=B A’

Ejemplo
15. Resolver las siguientes ecuaciones matriciales:
a) A-X+B=¢C;
b) X-A-2B=C.

DondeA:1 4,8:0 2 y C= 46
2 6 3 -1 -2 -5

Solucién :
a) AX+B=C;A-X=C-B;A"(A-X)=A"(C-B); X=A"(C-B)
Se calcula la inversa de A por el método de Gauss:
10 -3 2

1 41 0 1 411 0 1 4 1BF—-4x2°F 10
= = 1 = 1
2 6|0 1])2F-2x1*F 0 -2|-2 1|22F+(-2) 0 11 = 0 11 —=

-3 2
6 —4
Luego A" = 1 116A" = —%L j

2
Se sustituyen las variables por sus valores y se opera:

X_—32 1 @ 02_—22—20
e Ml sl 4T B e
2 2

b) X-A-2B=C; X-A=C+2B; (X-A)A" =(C+2B)A™; X =(C+2B)A™".
Se sustituyen las variables por sus valores y se opera:
2 3

[P S e T e M = P T

Aveces el problema consiste en determinar algunos elementos de una o varias matrices que figuran en una
ecuacion matricial, como en el ejemplo siguiente:

X
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Ejemplo

1
16. Dada la matriz A :(y )Z(J determinar los valores de x, y, z para que se verifique la igualdad:

Af.Az(

Solucion :

Se multiplican las matrices y se igualan las matrices de los dos miembros:

X Z

i

14y =10
X+yz=0
X+yz=0
x*+2° =10

3
Siy =3 elsistema {X+ z

3
Siy=-3 el sistema { x=s2

Las ternas (x, y, z) que verifican la ecuacién matricial son: (-3, 3, 1), (3, 3, —1), (3,

a) A=
b) B= 4
c) C= 1

=

(& Actividades

N
i)
%

X+yz x*+7°

Xx+yz=0 ;de la primera ecuacién y = +3
x*+2°=10

tiene como soluciones: z=1, x=-3yz=-1, x=3.

tiene como soluciones: z=1, x=3yz=-1, x=-3.

-3, 1)y(=3, -3, -1)



110
22. Calcular lainversade lamatriz | 1 0 1 | y comprobar el resultado.
010

23. Calcular la matrizinversade | 0 4 5 |y comprobar el resultado.
2 1 0

24, Dada la matriz A :( 21 _23j hallar X tal que A- X - A =(3 1)

0 4

—4 -1 1 2 11
25. Dadas las matrices A = yB= encontrar una matriz de la forma X = que verifique
4 1 -2 -4 Xy
que A-X=X-B.
26. Halla la matriz X que satisface la ecuaciéon A- X = B- A, siendo:

10 2 0 b
1

A=l 0 1 1]yB=

1
0
-1 0 1 -10

2
2

27. Encontrar todas las matrices X tales que A- X = X - A, siendo: (l 2)

KY
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7. Las matrices en la resolucion de problemas

Las matrices aparecen con frecuencia en las ciencias que trabajan con datos ordenados, como es el caso de
las Ciencias Fisicas, Econdmicas y Sociales. A continuacion se presentan algunas situaciones en las que las

matrices son de utilidad.

7.1. Organizacion matricial de la informacion

Las matrices de informacion conforme venimos diciendo permiten resumir informaciones diversas; entre otras

pueden estar ligadas a graficos como en el siguiente ejemplo.

Las ciudades A, B, Cy D se comunican mediante lineas de autobuses de ida y vuelta como se indica en el

gréfico.

Expresar este grafico en forma de matriz.

A cada linea del grafico se le asigna el valor unoy ceroala

D

2
0
2
0

Solucién:
2 |« _ falta de comunicacion entre ciudades;
A con estos criterios resulta la matriz de informacion:
ABC
A0 1 1
B |1 0 1
v
cC 1110
< > C
D | _ o D 1l2 0 2
Ejemplo

17. En una reunion de cuatro compafieros P, Q, Ry S existen relaciones de simpatia e indiferencia, se tienen simpatia P, a Q
yaR;QaPyaS;R a Pyas; yS, aPyaR. Expresa la informacion anterior mediante un grafico y mediante una matriz.

Solucion:

La simpatia entre comparieros se indica mediante una flecha que va del compariero
que siente simpatia hacia el compafiero por el que aprecia; la falta de flecha indica
indiferencia.

A cada flecha del grafico (simpatia) le asignamos un 1'y cero a la indiferencia entre

P QR

P (0 1 1

compafieros; con estos valores resulta la matriz de informacion: Q |1 0 0
R |1 00

S {10 1

32

P

Q

O -~ ~ O




7.2. Operaciones con matrices. Aplicaciones

Cuando la informacién se encuentra dispuesta en forma matricial, los resultados de operar con matrices pueden
dar lugar a nuevas informaciones.

Ejemplo

18. Un constructor opera en tres ciudades Madrid, Sevilla y Valencia y edifica pisos de dos tipos, Ay B. El nimero de
pisos construidos de cada tipo y ciudad en los afios 2007 y 2008 vienen expresados por las matrices siguientes:

A B A B
Madrid (8 5 Madrid (6 4
Sevilla | 4 7 Sevilla | 4 4
Valencia |3 4 Valencia | 2 2

Se pide:
a) Calcula los pisos construidos durante los dos afios de cada tipo y en cada ciudad.

b) Calcular los pisos que debe construir en 2009, para reducir la produccién de los construidos en 2008 a la
mitad.

¢) Cada piso del tipo A lleva 5 puertas y 9 ventanas; los del tipo B tienen 3 puertas y 7 ventanas. 4 Cuantas ventanas
y puertas se utilizaron en cada ciudad para cubrir las necesidades de las construcciones del afio 20087

Solucion.
Sean Py Q las matrices asociadas a las construcciones de los afios 2007 y 2008 respectivamente.
a) La matriz P + Q informa de los pisos construidos entre los dos afios.

8 5) (6 4) (14 9
P+Q=|4 7|+{4 4|=| 8 11
3 412 2] |5 6

b) La matriz informa de los pisos a construir durante el afio 2009.

N AN
5Q=74 4l=|2 2
2 2] |1 1

¢) Dispongamos en forma matricial los nimeros de puertas Py de ventanas V, que precisan los dos modelos de
pisos: PV

A (5 9
B |3 7
Para ver las puertas y ventanas que se precisan en las construcciones de realizadas en Madrid durante el afio

2008, en necesario realizar las operaciones siguientes.

6-5+4-3=42 Puertas.
6-9+4-7 =82 Ventanas.
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Estos calculos se pueden realizar para las dos ciudades restantes pero quedan resumidos mediante el producto

de matrices,
6-5+4-3 6-9+4-7 42 82

6 4
4 4 (2 9): 4.5+4.3 4.9+4.7|=| 32 74
2 2 2.542:3 2:9+2.7] |16 32

7.3. Operaciones con matrices asociadas a un grafico

Los resultados de algunas operaciones entre matrices asociadas a graficos trasmiten nuevas informaciones,
sobre las situaciones que el grafico describe.

Ejemplo
19. Arabel, Julio, Nereida y Raul se comunican a través de Internet como se indica en el siguiente gréafico:

Traducir la informacién del grafico en una matriz de informacién G, calcular G?, G’y G + G en cada calculo interpretar
los resultados.

Solucion:
m < J En el gréfico A representa Arabel, J Julio, N Nereiday R Radl.
4 La matriz asociada al grafico al asignar el nimero 1, a la flecha
del que parte al que llega seré la siguiente:
AJ NR
A (00 11
J |1 000
v N |1 00 1
N | < > | R R {1010
Se designa por G la matriz del grafico.
001 13/(00 11 2 01 1
Calculamos G* =G - G = 1o : 1o = 00T
100 1]|/1 0 0 1 10 2 1
101 0J11 010 10 1 2

El elemento a,, = 2 de la matriz G2 indica que se comunica con A de dos formas diferentes a través de otro; estas
sonA-N-A yA-R-A.

El elemento a;, = 0 significa que N no puede comunicarse con J a través de otro.

El elemento a,; = 1 significa que J se puede comunicar con N a través de otro: J— A - N.
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La matriz G* indica las formas de comunicarse cada persona con otra a través de otras dos.

001 1201 1) (2033
Geg.go| 1 0000011 2011
100 1[[1021]|3023
101 0){1012)(303°2

Por ejemplo el elemento a, = 3 informa que Arabel y Nereida se pueden comunicar de tres formas a través de otros
dos intemautas: A-R-A-N,A-N-R-NyA-N-A-N.

La matriz G + G* nos informa del niumero de formas que pueden comunicarse cada internauta con el resto directamente
0 a través de otro.

G+G? =

_ A A O
o O O o
_ O O -
_ A A N
o O O o
_ N A
o O O o
NN NN =~ D
_ N DN

(> Actividades

29. Un importador de CD los importa de dos calidades, normales (N) y extra (E). Todos ellos se envasan en paquetes
de 2, 5y 10 unidades, que vende a los siguientes precios en euros.
2 unidades 5 unidades 10 unidades

Normal N 04 0,8 1,2

Extra E 0,3 0,5 0,8
Sabiendo que en un afo se venden el siguiente nimero de paquetes,

Normales N Extras E

De 2 unidades 70000 5000

De 5 unidades 60000 4000

De 10 unidades 50000 50000

se pide:

a) Resumir la informacién anterior en dos matrices A y B: A seré una matriz 2x3 que recoja las ventas en un afio
y B una matriz 3x2 que recoja los precios.

b) Calcular los elementos de la diagonal principal de la matriz A por B'y dar su significado.
¢) Calcular los elementos de la diagonal principal de la matriz B por A y dar su significado.

d) Comparar la suma de los elementos de las dos diagonales.
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30. En una aceria se fabrican tres tipos de productos: acero en laminas, en rollos o aceros especiales. Estos productos
requieren chatarra, carbon y aleaciones en las cantidades que se indican en la tabla siguiente, por cada unidad de

producto fabricado:
Acero en laminas Acero en rollos Aceros especiales
Chatarra 8 6 6
Carbon 5 6 4
Aleaciones 2 1 3

32. En el gréfico siguiente aparecen indicadas las comunicaciones de
cuatros puntos importantes de una localidad; Ayuntamiento = A, Estacién A g E
de tren = E, Instituto de Secundaria / y Hospital = H. Se pide: 4
a) Forma la matriz de informacién del grafico. .
\ 4
b) Calcula el cuadrado de la matriz anterior y explica su significado. / >

a) Sidurante el préximo mes se desean fabricar 6 unidades de acero en ldminas, 4 unidades de acero en rollos y
3 unidades de aceros especiales, obtener una matriz que indique las cantidades de chatarra, carbén y
aleaciones que seran necesarias.

b) Si se dispone de 40 unidades de chatarra, 28 de carbén y 14 de aleaciones, ¢cuantas unidades de cada tipo
de acero se podran fabricar con estos materiales?

.Carmen trabaja como telefonista en una empresa de lunes a viemnes entre las nueve de la mafana y las dos de la

tarde. Ademas, cuida de un bebé de cuatro a siete de la tarde los lunes, miércoles y viernes y es mecandégrafa en
un bufete de abogados los martes y jueves de cinco a nueve.

a) Escribir la matriz que expresa el nimero de horas que dedica a cada actividad a lo largo de los dias de la semana.

b) Si le pagan 9 euros por hora como telefonista, 7 euros por cada hora que cuida al bebé y 12 euros por hora por
su trabajo como mecandgrafa, expresar matricialmente los ingresos diarios de Carmen.

c) Si dejara de irlos lunes a cuidar al bebé y los jueves al bufete y le aumentaran su sueldo como telefonista un 5%,
;.como seran en este caso las dos matrices anteriores?
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v Definicion de matriz

Una matriz de orden m x n es una disposicion en tabla rectangular de m x n nUmeros reales dispuestos
en m filas y n columnas.

v lgualdad de matrices.

Dos matrices Ay B son iguales si tienen la misma dimension (o el mismo orden, si son cuadradas) y ademas
son iguales todos los elementos que ocupan el mismo lugar.

v Operaciones con matrices.
¢ Suma. Dadas dos matrices A y B de dimension m x n, la matriz suma (diferencia) A + B = (a; +b,) se
obtiene al sumar (restar) los elementos que ocupan el mismo lugar en una y otra matriz.

¢ Producto de un nimero por una matriz. El producto de un nimero por una matriz se obtiene al
multiplicar por k cada elemento de A = (a;); es decir kA= (ka;)

e Producto de matrices. Sean A una matriz de orden m x n, y B una matriz de orden n x p; las columnas
de A coinciden con las filas de B, el producto de matrices A y B es otra matriz C de orden m x p con
m filas (las del primar factor A) y p columnas (las del segundo factor B). El elemento c; de la matriz
producto C es el resultado de multiplicar la fila i de la matriz A por la columna j de la matriz B consideradas
ambas como matrices fila y columna respectivamente.

v Matriz inversa.

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama matriz inversa si existe, otra matriz B, tal que A-B =
=B-A = |,. Cuando existe la matriz B, se dice que es la matriz inversa de A y se representa asi: A'; es
decir, A-A"=A"A=],.

e |as matrices cuadradas que tienen inversa se las llama matrices regulares.

e | as matrices cuadradas que no tienen inversa se llaman matrices singulares.

e Para calcular la matriz inversa mediante la definicion se consideran los elementos de la matriz inversa
como incognitas.

e Por el método de Gauss se parte de la matriz ( A | 1,); y mediante las trasformaciones se llega a la
matriz (/, | B); entonces la matriz B = A" es la inversa de A.

v Aplicaciones de la matriz inversa.

Las operaciones con matrices y en particular el calculo de la matriz inversa estudiadas en esta Unidad,
permiten resolver situaciones problematicas en las que aparecen matrices. En el caso de ecuaciones
matriciales que se reducen a la forma A-X = B; o X-A = By Atiene inversa; la incognita X se calcula
respectivamente multiplicando a la izquierda o derecha por A" los dos miembros de la igualdad.

v Las matrices en laresolucion de problemas.

Las matrices aparecen con frecuencia en las ciencias que trabajan con datos ordenados, caso de las
Ciencias Fisicas, Econdmicas y Sociales, como has podido comprobar en el desarrollo de la Unidad.
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Determinantes

| nUmero que asociaremos a cada matriz
cuadrada A y que llamaremos su determinante
det(A), aparece en los libros actuales a
contlnuaC|on de las matrices, aunque histéricamente
surge antes que ellas. Los primeros en utilizar
determinantes como algoritmos para resolver sistemas
lineales fueron, entre otros, los matematicos Leibniz
(1646 -1716) y Vandermonde (1735 -1796).

La formulacion actual de los determinantes se debe
al francés Cauchy (1789-1857) quien, en una memoria
publicada en 1812, establecio la terminologia de los
determinantes tal como la utilizamos en la actualidad.

En esta Unidad veremos la importancia de los valores
de los determinantes de las matrices cuadradas; si el
determinante asociado a una matriz es nulo, las filas y
columnas de la matriz son linealmente dependientes, - ~ _
por lo que la matriz no tendréa inversa. Por el contrario, "mg?ctg;e’ = Uldinztin Aefene (Wi gzilnesg Demliie
si el determinante es distinto de cero, las filas de la matriz
seran linealmente independientes y la matriz tendra inversa, que calcularemos usando otra vez
determinantes.

En el caso de matrices rectangulares, los determinantes de las matrices cuadradas que se
pueden formar al suprimir filas o columnas en la matriz dada nos informaran del numero de
filas y columnas linealmente independientes de la matriz rectangular; este nimero sera su rango.
El método de Gauss proporciona el rango de una matriz, sin mas que contar las filas o columnas
no nulas de la matriz reducida de la dada. Finalmente, la combinacion de los dos métodos facilitara
el calculo del rango de una matriz, que es fundamental para el estudio de los sistemas lineales.

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:
1. Encontrar el valor de determinantes de orden dos.

2. Calcular, sin dificultad, determinantes de tercer orden, tanto si se realiza mediante el desarrollo
por los elementos de una linea, como si es por la regla de Sarrus.

3. Conocer las propiedades de los determinantes de orden tres.
4. Determinar el rango de una matriz.

5. Caracterizar las matrices cuadradas regulares y calcular su inversa.
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Determinantes de orden superior: se
reducen a orden inferior aplicando las <
propiedades.

Determinantes de orden tres:
se aplica la Regla de Sarrus. <

Determinantes de orden dos
|A|=a11822—321a12 L

Rango de una matriz;
numero de filas L. I.

L .

Calculo por

Calculo por Gauss. e

REQ 4p

Determinante con filas
dependientes es cero.

4

Determinante con filas
=¥ proporcionales es cero.

Determinante con fila
nula es cero.

det A = det A
>

Propiedades que se utilizan

e D ara facilitar los calculos con

determinantes.

Matriz inversa:

A (adi(A))
Al
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DETERMINANTES

1. Determinantes de orden dos

a11 a12

A cada matriz cuadrada de orden dos A :( } le asociamos un nimero real, llamado determinante

a21 aZZ
de orden dos, de la forma siguiente:

aﬁaZZ - a12a21

El determinante de una matriz cuadrada de orden dos es igual al producto de los elementos de
la diagonal principal, menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

a11 a12

Al determinante de la matriz Alo simbolizaremos por det (A) =|A| =
aZ1 622

Dado que una matriz esta definida bien por sus vectores fila, bien por sus vectores columna, el determinante
dependera de sus filas o de sus columnas. Por este motivo, con frecuencia escribimos:

|A| = det (A) = det (f,, f;) 6, |A| =det(A)=det(c, c,), donde f, f,y ¢, ¢, indican las filas y columnas de la matriz A.

Nota: Observa que el nimero de sumandos de un determinante de orden dos que es dos, coincide con el valor
de2!=1-2.

Ejemplo

1. Calcula el determinante de cada una de las matrices siguientes, observa cada matriz, el valor de su determinante
y enuncia la propiedad que dicta la intuicién:

a)A=(2 SJ;b)B=(2 —1}6),:(1 Oj;d)N:(O 2)
1 4 3 4 0 1 0 3

Solucion :
2 3

a) A= =2-4—(-1)-3=11.

VA=, 24

Cuando los nimeros que forman la matriz son enteros, el determinante también es un nimero entero.
2 -1

b) |B| = =2-4-3-(-1)=11.

) Iel=f; &

La matriz B es la matriz traspuesta de A, se representa por A' = B.
El determinante de una matriz es el mismo que el de su traspuesta; det(A) = det(A') .
10
=11-0-0=1-0=1.
0 1
La matriz | es la matriz unidad. El determinante de la matriz unidad es uno.
0 2
=0-3-0-2=0-0=0.
0 3

La matriz tiene una columna de ceros. El determinante de una matriz que tiene una columna o fila de ceros es cero.

o) |l|=

d) [N|=
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(> Actividades

1. Calcular los determinantes de las matrices siguientes y de sus traspuestas:

]

1

1

I 4 1 =25 -3 7 -3 6
1

1

1

: 4

i.

3
2

Jsz(z ﬂ comprueba: a) |A+B|#|A|+|B|; b) |AB|=|A|B|.

2. Determinantes de orden tres

Antes de definir los determinantes de las matrices cuadradas de cualquier orden, vamos a calcular los
determinantes de las matrices de orden tres, previo estudio de algunos conceptos desarrollados a partir de las
mencionadas matrices y que se generalizan a las matrices de orden n, sin ninguna dificultad.

2.1. Menor complementario de un elemento

Dada una matriz cuadrada de orden tres, llamamos menor complementario del elemento a;, simbolizado
por M;, al determinante de la matriz cuadrada de orden dos, que resulta de suprimiren A lafilaiy la
columna j, a las que pertenece el elemento a; .

a11 a12 a13
Por ejemplo, en la matriz A=| a,, a, a, |los menoresde los elementos a, y ay, M, y My, seran:
331 a32 a33
a, a , . - , .
e M, = 2 "B determinante que se ha conseguido al suprimir la segunda fila y primera columna en la
aSZ 333
matriz A.
a, a , . - , ,
o M, =|"7 "I determinante que se ha conseguido al suprimir la tercera fila y primera columna en la
a22 a23
matriz A.

2.2. Adjunto de un elemento

Llamamos adjunto del elemento a;, y lo representamos por A;, al menor complementario de a; precedido
del signo + 0 —, seguin que la suma de los subindices i + j sea par o impar, respectivamente. Se puede
expresar de la siguiente forma:

A= (=1)"M,
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Por ejemplo, los adjuntos A, y A;, de los elementos a,; y a;; seran:

a a a a
241 21|82 i PR
Ay =(=1)" My =(=1)7 =- ,
2 9y 8, dy
a a a a
3+ R P B PR
Ay = (=1)"My = (1) = .
2 Gxp| |8p 8y

Ejemplo
2. DadalamatizA=| 1 -4 2
-1 3 5
a) Simbolizar los menores y los adjuntos de a,, y a,,.
b) Calcular sus valores.

Solucion :
1 -4 1 —4
M — , — _1 143 ’
a) M, ‘_1 3 ‘ A, =(-1) 1 3 ‘
-2 3 -2 3
M, = , =(-12° .

b) My =1-3=(=1)(-4)=3-4==1, A, =(=1)'(-1)=—1,
My =(-2)-3—(~1)-3==6+3=-3, A, =(-1)(-3)=3,

2.3. Determinantes de orden tres

A cada matriz cuadrada A de orden tres le asociamos un nimero, llamado determinante de orden tres, de
la siguiente forma:

Ay 9y Ay
|A| =lay 8y Ay|= a11A11 + a12A12 + a13A13
8y 3y Ay

El determinante de una matriz cuadrada de orden tres es igual a la suma de los elementos de
una fila o columna multiplicados por los adjuntos correspondientes.

En la formula anterior, el determinante se ha expresado como producto de la primera fila por sus adjuntos; se
puede comprobar que el valor del determinante es independiente de la fila o columna que se elija para su célculo.

Si se opera sobre la definicion anterior, aparece la expresion desarrollada del determinante de orden tres:
4y @y ay

|A| =8y 8y Ay = a11A11 +a12A12 +a13A13 =ay
43 dp Ay

=ay (322333 — 8y ) —a (321333 — 858y ) ta; (321332 - 88y ) =

= 181185833 — 8118383, — 81p8y85; + 815893831 T 8138283, — 8138583

a22 a23 _ aZ1 a23 aZ1 a22 _

12 13

32 a33 331 aSS aS1 a32

RES 4»
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Se ordenan las sumas y diferencias:

ay a4y ag
|A| =|8y 8y Gy| = 1848y ds + 81,8585 + 8138, 83 — 8138y, 83 — 81pdy8y; — 8148585
8y Ay Ay

Nota: Los seis productos anteriores coinciden con el nimero 3! = 1-:2-.3 = 6 y se obtienen con sencillez mediante
la llamada Regla de Sarrus:

Productos con signo + Productos con signo —

Los productos con signo (+) los forman los elementos de la diagonal principal y los otros dos los paralelos a ella
por los de los vértices opuestos.

Los productos con signo (-) los forman los elementos de la diagonal secundaria y los otros dos los paralelos
a ella por los de los vértices opuestos.

Ejemplo
2
3. Calcular el determinante de la matriz (A) =| 4
1

a) Mediante el desarrollo por los elementos de una linea.
b) Aplicando la Regla de Sarrus.

Solucion :
a) Desarrollamos por la segunda fila:
A\ Y 1 3 2 3 2 1
= =4-(— +U-(— +9-(— = —_ + = = - = .
A=|4 0 5=4-(-1* 0-(—1)** 5-(—1)*" —4(6-6)+0(12-3)-5(4—-1)=-15
12 6 2 6 16 1 2

b) Por la Regla de Sarrus:
Productos con signo mas: +2-0-6+1-5-1+4-2.3.
Productos con signo menos: —1-0-3-2-5-2—4-1-6.
|A| =0+5+24-0-20-24 =—-15.
Nota: Observa que los nimeros por los que se multiplican los menores van cambiando el signo; —, +, —.
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(& Actividades

¥ " R SN N N S S R S S S S N R S N R S S S S S S : |
1 |
: -1 4 3 ;
E i 3. Simbolizar y calcular los menores y los adjuntos de los elementos a,,, a,, y a,, delamatrizA=| 0 2 6 ]
: 1 4 -8 :

1
! 2 10 4 -2 1 2 -1 0 050 i
/11 4 caloula: [A=|3 0 1l;|B]=[0 0 3|c]=[3 1 2;[p|=[2 1 3 !
o 4 3 2 2 1 5 5 0 1 4.7 2 :
| :
/i s 2 1 4 1 23 1.0 3 )
— . . . 0 I
: Calcula el determinante de las siguientes matrices: A=|0 3 -2|;B=|5 0 6[;C=|5 0 6| :
- 3 1 5 3 6 9 3 6 9 .
I 4 1 1 !

1
D=5 2 -3 i
: -2 1 0 1
|
| a 10 :
E i 6. Calcular el valor de a para que el determinante de la matrizAseacero: A= | 0 1 1 :
. 1 a0 )
1 1
1 1
1 |
: x -1 2 ;
E | 7. Calcular todas las raices de la siguiente ecuacion en la incognita x: (-1 x  2|=0 :
] 1 2 x I
1 1
1 1
T e e e e S R R R - ol

3. Propiedades de los determinantes de
orden tres

En este apartado se desarrollan algunas propiedades para los determinantes de orden tres, que son validas
para los determinantes de cualquier orden. Dichas propiedades sirven para facilitar el calculo de determinantes.

1. Elvalor del determinante de una matriz cuadrada es igual al de su traspuesta:
det (A) = det(A)

Por ejemplo:

1 -1 1 1.0
A=l0 3 5=|A|=]-1 3 2/=2
0 2 4 1

Esta propiedad permite hacer extensiva las propiedades de las filas a las columnas.

2. Sien una matriz cuadrada se permutan entre si dos filas, su determinante cambia de signo.
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Por ejemplo: 2 1 0 30 0
3 0 0=-2 1 0O -15=-15.
2 -1 5 2 15

3. Siuna matriz cuadrada tiene dos filas iguales, el determinante asociado es cero. Se puede razonar, si se
cambiaran entre si las dos filas iguales, resultaria el mismo determinante y, por la propiedad anterior, el valor
del determinante seria un nimero que debe coincidir con su opuesto y este es el cero.

Por ejemplo:

1 2
0 2 1]=0.
1 2

4. Si una matriz tiene nulos los elementos de una fila o columna su determinante es cero.
Por ejemplo: 04 7

0 5 3|=0.

0 4 -6

5. Silos elementos de una fila o columna se multiplican por un nimero, el determinante queda multiplicado

por dicho nimero.

Por ejemplo:
ka b c a b c

kd e fi=kld e fl.
kg h i g h i
La igualdad se comprueba al desarrollar los dos miembros de la igualdad.

6. Siuna matriz tiene dos filas proporcionales, el determinante asociado es cero.

Por ejemplo:
a b ¢ a b c

3a 3b 3c|=3-]a b ¢[=3-0=0.
d e f d e f
Se han aplicado las propiedades 5y 3.

7. Sitodos los elementos de una fila de una matriz pueden descomponerse en suma de dos sumandos, su
determinante puede descomponerse en la suma de dos determinantes del modo siguiente:

a+a, b+b, c,+c,| |a, b c¢| |a, b, ¢,
d e f |=|d e f|+|ld e f
g h i g h i| (g h i

La igualdad se comprueba al desarrollar los dos miembros de la igualdad.
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8. Siunafila de una matriz es suma de otras dos multiplicadas por numeros distintos de cero, el determinante
asociado es cero.

Por ejemplo:
ad+pBg ae+ph af+pi d e f g h i
d e f |=ald e fl+p|d e f
g h i g h i g h i

Se han aplicado las propiedades 7, 5y 3.

9. Siauna fila de una matriz se le suma otra fila multiplicada por cualquier nimero distinto de cero, el determinante
de la matriz resultante no varia.

Por ejemplo:
a b c a b c
d e fl=|d+ma e+mb f+mc|.
g h i g h i

Aplicar al segundo miembro las propiedades 8 y 6.

Esta propiedad se aplicaré para anular todos los elementos de una fila menos uno, y de este modo facilitar
el calculo del determinante mediante el desarrollo por los elementos de esa fila.

10. El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de las
matrices factores.
det (A-B) = det (A)-det(B)
Comprobar la igualdad:
2 0 -3 10 |7 0 -4

3 1 1.0 2 1=[10 3 -3.
0 4 -3 -1 2 4 |3 2 -8
Primer miembro -10-17, igual al segundo miembro -170.

(> Actividades

=

__________________________________________________________________ -
a a, a, 2b, 2b, 2c, i

8. Sabiendoque | b, b, b, |=5, calcular | 2¢c, 2c, 2c, |. .
B G 6 2a, 2a, 2a, i

X y z :

9. Sabiendoque |7 0 2|=1.Calcula el valor de los siguientes determinantes: -
11 1 |

3x 3y 3z x 1y 1Tz X y z 3x 43y +3z i

7 0 2|;b)|1 0 27; c) 12x+7 2y 2z+2|; d) |4x+7 4y 4z+2|. E

11 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1 8 1 3 :

1 1 0 E

10. Calcular el valor del determinante: | @  a+1 a+2 .
I
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E 11. Prueba sin desarrollar que:

- 1 a c+b a+b b+c c+a a b c
: a1 b c+a|=0; b) [p+q q+r r+p|=2:|p q r|.
: 1 ¢ a+b X+y y+z z+x X y z
i a b c c b a

: 12. Sabiendoque ([d e f|=1,calcular [k h g]|.

| g h k f e d

E a b c 2x z 3y

P13 Si|x y z|=1caleular [2p r 3q|.

- p q r 2a ¢ 3b

1

| 8

4. Determinantes de orden n

El célculo de determinantes mediante desarrollo directo termina en los de orden tres, para los que se precisan
3= 6 sumandos de tres factores cada uno; de todas formas, los seis sumandos se forman facilmente mediante
la Regla de Sarrus. El célculo de determinantes de orden cuatro necesita de 4! = 24 sumandos de 4 factores
cada uno, lo que hace complicado su célculo por este procedimiento.

La definicion de determinante dada en el apartado 2.3 de esta Unidad para los determinantes de orden
tres generalizada dice: un determinante de orden n es igual a la suma de los productos de los
elementos de una fila cualquiera por sus adjuntos correspondientes, que seran determinantes de
orden n-1. En concreto, un determinante de orden cuatro se calcula mediante la suma de los productos
de los cuatro numeros de una fila por los cuatro adjuntos correspondientes de orden tres; el calculo
se simplifica si se aplican las propiedades de los determinantes para transformar el determinante dado
en otro de igual valor en el que una de las filas tenga el mayor nimero de ceros posible.

Ejemplo
1 2 -3 4
0 -3 -1 4
4. Calcular el determinante :
0 3 5 =2
3 2 10
Solucion :
1 2 -3 4 1 2 -3 4
0 -3 -1 4 0 3 -1 4 S
003 5 - =l 3 5 2porla1a‘C:1.3 5 -2|=2°F+PF=
-4 8 -12
3 2 -1 0|3¥F-1PFpor3 [0 -4 8 -12
-3 -1 4
4 2 -1 4
=0 4 2 porla1"’C=—3‘8 12‘—4‘4 2‘=—3(—48—16)—4(—2—‘I6)=264.
-4 8 -12
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(> Actividades

__________________________________________________________________ -
14. Halla el valor de los determinantes: E
1 4 5 0 11 2 0 1 -1 1 1 1 3 1 1 :

0 -2 4 6 0 3 2 1 1 -1 -1 1 2 1 5 2 :

a) ; b) ; ©) ; d) i

0 0 3 -7 0 4 1 2 1 -1 -1 -1 1 -1 2 3 I

1

0 0 6 -12 3157 1 1 1 1 4 1 3 7 :

1

1

15. Resolver los determinantes de Vandermonde: :
C 4 11 1 1 1 2 (n2? (n2° i

2 3 4 5 2 3 i

ala b ocnl|s > F 0 c)1 In4 (In4)2 (In4)3 !

2 2 22 3 4° 5 1 In8 (In8) (In8) 1

a b c 3] 8 3 3 :

22 3 4 5 1 In16 (In16)* (In16)° :

1

5. Rango de una matriz

En un sistema de ecuaciones lineales con solucion, los términos independientes se obtienen mediante combinacién
lineal de los coeficientes de las incognitas; por ejemplo, el sistema:

2x+5y =9
3x+7y =13

se puede escribir en forma vectorial asi:

2 s 5 (9
31 7) 713
Su solucién x =2 e y =1 permite obtener los términos independientes como combinacién lineal de los coeficientes

de las incognitas.

2 5
Si formamos la matriz de los coeficientes del sistema M =(3 7) y su ampliada con los términos indepen-
dientes A =(3 . 13], decimos que la columna de los términos independientes es combinacion lineal de las

columnas que forman los coeficientes.

En este apartado profundizaremos en la dependencia e independencia lineal de los vectores filas y columnas
que forman las matrices; conceptos necesarios para determinar el rango de las matrices, que a su vez sera la idea
fundamental para el estudio de los sistemas lineales que es el objetivo fundamental del Algebra Lineal.

Vectores fila y vectores columnas de una matriz

Dada la matriz: A=

oD N -
- BN
~N O W
o o B~
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Estudio de sus filas:

La segunda fila de la matriz se obtiene al multiplicar la primera por dos, f, = 2f;; decimos que f, y f, son linealmente
dependientes; los niumero que las forman son proporcionales:

La primera y tercera fila no son linealmente dependientes; se dice que son linealmente independientes.
Estudio de sus columnas:
La tercera columna es suma de la primera y segunda, ¢, = ¢, + ¢,; depende linealmente de ellas.

La cuarta columna se puede obtener por combinacion lineal de la primera y segunda ¢, = a.c, + B ¢;,; igualdad
que da lugar al sistema:

4 1 2
8l=a|2|+p| 4
0 6 1
Se desarrolla y resuelve:
4=a+2f hega? s 2
8=20£+4[3<:>{0:;C +ﬂ:a——ﬂ; ﬂzﬁ
0=6a + VS

En general una fila (columna) L de una matriz es combinacién lineal o linealmente dependiente de
sus paralelas L;, L,, ..., L,, si existen o, a,, ..., a,, nimeros reales, con los que se obtiene la igualdad:

L=oy Li+ a, L+ ..+ a,lL,

Las filas (columnas) no dependientes se dicen linealmente independientes.

En el ejemplo anterior el nimero de filas y columnas linealmente independientes de la matriz coinciden; son
dos. En general esto es siempre cierto, por lo que podemos enunciar el teorema siguiente.

Teorema: En toda matriz el niumero de filas y de columnas linealmente independientes coinciden.

Demostracion: La demostracion la realizamos sin perder generalidad para el caso de una matriz de orden tres
en la que la tercera columna depende linealmente de las dos primeras, que son linealmente independientes.

a1 b1 C1
Sealamatiz P=|a, b, c,
aa b3 CS

Supongamos que la tercera columna depende linealmente de las dos primeras:

C=aA+pBB
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fila(a, b, oaa+pb)=a(1, 0, a)+b(0, 1, B
2fila(a, b, aa,+pb,)=a,(1, 0, a)+hb,(0, 1, B)
3fila(a, b, aa+pb)=a,(1, 0, a)+b,0, 1, B

Las tres filas se obtienen como combinacién lineal de (1, 0, «) y (0, 1,8) lo que indica que solo dos filas son
linealmente independientes.

Estamos en condiciones de definir el rango de una matriz, como el nimero de sus filas o de sus
columnas linealmente independientes.

Si la matriz es A de orden n'y su rango es h, se escribe rango( A ) = h.

La determinacion del rango de una matriz es complicado si se hace a partir de la definicion de dependencia;
por este motivo estudidremos dos métodos que facilitan su calculo y que combinados resultan sumamente eficaces.

5.1. Calculo del rango por el método de Gauss

Consiste en aplicar a la matriz una serie de transformaciones elementales, que dejan invariante el rango, hasta
conseguir una matriz reducida o escalonada en la cual el rango se determina de inmediato.

Transformaciones que dejan invariante el rango.

e Intercambiar las posiciones de las filas entre si.

e Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.

e Sumar a una fila otra multiplicada por un nimero distinto de cero.

2 13 4
DadalamatrizA=| -1 2 2 0 |, veamos laforma de calcular su matriz reducida aplicando las trasforma-
1 3 5 4

ciones anteriores.

Primero: Conviene que el elemento a;, sea uno para facilitar el resto de los calculos; en este caso una de las
formas de hacerlo consiste en intercambiar las columnas primera y segunda entre si.

1.2 3 4
2 -1 20
3 1 5 4

Segundo. Se anulan todos los elementos de la primera columna, salvo el primero, aplicando la tercera

trasformacion.
1 2 3 4 1 2 3 4

2 -1 2 0lf,-2f |0 -5 -4 -8
3 1 5 4)f,-3f |0 -5 —4 -8
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Tercero: Se anulan los elementos de la segunda columna situados debajo del su segundo elemento aplicando
de nuevo la tercera trasformacion.

12 3 4 12 3 4
0 -5 —4 -8 |0 -5 -4 -8
0 5 —4 -8J,—f, |0 0 0 O

La tercera fila es cero, depende linealmente de las otras dos; la primera y la segunda son linealmente
independientes, por lo que el rango de A es dos.

El rango de una matriz por el método de Gauss es el nimero de filas de su matriz reducida o
escalonada no nulas.

Ejemplo

5. Calcular el rango de las matrices:

12 13 12 13 1 2,21 3
a) A={2 4 -2 6|, b) B={2 5 1 4|;¢)C=[2 5 1 4
3 6 -3 9 3 6 -39 -13 2 7
Solucion :
2 -1 2 13
a) A=|2 4 -2 6|-2f+f,=|0 0 0 O|=r(A)=1.
3 6 -3 9]-3f+f 0 0 0
2 -1 3 12 -1 3
b) B={2 5§ 1 4 |-2f+f,=|0 1 3 -2 |=rango(B)=2.
6 -3 9)-3f+f 00 0 O
12 -1 3 12 -1 3 12 -1 3
c)C={2 5 1 4|-2f+f,=|0 1 3 -2 =0 1 3 2 |=rango(C)=3.
—1 3N/ [+ 0 5 1 10 -5 +f, 0 0 —14 20

5.2. Calculo del rango por determinantes

Para definir y determinar el rango por determinantes es necesario dar algunos conceptos nuevos.
Menores de una matriz

Se llama menor de orden h de la matriz A de orden m x n al determinante de una matriz cuadrada
de orden h formada por los elementos de h filas y h columnas de la matriz A.

Los menores de orden h se forman al suprimir de todas las formas posibles m - h filas y n— h columnas
en la matriz A.

En la matriz 2
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algunos menores de orden dos son:

2 1 2 3 2 4 2 1 2 0
=9; =7, =4; =5 .. =8.
-1 2 -1 2 -1 0 13 5 4
Los menores de orden 3 seran:
2 13 2 1 4 1 3 4
-1 2 2/=0; |-1 2 0/=0; {2 2 0[=0
1 3 5 1 3 4 3 5 4

Todos son nulos.

Rango de una matriz por determinantes es el orden del mayor menor no nulo.

El rango de la matriz anterior es dos; recuerda que su matriz reducida calculada por el método de Gauss anterior
tenia una fila nula, por tanto su rango era dos; esta coincidencia se generaliza en el teorema siguiente que no
demostramos.

Teorema: Si el rango de una matriz A es h'y uno de sus menores no nulos es ¢; cada fila de la matriz
A que no figura en él es combinacién de sus h filas.

Calculo préctico del rango

Como hemos dicho al principio de este apartado, el rango de una matriz es fundamental para el estudio de
los sistemas lineales; por ello, dedicamos los parrafos siguientes a su calculo combinando los dos métodos anteriores.

1 -3 5 0 2
-2 6 0 1 4
6. Calcular el rango de la matriz P =
-2 6 -10 0 -4
o 0 10 1 8

Solucién :

a) Se suprimen las lineas (filas o columnas) combinacién lineal de otras que se aprecien a simple vista.
En la matriz P del ejemplo la tercera fila se obtiene al multiplicar la primera por menos dos; se suprime y se estu-
dia el rango de la matriz £, que tiene una fila menos.

1 3 5 0 2
P=-2 6 0 1 4
0 0 10 1 8

b) Se elige un elemento de la matriz P, distinto de cero; en esta caso el a,,= 1; este es un menor de orden uno al
que llamaremos principal; el rango de P es mayor o igual que uno:

rango(P) >1.
¢) Formamos menores de orden dos orlando el menor principal seleccionado (rodear el elemento de partida):
1 -3 5
=6-6=0; =0+10=10.
-2 6 -2 0

RES 4»
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Hemos encontrado un menor de orden dos distinto de cero, que pasara a ser el menor principal, el rango de P
es mayor o igual que dos:

rango(P) > 2.
d) Se orla este menor, con las otras filas y columnas para formar menores de orden tres:
1 5 -3 1 50 1 5 2
-2 0 6(=0 -2 0 1=0 |-2 0 4/=0.
0 10 0 0 10 1 0 10 8

Como se han formado todos los menores de orden tres a partir del menor principal y todos son nulos, el rango
de la matriz es dos:
rango(P) = 2.

1.2 -3 2 0
7. Estudiarelrangode lamatriz A= 0 -1 2 1 3 | paralos distintos valores del parametro A.
4 A 2 15 21
Solucion :
Para cada valor real del parametro A se tiene una matriz; se trata de calcular el rango de cada una de las infinitas
matrices A. Se toma el mayor menor posible que contenga A, por ejemplo:
12 -3
0 1 2|=2-2A=0=1=1.
4 A 2
Para A # 1 el menor de tercer orden no se anula, luego rango(A) = 3.
1.2 -3 2 0
SiA=1,sesustituyeyqueda A=|0 -1 2 1 3 | elrango se calcula por Gauss.
4 1 2 15 21

12 3 2 0 12 320 1.2 320

0o 1 2 1 3 =0 -1 2 1 3 =0 -1 2 1 3 |=rango(A)=2.
4 1 2 156 21[f, -4, 0 -7 14 7 21)-7f,+f, 0 0 0 00O

(> Actividades

/1
/)

1
2 2 3




2 4 3 -5 2
11 -3 11 -3 4 c a4 9 4
b)B=|2 -2 1) C=2 2 1 1pdo= - |

1 -3 4 1 -3 4 3
15 7 12 0

18. Sielrango de A es 2, siendo A una matriz de orden n, ;qué se puede decir del rango de su traspuesta?

19. Siuna matriz A es una matriz de orden tres y |A| # 0, ¢cual es el rango de A?. Si |A| = 0; ¢ qué se puede afirmar
del rango de A?

SIS

20. a) Escribe razonadamente una matriz cuadrada de orden 4 y rango 2 si sus dos primera filas son, respectivamente:
(2 -1 3 4y(1 -1 3 2); b) Escribe una matriz de rango 3 si sus dos primeras filas son las anteriores.

S\

14 a b
21. Hallar ay b para que los vectores filas de lamatriz| 1 2 -1 2 | sean linealmente dependientes y hallar su
01 2 1
dependencia.
A-1 1
IZ{- 22. Calcula el rango de la matriz M segun los valores de A, siendoM=| 0 A-2 1
A 0 2
A1 11
E 23. Calcular el rango de la matriz A para los distintos los valores de A, siendoA=| A+1 2 4 1
1T 2 1 -

1 2 3 0
24. Estudia, segun los valores del parametro A el rango de la matriz A, conA=1 A 5 2
3 -4 A+9 -2
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6. Matriz inversa por determinantes

Los determinantes seran una nueva herramienta para calcular la matriz inversa, como vernos a continuacion.

6.1. Matriz adjunta

Dada una matriz cuadrada A se llama matriz adjunta de A y se representa por adj(A), a la matriz
que resulta de sustituir cada elemento a; de la matriz A por su adjunto correspondiente A;.

Ejemplo
-2 -2 4
8. Dadalamatriz A= 1 2 -3 | calcular su matriz adjunta.
3 2 0
Solucion:

Calculemos en primer lugar el determinante de A; aunque para el célculo de la matriz adjunta no se precisa su valor,
lo utilizaremos en las propiedades de la matriz adjunta.

2 -2 4
Al=[1 2 -3(=0+18+8-24—12-0=—10.
3 2 0

Se calculan todos los adjuntos; para ello se coloca el signo que corresponde a la potencia (-1)* seguida del menor
complementario del elemento.

2 -3 1 -3 1
= :6, = - :—9’ =S :—4_
=2 g ag =42 Yeciz A= A2
S 2 R I L
-2 4 -2 4 -2 -2

Por tanto, la matriz adjunta de A sera,

Ar Ay Ag 6 -9 -4
adi(A)=| Ay A, Ay |=l 8 12 -2
A31 Asz A33 -2 -2 -2
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6.2. Propiedad de la matriz traspuesta de la adjunta

El producto de una matriz A por la traspuesta de su adjunta es una matriz escalar en la que los elementos
de la diagonal principal coinciden con el valor del determinante de A. Es decir, en el caso de una matriz de

orden tres:
A0 0
A-(ad(A))' = (adj(A)) -A=| 0 [4] 0|
0 0 |A|

La demostracidn de esta propiedad se hace a partir de la definicién de matrices adjunta traspuesta y las
propiedades de los determinantes.

Ejemplo

9. Comprobar que se cumple la propiedad anterior para las matrices del ejemplo anterior.

Solucion:
-2 -2 4 6 -9 —4) (=2 -2 4 6 8 =2 -10 0 0
A-(adj(A)' =1 2 -3|| 8 -12 -2|=1 2 -3|{-9 12 =2|=| 0 -10 0

3 2 0|2 -2 =2 3 2 0)|\4 -2 -2/ 0 0 =10

6.3. Calculo de la matriz inversa

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos a partir de la propiedad de la matriz transpuesta tendremos:

A0 0 1.0 0
A-(adi(A) =| 0 |A| 0 |=|A[0 1 0|=|A-L
0 0 |A 0 0 f

Enel caso de |A| # 0, y unicamente en esta situacion, se puede dividir los dos miembros por |A |y queda:

A_( (ac(A) ): ,
A

Por tltimo, teniendo en cuenta la definicion de matriz inversa |, identificando las dos igualdades se tiene la
matriz inversa por determinantes, tendremos:

(adj(A))

A=
Al

En el desarrollo del célculo de la matriz inversa hemos obtenido los siguientes resultados:

o Unicamente tienen inversa aquellas matrices cuyo determinante es distinto de cero, es decir, las matrices

regulares.
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e Lainversa de una matriz regular A es igual a la transpuesta de su adjunta, dividida por el determinante de A.
Como el proceso para llegar a la matriz inversa ha sido largo, se resume asi:

e Primero: se calcula el determinante de la matriz dada, si este es distinto de cero, la matriz es regular y tiene
inversa.

e Segundo: se calcula su matriz adjunta.
e Tercero: se traspone la matriz adjunta.

e Cuarto: se divide la matriz traspuesta de la adjunta obtenida por el determinante.

Ejemplo
. - L . N 3 2
10. Comprobar si las siguientes matrices tienen inversa y en caso afirmativo calcularlas: a) A = 5 4 ;
-2 -3 4
b)B=| 1 2 -3
3 2 0
Solucion :
3 2 . - e
a) |A| = 5 4 =12-10=2; como el determinante es distinto de cero, la matriz A tiene inversa.

VAN A A, _ 4 -5
adj(A)_(Aﬂ Azz)_(_z 3}

4 -2
Traspuesta de la adjunta: (adj(A))’ :( J

-5 3
Inversa'A‘1—1 R &2 L “
ATl 37|22 3
2 2
L1 4 =2)\(3 2) 1(2 0 10
Comprobacion: — . =— = .
215 3|5 4] 2(0 2 0 1
-2 -3 4
b) |B|= 1 2 —3=-1 como es distinto de cero, la matriz B tiene inversa.
3 2 0
2 -3 1 3 1 2
+ - +
2 0 3 0 3 2 3
, . . A A A -3 4 2 4 |2 -3 T
Célculo de la adjunta:adj(B) =| A, A, A, |=| - ) 0 + s o Tl 2|l 8§ 12 5|
A31 A32 A33 1 _2 _1
-3 4 -2 4 -2 3
+ - +
2 -3 1 -3 1 2
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6 8 1
Traspuesta de la adjunta: (adj(B))' =| -9 12 -2 |.
-4 -5 -1

6 8 1) (-6 -8 -1
9 12 =2|=|9 12 2|
4 5 1] |4 5 1

i
1

Inversa;: B™' =

A 10

11. DadalamatrizA=| 0 1 1 | dependiente del parametro A.

1 20

a) Calcula el valor o los valores de A para los que la matriz A no tiene inversa.
b) Halla la inversa para A = 2.

Solucién :
A 10

a) Se calcula la expresion del determinante: [A|=[0 1 1|=-A%+1;
1 2 0

los valores que le anulan son las soluciones de la ecuacion —A* + 1 =0, dan lugar a matrices que no tienen
inversa o matrices singulares, estos valores son:

A=1y A= -1
2 10
b) Para A =2, setienelamatrizA=| 0 1 1 |;sudeterminante es: 1-4=-3.
12 0
1 1 0 1 0 1
+ - +
2 0 10 1 2
v o Rl [2T
Matriz adjunta: adj(A)=| — + - =0 0 -3
2 0 10 1 2
1 2 2
10 2 0 2 1
+ - +
1 1 0 1 0 1
2, 1
gy 1] 20 31 23
Matriz inversa: Nuw:—g 10 2|20 £
| | -1 -3 2
T, 22
3 3
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Propiedades de la matriz inversa

a) El producto de dos matrices invertibles es invertible y su inversa es igual al producto de la inversa del segundo
factor por la inversa del primer factor.

(A-B)'=B"A"
En efecto, multiplicamos por (A-B) los dos miembros.
(A-B)(A-By'=A-BB"AT=AlA =AA" =]
b) Lainversa de la traspuesta es igual a la traspuesta de la inversa.

(A)'= (A

En efecto, se multiplica A" por (A")'y se opera:
A (A= (ATAY ==,

De donde:

(A7) = (A)"

Ejemplo
12. Si el determinante de la matriz A es 5y el determinante de A-B es 15, calcula:
a) Eldeterminante de la inversa de A.
b) El determinante de By de su inversa.
Solucion:
a) Separtede A-A"=1.

Aplicamos la propiedad de determinante de un producto de matrices |A-A‘1| = |A|-|A“| =|l; 5 |A“| =1; |A‘1| = %

J

b) Se parte de |A-B|=|A|.|B|;15:5.|B|;|B|=1€5:3; |B‘1|=3
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(> Actividades

" R SN SN N S S R S S N S S N R S S S S S S S S 1

1 |

I -2 4 4 1 5 2 2 4 I

E | 25. Dadas las matrices A = ;B= ,C= yD= . Comprobar si tienen inversa y en I

i -1 3 7 2 6 3 1 2 .

1 . q |

[ caso afirmativo calcularlas. I

I !

1 1

: 4 -3 -3 3 2 1 .

g | 26.SeanlasmatricesA=| 5 —4 -4 ,B=|1 1 1 | Determinese si Ay B se pueden invertir y, en su caso, |

i 41 0 10 -3 i

- calculese la matriz inversa. !

! !

1 1

1 . . a 1 I

g‘ I 27. Se considera la matriz A =( 1 aJ :

1 1

: a) Determinar los valores del parametro real a para los cuales existe la inversa de la matriz A . -

i b) Obtener la inversa de A para a = 3. i

i 2 1 :

E | 28. Sealamatriz A= !

| - -

[ a) Determinar los valores de y para los cuales la matriz A tiene inversa. E

- b) Calcular la inversa de A en estos casos. :

I !

g |29, a) Calcular los valores de A para los que no tiene inversa la matriz: -
1

! 142 1 1 i

: 1 1+1 1 :

: 1 1 1+2 :
1

: b) Calcula la inversa para A = 1. i

. l

1 1

E {  30. Para cada valor del nimero real t se considera la matriz: .
1

! 1t 2 i

: At=[1 -1 0 :

| 0 1 1 :

1 1

: a) Encontrar todos los valores de t para los que la matriz A(t) no tiene inversa. :

: b) Hallar la inversa de A(t) cuando t = —1. :

| |

E : 31. Se consideran las matrices: i

1 1 3 1

: 12 2 - ]

I A= 1 1 1 y B=| A 0 |, donde A es cualquier nimero real. 1

i 0 2 )

1

: a) Encontrar los valores de A para los que AB es invertible. :

: b) Determinar los valores de A para los que BA es invertible. :

e " """ " —"mT—VTTTTmmmT""T"T"YMmMmmTTTTrTTTTTTTYTUTYTUTYUTUYTUTTUTUTYTYTTTTTUTrTYTTITITTThhTTTT’''mYTmhhhhoom ol
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Recuerda

Determinante de orden dos

El determinante de una matriz cuadrada de orden dos es igual al producto de los elementos de la diagonal principal,
menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria: det (A)= ana,— a,ax.

Menor complementario de un elemento

Dada una matriz cuadrada de orden tres llamamos menor complementario del elemento a; y se simboliza por M, al
determinante de la matriz cuadrada de orden dos que resulta de suprimir en A la fila i y la columna j, a las que
pertenece el elemento a;.

Adjunto de un elemento

Llamamos adjunto del elemento a;, y lo representamos por A;, al menor complementario de a; precedido del signo
+ 0 —, segun que la suma de los subindices i + j sea par o impar, respectivamente; se expresa A; = (-1)". M,.

Determinantes de orden tres

El determinante de una matriz cuadrada de orden tres es igual a la suma de los elementos de una fila multiplicados
por los adjuntos correspondientes: |A| = a.A;; + aA,, + aAs,. El desarrollo directo del determinante se logra mediante
la Regla de Sarrus.

Rango de una matriz

Rango de una matriz es el nimero de sus filas o de sus columnas linealmente independientes; si el rango de A es
h, se escribe rango(A) = h.

Calculo del rango por el método de Gauss

Este método permite afirmar que el rango de una matriz es el nimero de filas de su matriz reducida o escalonada
no nulas.

Calculo del rango por determinantes: menores de una matriz

Se llama menor de orden h de la matriz A de orden m x n al determinante de una matriz cuadrada de orden h formada
por los elementos de h filas y h columnas de la matriz A. Rango de una matriz por determinantes es el orden del
mayor menor no nulo.

Matriz inversa por determinantes
Unicamente tienen inversa las matrices cuyo determinante es distinto de cero.
Matriz adjunta

Dada una matriz cuadrada A, su matriz adjunta se obtiene al sustituir cada elemento a; de la matriz A por su adjunto
correspondiente A;.

Matriz inversa
La inversa de una matriz regular A es igual a la traspuesta de la adjunta multiplicada por el inverso del determinante:
i (@A)
A

61 m @ (1




Sistemas de ecuaciones
lineales

os sistemas de ecuaciones lineales se
L comenzaron a resolver el curso pasado mediante

la introduccion del método de Gauss. En esta
Unidad profundizaremos en el estudio de
sistemas lineales de m ecuaciones con n incégnitas
utilizando el mencionado método, los clasificaremos en
compatibles (sistemas con solucion) e incompatibles
(sistemas sin solucion) y resolveremos naturalmente los
sistemas que localicemos como compatibles.

El estudio de las matrices y de los determinantes en
las dos unidades anteriores nos permitiran expresar las
soluciones de los sistemas compatibles en funcion de los
coeficientes de las incognitas y de los términos inde-
pendientes; los determinantes mediante la expresion

de la matriz inversa nos daran las pautas para llegar a E ,
la regla de Cramer, que resuelve los sistemas compatibles o
de igual numero de ecuaciones que de incognitas. \ gy
% -- _.-l-"_,.-’ l ! Y

El estudio del teorema de Rouché-Frobenius enun- —— o .
. , . L. ] . e Carl Friedrich Gauss (Wikipendia.org.Domino
ciado en términos matriciales nos proporcionara otro publico)
método para clasificar los sistemas, y en el caso de tener
solucion, nos indicara los que tienen solucion unica o infinitas soluciones.

Una parte importante de la Unidad la dedicaremos a discutir, y en su caso resolver, sistemas
lineales con parametros. En realidad, se trata del estudio simultaneo de infinitos sistemas de
ecuaciones, uno para cada valor numérico que asignemos a cada uno de los parametros; trataremos
de averiguar los valores de los parametros que forman sistemas con solucién y sin solucion.
Entre los valores de los parametros que forman sistemas compatibles distinguiremos los de
solucién unica de los que tienen infinitas soluciones y finalmente calcularemos su solucién o
soluciones. Todo este estudio sobre sistemas es el objetivo fundamental del Algebra Lineal.

Por ultimo, presentaremos problemas cuya solucion requerira el planteo y resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales.

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1. Conocer la terminologia usada en la teoria de sistemas de ecuaciones lineales.

2. Manejar transformaciones que permiten convertir un sistema en otro equivalente escalonado
mas simple de resolver.

Dominar el método de Gauss para discutir y resolver en su caso los sistemas de ecuaciones
lineales con solucion.

Resolver sistemas mediante la regla de Cramer.

Aplicar el teorema de Rouché-Frobenius para discutir sistemas lineales.

Discutir y en su caso resolver sistemas de ecuaciones lineales que dependan de parametros.
Resolver problemas que precisen del planteo y solucion de sistemas de ecuaciones lineales.

«

SNORON
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1. Ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal con n incégnitas, es una expresion de la forma:

ax;tax,+...+ax,=b

En la igualdad anterior las a; son nimeros reales llamados coeficientes, que multiplican a las x; incognitas,
i=1,2,...,n, el nimero real b es el término independiente.

Se llama solucion de una ecuacién lineal a la n-upla («;, o, .. @,) de numeros reales que al sustituirlos en las

incognitas de la ecuacidn la convierten en una igualdad numérica verdadera.

Las siguientes ecuaciones son lineales: 2x, + 3 x, —\/Ex3 = 6, 3x—5y +3/2z=15.
Las siguientes ecuaciones no son lineales: xX* —5x+y-3z=2, e-y+3z=7.

Ejemplos
1

1. Dada la ecuacion lineal 2x — 3y + 4z = 2, comprueba que las ternas (3, 0, -1), (3, 2, 7 )y (=2 -2, 0) son algunas de

sus soluciones.

Solucién:

Sustituimos las ternas en la ecuacion para comprobar que cumplen la igualdad.
2:3-3:0 +4:(-1)=2, (3,0, -1) es solucion.

23-32+ 4 5=2, (3, 2,%)es solucion.

2:(-2)-3(-2) +4:0=2, (-2, -2, 0) es solucion.

. De la siguientes cuaternas (0, 1, 0, 0), (2, -1, -4, 1) y (1, 2, 0, —=2), indicar las que son soluciones de la ecuacién

lineal —2x, + 3x,— x; + X, = 3.

Solucién:

Sustituimos las cuaternas en la ecuacion para comprobar si cumplen o no la ecuacion.
-20+31-0+0=3, (0,1,0,0) es solucién.

=22+ 3(-1)-(-4)+1=0, (2, 1,4, 1) no es solucién.

-2(1)+32-0+(-2)=2, (1,2,0,-2) no es solucién.

(> Actividades

. Dadas las ecuaciones siguientes, indica las que son lineales:

a) 2x+3x+7y—-5z=4; b)3x-5y+6z-6u=1; ¢)3x —4x,+5x=10; d) 2x +Vy —-3z=6.

. Dada la ecuacion x — 2y + 5z = 5, comprueba que las siguientes ternas son algunas de sus soluciones:

a) (2,1,1); b)(1,-2,0); ¢)(-5,0,2); d)(4,21)



2. Sistemas de ecuaciones lineales: notaciones

Un sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas es un conjunto formado por m ecuaciones lineales
con n incégnitas.

Un sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas se escribe de la forma:
ay X, +apX, +...+a,x, =b,

8y X, +8yX, +...+ 8, X, = b,

Xy + 80X, +...+8,,X, =b,

Alos numeros reales a; los llamamos coeficientes del sistema, a los b, términos independientes y a las
X; incognitas del sistema.

Se llama solucion del sistema a las n-uplas (a, cs,...,a,) de nimeros reales que sustituidos en las incognitas
de las ecuaciones del sistemas las convierten a todas en identidades numéricas verdaderas.

Discutir un sistema es determinar si tiene solucion, soluciones o carece de ellas.
Resolver un sistema es encontrar su solucidn o soluciones.
Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales.

Las matrices nos dan la posibilidad de expresar un sistema en forma matricial como se indica a continuacion:

a, ap, .. a, X b,
aZ1 a22 aZn X2 — b2
a a a X b

En esta igualdad matricial aparecen la matriz de los coeficientes del sistema que designamos por A, multiplicada
por la matriz de las incognitas X, y el resultado es la matriz de los términos independientes B, la igualdad anterior
se simboliza asi:

AX=B

Ademas de las matrices mencionadas en el estudio de las sistemas lineales utilizaremos la matriz ampliada
del sistema, que resulta de agregar a la matriz de los coeficientes una ultima columna formada por los términos
independientes; todas las matrices antes mencionadas formaran las matrices asociadas al sistema objeto de estudio.

a11 a12 a1n b1

. . a a,, b
Matriz ampliada:M =| 2 % a7
am1 amZ amn bm

Las propiedades de las matrices asociadas al sistema nos permitiran conocer el sistema ante el que nos
encontramos, como veremos a lo largo del desarrollo de esta Unidad.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Por ultimo, los sistemas se pueden expresar en la llamada forma vectorial como combinacién lineal de las
columnas de la matriz de los coeficientes, para obtener la columna de los términos independientes asi:

Ejemplos

2x—3y+4z=>5
3. Dado el sistema A , expresarlo en forma matricial y vectorial.
5x+2y—-3z=7
Solucién :
X
. (2 =3 4 5
Forma matricial: y =
5 2 -3 , 7

. (2 -3 4 5
Forma vectorial: X+ y+ zZ=
5 2 -3 7

1 =2 4 x 2
4, Dadoelsistema |3 2 -1| x, [=| —4 |, expresarlo mediante conjunto de ecuaciones lineales.
4 0 2] x 6

Solucion :
Para expresarlo mediante ecuaciones, realizamos el producto de la matriz de los coeficientes por la matriz de las
incognitas, y a continuacion identificamos la matriz producto con la matriz de los términos independientes.

X, — 2%, +4x, 2 X, = 2%, +4x,=2
3, +2%,— X5 |=| -4 |; 43X, +2x,— X, =—4
4x, +2x, 6 4x, +2x,=6

2.1. Sistemas equivalentes

2x—y =3
X—y=3
Los sistemas { x+3y=5 'y {x 43y =5 tienen por solucion Unica (2, 1); decimos que son equivalentes.
2x+6y =10 /=

En general, sistemas equivalentes son aquellos que teniendo el mismo numero de incdgnitas (el nimero de
ecuaciones puede ser distinto) tienen la misma solucion.

Las siguientes transformaciones realizadas sobre un sistema dan lugar a sistemas equivalentes.

a) Cambiar el orden de las ecuaciones.

2x—y=4 {x+3y:9

y son equivalentes; ambos tienen por solucién x=3 e y = 2.
X+3y=9 2x—y=4

Ejemplo: los sistemas {
b) Multiplicar los dos miembros de una ecuacion por un nimero distinto de cero.

2x—y=4 {A(Zx—y):M

con A # 0 son equivalentes.
X+3y=9

Ejemplo: los sistemas
X+3y=9
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¢) Sustituir una ecuacion por la suma de ella con otras ecuaciones multiplicadas por nimeros distintos de cero.
2x—y=4 y { 2x—y=4

X+3y =9 (X+3y)+3(2x—y)=9+3-4 son equivalentes.

Ejemplo: los sistemas {

2x—y=4

; que es un sistema mas
7x =21

Se opera en la segunda ecuacion del segundo sistema y se obtiene: {

sencillo que el primero.

d) Suprimir una de las ecuaciones del sistema que sea combinacién lineal de otras ecuaciones del sistema.
2x—y=4 5 _4
Ejemplo: los sistemas | x+3y =9 y { X=V=%" son equivalentes. El segundo sistema resulta de
3x+2y =13

suprimir la tercera ecuacién del primero, que es suma de las otras dos.

2.2. Clasificacion de los sistemas lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales atendiendo a los términos independientes se llaman:
Homogéneos, cuando los términos independientes b, son todos ceros.
No homogéneos, si alguno de los términos independientes b; son distintos de cero.
Segun las soluciones los sistemas pueden ser:
Incompatibles, si no tienen solucion.
Compatibles, si tienen solucion.
Determinados, si Unicamente tienen una solucion.
Indeterminados, si tienen infinitas soluciones.

(&> Actividades

[T e e 1
: 3. Indica si el siguiente conjunto de valores (x, y, z) =(1, 0, 2) son solucién de alguno de los sistemas siguientes: :
I 1 3 —1 —1 I
! X+3y—z=-1 !
! a){ny+z—3;b) x4 2|y 4] 0 |z=| !
: TR o] 1] 4] |10 :
I I
1 1
: 2X-y+z=3 |
4 Expresa en forma matricial y vectorial el sistema: <—x+3y—-z=0 :
i -y =T i
! 2 —1 3 :
| 5. Escribir en forma de conjunto de ecuaciones y en forma matricial el sistema: | 4 |x+| 2 |y =| 1 :
! 6 1 0 ]
l )
i 6. Trasformar los sistemas siguientes en sistemas equivalentes con dos ecuaciones: ]
i —2X+5y =3 3x—-y=13 4x—y=5 X—-y+2z=3 ]
I @) 2 2x+y=3; b){2x+4y=4; c) \x-2y=-4; d) {-2x+3y+z=5 ]
| 4x -4y =0 5x +3y =17 2x +3y =13 x—4y+z=-2 :
I I
I I



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

3. Discusion y solucion de sistemas por Gauss

El curso pasado vimos el método de Gauss basado en el método de reduccion para tratar de resolver sistemas
de ecuaciones lineales. El método consiste en aplicar de forma adecuada las trasformaciones a), b), ¢) y d) a un
sistema de partida, para obtener otro equivalente escalonado sencillo de clasificar y resolver si tiene solucién.

Un sistema escalonado de m ecuaciones con n incognitas tiene la forma

a,X, +a,X, +...+a,X, +...+a,X, =b,
ApXy +...+ 8y X, +...+8,X, =b,

a, X, +..+a,x,=b,

Los ejemplos siguientes aclararan los pasos a seguir para trasformar sistemas en sistemas escalonados
equivalentes, a partir de los que estudiaremos y resolveremos en su caso los sistemas de partida.

Ejemplos

x—-3y+2z=5
2X+y—32=2

5. Trasformar el sistema { en escalonado.

Solucion:

Sustituimos la segunda ecuacion por la suma de ella menos el doble de la primera y resulta el sistema:
x—3y+2z=5
{ Ty—7z=-8
X—y—2z=-1
6. Transformar el sistema < 2x —3y +4z =4 en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y, en su caso, resolverlo.
5x-y+32=16
Solucién:

Restamos a la segunda ecuacion la primera multiplicada por dos y restamos a la tercera ecuacion la primera multiplicada
por cinco. Obtenemos asi un sistema equivalente al dado.

X—y—2z2=-1 X—y—2z2=-1

2x-3y+4z=4 E,-2E = -y+8z2=6

5x-y+3z=16 E,-5E, 4y +13z =21
Sumamos a la tercera ecuacion la segunda multiplicada por cuatro. Obtenemos de esta forma un sistema equivalente
al de partida.

X—y—2z2=-1 X—y—2z2=-1
-y+8z=6 =< —-y+82=6
4y +13z=21 E, +4E, 45z =45
La tercera ecuacion tiene solucion y permite afirmar que el sistema es compatible, determinado.
45
z=—=1 -y+8=6, y=2;, x-2-2=-1, x=3.
45 4 4

La solucion se expresa asi: (x, y, 2) = (3, 2, 1)
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El nombre propuesto a las variables del sistema no es fundamental para su discusién y solucion caso de tenerla;
podemos prescindir del nombre de las variables del sistema y trabajar con su matriz ampliada. Sobre esta matriz
se aplican de forma adecuada las transformaciones elementales estudiadas para matrices, hasta obtener una matriz
escalonada que sera la matriz ampliada del sistema escalonado equivalente al dado.

1T -1 -2 —
En el ejemplo anterior se parte de su matrizampliada | 2 -3 4 4 |, para trabajar como sigue:
5 -1 3 16
1T -1 -2 — 1 -1 =2 1 -1 =2 -
2 -3 4 4 |=f-26=|0 -1 8 6 =0 -1 8 6

5 -1 3 16) f,-5f 0 4 13 21/f, +4f, 0 0 45 45

Esta matriz es la matriz ampliada del sistema escalonado siguiente equivalente al de partida:

X—y—-2z=-1
-y+8z= 6
45z =45

Empezamos resolviendo la Ultima ecuacion, a continuacion la penultima, hasta llegar a la primera: z = 1.
Segunda ecuacion: -y + 8 =6,y = 2.

Primera ecuacion: x—-2-2=-1,x=3.

Solucién: (x, y, z) = (3, 2, 1), coincide con la calculada anteriormente.

Ejemplos

X—y+3z=4
7. Transformar el sistema { 2x—y—z =6 en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y, en su caso, resolverlo.
3x-2y+2z2=10
Solucion:
Utilizando la notacién matricial los pasos serian:
1 1 3 4 1 -1 3 4 1 -1 3 4
2 -1 1 6|,-2f=/0 1 -7 =2 =0 1 -7 =2
3 -2 2 10)f,-3f, 0 1 -1 =2}f,-f, 0 0 0 O
X—-y+3z=4
Esta es la matriz asociada al sistema escalonado: y—-T71z2=-2
0z=0

Empezamos resolviendo la tercera ecuacién, 0z = 0, cualquier valor de z cumple la ecuacion, por lo que tiene infinitas
soluciones, que seran las infinitas soluciones del sistema; se trata de un sistema compatible, indeterminado.
X—-y+3z=4

El sistema que resulta es:
y-71z2=-2

Se toma como parametro z= Ay se sustituye en la segunda ecuacién: y=-2 +7A.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Se sustituyen los valores anteriores en la primera ecuacion:

X +2-TA+3A=4;x=4-2+T7TA-31;, x=2+4 4.
La solucion seré: (x, y, 2) = (2+4 A, =2+ 7 A, A)
Se trata de un sistema compatible, indeterminado uniparamétrico.

4x -2y +6z=9
8. Transformar el sistema < 2x —y +3z=6 en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y en su caso resolverlo.
X-y+z=3

Solucién:
Utilizando la notacién matricial los pasos serian:

4 -2 6 9 1 -1 13 1 11 3 1 11 3

2 -1 3 6ffiefh=12 -1 3 6[,-2f=|0 1 1 0 =0 1 10

1 -1 13 4 -2 6 9|f,-4f 0 2 2 -3)f,-2f 0 0 0 -3
X-y+z=3
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema escalonado: y+z=0
Uz=-3

La tercera ecuacion, 0z = -3, no tiene solucion; cualquier nimero multiplicado por cero es cero. Se trata de un sistema
incompatible.

Discusién de un sistema por el método de Gauss.
Sea un sistema de m ecuaciones con n incognitas:

a) Sialreducirlo a la forma escalonada aparece alguna ecuacién del tipo 0x, = b con b # 0, el sistema es
incompatible, no tiene solucion.

b) Sino sucede lo anterior el sistema es compatible, tiene solucién.

Sea r el nimero de ecuaciones no triviales (eliminadas las de la forma Ox, = 0, si las hubiera) una vez escrito
en forma escalonada.

e Si r =n el sistema tiene solucion Unica. Sistema compatible, determinado.

e Si r<nel sistema tiene infinitas soluciones. Sistema compatible, indeterminado.

Ejemplo
X—-2y+z=3
9. Discutir y resolver en su caso el sistema siguiente: < —x +y —2z =1
2x-3y+z=2
Solucion:
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Se parte de la matriz ampliada del sistema y se opera para conseguir una matriz escalonada:

1 -2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 3

-1 1 =2 1|L+ff=|0 -1 -1 4 =0 -1 -1 4

2 =3 1 2|f,-2f 0 1 1 4jf+f, 0 0 20
X-2y+z=3
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema escalonado: —y—z=4
-2z=0

La tercera ecuacion tiene solucién Unica, por lo tanto el sistema es compatible, determinado.

y 0
Tercera ecuacion: z = IS 0.

Se sustituye en la segunda: —y-0 = 4, y=-4.
Se trabaja con la primera ecuacion: x+2:4+0=3, x=-5.

La solucion es: (x, ¥, z) = (- 5, - 4, 0)

Sistemas homogéneos

Recuerda que un sistema es homogéneo si todos los términos independientes son cero.

2x—-3y+z=0

Ejemplo: el sistema { es homogéneo.

dx+y—-2z=0

Los sistemas homogéneos tienen la particularidad de que todos son compatibles, al menos tienen la solucién
x=0,%=0,..,x,=0, llamada solucion impropia o trivial.

Al discutir un sistema homogéneo por el método de Gauss, si en el sistema escalonado equivalente es rel
numero de ecuaciones no triviales, puede ocurrir:

e Que sear=n, en este caso el sistema tiene solucién Unica. Sistema compatible, determinado.

e O bien, que sea r<n, el sistema tiene infinitas soluciones. Sistema compatible, indeterminado.

Ejemplo
X+y-z=0
10. Transformar el sistema homogéneo < 2x —4y +2z =0 en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y, en
—Xx+5y-3z=0

Su caso, resolverlo.

Solucion:

Se parte de matriz asociada al sistema y se opera para conseguir una matriz escalonada:
1 1 10 11 10 11 -
2 4 2 0|,-2f=0 6 4 0 =0 6 4 0
= (NGRS () 0 6 —4 0/f+f, 0 0 0 O
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

x+ y—- z=0
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema escalonado: -6y +4z=0
0z=0

Como el nimero de ecuaciones no triviales es dos, menor que el niumero de incognitas, el sistema es compatible,
indeterminado.

De la segunda ecuacion , para evitar que las soluciones se expresen como fracciones expresamos z como producto
de 3 por el parametro A, estoes, z=34;x+2A-3v=0 x=A.

La solucién del sistema es: (x, y, 2) = (1, 24, 34)

(> Actividades

i 7. Indicar de que tipo es cada uno de los siguientes sistemas. i
: X—y+3z=5 2x—4y —5z=8 X—6y+8z=3 :
I : . . X=y+z=1 I
| a) 1-4x+8y+2z=6; b) X+y—2z=4 ; ¢) <4x-y+2z=15; d) {2x+3 4725 1
i —7x+8y+3z=4 4x—-2y—-9z=16 5x -7y +10z=8 Y/ - :
| i
{ 8. Estudiar y resolver en su caso los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: ]
i X+2y+z =0 —X+y—4R=N X+2y+z=1 i
I 2x—-3y+z=5 I
: a) 1 —x —y=1;b) {2x+3y+5z2=-2; ¢) <2x+3y+5z2=2; d) 4x—6y+22=10 :
i -y —-z=-1 3x+2y+4z=-2 X+3y+3z=0 i
l l
: 9. Estudiar y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogéneos: :
! 2x-5y+3z=0 X+y—-z=0 —X+2y+2z=0 ]
| X—y+3z=0 1
I a) 12x-y =0 ; b) <3x+2y-5z=0; c) {3“_ 52_0; d <-3x+2y+3z=0 I
i X+y+z=0 2x+y—4z=0 y B —3z+4y+52=0 i
I I
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4. Resolucion de algunos sistemas

Sea el sistema de n ecuaciones con n incognitas:
a, X, +a,X, +..+a,x, =b,
AyXy+apX, +...+8,X, =b,
a, X, +a,X, +...+a,X, =b

n

En forma matricial:

ay 8y .. a, [ X b,
By Ay e By [ X | b,
ay 8y - 8y | X, b,

La matriz de los coeficientes de estos sistemas es cuadrada; si su determinante es distinto de cero (matriz
regular), los sistemas son compatibles y determinados como veremos en el subapartado siguiente. Su solucién
la calcularemos por el método de la matriz inversa y por la regla de Cramer.

4.1. Método de la matriz inversa

La expresion resumida del sistema anterior es la ecuacién matricial A-X = B. Si la matriz A es regular tiene
inversa Unica, el sistema es compatible, determinado y la solucién del sistema es:

X=A"B
Ejemplo
dx—y+z=4
11. Resolver el sistema de ecuaciones, 1 X —y+4z=-5 mediante el método de la matriz inversa.
2x—-2y+3z=-5
Solucion: 4 1 1Vx 4
Sistema en forma matricial:| 1 -1 4| y |=| -5
2 -2 3z -5

Comprobamos que la matriz de los coeficientes A tiene inversa, para lo que calculamos su determinante.

4 1 1
A=|1 -1 4=1520
2 -2 3

El determinante de la matriz A es distinto de cero, calculamos su matriz inversa para despejar X en la expresion
AX=B;, X=A"B.
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Para hallar la matriz inversa de la matriz A calculamos la matriz adjunta:

-1 4 1 4 1 -
+ - +
-2 3 2 3 2 -2
11 4 1 4 —1 >0
WA=y o Tagd oo
-3 -15 -3
-1 1 4 1 4 —1
+ - +
-1 4 1 4 1 -1
5 1 -3
Matriz inversa: A‘1=i(adj(A))'=i 5 10 -15
15 15
0 6 -3
Sustituimos estos valores en la expresion X = A*-B desarrollada.
X 1 5 1 -3\ 4 1 30
y :E 5 10 15 -5 :E 45 (=
z 0 6 -3 /-5 —15 —1

La solucion del sistema seré: x=2, y=3, z=-1.

4.2. Regla de Cramer

Dado el sistema de n ecuaciones con n incognitas A-X = B con las condiciones impuestas a la matriz A en el
apartado anterior, la solucién del sistema es:
X=A"B
. t
(adi(A))
A

Si tenemos en cuenta que el calculo de la matriz inversa por determinantes es A™' = , sustituimos

este valor en la expresion anterior y queda:

di(A))
x @A) o
A
Desarrollamos para el caso de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y sin pérdida de generalidad queda:
X1 1 A11 A21 A31 b1 A11b1 + A21b2 + A31b3
X2 A12 A22 A32 ’ b2 A12b1 + A22b2 + A32b3

1A A

X Ay As Ag )b

Se igualan los elementos de las matrices

X = bA; +b,A, + DAy X = bA, +bA, +bA, X = bA; +byAy +b,Ay,
N T

Ay + Agby + Agb,
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Se observa que el denominador de todas la incégnitas es el determinante de la matriz de los coeficientes, A.
El numerador de cada incognita es la suma de los productos de los términos independientes del sistema multiplicados
por los adjuntos de las columnas primera, segunda y tercera respectivamente de la matriz A, por lo que el valor de
las incognitas se pueden simbolizar mediante los cocientes de los determinantes siguientes:

b a, ay ay b ag ay ap b

b, a, ay ay b, ay ay 8y b

_ b, a;, ay C o |8 b, a _ |8 8y b,
X, = X, = P Xy =

ay a, a, ay ap ap ay ap ap

8y Ay Ay 8y Ay Ay 8y Ay Aay

8y 43 dy dy 43 dgy dy a3 Adgy

Las expresiones anteriores se conocen con el nombre de regla de Cramer, y dicen:

El valor de cada incdgnita de un sistema de igual nimero n ecuaciones con n incdgnitas, y matriz de los
coeficientes A regular, es el cociente de dos determinantes, el numerador es el determinante que corresponde
a la matriz que resulta de sustituir en la matriz A la columna de los coeficientes de la incognita despejada
por los términos independientes, y el denominador es el determinante de A. A estos sistemas se les
llama sistemas de Cramer.

Ejemplo
12. Comprobar que el sistema siguiente es de Cramer y en caso afirmativo resolverlo.
X+2y+z=1
X+y—-z=2
X+3y+4z=0
Solucién:

El sistema tiene tres ecuaciones y tres incognitas; veamos el valor del determinante de la matriz de los coeficientes:

12 1
|A=[1 1 -1=4+3-2-1+3-8=—-1=0, esdistinto de cero. El sistema propuesto es de Cramer.
13 4
Resolvemos:
12 1 1 12 1
2 1 -1 1 -1 11 2
0 3 4| - 10 4 13 0
X = :—3:3,}/: :i:—'],Z: :izo
-1 -1 -1 -1 -1 -1

La solucion es: (x, ¥, z) = (3, - 1, 0)
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

(> Actividades

10. Estudiar y resolver los sistemas:

2x—3y =17 Ax+5y =2 Xty-z=1 x+t2y+z =0
) ) ST g ix-y =0 {x-y =1
3x+4y =37 24x —15y =5
X=y-z=-1 -y+ z =-1
11. Resolver los sistemas de Cramer siguientes:
2x+y+2z2=10 x+3y—-3z=4 3X+y+3z=3 3X+y+2z=-2
a) <3x+2y+3z=14 ; b) < 2x-y+z=1 ;¢) s x+2y+z=3;d){2x+y+3z= 3.
7Xx+4y+6z=234 3x+2y+2z2=5 X+ y—-2z=9 X+3y+2z=-2

12. Tres trabajadores Antonio, Bernardo y Carlos, para terminar un determinado mes, presentan a su empresa la siguiente
plantilla de produccion, correspondiente a las horas de trabajo, dietas de mantenimiento y Km. de desplazamiento
fijadas por cada uno de ellos.

HORAS DE TRABAJO DIETAS KILOMETROS
Antonio 40 10 150
Bernardo 60 15 250
Carlos 30 6 100

Sabiendo que la empresa paga a los tres trabajadores la misma retribucidn: x euros por hora trabajada, y euros
por cada dieta y z euros por Km. de desplazamiento; y que paga ese mes un total de 924 euros a Antonio, 1390
euros a Bernardo y 646 euros a Carlos, calcular x, y, z.

9. Discusion de sistemas: teorema de
Rouché-Frobenius

Sea el sistema A-X = B de m ecuaciones y n incégnitas, donde A es la matriz de los coeficientes y M la matriz
ampliada con los términos independientes.

Teorema de Rouché-Frobenius: La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones
con n incognitas tenga solucién es que el rango de la matriz de los coeficientes, A, coincida con el rango
de la matriz ampliada, M.

Demostracion:

Expresemos las matrices, A de los coeficientes y M, ampliada de la siguiente forma:
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ay  ap a, | b

aZ1 aZZ aZn 2

am1 amZ amn bm
— M —

Veamos que si el sistema tiene solucion entonces rango(A) = rango(M).

Escribimos el sistema en forma vectorial:

ayy ay a, b,
a a a b
R e A I A
a amZ amn bm

Como el sistema tiene solucion, existen n nimeros reales s, S,, ..., S, que cumplen la igualdad anterior, por
tanto la columna de los términos independientes de la matriz M es combinacién lineal de sus n primeras columnas,

para el calculo de su rango se suprime y queda la matriz A, esto es:
rango(A) = rango(M).

Veamos el reciproco: si rango(A) = rango(M) =rconr <n y r < m, esto significa que existe un menor de orden
r distinto de cero; suponemos sin pérdida de generalidad que es el formado por las r primeras filas y las r primera
columnas. En este supuesto las m - r ultimas ecuaciones son combinacién lineal de las r primeras y el sistema de

partida sera equivalente al siguiente:

anxitapxet..+a, X, +..+tanx,=b
axX1tanX,t..tayX +..+ayx,=b;

arX1taxo+...+a X, +...+a,X = b,

Alas r primeras incognitas las llamaremos incégnitas principales y alas m —r Ultimas incégnitas secundarias
o parametros, las trasladamos a los segundos miembros de las ecuaciones y queda:

anxitapxst..+a,X, ==, —.—amxat+b
321X1+322X2+...+32, r :_a2,+1xr+1 _..._aznxn+b2
arX1ta,xot .. +a,X, ==a,,X, 4 —..—amX, +b,

Este sistema tiene r ecuaciones y rincégnitas principales x;, X, ... X, admite solucién Unica para cada valor
numérico que asignemos a los pardmetros X., X.., ..., X, puesto que el determinante de la matriz de los coeficientes
de las incognitas principales es distinto de cero. Dicho de otra forma, estamos ante un sistema de Cramer de r

ecuaciones para cada valor que fijemos a los parametros.

El teorema anterior permite discutir un sistema por el método de los rangos como sigue:

a) Unsistema lineal es compatible si rango(A) = rango(M) = r, se pueden presentar dos situaciones.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

e Sir=n, todas las incégnitas son principales y el sistema es compatible, determinado.
e Sir<n,entonces n-r incdgnitas se convierten en pardmetros y el sistema es compatible, indeterminado.

b) Un sistema lineal es incompatible si rango(A) # rango(M).

Ejemplo

13. Discutir y si es posible resolver los sistemas:

2X—y—-2z=-2
Xxi +zz_0 2x—5y+3z=8 3x-2y+7z=5
yrz= :b) 4 x+7y—8z=1 ; ¢) {-x+3y+z=8.
X—2y+z=28
5x -3y —2z=17 X+4y+9z=1
2x—-2y =6
— A —>
Solucion: 2 -1 2)\-2
a) Formamos la matriz de los coeficientes y la ampliada: i 12 1 g
2 -2 06
— M —>

Calculamos los rangos de las matrices Ay M.

La matriz ampliada M es orden cuatro, su rango es menor o igual a cuatro, calculemos su determinante para ver
si rango es cuatro.

2 -1 2 -2
-1 1 1
=0
1 -2 1 8
2 -2 0 6

El rango de la matriz ampliada, M, es menor que cuatro, por tanto menor o igual a tres.
Formamos menores de orden dos.
El menor de orden dos de las dos matrices:

‘=—3¢0.
1

El rango de las dos matrices es mayor o igualados. |2 -1 1
Formemos menores de orden tres de las dos matrices: |1 -2 1=2=0.
1 -2 1
El rango de las dos matrices es tres, coincide con el niumero de incognitas. El sistema es compatible, determinado.

Elegimos como ecuaciones principales las tres primeras que forman las filas del menor de orden tres distinto de
cero. OX—y—27=—2
-X+y+z=0
X—2y+z=28

Aplicamos la regla de Cramer al sistema anterior:
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b)

2 1 2 2 2 -2 2 1 =2
0 1 1 40 11
8§ =2 1| 8 1| 4 1 -2 6
A e e i SR At v pa el S A R R
111 41 41
1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1

La solucion es: (x, ¥, 2) =(1, -2, 3)

Formamos la matriz de los coeficientes y la ampliada.
— A —
2 -5 3)8
1 7 8|1
5 -3 217
— M —

El maximo rango de las dos matrices es tres; calculamos sus rangos.

Comenzando por el de la matriz A.

Menor de orden dos de la matriz A: ? 1=1920=> rango(A) = 2.
2 8NN3

Menor de orden tres de lamatriz A: (1 7 -8/ =0=> rango(A) = 2.
HN%3 2

Estudio de la matriz ampliada M.

Su rango es mayor o igual a dos, el menor de orden dos anterior es también de la matriz M.

2 -5 8
Menor de orden tres de lamatrizM: (1 7 1|=0= rango(M)=2.
5 -3 17

Se cumple rango(A) = rango(M) = 2 < 3, sistema compatible, indeterminado.

Elegimos como ecuaciones principales las dos primeras que forman las filas del menor de orden dos distinto
de cero.

2x—-5y+3z=8
X+7y—-8z=1
Las incdgnitas principales seran x e y cuyos coeficientes forman las columnas del menor de orden dos distinto
d :
¢ cero 2x -5y =8-3z
X+T7y=1+8z

Aplicamos la regla de Cramer al sistema anterior:
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

8-3z -5 2 8-3z
148z 7| 61+19z 61 1 1+8z 6
_ = =—+Z,)y=——F—=""—"+2Z
2 -5 19 19 2 -5 19
1 7 1 7
61 6

Si hacemos z = A, la solucion se expresa asi: (X, Y ,2) =(— +A, -

19

+4,4
19 )

Formamos la matriz de los coeficientes y la ampliada.

— A -
3 2 735
-1 3 18
1 4 91

M -

El maximo rango de las dos matrices es tres, calculamos sus rangos.

Comenzando por el de la matriz A.

Menor de orden dos de la matriz A:

Menor de orden tres de la matriz A:

Estudio de la matriz ampliada M.

-1
3
-1
1

3 =7+ 0= rango(A) = 2.
-2 7

3 1|=0=rang(A)=2.
4 9

Su rango es mayor o igual a dos, el menor de orden dos anterior es también de la matriz M.

Menor de orden tres de la matriz M: |1

Es un sistema incompatible.

3

1

-2 5
3 1|=-42+ 0= rango(M) =3 # 2 = rango(A).
4 1

5.1. Sistemas homogéneos

Recuerda que en un sistema homogéneo todos los términos independientes son cero.

Estos sistemas son siempre compatibles, puesto que para determinar el rango de la matriz ampliada, M, se
suprime la columna de ceros de los términos independientes y queda la matriz de los coeficientes, A; por tanto,

siempre rango (A) = rango (M). Se pueden presentar do casos:

e Elrango de las matrices Ay M es igual a n nimero de incognitas; el sistema es compatible, determinado;

admite como solucién Unica la trivial (0, 0, ..., 0)

e Elrango de las dos matrices Ay M es menor que el numero de incégnitas; el sistema es compatible,

indeterminado; tiene infinitas soluciones.
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Ejemplo

X=y+z+t=0

14. Discutir y resolver en su caso el sistema siguiente: {—x +2y—32+2t=0

Solucion:

El sistema es homogéneo; calculamos el rango de la matriz de los coeficientes, puesto que su rango coincide con

el de la ampliada.
Ao 1 -1 +1 1
-1 2 -3 2

—1
) ‘ =1# 0= rango(A) =2 , sistema compatible, determinado, biparamétrico.

El orden de Aes 2 x4, el rango (A) < 2.

El menor de orden dos de A,

Las incognitas principales seran x e y, sus coeficientes forman las columnas del menor de orden dos distinto de
cero. X—y =zt

{—x+2y =3z-2t
Resolvemos por reduccion, sumamos las dos ecuaciones y = 2z — 3t y sustituimos en la primera,
X—2z+3t=-z-t x=z-4t
Sihacemos z=A y t= p, la solucién se expresa asi: (X, y, 2, t) = (A -4 w, 22 -3 u, A, p)

5.2. Sistemas con parametros

Si en un sistema algunos coeficientes de las incognitas o términos independientes se expresan
mediante variables, estamos ante un sistema con parametros. Como los parametros pueden tomar
valores reales cualesquiera nos encontramos en realidad ante el estudio de infinitos sistemas.

Por ejemplo, el sistema X+y+kz=1

kx+(k-Ny+z=k
X+y+z=k-1

Observamos que tiene un pardmetro, k; para cada valor que se asigne a k se obtiene un sistema distinto. En

estos casos se trata de estudiar la compatibilidad o no de cada uno de los sistemas que se obtienen al sustituir el
parametro por un valor numérico.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ejemplos

X+y+kz=1

15. Discutir el siguiente sistema para los distintos valores de k y resolverlo cuando sea posible. < kx + (k—1)y + z =k

Solucién:

Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada: A=| k k-1 1|,

X+y+z=k-1

11 k T 1 k 1
M=k k-1 1 k
T 1 1 T 1 1 k-

Calculemos los valores del parametro k que anulan el determinante de la matriz de los coeficientes del sistema.

11 k

A=k k=1 1|=k=1=0=k=1.

T 1 1

Primer caso: k #1= rang(A) = rango(M) = 3.

Sistema compatible, determinado.

Aplicamos la regla de Cramer y se obtiene la solucion en funcion del parametro k.

1 k 1 k 1
k k-1 1 k Kk 1 k k-1 k
k=11 1 K-3k*+3 1T k=11 , 1 k=1 k-2
X= T k—k -k-2=(k+1)(k-2), z= B
k k-1 1 k k-1 1 k k-1 1
1T 1 1 1T 1 1 1T 1 1
3_qp2 _
La solucién se expresa asi: (X,Y,2) :(—%, (k+1)(k-2), —%J
X+y+z=1
Segundo caso: Para k = 1, formamos el sistema:< x+ z=1
X+y+z=0

La primera y tercera ecuacion no se pueden cumplir simultaneamente para ningun valor de las variables. El sistema

es incompatible.

Podemos aplicar reduccién: restar a la primera ecuacion la tercera, y resuelta da 0 = 1; como la igualdad es falsa,

llegamos a la conclusion anterior.
16. Discutir segun los valores de a, el siguiente sistema:

Solucién:

ax+y+z=1
X+ay+z=1
X+y+az=1

Formamos las matrices de los coeficientes y la matriz ampliada:
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a 1 1 a 1 1 1
A=l1 a 1|, M=1 a 1 1
1 1 a 1 1 a 1

Calculamos los valores del parametro a que anulan el determinante de la matriz de los coeficientes del sistema.

a 1 1
|JA=[1 a 1|=a’-3a+2=0
11 a

Aplicando la regla de Ruffini, obtenemos que a = -1 (raiz doble) y a = -2

Primer caso: .a #1y a # —2 = rango(A) = rango(M) = 3.

Sistema compatible, determinado.

Aplicamos la regla de Cramer para obtener la solucién en funcién del parametro a.
1 1 1

X = , y = , zZ=
a+2 a+2 a+2
X+y+z=1
Segundo caso: Para a = 1, formamos el sistema: { x + y +z =1
X+y+z=1

Las tres ecuaciones son iguales, por tanto el sistema queda reducido a la ecuacion,
X+y+z=1= rang(A) =rango(M) =1 ; sistema compatible, indeterminado, biparamétrico.

Hacemos y=Ay z= p, para expresar la solucién: (x, y, 2) = (1 -1 —u, A, )

-2x+y+z=1
Tercer caso: Para a = -2, formamos el sistema:< x -2y +z =1
X+y—-2z=1
-2 1 1 -2 1 1 1
Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada: A=| 1 -2 1 |, M= 1 -2 1 1
1 1 =2 1T 1 -2 1

Calculemos el rango de la matriz A.

-2 1
Menor de orden dos de la matriz A: ‘ | 2‘ =3#0=rango(A)=2.

Calculemos el rango de la matriz M.

Su rango es mayor o igual a dos, el menor de orden dos anterior es también de la matriz My lo orlamos con la Ultima

columna.
-2 1 1
Menor de ordentresde M: |1 -2 1=9#0= rango(M)=3+ 2 =rango(A).
1 1 1

Se trata de un sistema incompatible.
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17.

18.

4x +12y +4z=0
Discutir y resolver, segun los valores del parametro a, el siguiente sistema, 2x—13y +2z=0
(@+2)x =12y +12z2=0

Solucion :
Formamos las matrices de los coeficientes y la matriz ampliada:
4 12 4 4 12 4 0
A= 2 13 2|\ M= 2 13 2 0
a+2 —-12 12 a+2 -12 12 0

Como es un sistema homogéneo, es compatible para todo valor del parametro a.
Calculemos los valores del parametro a que anulan el determinante de la matriz de los coeficientes del sistema.

4 12 4
|A|: 2 13 2|=76(a-10)=0=a=10.
at2 -12 12

Primer caso: Paraa#10 = rango(A) = rango (M) = 3, por tanto sistema compatible, determinado de
solucién Unica la trivial, (x, y, z) = (0, 0, 0)
4x +12y +4z=0
Segundo caso: Para a =10, formamos el sistema: < 2x —13y +2z=0
12x —12y +12z2 =0
Le discutimos por Gauss: Partimos de la matriz que resulta al dividir la primera ecuacion por 4.

1 3 10 1 3 10 1310
2 13 2 0|f,-2|0 =19 0 0| f,+(-19) |0 1 0 0
12 12 12 0)f,—12,{ 0 —48 0 0 Jf,+(—48)+£+(190 0 0 0

El sistema es compatible, indeterminado.
x+3y+z=0
y =0
Para expresar las soluciones hacemos z = A y queda: (x, y, z) =(-4, 0, A).

Sistema equivalente escalonado: {

ax—y+z=1
Hallar para qué valores de a y b tiene mas de una solucion el sistema:y x+by =1 ; calcular las soluciones.
X+y+z=0
Solucion :
ax—y+z=1
Cambiamos entre si las ecuaciones segunda y tercera: <+ x+y+z=0
x+by =1
a -1 1 a -1 11
Formamos las matrices de los coeficientes y la matriz ampliada. A={ 1 1 1| M=1 1 1 0
1 b 0 1 b 0 1
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: , 1
El rango de A es al menos 2 para valores cualesquiera de los parametros, puesto que el menor: | =-2+#0.

Todos los menores de orden tres deben ser cero para que el rango de las matrices sea dos y el sistema tenga
infinitas soluciones.

-1 11 a -1 1
1 1 0=—1-b-1=0=>b=-2y 1 1 1=-2-1-1+2a=0=a=2
b 0 1 1 -2 0
Paraa =2y b =-2, rango(A) =rango (M) = 2 < 3 nlmero de incagnitas, el sistema tiene infinitas soluciones.
2x—-y+z=1
Paraa=2yb=-2elsistemaes: 1 x—-2y =1
X+y+z=0
Resolvemos por reduccién:
2x—-y+z=1 x+y+z=0 X+y+z=0
X-2y =1E<E,=1{x-2y =1 E,—E, = —3y—z:1:>{x+y+z:0
xX+y+z=0 2x-y+z=1 E,-2E =3y —z=1 dy-z=t

Tomamos y =4 como parametro para que en las soluciones los coeficientes del parametro sean nimeros enteros.
De la segunda ecuacion: z=-1-3A.

De la primera ecuacién: x +A —1-31 =0, x=1+24.

Solucién: (x, y, z)=(1+24, A, 1-31)

(> Actividades

E 13. Discutir y si es posible resolver los sistemas siguientes: E
I -2y+3z=4 3 t=0 I
: NG i 3y:2§—6 X=3y+22=5 ;(x++y+z ’ =0 :
: a) { 3x+y-z=5,b) V= 1¢) 12x+y—4z=-3,d) ! - :
| X—y+4z=2 x=3y+2z =0 1
i y+z=3 X+4y—6z=-8 i
I Xx—4y+2z=38 —2X+2y—z+t=0 I
i 14. Considérense los sistemas de ecuaciones dependientes del parametro real a: i
I ax +y +z =1 I
I ax+ay =6 I
l a)ix+ay +z =a,b) !
! ) x+(a-1)y=3 ]
i X +y +az=a ]
! 1) Discutanse por el método de Gauss, segun los valores de a. ]
! Il) Resuélvanse el sistema para a = 2. ]
! X —y+z =6 ]
i 15, Discutir y resolver, segun los valores del parametro a el sistema: <—x — y + (a—4)z =7 i
1 1
! X +y + 2z =11 :
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ax+ y+4z =1
16. Dado el sistema de ecuaciones lineales: {—x+ay —2z =1
y+ z=a
a) Discutirlo para los distintos valores del parametro a.
b) Resolverlo para los valores de a que tenga solucién.
X+2y—az=1 2x—4y—az=-2
17. Dados los sistemas dependientes del parametro a:a) < — y+ z=0,b) y -z=0
ax + z=a ax +2z=2

1) Discutanse dichos sistemas en funcién de los valores de a.
Il) Encuéntrense todas sus soluciones.

18. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente del parametro m:
2X+y— z=2
X+ y+2z=5
—X+(m+2)z=3
Discutir y resolver el sistema para los distintos valores de m.

19. Discutir y resolver, segun los distintos valores de los parametros A y u, el siguiente sistema:
2X+y+z=3
y-z=-1
2X—-y+Az=pu

6. Problemas que se resuelven planteando
sistemas de ecuaciones lineales

El lenguaje algebraico es, como sabemos, una potente herramienta para resolver problemas. En este apartado
trataremos la resolucién de problemas que precisan de los sistemas lineales estudiados en esta Unidad.

Recuerda que para resolver un problema mediante algebra se deben seguir los pasos siguientes.

e Lectura comprensiva del problema: Requiere hacerse cargo de la situacién que el problema plantea
mediante lectura comprensiva.

e Eleccion de incognitas: Una de las cuestiones que deben quedar claras de la lectura son los valores que
el problema nos solicita; dichos valores seran las incognitas del problema. Elegir el minimo nimero de
incognitas, teniendo en cuenta que algunos de los valores solicitados suelen tener relaciones sencillas.

e Planteo: Consiste en traducir el enunciado escrito en un sistema de ecuaciones. Para ello se tendran en
cuenta las relaciones entre las incognitas elegidas que el enunciado del problema nos indica.

e Resolucién: Paso en el que se resuelve el sistema planteado.

e Discusion: Se comprueba que la solucion obtenida al resolver el sistema cumple las ecuaciones del mismo,
y que son validas para las condiciones impuestas en el enunciado.
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Ejemplos

19. Una multinacional de seguros tiene delegaciones en Madrid, Barcelona y Valencia. EI nimero total de altos ejecutivos
entre las tres delegaciones asciende a 31. Para que el nimero de altos ejecutivos de la delegacién de Barcelona
fuese igual al de Madrid, tendrian que trasladarse 3 de Madrid a Barcelona. Ademas, el nimero de los de Madrid
excede en uno a la suma de los destinados en las otras dos ciudades. ¢ Cuantos altos ejecutivos estan destinados
en cada ciudad?

Solucion:

Sean x, ¥, z los altos ejecutivos de Madrid, Barcelona y Valencia.

Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema:
X+y+z=31 X+y+z=31
X=3=y+3 =>x—y =6
x=1=y+z x—y—-z=1

Formamos la matriz ampliada del sistema para resolver por el método de Gauss.

11 1 3 11 1 3 11 1 3
1 -1 0 6fh-f=|0 -2 -1 =25 =0 -2 -1 -25
1 -1 <1 1)f-f |0 2 -2 =30, |0 0 -1 -5

X+y+z=31
El sistema triangular asociado a la matriz serd:1 -2y -z =-25
-z=-5

Solucién: z=5; -2y -5=-25,-2y=-20, y=10; x+ 10 + 5= 31; x = 16.
Los ejecutivos de la multinacional se encuentran: 16 en Madrid, 10 en Barcelona y 5 en Valencia.

20. Un hipermercado inicia una campafia de ofertas. En la primera de ellas descuenta un 4% en un cierto producto A,
un 6% en el producto By un 5% en el producto C. A las dos semanas pone en marcha la segunda oferta descontando
un 8% sobre el precio inicial de A, un 10% sobre el precio inicial de B y un 6% sobre el precio inicial de C. Se
sabe que si un cliente compra durante la primera oferta un producto A, dos B y tres C, se ahorra 16 euros respecto
del precio inicial. Si compra tres productos A, uno B y cinco C en la segunda oferta, el ahorro es de 29 euros. Si
compra un producto A, uno B y uno C, sin ningun tipo de descuento, debe abonar 135 euros. Calculese el precio de
cada producto antes de las ofertas.

Solucion:
Sean x, ¥, z los precios de los productos A, B y C antes de la oferta.
Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema:
X+y+z=135 X+y+z=135 X+y+z=135
0,96x +0,94-2y +0,95-3z =(135+y +22)—16 = <0,96x +0,88y + 0,85z =119 = < 96x + 88y +85z =11900
0,92-3x+0,90y +0,94-5z =(135+2x +42)-29  |0,76x+0,90y +0,70z =106  |76x +90y +70z =10600

Resolvemos por Cramer. 1 1 1
Determinante de |la matriz de los coeficientes: |96 88 85|=202 .
76 90 70
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Valores de las variables: x = M =25 y= ey _ B 60

202

_— zZ —_—
202 202

Los precios iniciales seran: A= 25 euros, B =50 euros y C = 60 euros.

21. Una empresa desea disponer de dinero en efectivo en euros, dolares y libras esterlinas. El valor total entre las tres
monedas ha de ser igual a 264.000 euros. Se quiere que el valor del dinero disponible en euros sea el doble del
valor del dinero en dolares, y que el valor del dinero en libras esterlinas sea la décima parte del valor del dinero en
euros. Si se supone que una libra esterlina es igual a 1,5 euros y un délar es igual a 1,1 euros, se pide determinar
la cantidad de euros, dolares y libras esterlinas que la empresa ha de tener disponible.

Solucion:

Sean x, ¥, z, respectivamente los euros, dolares y libras esterlinas el dinero que la empresa desea disponer.

x+11y +1,5z = 264000 10x +11y +15z = 2640000
x=2(11y) = 10x-22y =0

1:1,52 x—15z2=0
10

Resolvemos por reduccion, sustituir la primera ecuacion por la que resulta de sumar con la tercera:
11x +11y = 2640000
10x—-22y =0

Sumar la primera ecuacién multiplicada por dos y la segunda, 32x = 5280000,

. 5280000 _10x _ 1650000 _ 000y, X 165000 000

Y= T » 55 15

=165000,

La empresa dispone de 165000 euros, 75000 délares y 11000 libras esterlinas.

(> Actividades

20. Encontrar tres numeros A, By C, tales que su suma sea 210, la mitad de la suma del primero y del Ultimo mas
la cuarta parte del otro sea 95 y la media de los dos ultimos sea 80.

21. La suma de las tres cifras de un numero es 18, siendo la cifra de las decenas igual ala media de las otras dos. Si
se cambia la cifra de las unidades por la de las centenas, el nimero aumenta en 198 unidades. Calcula dicho nimero.

22. Un individuo realiza fotografias con una camara digital. Sabe que cada fotografia de calidad normal ocupa siempre
0,20 megabytes de memoria. Cada fotografia de calidad 6ptima ocupa siempre una cantidad a de megabytes,
pero el individuo no la conoce. Esta semana ha llevado a revelar 24 fotografias que le han ocupado un total de 9,2
megabytes de memoria.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de a) donde las incognitas sean el nimero de fotos de cada clase
que ha realizado. Estudia la compatibilidad del sistema.



¢) La semana pasada también hizo 24 fotos y ocup6 9,2 megabytes de memoria en total. ¢ Es posible que el nimero
de fotos de cada tipo fuera diferente al de esta semana?

23. Las edades de tres vecinos suman 54 afios y son proporcionales a 2, 3 y 4. Halla la edad de cada uno de ellos.

24. Juan, Pedro y Luis corren a la vez en un circuito. Por cada kilémetro que recorre Juan, Pedro recorre 2 kildmetros
y Luis recorre tres cuartas partes de lo que recorre Pedro. Al finalizar, la suma de las distancias recorridas por los
tres, fue de 45 kilometros, ;cuantos kilometros recorrié cada uno?

25. Juana y Mercedes tenian 2000 € cada una para invertir. Cada una de ellas distribuye su dinero de la misma forma
en tres partes P, Q y Ry las ingresan en una entidad financiera. Al cabo de un afio, a Juana le han dado un 4% de
interés por la parte P, un 5% por la parte Q'y un 4% por la parte Ry a Mercedes le han dado un 5% por la parte P,
un 6% por la parte Q y un 4% por la parte R. Juana ha recibido en total 85 € de intereses, mientras que Mercedes
ha recibido 95 €. ;De qué cantidad de euros constaba cada una de las partes P, Qy R?

26. Tres hermanos tienen edades diferentes, pero sabemos que la suma de las edades de los 3 hermanos es de 37
afos, y la suma de la edad del mayor mas el doble de la edad del mediano mas el triple de la edad del menor es
de 69 afos.

a) Expresa las edades de los tres hermanos en funcién de la edad del hermano menor.
b) ¢Es posible que el hermano menor tenga 5 afios? ¢y 12 afios? Razona la respuesta.
c¢) Calcula las edades de los tres hermanos.

27. Una fabrica de helados elabora tres tipos de helados, H,, H, y H;, a partir de tres ingredientes A, By C. Se desea
saber el precio unitario de cada ingrediente sabiendo que el helado H, se elabora con 2 unidades de A, 1 unidad
de By 1 unidad de C y supone un coste de 0.9 euros. El helado H, se elabora con 1 unidad de A, 2 unidades de B
y 1 unidad de C y supone un coste de 0.8 euros. El helado H, se compone de 1 unidad de A, 1 unidad de By 2
unidades de C y supone un coste de 0.7 euros.

28. En una casa rural tienen 10 aves entre gallinas, patos y pavos. Entre todas incuban 39 huevos. Sabiendo que las
gallinas incuban 7 huevos cada una, los patos 5 y los pavos 2, ;cuantas aves de cada clase tienen en la granja?
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7. Sistemas matriciales

Alos sistemas en los que las variables son matrices se los llama sistemas de ecuaciones matriciales.
Estos sistemas se resuelven por los mismos métodos que los sistemas con coeficientes y variables
reales, puesto que para resolverlos aplicamos las operaciones siguientes:

e Suma de ecuaciones para eliminar sumandos.
e Producto de una ecuacion por un nimero para igualar coeficientes.

Estas operaciones son las mismas que las utilizadas en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.
A continuacion resolvemos un sistema de ecuaciones matriciales.

Ejemplo

22. Calcular las matrices X e Y soluciones del sistema matricial:

Solucion :

3 6 3 6 1 2
Se suman las dos ecuaciones y se despeja la matriz X: 3X = X= 1 j:( j

1 2 2 0
Se sustituye X en la primera ecuacién: 11 +Y = | 3)

2 0 1 2 1 -2
Sedespeja Y: Y= - = .
-1 3] -1 1 0 2

(& Actividades

=3A 1 0 -1 2
, siendo A = yB=
3X+2Y=2B

29. Resuelve el sistema matricial .
-1 2 3 1

2X-3Y=A
30. Calcula la matriz X +Y, donde X e Y son las soluciones del sistema { AX1Y <B A'y B son las matrices del
apartado anterior.

0

2
5X+Y:(1

3X-3Y = 2
-3 0

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

I

I

I

1

1

: 31. Halla las matrices X e Y que satisfacen el sistema matricial
1

1

1

1 . .
: matrices inversasde X e Y.
1

1

I

I

I

1

1

1

1

L |
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
I
I
1
1

. Calcula si son posibles las :
1
1
1
1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
o

X_3y 1 -3 0
_ 1 2 -2 _
32. Resuelve el sistema 3 y calcula la matriz X —2Y.
3X+2Y=|
1 0 5
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Recuerda

v

Sistemas lineales
Es el conjunto formado por m ecuaciones lineales con n incognitas.
Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales.

Si A es la matriz de los coeficientes, X, la matriz de las incdgnitas, y B es la matriz de los términos
independientes, el sistema en forma matricial es A-X = B.

Expresion vectorial de un sistema

Los sistemas se pueden expresar en la llamada forma vectorial como combinacion lineal de las columnas
de la matriz de los coeficientes, para obtener la columna de los términos independientes asi:
(@)X, + (@)X *+...+ (@)X, = b,,coni=1,2..m.

Sistemas equivalentes

Son aquellos sistemas que teniendo el mismo nimero de incdgnitas (el nimero de ecuaciones puede
ser distinto) tienen la misma solucion.

Clasificacion de los sistemas lineales
Los sistemas de ecuaciones lineales atendiendo a los términos independientes pueden ser:

Homogéneos, cuando los términos independientes b; son todos ceros, y no homogéneos, si algunos de
los términos independientes b;son distintos de cero.

Segun las soluciones los sistemas pueden ser: Incompatibles, si no tienen solucién, y compatibles, si
tienen solucion; estos a su vez los llamamos determinados, si Unicamente tienen una solucion, e
indeterminados, si tienen infinitas soluciones.

Discusion de un sistema por el método de Gauss

Si al reducir un sistema a forma escalonada aparece alguna ecuacién del tipo Ox, = b con b # 0, el sistema
es incompatible. Si no sucede lo anterior, el sistema es compatible. Si siendo compatible el nimero de
ecuaciones es igual al numero de incognitas, el sistema es determinado. Si siendo compatible el nUmero
de ecuaciones es menor que el de incégnitas el sistema es indeterminado.

Resolucion de algunos sistemas

Los sistemas A-X = B con numero de ecuaciones igual al de incdgnitas que tienen la matriz de los

coeficientes regular se resuelven mediante el método de la matriz inversa por la formula X = A"-B o
bA; +b,A,; +..+bA,

mediante la regla de Cramer aplicando la formula: x, = |A|

Teorema de Rouché-Frobenius

Nos facilita la discusion de sistemas lineales mediante el estudio del rango de las matrices, A, de los
coeficiente y, M, matriz ampliada; si el rango de ambas matrices coincide, el sistema es compatible
rango (A) = Rango (M) = r £ n; en caso contrario el sistema es incompatible. Si el sistema es compatible
y r = n, el sistema tiene solucién Unica o determinado; si r < n el sistema tiene infinitas soluciones o
indeterminado.

Sistemas homogéneos

Los sistemas homogéneos son siempre compatibles. Si el rango r = n el sistema tiene como solucion la
trivial (0, O, ..., 0) y si r < n el sistema tiene infinitas soluciones.

Sistemas con parametros
Si en un sistema algunos de los coeficientes de las incognitas o términos independientes se expresan mediante

variables, estamos ante un sistema con parametros. En estos sistemas tratamos de estudiar la compatibilidad
0 no de cada uno de los sistemas que se obtienen al sustituir los parametros por valores numéricos.

91




Vectores

| estudio de algunos elementos del
E espacio, puntos, rectas y planos, y los
problemas que se pueden establecer

entre ellos, se facilita con la introduccion de los
vectores. En su origen, el concepto de vector
surge en Fisica para caracterizar ciertas
cantidades que poseen direccion y sentido; su
empleo en Geometria convierte las relaciones y
deducciones geométricas en un calculo.

Inicialmente, como hemos dicho, los vectores
se utilizaban en Fisica para representar
magnitudes dirigidas, pero las operaciones con
vectores, lo que hoy en dia se conoce como
calculo vectorial, es un invento del siglo XIX debido
a los matematicos William Rowan Hamilton
(1805-1865) y Hermann Gunther Grassmann
(1809-1877). El primero realizé6 una ampliacion de
los numeros complejos que Hamilton denominé
cuaterniones y el segundo traté de encontrar

.
e William Rowan Hamilton (Wikipedia. org. Dominio
Publico)

métodos algebraicos para resolver problemas de geometria. Los cuaterniones fueron
empleados por los fisicos James Clerk Maxwell (1831-1879) y Josiah Willard Gibbs
(1839-1903) en algunas de sus obras. Sin embargo, modificaron su expresion original
hasta convertirla en lo que hoy conocemos como vector y sus operaciones.

En esta unidad didactica definimos lo que es un vector y las operaciones que podemos
realizar con ellos. Aplicamos las propiedades de las operaciones para resolver problemas
de ortogonalidad de vectores, calculo de areas de paralelogramos y de volumenes de

paralelepipedos.

En esta unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:
1. Reconocer un vector graficamente, y por sus coordenadas, y operar con vectores.
2. Determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o no.

3. Calcular el producto escalar de dos vectores, conocer sus propiedades y cuales son
sus aplicaciones. Utilizarlas para hallar el angulo de dos vectores y el médulo de un

vector.

4. Saber calcular el producto vectorial, conocer sus propiedades y utilizarlas para el

calculo de areas.

5. Definir el producto mixto de tres vectores y emplearlo para calcular el volumen de

un paralelepipedo.
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Vectores ’
[Operaciones gréficas] [ Coordenadas de un vector]
Y l l
‘ Suma’ ‘ Resta’ Multiplicacién por un numero Operaciones con coordenadas

‘ Angulo de dos vectoreS] / \
[Producto escalar L Producto vectorial

‘ Ortogonalidad ’ ‘ Médulo de un vector’

Y

‘ Vector perpendicular a dos

\
Area del paralelogramo

Producto mixto | ;I Vectores coplanarios

Volumen paralelepipedo
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VECTORES

1. Vectores

Llamamos vector a un segmento orientado de extremos A y B. Cuando consideramos la orientacion de A a B,
es decir, Aes el origeny B el extremo, simbolizamos el segmento por AB. Cuando, por el contrario, tomamos B
como origen y A como extremo, el segmento se simboliza por BA .

Tres son las caracteristicas de un vector .

Modulo de AB: es la distancia entre Ay B. El modulo del vector AB: se simboliza por | AB |.
Direccién de AB: es la recta que contiene a los puntos A y B o cualquier otra recta paralela a ella.
Sentido: en todo segmento de extremos A y B caben dos sentidos el que vade Aa By el que vade Ba A.

B g  Como hemos definido la direccion de un vector como la recta que contiene al vector
o cualquier otra recta paralela a ella, podemos encontrarnos con dos vectores, AB y
A’_B)’, que tienen el mismo maédulo, direccion y sentido, tal como vemos en la figura.

En esta situacidn decimos que AB=AB'. Hay muchos vectores que son iguales

a AB. Sitodos son iguales, no tiene mucha importancia cual es el origen de un vector,

sino su mddulo, direccion y sentido; por esta razén a todos los vectores que tienen el

A A mismo modulo, direccién y sentido que AB acostumbramos a simbolizarlos por una

letra mintscula con una flechita encima, por ejemplo v’. ;,Qué son AB y AB de v’ ?

Podemos decir que son localizaciones del vector V', una con origen Ay otra en A’. En cualquier punto del espacio
podemos situar una localizacion de v’ siempre que tenga el mismo madulo, direccion y sentido.

A partir de ahora, hablaremos indistintamente de vectores simbolizados por una letra U, v’ como de sus
localizaciones en un punto del espacio determinado AB , CD.

2. Operaciones con vectores en forma grafica

Multiplicacion de un vector por un niimero

Si dado un vector V" lo multiplicamos por 2 obtenemos el vector 2 V" que graficamente
tendra doble longitud de V. Si lo multiplicamos por -1 obtenemos - V" que tiene sentido opuesto
a V. Silo multiplicamos por % obtenemos %2 V’,cuyo modulo seré la mitad. En la figura adjunta
hemos dibujado también -2 V", 4 V.

Resumiendo, si multiplicamos un nimero m por el vector V" obtenemos un nuevo vector
mV con las siguientes caracteristicas:

e EImodulo de mV’ es igual al valor absoluto de m, por el médulode V', |[mv" |=|m | |V |.
e Ladireccion de mV’ es la misma que lade V.
e Elsentido de mV es el mismo que V' si m > 0; cuando m < 0, el sentido de m es opuesto a V.

Al multiplicar 0 por V" obtenemos el vector 0, es decir, 0V =0 . El vector 0’ es aquel en el que coinciden origen
y extremo. Sus localizaciones son del tipo A =BB =CC , por supuesto no tiene direccion, y el médulo es cero.
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Suma de vectores

la figura derecha vemos como se hace esta suma. Los dos modos de sumar vectores

La suma de los vectores V'y W’ es otro vector, que simbolizamos porv'+ w’, y obtenemos
de dos formas. Una, construyendo el paralelogramo de lados V' y #’, entonces la diagonal
del paralelogramo sera el vector v+ w’. Como vemos en la figura de la izquierda.

Otro modo de sumar vectores consiste en trazar w’ con
origen en el extremo de V' y seguidamente unir el origen de N
v’ con el extremo de w’. El resultado también es V'+ w’. En

s

indican que la suma de vectores es una operacién conmutativa.

Resta de vectores

La diferencia de los vectores V'y w',

— .

V'-W, es un vector que sumado con W’

nos da V. Es decir, W + (V-w’) = V. En la figura hemos dibujado el Ginico vector
que cumple esta condicion: V.- w’.

¢, Como seria w’—V'? Pues un vector que sumando a vV nosdaw’. Con
los mismos vectores V' y W’ de la figura traza w’-

v

-w

=

v

Algunas propiedades de las operaciones con vectores >

Propiedad asociativa: (’+W’) + V' = U+ (W+ V') ; es decir, se pueden sumar mas de 2 vectores.
Propiedad conmutativa: 0" + V' =V +U’.

p
Vector cero: 0+0=0+0 =0

Para cada vector opuesto existe un opuesto: U+ (-U) = 0 al sumar a un vector U su opuesto - U’
obtenemos el vector 0.

Propiedad asociativa para la multiplicacion por niimeros reales: m-(nw’) = (m-n) ', para m'y n nimeros
reales.

Distributivas: (m+n) U =mU+n7 y m(T +V')=mu+mV, distributiva respecto a la suma de niimeros
y distributiva respecto a la suma de vectores.

Multiplicacion por la unidad: 1- 7 = T

Ejemplo

1. Dados V'y U de distinta direccion, traza V-0, U-V y -U+3V.

Solucion: _T7+37

(> Actividades

b |

1. Si Uy V', son los vectores del ejemplo 1, traza U+ V', 30,2V + 0,2V -T.

—

2. Si U, V', W son tres vectores que estan en el mismo plano dibuja 27,3V, U+2V +W.




VECTORES

3. Combinaciones lineales de vectores

Una combinacion lineal de los vectores ,, U, U, ...,U, €S una expresion del tipo k, U, + k, U, + k;
..+ kU, donde ki, k,, ..., k, son nimeros reales llamados coeficientes de la combinacion lineal.

—

u,t

Por ejemplo, dados los vectores U/, V'y W, la expresion 27 -3V +4 W es una combinacion lineal.

Un conjunto de vectores { U, U,, U, ...,U, } es linealmente dependiente si entre ellos hay alguno que es
combinacion lineal de los demas. Por el contrario, un conjunto de vectores es linealmente independiente si ninguno
de ellos se puede expresar como combinacion lineal de los demas.

Hay un criterio para determinar si un conjunto de vectores W,, W,,..., W, es linealmente dependiente o no. Si
. . " . . 4
existe una combinacion lineal, con los coeficientes no todos nulos, que conduce al vector 0, entonces los vectores
. . . . ;e . .y . v
son linealmente dependientes. Por el contrario, si la Gnica combinacion lineal que conduce al vector 0 es la que
tiene todos los coeficientes nulos, entonces son linealmente independientes.
Ejemplos

Dos vectores de la misma direccién son linealmente dependientes.
Solucion:

. . . . . . r . . v =
SiT’ yV tienen la misma direccion, entonces U'= k V', siendo k un niimero distinto de cero. La expresion '— kv'= 0,
. o . o . =
es una combinacién lineal de coeficientes no nulos que da el vector 0.

Dos vectores del espacio, " y V', de distinta direccion son linealmente independientes.

Solucién: Jpeemsmsmamas

Al tener distinta direccion no hay ningtin nimero k que cumpla la igualdad o’=kV'. g
Luego la Unica posibilidad de que k, U+ k, V= 7, esque Kk =k, =0 . Los vectores k, W',"
son linealmente independientes.

. Tres vectores coplanarios (en el mismo plano) T, V'y W son linealmente dependientes.

Solucion: L
Trazados con el mismo origen, como vemos en la figura, siempre podemos poner uno de ellos, en este caso V',
T q —
como suma de sendos miltiplos de W' y W. Es decir, V = kU +k, W ; kiU +k, W - V= 0. 7,
. Tres vectores del espacio, U, U,y U’s, no coplanarios son linealmente independientes.
Solucion: N
u,

Al no estar ninguno de ellos en el plano de los otros dos, no hay posibilidad de expresar cualquiera
de ellos como combinacion lineal de los otros dos. U,

Dados tres vectores del espacio, U, U,y U’;, N0 coplanarios, cualquier otro vector del espacio W se puede expresar
como combinacion lineal de ellos.

Solucion:

o7 Si dibujamos todos con el mismo origen, podria darse una situacion, como la de la figura. Observamos
2 que el vector W se puede escribir como suma del vector 20, + 20, con el vector 30,. Es decir,
W=20+20+ 30,
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3.1. Bases y coordenadas de un vector

Un conjunto de tres vectores U, U,y U, como el de los ejemplos 5 y 6 anteriores, cumple dos condiciones:
son linealmente independientes y cualquier otro vector se puede escribir como combinaciones lineales de ellos.

Un conjunto que cumpla estas condiciones se llama una base de los vectores del espacio. Tres vectores U,
U,y U5 no nulos y no coplanarios forman una base de los vectores del espacio.

—

Dada una base B={U",, U',, U’; } cualquier vector vV se puede poner de forma tinica como combinacion lineal

de la base.
v = k171+ k272+ k3ﬁ3

Alos numeros ki, k,, k;, se les denomina coordenadas V respecto a la base o componentes del vector respecto
a la base y como son Unicas, una vez fijada la base, al vector V' lo expresamos asi: V' = k, U+ k, U,+ kU,

Si vV =2U,+3U,-4T,, entonces podemos expresarlo asi V' = (2, 3, —4). Alos nimeros (2, 3, —4) se les

llama coordenadas o componentes del vector V' respecto a la base {U’;, U,, U5 }. Los vectores del espacio pueden
tener muchas bases, pero todas tienen el mismo nimero de vectores.

Hay una base de los vectores del espacio especialmente utilizada. La simbolizaremos por { 7, 7,k } y son
vectores perpendiculares entre si, y todos tienen el mismo maédulo; mddulo que tomamos como unidad de longitud.
A esta base se le llama base ortonormal. A partir de ahora supondremos que los vectores del espacio estan
referidos a labase { 7, 7, K }.

Ejemplo
7.Dada labase B={ 7,7,k }, halla las coordenadas de 7, 7y k con respecto a la base B.
Solucion:
Expresemos 7, 7y kK como combinacion lineal de los vectores de la base:
T=17+07+0K,luego =(1,0,0)
T=07+17+0%, luego=(0,1,0)
K=07+07+1%, luego = (0, 0, 1)

3.2. Operaciones con vectores expresados por sus
coordenadas

Todas las operaciones que hemos hecho con vectores de una forma gréfica pueden hacerse numéricamente
con sus coordenadas.

Si U=(x,V,2) Y V=X 2), entonces la suma la expresamos asi:
U+ V= (XY Z) + (X Yo 2) = (Xt X, it Vs, 2t Z,)

El producto por un nimero m se expresa por; m-u=m(x,y,z)=(mx,my,mz).
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Una combinacion lineal de Ty v’ con coeficientes my p, se indica como:
mu+pV=m(x,y,2) + p(X, Yo 2) = (MXF pXe, My; + pY, , M2+ pz,)

De ahora en adelante toda relacién grafica entre vectores la expresaremos en una relacion algebraica entre
sus coordenadas.

Ejemplos
8. SiU=(3,0,-3)y V=(-1,4,1), determina las coordenadas de:
a) 3U;b)-V;c) U+4V;d) V-U ;e) U-V ;f)2U-3V
Solucion:
a) 37 =3(3,0,-3)=(9,0,-9): b) —V=(1,-4,-1); ¢) T+4V=(3,0,-3)+4(-1,4,1)=(=1, 16, 1):
d) V-T=(-1,4,1)-(3,0,-3)=(=4,4,4); e T-V=(3,0,-3)=(=1,4,1)=(4 -4 —4);

f) 27-3V=2(3,0,-3)-3(-1,4,1)=(9,-12,-9)

9. Dados los vectores 7 =(1,3,1), V=(3,1,-3), w=(0,1,2),y T =(-4,0,0), expresar como combinacién
linealde U, Vy W

Solucién: Tenemos que hallar tres numeros a, by ¢ tales que
T=aU+bV+cw
Pasando a coordenadas esta igualdad vectorial obtenemos:
(-4,0,00=a(1,3,1) +b(3,1,-3)+¢(0,1,2),
a+3b=-4

igualdad que conduce al sistema:  3a+b+c=0
a-3b+2c=0

Cuyas soluciones, compruébense, sona=2,b=-2yc=-4

Al expresar los vectores por sus coordenadas, resulta muy facil estudiar la dependencia e independencia lineal
de un conjunto de vectores.

Dado un conjunto de vectores v,, v,,..., v, para averiguar si son linealmente dependientes, o no, podemos formar
una matriz con sus coordenadas, tomandolas como filas. El rango de esa matriz nos indicara si son linealmente
dependientes o no lo son. Cuando el rango es igual al nimero de filas, los vectores son linealmente independientes;
cuando el rango es menor que el nimero de filas, seran linealmente dependientes.

En resumen, dados los vectores U = (Uy, U, Us), V = (Vi, Vy, V) Y W = (Wy, Wi, Ws):

U u, u
e Uy V linealmente dependientes < 'y V tienen la misma direccion o rango [‘; vz VBJ =1
1 2 3
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u,o U, U
e Ty V linealmente independientes «» Ty V distinta direccion o rango (\; vz v3 =
1 2 3)
u1 u2 u3
e U,Vy W linealmente dependientes <> U, V'y W tienen la misma direccion sirango| v, v, v, [F1
Wy W, W,
u1 u2 u3
e U, Vy W linealmente dependientes «<» U, V'y W coplanariosorango | v, Vv, V, <3
W1 WZ W3
Uy Uy U

e U, V'y W linealmente independientes < U, V'y W no coplanariosorango | v, Vv, V, [=3

Cuatro vectores en el espacio siempre son linealmente dependientes porque la matriz que formemos con sus
coordenadas no puede tener mas de tres columnas y el rango de esa matriz no puede ser, porque el nimero de
filas y columnas linealmente independientes coinciden, mayor que tres.

Ejemplos
10. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes:

a) {(1,1,0),(2,0,1), (3,1,0)}, b){(1,1,1), (2,0,-2), (3,-3,0), (0,-2,-4)}.

Solucién: 110
a) Estudiamoselrangode |2 0 1 |, como el determinante de la matriz es distinto de cero, el rango de la matriz
310
es 3y los vectores son linealmente independientes.

11 0

12 0 -2 . .
b) La matriz no puede tener rango mayor que 3, por tanto los vectores son linealmente dependientes.

0 -2 4

11. Determinar si los vectores 0" =(1,2,3), V' =(4,5,6) y w =(7, 8, 9) son linealmente dependientes y, si lo son,
hallar una combinacién lineal de ellos que dé el vector 0.

Solucién: 1.2 3
Un modo de hacerlo podria ser calcularelrangode | 4 5 6 |,y si es menor que 3, resolver el sistema:

7 8 9

a(1,2,3)+b(4,5,6)+c(7,8,9)=(0,0,0).
1.2 3
Escalonando lamatriz | 4 5 6 |, al mismo tiempo que calculamos el rango, determinamos, si es el caso, una

7 89
combinacién lineal de las filas que dé (0, 0, 0). Procedemos asi:
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12 3 u 12 3 u 1.2 3 u
v-4 —|0 -3 -6 V—4u -0 -3 6| v-4
0 6 -12w-7u |0 0 O w-7u-2v+8 |0 O O Ju—-2v+w

Observamos que el rango de la matriz es 2, niumero de filas no nulas que tiene la matriz escalonada correspondiente;
son por tanto linealmente dependientes. Ademas una combinacién lineal que nos dé el vector cero sera:
— A=, > A
uU-2v+w=0.

(> Actividades

3. Averiguar si los conjuntos de vectores son linealmente dependientes o no:

a){(7,2,5,),(0,0,0), (4,3,-2)},b) {(0,-1,1),(2,0,-2), (3,4, 1), (1, 2, 4)}.

4. Determinar si los vectores 0';= (1, 1, 2), U,=(1,2,1) y U5=(2, 1, 1) son linealmente dependientes. Expresar
W= (8, 0, 4) como combinacion lineal de T, U,y Us.

5. Probar que los vectores = (1,2, 3), V'=(-1,0,1) y T = (4, 4, 4) son linealmente dependientes. Encontrar una
combinacién lineal de ellos que dé el vector cero.

6. Dados los vectores U = (a,1+a,2a), V' = (a,1,a) y W = (1,a,1) determinar los valores de a paraque ", V'y W
r —_ . —

sean linealmente independientes. Expresar = (3, 3, 0) como combinacién lineal de @, v’y W, cuando a = 2.

4. Producto escalar de dos vectores

Se llama producto escalar de los vectores V= (v;,v,,vs) Y W = (W;, W,, ws) respecto a labase B={ 7,7,k },
y lo simbolizamos por V' W , al numero real:

v

CW S Ve Wit Vo Wyt Vi W,

De la definicion se deducen con facilidad las siguientes propiedades:

e Conmutativa: V- W =W - V. Es evidente que V+ W = V," W, + Vor Wot Vi Wy = Wyr Vit Wy Vot Wy V,=W -V
e Distributiva: V-(W+ )=V -W+ V- T.

Si expresamos los vectores por sus coordenadas, resulta:
(Vi Vo, Vi) = (Wit b Mot b, Wat 1) = Vi (Wit E) + Ve (Mot ) + Vi (Wt ) =

N
=V1'W1+ V1't1+ Vz'Wz+ Vz't2+ V3'W3+ V3't3=(V1'W1+ V2'W2+ V3'W3)+(V1't1+ VZ't2+ V3't3) = V'W"'V)'t

o k(V-W)=(kV)-W= V- (kw), siendo k un nimero distinto cero.

No se cumple la propiedad asociativa para tres vectores. Es facil ver que V'-(W-T)# (VW) T enel
primer caso resulta un vector paralelo a v’ y en el segundo, paraleloa t.
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e Multiplicacion por el vector 0" = (0,0,0), V* 0= 0

e Paratodo vectorV’ #0,V-V >0. Es evidente que cualqwera que sean las componentes de V', positivas
0 negativas, V'+ v’ sera siempre un nimero positivo, ya que V-V = v2 + Vi+ V3,

Esta consideracion tendra importancia para calcular el modulo de un vector.

Ejemplo

12. Dados los vectores V' =(2,1,-5), W =(3,2,1) y e (-1,1,4):
a) Comprueba que V':(W+T)=
b) Comprueba que V'-(W-T)# (VW)
c) Calcula v2=V-V, w2=w-Wy t=
Solucion:

a) V{(W+T)=(21,-5)-[(3,21) + (-1,1,4) ] = (2,1,-5):(2,3,5) = 2:2+1-:3+(-5)-5 =—18

VW + V= (2,1,-5)(3,2,1)4(2,1,-5)-(=1,1,4) = 2:3+1:2+(-5)-142:(~1)+1-1+(-5)-4=—-18

b) V+(W-T) = (2,1,-5)[ (3,21)-(=1,1,4) ] = (2,1,-5)[ 3-(=1)+2-1+1-4 | = (2,1,-5)-3 = (6,3,15)
(VW) - T=[(2,1,-5)(3,21) ](-1,1,4) = 3:(-1,1,4) = (-3,3,12).

¢) v2=(2,1,-5)(2,1,-5) = 22+1%+ (=5 = 30, w?= (3,2,1)-(3,2,1) =15, 2= 18.

4.1. Otra formulacion del producto escalar

Hay otra forma de calcular el producto escalar de dos vectores y es equivalente a la que hemos visto. Con
ella resulta mas facil estudiar la perpendicularidad de dos vectores, el angulo que forman y cémo determinar la
proyeccion de un vector sobre la direccién de otro.

Sean V'y W dos vectores. En la figura, y con origen en un punto M hemos dibujado, V', W y V'-W. En el
triangulo de vértices MNP se cumple el teorema del coseno: un lado al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados
de los otros dos lados menos el doble producto de los otros dos lados por el coseno del angulo que forman. Es
decir, se tiene que:

P
| V=W|*= | V|| W|*- 2| V|| W| cosa
D27 | 2= . —  —_ =\ (P TV — W AV 7
Como |V|?=V''V,|W|*=W - Wy |V - W|*= (V- W) (V- W), entonces B v-w oV V-W
- — — =

(V- W) (V- W)=V 7+W W -2|7|| 7| cosa

vVV-v

Y operando resulta, V- V-V W =W -V+ W - W=V V+W W-2|V||W| cosa
Anulando términos opuestos, queda: - V- W -W -V =-2| V|| W| cosa

V-W+W -V =2|V|| W] cosa
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El producto escalar de dos vectores es, también, el producto de los médulos por el coseno del angulo que
forman. Esta nueva definicion de producto escalar permite resolver algunos problemas geométricos con sencillez.

4.2. Aplicaciones del producto escalar

Modulo de un vector

El modulo de un vector V' = (v, v, v;) es la longitud entre el origen y extremo, de cualquiera de sus localizaciones,
y viene dado por |V’| =VV'- V. Es evidente que V- V' = [V’|-| V| cos 0°= [V’|%; en consecuencia, si [V'[= V- V'

V| =V -V = v+ +v]

Vector unitario

Llamamos vector unitario al de médulo 1. Por ejemplo, el vector ¢ =(g,0,—%) es unitario, compruébalo

. . —_ — > . . ’
empleando la formula anterior. Conocemos que los vectores de la base { 7, j, k" } son unitarios, pero ademas
- I3 ’ . . . -

veremos que dado un vector t = (t, £, t;) podemos encontrar otro de mddulo 1 paralelo a él. Si multiplicamos £

1
por m resulta el vector

| ~
~
—
~
w

1 2

el

~|
1

Este vector tiene modulo 1 ya que:

O - 2
f J\fr*vr*\fr J i

Por ejemplo, el vector § = (3,0,—4) tiene modulo |S|=y/3 + 0% +(—4)* =5, y el vector

s 3 4\ - . .
—=| =,0,—= |=t, que como antes vimos es unitario.
Is| |5 5

Proyeccion de un vector sobre la direccion de otro

En la figura hemos dibujado dos vectores V''y W’ y la proyeccion de V' sobre

7 W
Como en el triangulo rectangulo que forma V" con su proyeccion sobre W
a se cumple que: proyeccion de v sobre w
— > cosa = —
W vl
Enlaformula V- W = | V|| W'| cosa el factor | V'| cosa es la proyeccion de v’ sobre w”, entonces:
- V-w

W= | W’| -proyeccion de V' sobre W’ & proyeccion de V’sobre w'= W

Por lo que podemos afirmar que el producto escalar de dos vectores es igual al producto del médulo de uno de
ellos por la proyeccion del otro sobre él.
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Angulo que forman dos vectores

Aunque en el epigrafe anterior hemos dibujado dos vectores con el mismo origen t\
y calculado la proyeccion de uno sobre el otro, todavia no hemos hablado del &ngulo
que forman dos vectores.

a<180°

TS
El angulo que forman dos vectores V'y W’ es el menor de los dos angulos que v
determina una localizacion de estos vectores con el mismo origen. En la figura observamos que al dibujar los
vectores con el mismo origen se forman dos angulos. Uno mayor o igual que 180° y otro menor o igual. Los vectores
forman un &ngulo de 0° cuando tiene la misma direccion y sentido, mientras que cuando tienen la misma direccién
y sentidos opuestos, el angulo que forman es 180°.

De la formula V- W = | V'|/| W’| cos o, despejando el cos o, obtenemos:

<i
=3

coSa =

<I

=

Ejemplo

13. Hallar el angulo que forman los vectores v (1,—-1,3) y w (0,4,2).
Solucion :

w 1-0+(-1)-4+3-2 2

- = = =0,134839
V]| \/12+(—1)2+32~\/02+42+22 V11420

Ahora, el angulo cuyo coseno es 0,134839, con una calculadora cientifica, se halla asi:

0,134839 [] 82,250689 82915" 248"

La tecla del arco coseno de la calculadora, , nos devuelve un angulo comprendido entre 0° y 180°.
Nota: Como el denominador de la fraccion anterior siempre es positivo podemos observar que
1.SiV-W=v,-w;+ Vv, -W,+v,-w, >0, entonces 0° < a < 90°

2.SiV-w=Vv,-W+V, -W,+V,-w, <0, entonces 90° < o0 < 180°

3.Siv-w=v,-w+v, -w,+v,-w, =0, entonces a =90°.

coSa = |

Determinacion de la perpendicularidad de dos vectores

Si los dos vectores V'=(v;,V,, Vs) YW = (W, W, w,) , forman un angulo de 90°, es decir, son perpendiculares
u ortogonales, como cos 90° = 0, se cumplira que:

v

W = | V|| W| cos90° = v,w, + v,w, + viw, = 0.

Porlo tanto, VLW =0 < v,w, + V,w, + vyw; = 0.

103 RES 4»



VECTORES

Ejemplos
14. Hallar un vector perpendicular a v’ = (-2, 5, -7)

Solucion:

El modo mas sencillo de hallar un vector perpendicular a otro es llevar la 12 componente al lugar de la 22, y la 22 al
lugar de la 12, con el signo cambiado, y la 32 convertirla en 0; asi:

(-2,5,-7)

-5,-2,0
También se puede cambiar la 22 y la 3g Olatf?y I; 32y la que falta igualarla a cero.
15. Hallar un vector t perpendiculara v’ = (3,1,2) y w’= (5,-6,1)

Solucién:
Sea T =(x,y,2):si f esperpendiculara V', T- V' =0, sus coordenadas tienen que cumplir la siguente condicion:
(% 2)31,2)=0—3x+y+2z=0.
Sif es perpendiculara w’, T - W’ = 0, sus coordenadas tienen que cumplir la siguente condicion:
(x, %2 (5-6,1)=0 — 5x-6y+z=0.
Las soluciones del siguiente sistema seran las coordenadas de 7

3x+y+2z=0

Sx-6y+z=0 }
Es un sistema con infinitas soluciones. ;,Por qué? Hay, por tanto, infinitos vectores perpendiculares aV'y w’, y todos
tienen la misma direccion. En el apartado siguiente veremos otro modo de resolver este problema.

16. En la base ortonormal { 7, 7,k } comprueba que 7-7=1,7 -7 =1, K- k=1, mientrasque 7] =0, 7-K =0,
T-K=0.
Solucién:
Esobvioque 77 =|7|| 7|cos0°=111=1,ylomismo, ] -] yK -k ;
T7=|7T|| 7] cos90°=1-1-0=0, y del mismo modo, 7K y 7K.

17. Dados U’=(2,2,0) y V' =(m,=1,1), halla el valor de m sabiendo que angulo (u”, V) = 60°.
Solucion: oo
Como angulo (7", V') = 60° y cos 60° = %, entonces en la formula cosa = ﬁ podemos escribir:

1 (2,2,0)-(m,—1,1)
2 2422402 m?+ (=1 +1
1 2m-2

2 [am+2)

Multiplicando en cruz y elevando al cuadrado obtenemos la ecuacion 8m? -32m = 0. Cuyas soluciones son m = 0
y m=4. Debemos comprobar las soluciones porque al elevar al cuadrado puede aparecer alguna solucién espuria,
y efectivamente m = 0 no es una solucion vélida.
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(> Actividades

T e e e R 1
I
7 | 7. Dados u=(1-34)yv =(3-10),calcula:a) [u’|; b)[V|; ¢)u- V" ; d)cos(u’,V); e)proyeccion de i :
- ! sobre V" ; f) proyeccion de V” sobre U ; g) un vector unitario paralelo a u”; h) un vector unitario paralelo a v’. :
I
7{ | 8. Seanv’=(-1,2,2), w=(1,0,-2) y T=(0,3,-1)calcular:a) V- W’ ;b) w7 ;¢) w-T;d)| V], | w|y|T]; |
— e) angulo (V, W’ ), angulo (W, T). :
1 1
? : 9. Halla tres vectores perpendiculares a V" = (3,-1,2) y que no sean paralelos. :
I I
7{ 1 10. Determina un vector T que es combinacion lineal de V' = (1-1,2) y w’ = (2,-2,3) y ademas es ortogonal a &’ = (3,5,-1). -
e | 1
7’ i 11.Dado los vectores w" =(m,6,-8) y T =(3,n,-12), halla my n sabiendo que son perpendiculares y el médulo de -
— 1 w’ es 10. :
1 — —
7 : 12. Halla los 4ngulos que determina el vector v’= (-2, 3,-7) con los vectores de la base ortonormal { 7, [, k' }. E
7‘ i 13. Dados los vectores V' = (-2,2,1), W =(m, 1,4)y T = (-3, n, 1), calcula: a) el valor de my n si sabemos que vV’ es i
— : perpendiculara W’y W’ es perpendicular a T; b) el angulo que forman V'y . ]
1
71 | 14.De los vectores v’y " sabemos que son ortogonales y que | 7’| =9y | w’| = 6. Calcula | v+ w|y | V- w’|, |
— ;. Son iguales estos mddulos? ; sabes explicar por qué? -
I I
[ e e i R S R R R R R R R S R R R S R S R S R R R R R S R R ol

5. Producto vectorial

Sean V'= (v, v, vs) YW = (W, w, w;) dos vectores referidos a la base B = {7, T 7}. Se llama producto
vectorial de V' y W, y se simboliza por V' x W , al vector:

Como regla nemotécnica podemos poner que Vv xw =|v, v, V,| Yy desarrollando por los elementos de la

I 7S 2 e L7 vV, Vv Vi Vg |V, V
Vxw=|2 3[R (S 3 2 Y3 Y Y|t T2

; bl

W, W, W, W, W, W (W, W, [W, W,

Wy W, W,

primera fila obtenemos la definicion de producto vectorial. Esto es una regla nemotécnica, no es un determinante
porque sus elementos son heterogéneos: unos son nimeros y otros, vectores; en cualquier caso, este falso
determinante resulta Util hasta para hacer demostraciones.
Ejemplo
18. Dados V" = (3,-1,2) y W =(0,1,-5) , hallar el vector V" x W.

Solucioén:
R R
ixw=|3 -1 2|= - i+ k =3i —(—15)] +3k =(3,15,3)
0 1 s 1 -5 |0 -5 |0 1
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Propiedades del producto vectorial

o VxW=-WxV

i j k ik
VXW=|V, V, V,|, WXV=|w, W, W,|:como un determinante cambia de signo al intercambiar
W1 W2 W3 V1 V2 v3

el orden de dos lineas, es evidente que el desarrollo de los dos determinantes anteriores nos dara dos
resultados opuestos; luego V- x W =-W x V.

ik
e VxV =0.Esobvio, porque VXV =|v, Vv, V,|yundeterminante con dos filas iguales es cero.
Vi Vy Vg

o Vx(W+Tf)=Vxw +VxTt .De las propiedades de los determinantes,
i j k i j k||i ] k

VxW+t)=| v, v, v, |=lv, v, vlH|v, v, v |=VxW 4T
W+t w,+t, wy | wow, wy| (E

x(mw’). También de las propiedades de los determinantes
i j k i k|7 ]k
MVXwW=Imv, mv, mv,|=m|v, V, Vy|l=|Vv, V, V, |=VX(mW).
w, W, W, w, w, w,| |mw, mw, mw,

e V' x W es perpendicular a V' y perpendicular a w. Es evidente, también, que

v, vV, V,
S [ 2 e LA N
Wxw)-v=|| 2 L= T (v, vy) =l v, | =0;
W2 W3 W1 W3 W1 W2
W, w, W,
W1 W2 W3
P 2 A B A A A _ ~
y ademas, (VxXw)-w = - , (wywy,wy)=lv, v, v,|=0.
W, Wil Wy Wy Wy W,

Wy W, W,

Vi Esta Ultima propiedad, V' x W es perpendicular a V' y perpendiculara W, junto a la

‘ o i primera, V'x W =—W x V', sugiere la siguiente figura.
P
LV

Nos queda Unicamente un pequefio problema: ;cuél es el sentido de V'x W?

¢ El que aparece en la figura o su opuesto? Sabemos que V'xW y W xV tienen
Wxv sentidos opuesto, pero para ubicar estos vectores a un lado u otro del plano que
contiene aV' 'y aw recurrimos a la regla del sacacorchos. El

WXV v
vector V'x W tiene el sentido del avance de un sacacorchos > }
cuando V' gira hacia w por el camino mas corto. Por tanto, el W
vector V'x W tendria el sentido que aparece en las figuras segun ) WXV

—
%

su situacion.
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Ejemplos

19. Dados V'=(2,-3,5)y w'=(5,0,-1) calcular V'xw" y wxV .

Solucién:ﬁ o
T K s s 2 sl R -3
ixw=|2 -3 5|= i— j+ k =3i —(-27)j +15k = (3,27,15)
o -1 5 1" 5 0
5 0 -1
i j ok
Wxi=5 0 -1=(-3,-27,-15).
2 -3 5

20. Con los vectores 7= (1,0,0), 7=(0,1,0)y k¥ =(0,0,1), de la base ortonormal, halla 7x}, Tx kK y Txk.

Solucién:
i j ok i j ok i j ok

ixj=[1 0 0/=(001=k jxk=[0 1 0/=(1,00=i, ixk=[0 0 1= (010)=].
010 00 1 100

(> Actividades

15. Hallar /x 7, K'x] e Tx k.
16. Dados W' = (1,3,-2)y V' =(1,0,-1) halla: @) WxV’; b) (W+V)x (W-V)
17. Comprobar que 7x (7xK)# (Tx7)xk , es decir, el producto vectorial, en general, no es asociativo.

18. Halla dos vectores unitarios ortogonales a ” = (1,-1,2) y T =(-3,3,1).

HINISIS

Aplicaciones del producto vectorial

Antes de estudiar las aplicaciones del producto vectorial vamos a deducir una expresion para el moédulo de
V'x W' . Sabemos que el modulo al cuadrado de un vector es igual a la suma de los cuadrados de sus coordenadas,

es decir: 2 2
2

Desarrollando y sumando v2w? + viw;+ viws — (viw?+ viwa+ viw3), y luego sacando factor comdn a v? +

2
V2 v3 V1 v3 v1 v2

W, W, Wy W, Wy W,
+Vv2 +VvZ, y después a (W’ + wa+ w?), resulta:
7] = (V2 + V2 V)W W2 W2) = (v, W+ vy Wyt vow, )P =0 W[ — (7 - w)?
Como V- W = |V|-|w|cos c, donde & = angulo (¥, w), entonces obtenemos:
x| = [ |#] ~|v[ -|W| cos’a =|v[* |W[" (1-cos’ex) = |7 || sen’c
En consecuencia,

|V xw|=|v||w|senc
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Como vemos en la figura, el &rea del paralelogramo, cuyos lados son los vectores

> V'y W, es el mddulo del producto vectorial V'x W .
Area = base - altura=| V| h=| V|| W] senc =| V'x W]
v, h=| W] sena
a Como todo paralelogramo se convierte en
p = > dos triangulos iguales al trazar una diagonal,

podemos emplear la formula anterior para

A . A . —
calcular areas de triangulos cuando conocemos los vectores que constituyen V-w
los lados.

<l

Area tridngulo = » Area paralelogramo de lados V' y W' = V3| V'x W|.

Ejemplos

21. Halla un vector perpendicular a o’= (1,0,2 ) y V= (-1,1,1) cuyo modulo sea 7.
Solucion:

—_ -

Uxv = =(—-2,-3,1); el vector m(—2,-3, 1) también es ortogonal a U y v, entonces

-~ o Xy

j
0
-1 1

Im (@xV)| = \J(=2m)? +(=3m)? + (m)? = \Jm*(4+9+1) =m\14 =7, m =

T a2 T
N Wt sNog |

El vector buscado es

T
T
22. Hallar el area del paralelogramo de lados v'=(1,3,0) y w'=(2,1,1).
Solucién:
3 00 (1 011 3
U1 1H2 1H2 1‘]

23. Hallar el area del triangulo de lados V'=(1,3,0), w'=(2,1,1)yV-w.

Solucion:
300 1 01 3
11 2 12 1

Area paralelogramo = |V x | = =|(3,-1,-5)| = JE+(=1)+(-5) =

=+/35 unidades cuadradas.

.
2

Area triangulo = %|\7va/|= = %|(3,—1,—5)| = %\/32 +(=12+(-5?% =

/35

= —— unidades cuadradas.

(> Actividades

=(1,3,0) yT=(2,1,1) encontrar un vector unitario y perpendicular a los anteriores.

S|

19. Dados los vectores

20. Dados U’=(-1,1,5) y V' = (-2,1,-1) determinar: @) &’ V'; b) un vector ortogonal a " y V' y de médulo 10; c) el area del

paralelogramo de lados U” y V'; d) el area del triangulo de lados V' yU” - V'; e) el area del triangulo de lados 7" y V.
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6. Producto mixto de tres vectores

SeanV’, W'y T tres vectores del espacio donde V'= (v;,V,, Vi), W = (Wy, Wy, w5) Y T = (, 1, ;) se define como
producto mixto de V', W'y T y se representa por [V, W', T]al nimero real V- (W x T).
Segun la definicién:
- w, w,| w2 w,||lw, w w, w w, w w, w
VA (WXE) = (Vv V. )- 2 3’_1 3,1 2 =y |12 3y | 3y | 2| _
( )(1“)(5 1ot It ', ot Yt 4| Clt ot
v, vV, v,
=lw, w, w,|=det(V,,(l)
t1 t2 t3
V1 v2 v3
Luego: V-(Wxt)=det (V,w,t)=[V,W,f]=|w, w, w,
t1 tZ t3

Al ser el producto mixto de tres vectores igual a un determinante de orden tres, cuyas filas estan constituidas
por las coordenadas de los vectores, podemos trasladar las propiedades de los determinantes al producto mixto:

12, Si permutamos la posicion de dos vectores en el producto mixto, éste cambia de signo:
[V, W, T]1=-1T,V,w]

22, Si multiplicamos un vector por un nimero, el producto mixto queda multiplicado por ese nimero:
kv, W, T]=k[V, W T]

32. Si expresamos un vector como suma de otros dos, el producto mixto es igual a la suma de dos productos
mixtos:

[T+V, W, T ==[0, W , TV, W, T]

Ejemplo
24. Calcular el producto mixto de V" = (-2,1,-1), W' =(1,3,0) y T =(2,1,1).

Solucion:
7 7
V-(Wxt)=det(V,w,f)=[VWt]=|1 3 0|=-2
2 1 1
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Interpretacion geométrica del producto mixto

Si sobre un punto P llevamos los vectores V', W’y T, lo hemos dibujado en la figura adjunta, nos resulta un
paralelepipedo cuyas aristas son los tres vectores. De V- (W xT) =| V|| W x T | cosf3, siendo 8 = &ngulo de V"
yW xt, y| V| cosp laaltura, h, del paralelepipedo ya que | V'] cosB es la proyeccion del vector v’ sobre el vector
w xT entonces tenemos:

wxt V- (W xT)=|V||W x| cos B =h| W xT| = altura del paralelepipedo - érea
del paralelogramo de la base = volumen del paralelepipedo.

L
>

Como V- (W x'f') puede ser negativo y no tiene sentido un volumen negativo,
podemos afirmar que el valor absoluto del producto mixto de los vectores V', W'y T
es igual al volumen del paralelepipedo de aristas V', W’y T .

Ejemplo
25. Calcular el volumen del paralelepipedo de aristas V" = (-2,1,-1),w’ = (1,3,0)y T = (2,1,1).

Solucion:

-2 1 -1
Antes hemos calculado v - (W x ) =det (V,w,f) =[V,W,f]=|1 3 0]=-2
2
Volumen del paralelepipedo = |det (V’, W', T)| = | - 2| = 2 unidades cubicas.

De la interpretacion geométrica del producto mixto podemos deducir una aplicacién interesante.

Para que tres vectores constituyan las aristas de un paralelepipedo es indispensable que sean linealmente
independientes y esto equivale a que no sean coplanarios, ya que cuando son coplanarios el volumen del
paralelepipedo es cero. Luego si [V, W , T]=V" (W x ) =det(V, W, T)=0, los vectores V', W y T son
coplanarios. Es otra forma de decir que el determinante de una matriz de orden tres es cero si las filas o las columnas
son linealmente dependientes.

(> Actividades

21. Halla el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son vectores ’= (-1,1,5), W’ = (1,3,0)y T = (2,1,1).

22. Determina el valor de m para que los vectores 0" = (-1,1, m), V" = (-1,1,1) y W =(-2,1,~1) sean coplanarios.

NISISIS

24. Averigua cual es el valor de m para que los tres vectores (-m, 0, 0), (0,-m,0) (0, 0, -m) sean las aristas de un

: :
I I
I I
I I
I I
| |
| 23. Halla un vector T que sea ortogonala W’ = (1,3-2) y V' = (1,0-1),y que [V, W, T] = 12. :
| |
I
: paralelepipedo de volumen 8 unidades clbicas. :
I I
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<« Recuerda

v’ Base.

Es un conjunto de tres vectores linealmente independientes y que cualquier otro vector se puede escribir
como combinacion lineal de ellos. Una base ortonormal es la formada por vectores perpendiculares entre
si'y de médulo 1.

v" Producto escalar.

El producto escalar de los vectores V'= (v;,V,, V;) y W = (W;, W, W;) es el nimero real:

—

VW = VW, + VW, + Vaws= | V]| W) cosa
v’ Aplicaciones del producto escalar.

® Mddulo de un vector. |V|=~/V-V =/v{ +V; +V;

o~
~
o~

w

e \Vector unitario. Vector unitario es el de médulo 1. El vector unitario de la misma direccién y sentido
—_
que f es = — =

—| 1=
| U
e Proyeccion de un vector sobre la direccién de otro. El producto escalar de dos vectores es
igual al producto del médulo de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre él

—

VW =|W|- proyecciéon de V' sobre W

=i =~

A . — —
e Angulo que forman dos vectores. El angulo que forman dos vectores V' 'y W es el menor de los
angulos que determinan dos localizaciones de estos vectores con el mismo origen. De la férmula

VW =| V|| w| cosa, despejando el cosa, obtenemos:
V-w

cosa = ———

7]-1]

v Producto vectorial.
El producto vectorial de V'= (v;,V,, V5) Y W = (W;, W, W;) es el vector

ORI | 75N V7 IO [V VN B Vol (lv, Vv v, V| |v, Vv
VXW = 2 3 i — 1 8 + 1 2 k — 2 3 - 1 3 , 1 2
W2 W3 W1 W3 W1 WZ W2 W3 W1 W3 W1 W2
e Aplicaciones del producto vectorial.
Area del paralelogramo de lados V y W = |V x| = |V||w| senct .
p ), o1 DU IR
Area tridngulo de lados vV y w = 3 Area paralelogramo de lados V y w = §|v X w|.
v Producto mixto. . N
El producto mixto de V', W'y f es el nimero real V-(Wx f).
- w, W, |w, w,||w, w, w, W, w, w, w, w,
V'(WXt)z(V1!V2!V3)' T ; =V =V, +V, =
t2 t3 t1 t3 t1 t2 t2 t3 t1 t3 t1 t2

e Interpretacién geométrica del producto mixto. El volumen del paralelepipedo de aristas V', W'y T
es igual al valor absoluto de V':(W'x T ).
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Puntos, rectas y planos

i en la Unidad anterior estudiamos los
S vectores y las operaciones con

vectores, en ésta y en la siguiente
estudiaremos algunos de los conceptos
fundamentales de la Geometria Analitica del
espacio. Aunque los primeros estudios de esta
geometria se deben a Descartes y a Fermat,
fueron otros matematicos, Euler, Lagrange y
Monge, en el siglo XVIII, los que llevaron a cabo
el desarrollo de esta rama de las matematicas.

La novedad que los modernos textos de
Geometria Analitica aportan es la incorporacion
de los métodos vectoriales. Con ayuda de los
vectores se agiliza la descripcion de las figuras
y la realizacion de calculos en problemas de

e Muchas imagenes sugieren los ejes de coordenadas para
representar puntos en el espacio, como en el Templo de Debod,
Madrid. (ITE. Banco de imagenes)

interseccién (incidencia) y paralelismo de rectas y planos.

La Unidad comienza con la asignacién de coordenadas a los puntos del espacio, para ello
es necesario elegir un punto arbitrario y tres vectores linealmente independientes, lo que constituye
un sistema de referencia. Los ejes de coordenadas son las rectas que pasan por el punto elegido
y tienen la direccion de los vectores linealmente independientes. A partir de ahi es sencillo asociar
tres nimeros a cada punto. Ademas, los vectores contribuiran a la deduccién de los diversos tipos

de ecuaciones de rectas y planos.

En esta Unidad nos proponemos alcanzar los siguientes objetivos:

1. Conocer como se asignan coordenadas a los puntos del espacio.

2. Saber deducir las ecuaciones paramétricas y continuas de la recta, y convertir unas en

otras.

3. Saber deducir las ecuaciones paramétricas y general del plano y pasar de unas a otra.

4. Resolver problemas de incidencia, es decir, de corte e interseccion de rectas y planos.

5. Resolver problemas de paralelismo de rectas y planos.
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Con respecto a una recta

Puntos Simetrias

Con respecto a un plano
Ecuaciones
Espacio Rectas
Posiciones relativas de dos rectas
Posiciones relativas de recta y plano
Ecuaciones
Planos De dos planos

Posiciones relativas

[ ]

De tres planos
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PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

-

1. Coordenadas de un punto en el espacio.
Sistema de referencia

Escogemos un punto arbitrario del espacio, que simbolizamos por O y llamamos origen de coordenadas. Entre
Oy cualquier otro punto del espacio, P, podemos trazar el vector OP. A este vector se le llama vector de posicion
del punto P porque desde O localiza al punto P.

Al vector de posicion 0P lo podemos escribir como combinacion lineal de los vectores de una base del espacio
{u7, U, 7} y asi obtenemos la expresion:

OP =a,us +b,uz +¢,Us

Si, para simplificar las cosas, la base escogida es la base ortonormal { 7, 7, K}

P entonces tenemos:
OP=x,i+y,j+zk.

Alos numeros (x,, y;, Z,), coeficientes de la combinacién lineal anterior, se les llama
coordenadas cartesianas del punto P relativas al punto Oy labase { 7, 7, K }. Al

R
(@)

A\ 4

conjunto heterogéneo formado por Oy {7, 7,k } se le denomina sistema de referencia
T,

y se simboliza por R={0; 7, ],k }. En este caso, el sistema de referencia es ortonormal

\'i’

por serlo los vectores de la base.

Es evidente que si tomamos otro punto como origen de coordenadas, por ejemplo Q, y tres vectores linealmente
independientes {U", V', W'}, tenemos otro sistema de referencia R, = {Q; ", V', W’} respecto al cual las coordenadas
del punto P seran distintas de (x;, y;, z;). Aunque también es verdad que existen formulas que nos permiten pasar
de unas coordenadas del punto P a otras, y se denominan ecuaciones del cambio del sistema de referencia;
pero no las emplearemos en este curso.

En lo sucesivo haremos uso Unicamente del sistema de referencia ortonormal R={0; 7, 7, K’} y las coordenadas
cartesianas de los puntos del espacio estaran referidas a él.

Desde el momento en que a cada punto del espacio, fijado un sistema de referencia, se le pueden asociar de
modo Unico tres nimeros, llamados sus coordenadas, simbolizamos al conjunto de todos los puntos del espacio
por R®.

Ejemplo

1. Dibujar en el espacio los puntos M(1, 2, 3) y N(1, 0, -2).

Solucion:

Las rectas que pasan por el punto O'y tienen la direccion de los vectores 7, 7, X se les llama ejes de coordenadas
y se simbolizan por las letras X;Y'y Z.

Las coordenadas de M (1, 2, 3), son las medidas de las proyecciones del vector OM sobre los ejes X, Yy Z

Aunque la mejor manera de dibujar M en R® es marcar 1 en el eje X, 2, en el eje Y, y 3, en el eje Z. Dibujamos sobre
cada plano XY, YZy XZ un rectangulo a partir de las marcas y trazamos paralelas a los ejes por los vértices opuestos
a O, en estos rectangulos. El punto donde se cortan estas rectas paralelas a los ejes es M.
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z
3
- z
o} 2 o]
1 % 1
X P
X
N

El punto N(1, 0, —2) es un punto del plano XZ como vemos en la figura.

(> Actividades

b |

SIS

2. Coordenadas de un vector de extremos

1. Representa en R® los puntos S(2, 2, 2) y T(3, -3, 3).

2. Dibuja los puntos M;(1,0,0), M,(0,1,0) y M;(0,0,1) y luego traza el vector OM siendo M(1,1,1).

3. ;/Cual es el vector de posicion del origen de coordenadas O? ;Cudles son las coordenadas del punto O?

conocidos

Wi es N(x,, ¥, z,). El vector N cumple que

N OM+ MN= ON

— —>

MN = ON-OM

N =(X2_X1)T+ (YZ_%)T"' (22_21)7-

Con lo que podemos afirmar que las coordenadas del vector VN , de extremos M(x,, yi, Z,) y N(X,, ¥», Z,), son

igual a la diferencia de coordenadas de Ny M.

—>

MN =(x,=X:, .= V1, Z,~Z,).

115

M Consideremos el vector MN cuyo origen es el punto M(x;, y;, z;) y cuyo extremo

Sabemos que ON =X, 7+ y;]+ 2K y OM=x.T+y;]+ 2K, luego tenemos:
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Ejemplos

2. Dados los puntos A (2, 4,-3), B (1, -3, 0) y C (-5, 3,1) halla las coordenadas de los vectores A_B), /ﬁ, B?, B—/{, CA

y CB.

Solucion:
AB = (1-2,-3-4,0~(-3)) = (-1, -7, 3)
AC = (-5-2, 34, 1-(=3)) = (-7, -1, 4)
BC = (-5-1, 3~(=3), 1-0) = (-6, 6, 1)
BA = (2-1, 4-(=3), -3-0)= (1, 7, -3)
CA = (2-(-5), 4-3,-3-1) = (7, 1, -4)
CB=( ~3-3,0-1) = (6, -6, -1)

3. SiAB= (3,-2,6) yB(1, 0, 4), halla las coordenadas de A.

Solucion:

Como (3, -2, 6) = (1-x;,—y1, 4 —z,), entonces 3 = 1-x;, -2=-y,, 6 =4 -z,.

Y por tanto, x, = -2, y, =

2,2,=

-2, es decir, A(-2, 2, -2).

(& Actividades

4. SiA(1,2,3),B(4,-3,5), C(0,-1,2), halla las coordenadas de otro punto D para que AB = CD.

5. Halla el valor de x para que los puntos A(5, 2, 3), B(0, 7, 2), C(x, 5, 2) sean los vértices de un tridngulo rectangulo

en C.

6. Tenemos los puntos A (1,-3,2),B(1,1,2)yC (1,1, -1).

a) ¢Pueden ser A, By C los vértices consecutivos de un rectangulo?

b) Hallalas coordenadas del punto D para que el paralelogramo ABCD sea un rectangulo.
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3. Ecuaciones de una recta

3.1. Determinacion lineal de una recta. Ecuaciones
parametricas y continuas

Una recta puede determinarse si conocemos uno de sus puntos y un vector paralelo a ella, que llamaremos
vector de direccion de la recta. Sea runa recta de la que conocemos un punto A(x;, y;, Z;) y un vector de direccion
V= (v, v, v,) distinto del vector cero. Cualquier otro punto de la recta P(x, y, z) cumple, como vemos en la
figura, que el vector AP es proporcional a V', es decir: AP= AV

siendo A un numero real. Pero, ademas, al sumar el vector de posicion
de A con el vector AP resulta el vector de posicién de P:

O + AP = OP

Esta ecuacion vectorial podemos escribirla asi:

OP=0A+ V.

o}
Donde para cada punto P de r obtenemos un valor A y para cada valor /
deA obtenemos un punto de r. Expresando esta ecuacién vectorial en

coordenadas resulta:

/

4

XY, 2) = (X, ¥, Z2) + A (vy, Vy, V)
Igualando separadamente cada coordenada llegamos a las ecuaciones siguientes:
X=X +Av,
y=Yy;+4v,
Z=27+Av,

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la recta r y para cada valor de A encontramos las
coordenadas de un punto diferente de r. Este modo de lograr las ecuaciones paramétricas de una recta se denomina
determinacion lineal de la recta.

Las ecuaciones paramétricas de una recta no son unicas. Evidentemente, si en vez de A tomamos otro punto
By un vector director paralelo a V', resultan otras ecuaciones paramétricas pero que describen también todos los
puntos de ral variar el parametro A.

Si despejamos A en las ecuaciones paramétricas de la recta se obtiene

a=XTX YT 274
v, v, v,

X _Y-V_Z2-%4
Vi v Vs

X . .
A'la expresion se le conoce como ecuaciones en forma continua de la recta r.

A veces en las ecuaciones continuas puede aparecer un cero en algin denominador, no en todos, pero debe
tenerse en cuenta que no estamos dividiendo entre 0, sino que los numeradores son proporcionales a los
denominadores y si uno de éstos es 0, también lo sera el numerador correspondiente.
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Ejemplo
4. Hallar las ecuaciones paramétricas y continuas de la recta que pasa por A (-1, 2, —-3) y tiene como vector director
vV =(3,0,-2).
Solucién: x=-1+31
Ecuaciones paramétricas de la recta: 1y =2
z=-3-21
Ecuaciones en forma continua: X;1 =Y 0_2 e +23

. Escribe las ecuaciones paramétricas y continuas de la recta que pasa por el origen O(0, 0, 0) y tiene como vector
de direccion = (0, 1, 0).

Solucién: x=0
Se trata del eje Y, sus ecuaciones paramétricas son: < y =1
: X y z Z=t
y las continuas: — == =—.
0 1 0
. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta X2 _J g = Zd .

Solucién: 1 ¢ 3

Igualando cada fraccién a 4 y despejando las letras obtenemos las ecuaciones paramétricas siguientes:
X2 A
y=3+21
z=-4+31

3.2. Recta que pasa por dos puntos. Comprobar si
tres puntos estan alineados

Sabemos que por dos puntos pasa una Unica recta. Si queremos hallar las ecuaciones paramétricas de una
recta que pasa por los puntos A (x, y1, ) y B (X,, y», Z,), tomamos uno de los puntos por donde pasa r, por ejemplo
A, y como vector de direccidn o vector director, el vector A_B’. Se trata también de una determinacion lineal.

Ejemplo

7. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A (-1, 4, -5) y B (3, -6, -2).

Solucion:

Estamos ante la recta que pasa por A(-1, 4, -5) y tiene como vector director AB = (4,-10, 3), luego las ecuaciones
paramétricas son:

x==1+44
y=4-101
z=-5+34

: x+1 y-4 z+5
y las continuas: = = :
4 -10 3
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Tres puntos, A (X, Vi, Z), B (X, Y2, 2,) Y C (X;, ¥, Z;) , estén alineados (o son colineales) si pertenecen
a la misma recta. Esto se traduce en que los vectores A_B), AC tienen la misma direccion y, por tanto, son
proporcionales, es decir,

rango (AB,AC)=1 o 2% _Yo=)hi _Z 7%
Xy =Xy VYs—Yy Z3—X

Ejemplo
8. Compraobar si los puntos A (7,-16, 1), B (-5,14,-8) y C (3,—6,-2) estan alineados.
Solucién:
Como AB= (-5-7,14 —(-16),-8-1)=(-12, 30,-9), AC= (3-7,-6—(-16),-2-1)=(-4,10,-3), entonces tenemos:
-12 30 —9)
-4 10 -3

rango (AB,AC) = rango (

, . -12 30 -9
ya que las dos filas son proporcionales o, de otro modo, — = —=—=3.
-4 10 -3
Luego los tres puntos estan alineados.

3.3. Segmento de recta

La recta r, que pasa por los puntos A(x, 1, ) y B(X., y., Z,) , tiene las siguientes ecuaciones paramétricas:

X=X +A(X,—X,)

Y=y, + Ay, =y,

z=2,+A(z,-2)
Cuando A =0, (X, y, 2) = (x,, y1, Z,), alcanzamos el punto A.

Cuando A =1, (X, ¥, 2) = (X4, V1, Z)) *+ (X =Xy, Yo =V, Zo— Z1) = (Xo, V2, Z2), €l punto alcanzado es B. Luego el
segmento de extremos Ay B es el conjunto de puntos:

{(X ¥, 2) =X, yi, Z)) + Ao —Xs, Yo =Y1, Z,—2,), 0 S A < 1}

Las coordenadas del punto que divide al segmento AB en dos partes iguales, el punto medio, se hallan tomando
A=1/2 yson:

(X, ¥, z) = (Xh Vi, 21) +1§(X2 X, Yo =1, 22_21) - (X1 +X, YitYy, Z,t2, \)

2 2 2

Si en la férmula anterior hacemos que A tome los valores

)

1 2 n—1 ,
-, —, ..., —, determinamos n-1 puntos que
non n

dividen al segmento AB en n partes iguales.
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Ejemplos
9. Halla las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A(1, 2, 4) y B(4, 3, 2).
Solucién:

1+4 2+3 4+2 55
El punt dio del toABes My =| —,—— |=| =,=,3|.
punto medio del segmento AB es ( 5 5 5 ) (22 )

10. Halla las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB anterior en tres partes iguales.

Solucion:

Las coordenadas de los puntos N, y N, que dividen al segmento AB en tres partes iguales se obtienen dando a A,
en (x, y, 2) =(xy, Y, Z)) + A% =X3, Vo =Y, Z,— Z;) , los valores de% y 5 Entonces tenemos:

No=(1,2,4)+ £(@4-1,3-2,2-4)= (1,2 4+ (1, T,-2) = 2 L.19),
N=(1,2,4)+ 2(4-1,3-2.24)= (1,2, 49+ (2 %,-4)= 3,8, §).

(> Actividades

? 7. En el segmento de extremos A(1,-2, 3) y B(4, 2,-1) halla las coordenadas del punto C que divide al segmento en
dos partes, la primera 3 veces mayor que la otra.
7 8. Halla las ecuaciones paramétricas y continuas de las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos:
a) A(-3,4,-2) y B(0.-1, 5); b) C(4,~1,-1) y D(0, 0-3); ¢) M(1, 0,-1) y N(0,3,-9).
x=-1+41
9. Dadalarectar. {y =4—104, averigua si los puntos A (0,-1,1), B (-3, 2,-5), C (3,4,7) y D (-6, 3, 8) pertenecen o
z=-5+31

no a la recta.
10. Comprueba si los puntos A(1, 2, 1), B(9, 4,-1) y C(-3, 1, 2) estan alineados o no.

11. Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(-1, 2, 3) y son paralelas al eje OX'y al eje OZ.

N

12. Halla las ecuaciones paramétricas y continua de la recta que pasa por A(4,-2, 3) y es paralela a la recta
Xx=2 y-3 z-1
1 2 6
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4. Posiciones relativas de dos rectas

Supongamos dos rectas: r, que pasa por A tiene como vector director V', y s, que pasa
por B tiene como vector director w'. Las posiciones que pueden adoptar ry s son:

Coincidentes. Se trata de dos ecuaciones distintas de la misma recta. Esto ocurre cuando
los vectores V, W' y AB son proporcionales, poseen todos la misma direccion. En consecuencia,
son coincidentes si:

rango(V’,W)=1yrango(V’,WyA_B))=1.

Paralelas. Cuando las rectas son paralelas, los vectores de direccion son también paralelos, es decir,
proporcionales y por tanto:

rango(V,W)=1yrango(V’,v_v’yA_B))=2

Incidentes. Se cortan en un punto. Esto sucede cuando los vectores V' y W tienen distinta direccion,
perov, w'y AB estan en el mismo plano. En este caso, los vectores
vV, Wy AB son linealmente dependientes y su rango sera 2. Por tanto, r
son incidentes si:

rango(V’,W’)=2yrango(V’,WyA_B))=2

Se cruzan. No tienen ningun punto en comun, pero no son paralelas. Cuando s B w

esto sucede, los vectores V', W'y ,@ , Ni tienen la misma direccion ni son coplanarios; >
son linealmente independientes, luego:
.
A v

rango(V’,W’)=2yrango(V’,W’yA_B))=3

Resumiendo, tenemos:

Rectasry s coinciden paralelas secortan | secruzan
rango (V', W) 1 1 2 2
rango(V’, W'y AB) 1 2 2 3

Ejemplos
11. Estudia las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas:

i X-4 y+2 _z-1 x _y-4 z+47

2 3 4'3%4 5 8

Xx=2 y+1 z-3 x-5 y+2 z-4,
2 3 2 4" % 8
x—1:y+2:Z+3 y(x,y,2)=(3+1,-2,-5-1);
3 —1 2
iv) (x,y,2)=(1, 1+A4,3=-21) y (x, ¥, 2)=(3+2u, 4,—pu).

12. Halla las coordenadas del punto de corte cuando el par de rectas sean incidentes.

i)

ii)

Solucion:
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2 3 -4
2 3 -4
a) i) rango[ 4 g 8j=1, rango | -4 -6 8 |=1, las rectas son coincidentes.
4 6 -8
2 3 -4
.. 2 3 -4
ii) rango 4 g 8]:1,rango -4 —6 8 |=2, las rectas son paralelas.
3 11
3 4 9 3 1 2
iii) rango 1 0 1):2, rango| 1 0 —1|=2, lasrectas son incidentes.
2 0 -2
01 -2
, 01 -2
iv) rango =2,rango | 2 0 —1|=3, lasrectas se cruzan.
2 0 -1
2 3 3
Xx=3+A1
b) Las rectas x1_ y+12 2242-3 y {y=-2  secortan en un punto, son incidentes.
- Z=-5-4

Ponemos la primera en paramétricas utilizando la letra p para el parametro

x=1+3u
y=-2-u
Z=-3+2u

Si las rectas se cortan, compartiran un punto; luego existira un valor para w y otro para A, que puestos en las
ecuaciones paramétricas respectivas nos daran las coordenadas de ese punto. Esto equivale a que tenga solucion
el sistema:

1+3u=3+1 3u—-A1=2

—2—-u=-2 0o i—u=0

—3+2u=-5-4 2u+iA=-2

En este caso es facil ver que it = 0y que, sustituyendo en las otras ecuaciones, obtenemos A =-2 El punto de
corte se consigue al poner u =0y A =-2 en las ecuaciones paramétricas y resulta ser (1,-2, -3).

(> Actividades

13. Estudia la posicion relativa de las rectas: (x, y, z) =(4,-2,3) + A(1,-1,2) y o == =—,

14. Determina el valor de m para que las rectas se corten en un punto y halla las coordenadas del punto de corte:

Xx=2 y+3 z+1 x+1 y+1 z-m
1 4 572 2 1
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5. Ecuaciones de un plano

5.1. Ecuacion general del plano

Todos los puntos de un plano quedan inequivocamente determinados si conocemos un punto del plano y un vector
perpendicular a él. Supongamos un plano 7 del que conocemos el punto A(x;, ¥, z) y un vectorn'= (a, b, ¢) perpendicular
al plano (o normal al plano). Para cualquier otro punto del plano P(x, y, z) ocurre que los vectores 7y /VD), como
vemos en la figura, son ortogonales; en consecuencia, su producto escalar es cero:

7-AP=0
Poniendo los vectores en coordenadas, obtenemos:

(@b, c) (x=X,y-y,z2-2)=0 A

a(x-x)+ bly-y)+c(z-z)=0
ax+ by+cz-ax,—by,—cz,=0
Si simbolizamos el numero — ax, — by, — ¢z, por d, entonces resulta:
ax+ by+cz+d=0,
Esta ecuacion se denomina ecuacion general del plano 7, y ademas, salvo el producto por un nimero, es
Unica.
Es posible demostrar que toda ecuacion del tipo ax + by + ¢z + d = 0 corresponde a un plano de vector normal

T =(a, b, ¢) y que pasa por un punto A(x,, y;, z;) cuyas coordenadas son solucion de la ecuacion, es decir,
ax,tby,+cz,+d =0.

Ejemplos

13. Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A-1, 1, 3) y tiene como vector normal = (2, 3,-4).

Solucién:

Los tres primeros coeficientes de la ecuacion general del plano son 2, 3 y -4, luego la ecuacion sera:

2x+3y-4z+d=0
Como ademas pasa por el punto A(-1,1,3) se cumplira que:
2(-1)+31-43+d=0
-11+d=0,d=11

La ecuacion del que buscamos es: 2x+3y—-4z+11=0

14. Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta &21= y—3=2z y que pasa por el punto A(-1, 2, -3).

Solucion:;

A veces, cuando los denominadores de las ecuaciones continuas son la unidad no se ponen, como en las fracciones
de denominador 1.
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El plano buscado tiene como vector normal " = (2, 1, 1), el director de la recta, y pasa por el punto A(-1, 2, -3),

luego:
2x+y+z+d=0

2(-1)+2-3+d=0, d=3

El plano que buscamos es: 2x + y+ z+ 3 = 0.

5.2. Ecuaciones paramétricas del plano

También para el plano existe una determinacion lineal. Para ello son necesarios un punto, digamos A(x,, y:, Z,),
y dos vectores contenidos o paralelos al plano, V" = (v;, v, v;) Yy W = (W,, W,, W;), no paralelos entre si (W#A V'),
pues han de ser linealmente independientes para formar una base del plano 7, de modo que todo vector de
dicho plano se escriba como combinacién lineal de ambos. Cualquier otro

punto del plano, P(x, y, z), puede determinarse, como se observa en la figura, . P
de la ecuacion vectorial: AV
OB = O + 4P g

Pero al ser AP combinacion lineal de v’ y W, podemos escribir:
OP=0A+AvV +uw

La igualdad anterior expresada en coordenadas queda asi: 0

(X, ¥, 2) = (X3, Y1, Z0) + AV, Vo, Vi) + (Wi, Wa, W)
Igualando las coordenadas del primer miembro con las el segundo miembro, resulta:
X=X, +Av, +puw,
Y=Y+ AV, +uw,
Z=Z,+ AV, +uw,
Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas del plano r, y para cada valor que le demos a los
parametros A y u determinamos un punto del plano.

Ejemplos

15. Halla las ecuaciones paramétricas del plano determinado por el punto A (2,-4,3) y los vectores paralelos v” = (1,-1,2)

y W =(31-3).
Solucion:
Las ecuaciones paramétricas del plano pedido son: X=2+A+3u
(X, y,2)=(2,-4, 3)+A(1,-1, 2)+ u(3, ,-3) 6 {y=—4-A+u
z=3+2A-3u

16. Escribe las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el origen 0(0,0,0) y tiene como vectores paralelos
T=(1,00)y 7=(0,1,0).
Solucion:

o= »

X
Se trata del plano 0XY, que determinan el eje X'y el eje Y, sus ecuaciones paramétricas son: < y =
z
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5.3. Paso de las ecuaciones paramétricas a la
general y viceversa

X=X, + AV, +uw,
Si Jy=y,+Av,+puw,
Z=7Z,+Av,+puw,

son las ecuaciones paramétricas de un plano que pasa por A(x;, y;, ;) y tiene como vectores paralelos al plano

V = (v, vy, Va) YW = (Wi, Wy, W), CON W#A V', entonces un punto P(x, y, z) pertenece al plano si existen valores de
Ay u que satisfacen las igualdades anteriores. Esto equivale a decir que P(x, y, z) pertenece al plano, si el sistema

X=X, = AV, + uw,
Y=Yy = AV, +uw,
Z—7,= AV, +uw,

tiene solucién para las incognitas A y . Claro que este sistema tendra solucion, segun el teorema de Rouché-
Frobenius, si el rango de la matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada valen 2;

v, W, v, W, X=X
rango | v, W, |=rango|Vv, W,y-y, |=2
V, W, v, WyZ-2,

Si el rango de la matriz ampliada vale 2, su determinante sera cero:
v, W, X=X,
Vv, W,y—y,|=0.

v, W,Z-Z

Desarrollando el determinante por los elementos de Ultima columna, tenemos:

v, W, Vi W, Vi W,
(X_X1) _(y_y1) +(Z_Z1) =0
3 Ws 3 Wi v, W,
v w v w v w. vV w v w v w
I I LA Rl P 1_X12 2+y11 1_11 g
Vs W Vy W, v, W, Vy W, Vy W, vV, W,

En la Ultima igualdad, observamos que los coeficientes de x, y, z son las coordenadas del producto vectorial

Evid . V2 W2 V1 W1 V1 W1
V'xWW’, luego se trata de un vector perpendicular al plano; llamando a = , b=— , C=
Vs W, Vs W, v, W,
v, W v, w v, w .,
yd=-x|2 "Y+y| " '-z|' | obtenemos laecuacion general del plano que pasa por A(x;, y, z)
V3 W3 v3 W3 V2 W2

y tiene como vectores paralelos al plano V' = (v, v, V;) y W = (W;, Wy, Ws):
ax+by+tcz+d=0
Ecuacion que, como sabemos, es Unica, salvo un factor de proporcionalidad.

El paso de la ecuacion general a las paramétricas es mas sencillo. Si en la ecuacion ax + by + cz+d =0

despejamos x, resulta: d b ¢
X=————y——2Z
a a a
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Igualando y=A y z = u se obtienen las ecuaciones

Que son las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto (—d/a, 0, 0) y tiene como vectores paralelos
aélv =(-bja,1,0)y W =(~c/a, 0, 1). Hay que tener presente que las ecuaciones paramétricas de un plano no

son Unicas.

Ejemplos

17. Hallar las ecuaciones paramétricas y general del plano que contiene al punto A(-1, 2, —1) y tiene como vectores
paralelos V' = (2,0,-3) y W =(1,-3, 3).

Solucién:
x=—1+21+pu
Las ecuaciones paramétricas son: 1y =2 —3u
z=—1-31+3u
2 1 x+1
La ecuacion general sale del determinante nulo: ([0 -3 y—-2|=0
-3 3 z+1

Al desarrollar resulta: -9x -9y — 6z + 3 = 0; dividiendo por -3, queda:
3x+3y+2z-1=0.
18. Dado el plano x - 3y + 2z + 5 = 0, encuentra un punto por donde pasa y dos vectores paralelos a él.
Solucion:
Escribimos las ecuaciones paramétricas de este plano, para ello despejamos x y llamamos A ay y ua z:
x=-5+31-2u
y=4
Z=pu

Son las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por A(-5, 0, 0) y tiene como vectores paralelos V' = (3,1,0) y
W =(-2,0,1).
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Hay varias situaciones que conducen a una determinacion lineal del plano.

Plano que pasa por tres puntos. El que por tres puntos pase un plano tiene una comprobacion experimental
sencilla en el hecho de que una silla 0 una banqueta con tres patas nunca baila; y la razén es porque las
tres patas se adaptan perfectamente al plano del suelo. Por lo tanto, un plano determinado por tres puntos
A, By C es el mismo que el que determina un punto, por ejemplo, A, y es paralelo a los vectores AB y AC.

Plano que determina una recta y un punto. Una recta r, que pasa por A tiene como vector director v, y
un punto B, exterior a ella, también determinan un plano; para ello tomamos el punto A de la recta r y como
vectores paralelos al plano V' 'y AB.

Plano que contiene a dos rectas paralelas. Si una recta r, que pasa por A y con vector director V', y
otra s, contiene a B'y con vector director w’, son paralelas ambas, configuran un plano cuyas ecuaciones
paramétricas podemos hallar tomando, por ejemplo, el punto A y como vectores paralelos al plano V' y AB.

Plano determinado por dos rectas que se cortan. Si una recta r, que pasa por Ay con vector director
V', y otra s, que contiene a B y con vector director w’, son incidentes, entonces con uno de los puntos, A
0 B, y tomando como vectores paralelos al plano V' y W/, tenemos una determinacion lineal de la que hallar
la ecuacién del plano.

(> Actividades

=(1-34,-4+21,2+A).

17. Halla la ecuacién general del plano que determinan las rectas paralelas:

§=y=z+3 Y (%, 2)=(1—4 2, 4-2 4, 1=22).

18. Estudia la posicion relativa de las rectas

%:%:Z—fy (X, ¥, 2)= (44 4, 2= A,—1+22)

Si se cortan, halla el punto de corte y las ecuaciones paramétricas y general del plano que determinan.

C(3, -5, 3).

es paralelo a la recta s y perpendicular al plano 7.

x=2=9=z+1.
3

22. El plano que pasa por A (1, -3, -3) y B (-2, 4, —4) y es perpendicular al plano 6x + 5y +4z—-2 = 0.

15. Halla las ecuaciones paramétricas y general de plano que pasa por los puntos (1, 1,1), (3,2, 0) y (0, 1, 2).

16. Halla las ecuaciones paramétricas y general del plano que determinan el punto (2, 0,- 1) y larecta (x, y, z) =

19. Halla la ecuacion del plano que contiene al punto A (3, 4, — 1) y es perpendicular a la recta que pasa por B(1,-1,1) y

20. Dado el plano : 2x-y+z+1=0,larectas: x=y = ZTH y el punto A(4, 0, —1). Halla el plano que pasa por A,

21. Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(0, 1, 5) y B(3, 4, 3) y es paralelo a la recta de ecuaciones
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6. Posiciones relativas de dos planos

m Sean:ax+by+cz+d =0y m ax+b,y+c,z+d,=0dos planos, cuyos
vectores normales son 7', = (a. b, ¢,) y 1, = (a, b,, ¢,), respectivamente. Las

ny posiciones que pueden adoptar en el espacio son las siguientes:

T

Paralelos: los vectores normales, 7', = (a, b, ¢,) y 1, = (a, b,, ¢,), también
son paralelos y, por lo tanto, sus coordenadas proporcionales; eso quiere decir que

n Lo a, b ¢ d
2 rango (A, i,) =1 0 —=—"t="1x"1
az b2 CZ d2
Coincidentes: se trata del mismo plano. Los coeficientes de las dos ecuaciones,
incluyendo los términos independientes son proporcionales; en consecuencia, tenemos:
Tq1=T2

a_bh_&_o

aZ b 2 CZ d2 .

Secantes: se cortan determinando una recta comn. Los vectores 7', = (a, by, ¢;)
y T, = (a, b, C,) no tienen la misma direccion, por lo tanto, rango(7;, 7,) = 2.

Ademas la recta comUn a los dos planos tiene como ecuaciones paramétricas
las soluciones del sistema formado por los dos planos:

{a1x+b1y+cz1+d1 =0

n2 a,x+b,y+cz,+d, =0

Como en este sistema el rango de la matriz de los coeficientes es 2,
rango( m,, ;) = 2,y hay tres incognitas, entonces las soluciones dependeran de un
parametro. Es decir, relegando una incdgnita al segundo miembro de las ecuaciones, por
ejemplo z, las soluciones tendran este aspecto:

X=X, +Av,
Y=Y, +Av,
Z=A
y que podemos identificar como la recta que pasa por el punto (x. ¥, 0) y tiene como vector director (v;, v, 1).

Cuando una recta viene dada por las ecuaciones de dos planos se dice que estas son las ecuaciones implicitas
de larecta.

De las ecuaciones continuas de una recta es muy facil encontrar dos ecuaciones implicitas de esa recta.
Las ecuaciones continuas de una recta r, de la que conocemos un punto A(x,, y;, Z;) y un vector de direccion
kvid .

V = (v, Wy, V), SON:

X\ —X_y-y_z4-2
V1 V2 V3
De las tres igualdades, si cogemos dos, por ejemplo, la primera fraccion con la segunda y primera con la tercera,
obtenemos las ecuaciones de dos planos que constituyen un par de ecuaciones implicitas de esa recta. Es decir, de
X, =X _Y,—y y X,—X _7,-Z
Vi v, Vi Vs

) —V X+V.y+V, X, —V.y, =0
obtenemos las ecuaciones de los planos X TV VX Vs
VX +V,Z+Vx, —Vv,z, =0

Obviamente una recta tiene una infinidad de ecuaciones implicitas.
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Ejemplos
19. Estudia las posiciones relativas de los pares de planos siguientes:
a) Ix—-y+2z-1=0 y 6x+2y-4z+5=0;
b) x-2y+3z+2=0y -3x+6y-9z2-6=0;
c) Ix-y+2z-1=0 y x+y-3z+4=0.

Solucién:
3 -1 2 1
a) Como oy = 5 = ) = 5 podemos afirmar que los plano son paralelos.
b) Como i = %2 = 3 = i se trata de dos ecuaciones diferentes del mismo plano. Son coincidentes.

_ 3 -1 2
c) Esevidente que 3 = il o 2 iz 1 0 rango =2.
11 -3 4 1 1 -3

Luego se trata de dos planos secantes.
20. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos:

X-y+2z-1=0 y x+y-3z+4=0.

Solucion:
. : 3X-y+2z-1=0 . o T
Resolviendo el sistema obtenemos las ecuaciones paramétricas. Relegando una incdgnita al
X+y-3z+4=0
Ix—y=1-2
2° miembro, el sistema queda asi: & ?
X+y=—4+3z
1-224 -1 3 1-2z
Las soluciones son: X = —4+3z 1| -3+z |1 —4+3z] -13+12z
SSU|ss.—3_1—4,y—3_1—4
1 1 1 1
x:—§+1l
_ . 4 4
Las ecuaciones paramétricas son: 13
y=——+31
z=1

A veces puede resultar comodo hallar el vector director como producto vectorial de los vectores normales a los
planos. Luego en el sistema, dar valor cero a una incdgnita y resolverlo para las otras dos; asi obtenemos un punto y,
con el vector director calculado, podemos escribir unas ecuaciones paramétricas de la recta.
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(> Actividades

IS

Haz de planos

Se llama haz de planos de eje ral conjunto de todos los planos que contienen a la recta r. Si de r conocemos
sus ecuaciones implicitas:

lax+by+cz—d =0
ax+by+c,z+d,=0
entonces el haz de eje r viene dado por:
a(ax+by+cz+d)+pB(ax+tby+c,z+d)=0

Para cada valor que demos a o y 3 se obtiene la ecuacion de un plano que, se puede demostrar, contiene a la
recta r.

Dividiendo la ecuacion anterior por o, obtenemos ax+b.y+c,z+d, + &(a,x+b,y+c,z+d,)= 0 en donde 6 = fla.
Esta ecuacion, dando valores o, describe todos los planos del haz excepto a,x+ b,y +c,z+d,= 0y tiene la ventaja
de emplear un Unico coeficiente.

El haz de planos facilita la resolucién de algunos problemas, aunque admitan también otros métodos de
resolucion. Particularmente resulta interesante para hallar la ecuacién de un plano del que sabemos que contiene
a una recta dada por sus ecuaciones implicitas.

Ejemplo

21. Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta g =y-2= ZTH y pasa por el punto (1, 2, -3).

Solucién:

De las ecuaciones continuas obtenemos dos planos: g = 27-1-1 y y-2= z_+1

Esdecir2x-2z-2=0y 2y-z-5=0

Consideramos el haz: 2x—2z-2 + §(2y-z-5) = 0.

Sustituyendo en la ecuacién del haz las incognitas por las coordenadas del punto (1, 2, -3), tenemos:
2:1-2(-3)-2+5(22-3(-3)-5)=0, 6+85=0, 6 =_T3

El plano pedido sera: -3
2x—22—2—T (2y-2-5)=0

8x—-6y—-5z+7=0
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(> Actividades

X+2y—-z=9

25. De todos los planos que contienen a la recta { / halla el que pasa por el origen de coordenadas.
3x+y—-2z=3
X+2y+2z-7=0

26. Determinar el plano que contiene a la recta r: {3X }}: 74120 y es perpendicular al plano 7: x — y + 22-1= 0.

N IS

7. Posiciones relativas de tres planos

Tres planos en el espacio
. ax+by+cz+d=0
Ty, axX+byy+c,z+d,=0
Ty @X+by+c,z+d=0

pueden adoptar varias posiciones que deduciremos del analisis del sistema formado por sus ecuaciones. Segun
el teorema de Rouché-Frobenius se pueden presentar distintas situaciones que vamos a interpretar geométricamente.

En el sistema
ax+by+cz+d =0

a,x+by+c,z+d, =0
a,x+by+c,z+d, =0

llamaremos A a la matriz de los coeficientes y M a la matriz ampliada y pueden aparecer los siguientes casos:

1. Sirango(A) = rango(M) = 3, el sistema tiene solucion Unica. Esto se interpreta como que los tres planos
se cortan en un punto cuyas coordenadas son la solucidn del sistema.

2. Sirango(A) = 2 y rango(M) = 3, el sistema es incompatible, no tiene solucién; y geométricamente lo
interpretamos como que los tres planos no tienen puntos en comun. Aunque se pueden dar dos situaciones:

a) Dos planos son paralelos y estan cortados por el tercero.

b) Los planos se cortan de dos en dos, como las caras de una superficie prismatica triangular, determinando
tres rectas paralelas.

Estas dos situaciones se distinguen una de otra por los vectores normales a los planos. En el caso a) ;' y
n, son paralelos y por tanto proporcionales, pero n; no es paralelo a los anteriores; es decir, en la matriz A
hay dos filas proporcionales. En el caso b) cada dos planos definen una recta, por lo que los vectores
normales no mantienen entre ellos ninguna relacion de paralelismo, entonces en la matriz A no existen dos
filas proporcionales.

Si rango(A) = rango(M) = 2, el sistema posee infinitas soluciones dependientes de un parametro. Estas
soluciones constituyen las ecuaciones paramétricas de una recta. Esta recta es el eje de un haz de planos
al que pertenecen los planos dados.
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4. Sirango(A) =1y rango(M) = 2, el sistema vuelve a ser incompatible e interpretamos este hecho como
que los tres planos son paralelos o que dos son coincidentes y el tercero paralelo a ellos. Hay dos planos

coincidentes si en la matriz M aparecen dos filas proporcionales.
5. Sirango(A) = rango(M) = 1, los tres planos son coincidentes.

En las figuras hemos sefialado los seis casos anteriores.

\

2. b)
5.
N 4.
Resumiendo, tenemos:
Rango(A) 1 1 2 2 3
Rango(M) 1 2 2 3 3
Cada 2
Paralelos 0 2 Pertenecen al determinan una Determinan un
Posicion Coincidentes | coincidentes y el mismo haz recta o 2 son unto
3° paralelo paralelos y el 3° P
los corta
Ejemplo

22. Dados los planos
mimx+y+z=1
T X+tmy+z=1
T Xty+tmz=1,

estudiar su posicion relativa para los diferentes valores de m.

Solucién:

Discutimos el sistema para los diferentes valores de m:
mx+y+z=1
xtmy+z=1
Xtytmz=1

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:
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m 1 1
dettA)={1 m 1|=m-3m+2, m*-3m+2=0, m=1y m=2.
1 1 m

Sim#1y m# 2, rango(A) = rango (M) = 3, el sistema es compatible y determinado. Los tres planos se cortan en
un punto.

Sim =1, rango (A) = rango (M) = 1, sistema compatible e indeterminado. Los tres planos son coincidentes. En el caso
de que m =2, rango (A) =2 y rango (M) = 3, sistema incompatible, examinamos la matriz A y no observamos en ella
dos filas proporcionales; por tanto los 3 planos se cortan dos a dos formando una superficie prismatica triangular.

(> Actividades

28. Halla el valor de m para que los planos x + y+z=2, 2x+3y+z=3 y mx + 10y + 4z = 11 tengan una recta en

comun.

8. Posiciones relativas de recta y plano

Una recta r, que pasa por A(x;, y;, z;) y tiene como vector director v'= (v, v,, V), y un plano, -
. ax+by+cz+d =0, con vector normal 7 = (a, b, c), pueden adoptar las posiciones siguientes: r
e Larecta corta al plano: geométricamente supone que los vectores vV’ 'y 7" no son v

A

perpendiculares, como se aprecia en la figura, luego su producto escalar sera distinto 7 .
de cero, V- #0.

n

n T > e Larectay el plano son paralelos: entonces los vectores V' y

son
=0

’ perpendiculares y ldgicamente su producto escalar sera nulo: V- 1’

e Larecta esta contenida en el plano: en cuyo caso los vectores V' y 77 siguen siendo

perpendiculares, es decir, V- =0, pero lo distinguimos del caso anterior porque
todos los puntos de r pertenecen a r, en particular A.

Resumiendo, tenemos:

#0 =0

Si A no pertenece a , entonces r es paralelaa
Si pertenece A a 7, entonces r esta contenida en

vn

Se cortan en un punto

Cabe aun otro andlisis si la recta esta dada por sus ecuaciones implicitas, y consiste en formar un sistema de

tres ecuaciones con tres incégnitas.
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Llamando A a la matriz de los coeficientes del sistema y M a la matriz ampliada, nos podemos encontrar con
las siguientes posibilidades:

1. rango(A) = 3, rango(M) = 3. Cuando esto ocurre, se dice que la recta es secante al plano, lo corta en un
punto. El punto de corte es la solucién del sistema

2. rango(A) = 2, rango(M) = 3. Esto sucede cuando la recta es paralela al plano.
3. rango(A) = 2, rango(M) = 2. Entonces la recta esta contenida en el plano.

Ejemplo

23. Estudiar la posicion relativa de la recta (x, y, z) = (<1434, 2+A, 21) y el plano determinado por los puntos A(1, 3,
2), B(2,0,1) y C(1, 4, 3). Si se cortan halla el punto de corte.

Solucion:

Hallamos la ecuacion general del plano que pasa por A (1, 3, 2) y tiene como vectores paralelos AB = (1,-3,-1) vy,
AC = (0, 1, 1). Esta ecuacion se obtiene igualando a cero el determinante:

10 x-1
3 1 y-3=0
11 z-2

Y resulta el plano: —2x -y +z+ 3 =0.

Hallamos el producto escalar del vector normal al plano, 7 = (-2,-1,1), con el vector director de la recta, V" = (3,1,2):
mV=(-2-11-312)=5 =0

Luego recta y plano se cortan en un punto.

Para hallar el punto de corte, sustituimos las ecuaciones paramétricas de la recta en la del plano y calculamos el
valorde A:

3
2(-1+30)-@2+2)+22+3=0, 5L +3=0, A= 7.

Sustituyendo en las ecuaciones paramétricas de la recta el valor de A encontrado, conseguimos las coordenadas

del punto de corte:
(X,y,Z): _1'|'3§,2+§,2§ = E’E,Q
5 5 55’5

(> Actividades

29. Del haz de planos que contiene a larecta r:
por A(1,-1,1) y B(3, 3,-2).

X+2y—-z=0
halla uno que sea paralelo a la recta que pasa

2x-3y+2z-5=0

r 1
1 1
I I
?l I I
I I
1 1
1 1
1 1
[ . i X y+1 z-a ) . . 1
: 30. Determinar la posicion de la recta r : 5 == i y el plano 7: ax + 2y — 6z + 7= 0 para los diferentes valores |
— a 1
1 1
1 1
1 1
I I
I I
I I
1 1
k ol

de a. Halla el punto de corte de la recta y plano cuando a = 5.

31. Considera los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2), C(1, 1,0) y D(1, 0, 0) . Halla la ecuacién del plano que contienea Ay B
y no corta a la recta determinada por Cy D.
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9. Algunos problemas de rectas y planos

La variedad de problemas es muy amplia y muchos problemas de geometria analitica admiten més de una
forma de resolucion. No es nuestro interés hacer un estudio exhaustivo de todas las formas posibles de resolverlos,
sino emplear la mas sencilla e intuitiva y referir alguna indicacion sobre otros modos de abordarlos.

Punto simétrico de otro respecto a un punto

Decimos que P(x, y, z) es simétrico de P(x;, y;, z;) con respecto a M (m,, m,, m;), si M es el punto medio del
segmento PP’.

Luego m1=u,m2=y1+y,m3=z1+z_
2 2 2
Ejemplo

24. Halla el punto simétrico de P(4, 3, —1) con respecto a M(2, 4, -3)
Solucién:

Llamamos P'(x, y, z) al simétrico de P con respecto a M, entonces:
_ =lpH
2

_A+x
2

2 . 4=

De donde obtenemos x=0, y =5, z=-5. Luego P(0, 5, -5).

Punto simétrico de otro con respecto a una recta
Decimos que P’ es simétrico de P con respecto a la recta r, si hay un punto M de r que es el punto medio del
segmento PP’.
Ejemplo

25. Halla el simétrico de (2, 0, 3) respecto alarecta x-1=y-2= 27_1 .

Solucion:

Sea P(2,0,3)y P(x, y, z) el simétrico con respecto a la recta dada. Sea M un punto de la recta que es el punto
medio del segmento PP’. Procederemos con los siguientes pasos.

i) Si ponemos la recta €N paramétricas (x, y, z) = (1+A, 2+1,1+21), el punto M tiene de coordenadas(1+A, 2+A4,1+24).
Ademas, el vector PM = (1 +/1_—)2, 2+A-0, 142A-3) = (-1+A, 2+4, —2+24), es perpendicular al vector director de
larectaV’ = (1,1, 2), luego PM - V' =0,

(141,241, -2+24) - (1,1,2)=0
“1+A+2+1-4+4)=0

1
—3+61=0, A=~
2
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22’

§§2_ 2+x 0+y 3+z
2271 272 2 |

obtenemos x=1,y=5y z=1. El punto buscado es P(1, 5, 1).

i) Hallamos las coordenadas de M (1+%,2+%,1+1):(3 ? 2)

iii) De la igualdad

Punto simétrico con respecto a un plano
Decimos que P’ es simétrico de P con respecto al plano 7 si hay un punto M de = que es el punto medio del
segmento PP’.
Ejemplo
26. Halla el simétrico del punto P(0, 1, 4) respecto al plano 7: x-2y + 3z + 4 = 0.
Solucion:
Llamamos P'(x, y, z) al simétrico de P(0, 1, 4) respecto a 7z y procedemos con los siguientes pasos.

i) Hallamos la ecuacion de la recta r que pasa por Py es perpendicular a . Las ecuaciones paramétricas de
r:(x,y,2)=(,1-21,4 + 31)

i) Hallamos, M, el punto de corte de ry =

A=2(1-21)+3(4+31)+4=0
A=2+42+12+91+4=0
141+14=0, A=-1

Entonces M (-1, 3, 1).

iii) De la igualdad (-1,3,1)=( g_HTy,%}obtenemos X=-2, y=5 z=-2

El punto P’ tiene de coordenadas (-2, 5,-2).

Recta que corta perpendicularmente a otras dos que se cruzan

Si res una recta que corta perpendicularmente a otras dos, sy t, que se cruzan, tendra el vector director ortogonal
a los vectores de direccion de sy £. En el ejemplo exponemos un modo de resolver este problema, pero hay otra
forma de hacerlo.
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Ejemplo
, . y-1 242
27. Halla la recta r, perpendicular comun a las rectas s: x=y=z y tx =5 = 3
Solucion:

Si escribimos s y t en paramétricas obtenemos:
S(Xy,2)=(ALALA) Yy XYy 2)=(u 1+2u,-2+3u)

Buscamos un punto S(A,A,A) de sy otro T(u, 1+2u, -2+ 3u) de t tales que el vector St= (w=-A1+2u-24,-2+3u-1)
sea ortogonal al vector director de s, V' =(1, 1, 1), y alde t, w = (1,2,3). Esto significa que:

ST-v=0, (u-A1+2u-2,-2+3u-1)-(1,1,1)=0
U=A+1+2u-A -2+3u-1=0
~1+6u—31=0
ST-W=0,(u-A1+2u-2A,-2+3u-1)- (1,2, 3)=0
u=-A+1+2+4u-21- 6+9u-31=0

—4+14y - 62 =0
Bu—31 =1

obtenemos p =1, 2 =5/3.
14 —61 =4

Del sistema {

Luego S (5/3, 5/3, 5/3) y T (1, 3, 1). La recta que pasa por Sy T es la recta buscada:

_(933 24 2
(Kyl)_(33’3)+l( 3’3’ 3}

Otra solucion puede hallarse como interseccion de dos planos: uno, pasa por S y tiene como vectores paralelos
V'y V'x W,y el otro, pasa por Ty tiene como vectores paralelos W'y V'x .

Recta que pasa por un punto y corta perpendicularmente a otra

Dada una recta r y un punto P exterior a ella se trata de encontrar otra recta que pase por Py corte
perpendicularmente a r.

Ejemplo
28. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(2,—1, 3) y corta perpendicularmente a r:
N
2 2
Solucién:

Escribimos r en paramétricas:
%y 2)=(21,0)+A221)=(2+24,1+24, 1)
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Nos interesa encontrar un punto de r, llamémosle R(2 + 24, 1+ 24, 1), de modo que PR = (2+24—2,1+24+1,1-3)
= (24,2 + 24, A - 3) sea perpendicular al vector director de r, V" = (2, 2, 1).

Si PR V= 0, entonces tendremos:

(24,2+20, A-3) (2,2, 1)= 44 +4+42 +1-3=0, /1=_%

Hallamos las coordenadas de R:
1 1. 1 16 7 1
242-(—)1+2-(—=),—= |=| —,—,—=

( ( 9) ( 9) 9) ( j R

La recta que pasa por Py R es la recta pedida

@3 [-2 22
(X’yaz)_(v_y) 9197 9

Otro modo de resolverlo es encontrar un plano que pasa por Py sea perpendicular a r. La interseccion de este plano
con la recta rnos da el punto R, y la recta pedida es la que une Py R.

Ecuacién de una recta que es paralela a otra y corta a otras dos

A veces se dice simplemente, hallar la recta que es paralela a un vector y corta a otras dos; como se muestra
en el ejemplo siguiente.

Ejemplo

29. Halla la ecuacion de la recta que corta alas rectas r: x-1=y=z

s {2x —3y =t y es paralela al vector 7'= (-2, 3, -1).
Z=

Solucion: La recta r pasa por A(1,0,0) y tiene vector director v" = (1,1,1); y s puede escribirse en paramétricas

despejando y e igualando x a p:

X=pu
S: 1y =—1+2u , es decir, pasa por B (0, -1, 3) y tiene vector director " = (1, 2, 0).

z=3

Un punto genérico de res R (1+4, A, A) y un punto genérico de s es S (u, -1 + 2u, 3). El vector RS = (w=-1-4,
-1+2u-A,3-A)esparaleloat = (-2, 3,-1),

Luego
(w=1-4,-1+2u-1,3-1)=a(-2,3,-1)

La igualdad anterior conduce al sistema:
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—A+2u—3a =1 cuya solucién es lz%, u :%, o :5

—1+2u-1=3a >
3-A=—-a

-A+a=-3

u—1-1=-2a |—/l+,u+2a=1
1

Por lo tanto, R ( —) yS ( E%3) y la recta que pasa por Ry S satisface lo que nos piden:

3

(x.y,2)= B a2 2-2
3'3'3 37 3

Es evidente que el vector (—%,2,—%) es paraleloa 0" = (-2, 3, -1)

Hay otro modo de resolverlo con ayuda del haz de planos. Buscamos entre los planos del haz de eje r aquel que
sea paralelo a 0. La interseccion de este plano con s nos da un punto desde el cual, y con vector director ", encontramos
la recta pedida.

Ecuacion de una recta que pasa por un punto y corta a otras dos

En ocasiones este enunciado se expresa diciendo: hallar la recta que pasa por un punto y se apoya en otras
dos. Veamos un ejemplo.

Ejemplo

30. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(1, 1, 1) y corta a las rectas

x=1+4 X=U
r:iy=2—-1 y s:{iy=3u

z=1+21 Z=2-pu
Solucién:

. -2 z-1 . : -
Pasamos ra continuas x —1= y_1 = — igualando la primera fraccion a la segunda y la segunda a la tercera

obtenemos las ecuaciones de dos planos: x+y—-3=0 y 2y+z-5=0 que contienen a .
El haz de planos de eje r tiene de ecuacion: x+y-3+6(2y+z-5)=0

Buscamos uno en el haz que pase por P(1,1,1): 1+1-3+6(2:1+1-5)=0, 6=—%
Sustituyendo & en el haz y operando, tenemos: x+y—-3 + —% (2y+z-5)=0
Obtenemos el plano: 2x —z- 1= 0.

El punto de corte de este plano con la otra recta s resulta de sustituir sus ecuaciones paramétricas en este plano:

2u-(-2-u)-1=0, 3u=3,u=1
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Y ahora poniendo 1 = 1 descubrimos las coordenadas del punto de corte S(1, 3, 1). La recta pedida pasa por Py
Syes:(x,y,z)=(1,1+24,1).

El plano que contiene a Py a r podemos hallarlo, sin recurrir al haz de planos, directamente; y es mas sencillo.

También es posible resolver el problema hallando dos planos. Uno que contienea Py aryotro,aPyas. La
interseccion de esos dos planos nos da la ecuacion de la recta pedida.

(> Actividades

= =2x-1
32. Halla la ecuacion de la recta que cortaa r: X =y=zYy {y 3X y es paralela a la recta
z

(X y,2) = (-4, 34, -A).
33. Halla el punto simétrico de P(1,2,-1) con respecto al plano que pasa por los puntos M(1,-8,-3), N(2,0,-1) y Q(3,8,1).

34. Encuentra las ecuaciones de la recta perpendicular comin a las rectas: x=y=z y x=y=23z-1 (Observa que la
Ultima recta tiene vector director (1, 1, 1/3) y pasa por (0, 0, 1/3).

35.Dadalarectarx+1=y-2= ZT_?’ y el punto P(1, 2, 1) hallar las ecuaciones de la recta s que pasa por Py

corta perpendicularmente a r.

z-3
36.Dadalarectar. x+1=y-2= Y el punto P(1, 2, 1) halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto a r.

Xx—z+1=0 {x—52—4:0

y S halla otra recta que pasa por el origen de coordenadas
¥ 3z ol

37. Dadas las rectas r :
y—-4z+3=0

y corta a las anteriores.
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««s* Recuerda

v Ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por A(x;, y;, ;) y con vector de direccion v’= (v,, v,, v;)

X=X +Av,
y=Yy,+Av,
Z=27+Av,

v Ecuaciones continuas de la recta que pasa por A(x,, ¥, ) y con vector de direccion v'= (v;, v,, v;)

X=X _Y=¥: _2-%
Vi v, Vs

v Ecuaciones implicitas

ax+by+cz,+d, =0
a,x+by+cz,+d,=0

v Posiciones relativas de dos rectas, r y s, con vectores de direccion v’y w’, respectivamente

Rectasry s coinciden paralelas se cortan | se cruzan
rango (V', W) 1 1 2 2
rango(V', W y AB) 1 2 2 3

v Ecuacién general del plano
ax+bytcz+d=0

v Ecuaciones paramétricas del plano que pasa por A(x,, y;, ;) y tiene como vectores paralelos al plano
=
V= (Vi Vi Vi) Y WS (W, Wy, W)

X=X, + AV, +uw,
Y=Y+ AV, +uw,
Z=27Z,+Av, +uw,

v Haz de planos
ax+by+cz+d +daxthbytcz+d)=0

v Posiciones relativas de tres planos

Rango(A) 1 1 2 2 3
Rango(M) 1 2 2 3 3
Paralelos 02 | Pertenecen | Cada 2 determinan una recta o Determinan
Posicion | Coincidentes | coincidentes y el | al mismo 2 son paralelos y el 3° los g
3° paralelo haz corta P

v Posiciones relativas de la recta r con vector director V" = (v, v,, v;) y un plano m con vector normal n'= (a, b, c),

#0 =0
Si A no pertenece a 7, entonces r es paralela a
Si pertenece A a 7, entonces r esta contenida en 7

v

i Se cortan en un punto
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Angulos, distancias,
areas y volumenes

e suelen llamar problemas afines a todos los
que se refieren a interseccion (incidencia) y
paralelismo de los elemento basicos del
espacio: puntos, rectas y planos. Por el contrario, se
denominan problemas métricos a los que hacen
referencia a las medidas de angulos, distancias, areas
y volumenes.

En esta Unidad didactica trataremos los problemas
métricos que se pueden establecer entre puntos, rectas
y planos; en algunas figuras planas: tridngulos y
paralelogramos, y los cuerpos geométricos sencillos:
paralelepipedos y tetraedros.

Vallehermoso

| Mislhees

Todos los problemas métricos planteados admiten
soluciones basadas en los vectores y las operaciones
con vectores. El producto escalar tiene especial
relevancia para medir angulos y distancias, hasta el
punto que se suele considerar como la cinta métrica con
la se aborda los problemas referentes a longitudes. El
modulo del producto vectorial es el instrumento para
el calculo de areas y el modulo del producto mixto se ;s tores io de Madrid tienen forma de paralelepipe-
emplea para hallar los volimenes de los soélidos mas  do- (ITE. Banco imagenes )
simples.

En la Unidad didactica hemos clasificado los problemas en relativos a angulos, a distancias,
a areas y a volumenes. Hemos dedicado un apartado al estudio de algunos lugares geométricos
del espacio que tienen una solucion inmediata con los instrumentos de medida considerados.

1. Con el estudio de esta Unidad nos proponemos alcanzar los siguientes objetivos:
2. Conocer los procedimientos para medir angulos.

3. Definir el concepto de distancia y resolver problemas de distancias entre puntos, rectas y
planos.

4. Deducir férmulas que abrevian el calculo de distancias.
5. Aplicar el producto vectorial y el producto mixto para calcular areas y volumenes.

6. Estudiar qué es un lugar geométrico y como se determinan los puntos que lo constituyen.
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Aplicaciones de las operaciones con vectores

Producto escalar

Angulo:

de dos rectas,
de dos planos,
de recta y plano

Producto vectorial

Area:
del paralelogramo,
del triangulo

v

4p

Producto mixto

Volumen:
del paralelepipedo,
del tetraedro

Distancia:
entre dos puntos,
de un punto a un plano

Distancia de un
punto a una recta

A 4

que se cruzan

Distancia entre dos rectas
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ANGULOS, DISTANCIAS, AREAS Y VOLUMENES

1. Angulos

1.1. Angulo de dos rectas

Sabemos, lo hemos visto en la Unidad didactica 4, que dos vectores, trazados con origen en el mismo punto,
pueden formar dos angulos; uno comprendido entre 0°y 180° y otro, mayor, comprendido entre 180° y 360°. Tomamos
como angulo de los vectores el menor de los dos. Si llamamos « al angulo que forman dos vectores, 0" y V', el
calculo de la medida « se hace con una calculadora cientifica y a partir de la definicién de producto escalar,

‘ H ‘ 0o =cos™ ‘ H ‘ (como aparece en las calculadoras).

Dos rectas determinan cuatro angulos, iguales dos a dos, y tomamos como angulo de las dos rectas el menor
de ellos, que es un angulo agudo o a lo sumo recto si son perpendiculares.

o =arcCoS -——

El angulo formado por dos rectas que se cruzan, ry s, se define como el angulo formado por dos rectas secantes
paralelas a las dadas.

En cualquier caso, el angulo que forman las dos rectas ry s es igual o suplementario al angulo que forman sus
vectores de direccion, como se advierte en la figura

<!

A"/
vy

]
<!
cy

Llamamos « al &ngulo de ry s; como este angulo es el menor de los dos angulos suplementarios seré un angulo
agudo y su coseno sera siempre positivo, luego podemos escribir;

‘u?

Ql

cosa = ‘coséngulo (u,v)| = ‘

l RES 4p
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Ejemplo
1. Calcular el &ngulo que forman las rectas r:(x, y, z2) = (2+ 4,3+ 24,5- 1) y sT =y-4=—r

Solucion:
Los vectores de direccionde r y ssonV'(1,2,-1)y w'(2, 1, 1), respectivamente.
Si a es el angulo que forman ry s, entonces tenemos:

B a2y s

COSC = ==y

T NN G

N | —

e
6

1
Por tanto, a = arccosE =60°. Con la calculadora cientifica

SHIFTilcos0.5(=160.

1.2. Angulo de dos planos

El angulo de dos planos secantes, 7, y m,, €s el menor de los cuatro angulos diedros que determinan. Su medida
coincide con el &ngulo rectilineo formado por dos rectas perpendiculares a la recta comun a los planos, y trazadas
por el mismo punto.

L —

Llamando « al angulo de 7, y 7, pueden aparecer dos situaciones: nﬁ 4
1. Sim, y'm, son los vectores normales a 7, y 7, puede ocurrir tal como vemos
. P~
en lafigura, que o = angulo (1;, ;) porque son angulos comprendidos entre n2 \/ o
perpendiculares. }%

2. Si m, y n, adoptan otra posicion, y lo hemos dibujado en la segunda
figura, entonces: o y angulo (m;,7;) son suplementarios.

De cualquier forma, como « es el menor de dos angulos
o suplementarios, es agudo y su coseno positivo, en consecuencia:

>V

cos a =|cos angulo (1, i,)| = 7] :
- 7|
v

s RES 4»

1
1

l
1




ANGULOS, DISTANCIAS, AREAS Y VOLUMENES

Ejemplo

2. Hallar el angulo que forman los planos 7z;: 2x -y +z-1=0 y m;; 3x+3y—-z+3=0.

Solucion:

Los vectores normales de 7 y 7, sonm; = (2,-1, 1) y m, = (3, 3, -1), luego se cumple que

COS o =|COS angulo (i, i )| _ |(2,—1,1)-(3,3,—1)| _ 10 _ 10
n J6./19 J619 114
10
Por tanto, o = arccos—— =

20° 30' 50,86" . Para obtener el resultado empleamos |a calculadora:
V114

SHIFTIcos (110 (<[ 1114)/2 20.514.....[SHIFT [° '] 20° 30'50,86".

1.3. Angulo de recta y plano

El angulo de la recta r con el plano 7 es igual al angulo que forma

la recta r con la recta r’, proyeccion de r sobre el plano 7. Se pueden
dar dos situaciones:

1. Enlafigura, llamando v’ al vector director de r y 77 al vector normal
amy o alangulo de ry x, observamos que a 'y angulo (v, 17) son -
complementarios y, por lo tanto, sen a = cos angulo (V', 1) n

2. En esta figura hemos dibujado otra situacion y es que angulo (v’,

m)yel
z — —> .
angulo (- v','m’) son suplementarios, entonces

sen a = cos angulo (- V', ) = - cos angulo ( V', ") = |cos angulo (V', )]

4
- ¥ De cualquiera de las dos situaciones concluimos que:
IR 7
sena = ‘ cos angulo(v,n)‘ -
Ui
Ejemplo

3. Hallar el &ngulo que forma el plano 7: x-y+z+3=0 conlarectar. —x = y+2

2 2
Solucioén:

Sabemos que 7 =(1,-1, 1) y que el vector director de res v = (-1, 2, 2). Si « es angulo de r y 7 se cumple que :

146
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. _|(1,—1,1)-(—1,2,2)|_ 1
F-E

Luego, a = arcsenL =10°5' 44,89". Con la calculadora cientifica:

33
SHIFTsin"[(11 < 3N 3 )= 11.095..... SHIFT|° "] 11° 5'44,89"

seno = |cos angulo

(> Actividades

(" R SN N R R N R R N R R N R R N N R R S N R R S S MR R SN SN Em En S e G T P T T S S e e 1
1 1
! , X+y=3 )
71 : 1. Hallar el &ngulo que forman las rectas x =y —-1=z+2 y _ I
b i y —7Z= :
: x—1 :
71 : 2. Comprueba que las rectasr:sz—4=z y S:(x,y,z)=(-2+34, 3, 1+ 1) se cruzan y luego halla el :
1 1
- angulo que forman. :
7‘ : 3. Dados los planos 7;: 4x-3y+5z+7=0 y m,: x—my+z+1=0, hallar el valor de m para que sean perpendiculares. :
—/ | X-y-z+3=0 I
7‘ : 4. Determina el angulo que forma la recta s: 04 con el plano 2x+2y—z+8=0 1
— X+y-z+5=0 :
I 1
7‘ : 5. ;Cual es el angulo que forman los planos: m;: x+2y-z=3 y m,: 2x-y+3z=0? :
— | 1
b o e S R R S R S - ol

2. Distancias

2.1. Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos de R*, A(x, ¥, Z,) Y B(X., Y2, Z,), €5 €l médulo del vector AB. Si simbolizamos
la distancia de A a B como d(A,B), entonces

d(A,B) = \E\ = JX =X 2+, =y, ) +(z,-2,)
Comprobamos que se cumplen las siguientes propiedades:
1.d(A, B)=d(B, A), yaque |AB|=|BA]
2. d(A, B) = 0, tnicamente es cero cuando A= B.

3. d(A, C) = d(A, B) + d(B, C), desigualdad triangular

W RES 4p
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Ejemplo

4. Si A3-12) y B(~1,2,4) comprobar que d(A,B) = d(B,A).

Solucion:

2.2. Distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto P(x,, y,, z,) a una recta r, que pasa por A y tiene vector director V', es la distancia del
punto P al punto P’, proyeccion de P sobre r:

d(P,r)=d(P,P) P

-

Hay varios procedimientos para calcular las coordenadas del punto P’,
proyeccion de P sobre r:

1. a) Determinamos un plano 7 que contiene a Py es perpendicular a r. P’
b) Hallamos la interseccion de r con 7, que nos dara las coordenadas de P..
c) Conocidas las coordenadas de P’, entonces d(P, r)=d (P, P)

2. a) Tomamos un punto genérico de r al que llamamos P’, cuyas coordenadas dependen de un parametro A,
y formamos el vector PP cuyas coordenadas también dependen de A.

b) Hallamos el valor de A para que PP-v=0
c) Con el valor de A encontrado, calculamos las coordenadas de P’, y evidentemente: d(P, r)=d (P, P’).
El tercer procedimiento nos proporciona una férmula para determinar la distanciade Par.

3. Enlafigura adjunta dibujamos el punto Py la recta r con sus elementos. En ella trazamos un paralelogramo
con vértices en A, Py de lados V' y AP.

El 4rea de este paralelogramo es [V /V5|, pero es conocido que
Area paralelogramo = base - altura.

Ahora, la altura del paralelogramo, d, es la distancia de Par, d(P, r); luego

_ Area paralelogramo ‘VXHD‘

dP.r) base M
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Ejemplo

5. Halla la distancia del punto P(2,-1,1) alarecta (x, y, z) = (1-2A, 2+ A, 3—2A4) por cada uno de los procedimientos
anteriores.

Solucién:
1. El plano que contiene a Py es perpendicular a la recta es:

-2x+y-2z+d=0,-2-2+(-1)-2"1+d=0,d = 7.
Por tanto el plano es: —2x+y—-2z+7=0.

La interseccion del plano con la recta:

—2(1-2A)+2+2-2(3-22)+7=0, A=-1/9.

1+2-1,2—1,3+2~1 = ﬂﬂ@
9 9 9 999
y la distancia entre Py r

d(P,r)=d<P,P')=\/(g-z] +(137+1) +(2_;_1) :¥

Luego el punto P es

2. Elvector PP’ tiene de coordenadas (-1-21, 3+ A, 2-2A), como PP -v'= 0,
117 29
9’9’9 ) Y
5V5
3

(-1-22, 3+ A, 2-24)-(-2,1,-2) =0, A =-1/9. Luego F{
d(P,r)=d(P,P)= —

3. Elpunto de larectaAes (1,2, 3), luego AP = (1,-3,-2) y como V" = (-2,1,-2) aplicamos la formula

P vxAP| |(-21-2%(1-3-2)] _|(-8.-6,5)] _545
’ vl (=2) + 12 +(=2)? NG 3

2.3 Distancia de un punto a un plano

Dados un punto P(x,, y;, z;) y un plano 7: ax + by + cz + d = 0 en R?, la distancia de P a x, simbdlicamente
d(P, r), es la distancia de P al punto P’, siendo éste la proyeccion de P sobre el plano 7.

P
Como en el apartado anterior, hay varios modos de calcular esta distancia.
1. a) Hallamos la recta r que pasa por Py es perpendicular al plano 7.
b) Hallamos interseccién de r con 7z y llamamos a este punto P’. b

c) Entonces d(P, =) = d(P, P). T

1 RES 4p
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2. Hay otro procedimiento que proporciona una formula para encontrar la distancia de un punto a un plano y

resulta muy facil de aplicar.
Sea P’(x,, o, Z,) €l pie de la perpendicular trazada por P sobre 7, es decir, la proyeccion de P sobre 7.
Como es un punto del plano se cumplira que:

ax, +by,+cz,+d =0y d=-ax,—by,—-cz,

Por otra parte, si sustituimos las coordenadas de P(x;, y;, Z;) en la ecuacion del plano 7 y sustituyendo d
por la expresidn anterior, obtenemos:

ax,+ by, +cz,+d=ax, +by; +cz,— ax,— by~ ¢z =a(x, - X, ) +b(y, —y, ) +¢(z,-z,) =

=n(X,~Xo,Y, = Yo,2,~2,) =n-P'P.

Es decr ax, +by,+cz,+d=n-P'P

Ademas de la definicién de producto escalar:
n-P'P =|n||P"P|coscx
Combinando las dos igualdades anteriores:
ax, + by, +cz, +d = [n[|P"P|cosa

Dondea es el angulo que forman m y PP y que solo puede ser a = 0° 0 o = 180°, dependiendo que Wy
PP" estén al mismo lado del plano o en lados opuestos, y por tanto cos a = 1 0 cos o =—1. En consecuencia,
el valor absoluto del primer miembro es igual al valor absoluto del segundo miembro

lax, + by, +cz, +d|= ‘EHWHCOSM
lax, + by, +cz, +d|= ‘EHP—P‘
Como d(P,7) = ‘W|podemos escribir:

_|ax, +by, +cz, +d|

g

PP|=d(P.x)

Luego la distancia de un punto a un plano se obtiene sustituyendo las coordenadas del punto en la ecuacién
del plano, se halla su valor absoluto, y se divide por el médulo del vector normal al plano.

Ejemplos

6. Halla la distancia del punto P(1, -2, 1) al plano z: 2x+y—-2z+3=0.

_|ax,+by, +cz,+d] [2-141-(-2) 2143 1

d(P,x) - — unidades de longitud
Il NPT

7. Halla la proyeccion ortogonal del origen de coordenadas sobre el plano x+2y+3z-4=0. Calcula la distancia del
origen a su proyeccion sobre el plano.

o R ES 4p
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La proyeccion ortogonal del origen sobre el plano es un punto del plano, P, que se obtiene de la interseccién de la
recta que pasa por el origen, y es perpendicular al plano, con el plano dado.

Las ecuaciones paramétricas de esta recta son: (x, ¥, z) = (4, 24, 31). Sustituyendo en la ecuacién del plano
A+220+3:31-4=0,1=4/14=2/7.

Luego el punto P" es (2/7,4/7,6/7). La distancia del origen 0(0,0,0,) a P'(2/7,4/7,6/7) es la misma que la del
origen al plano:

d(O,P") = \/(2/ 72+ (4177 +(6/7) = @ unidades de longitud

_lax,+by,+cz, +d| [1-0+2:0+3-0-4] 4 214

A JEr2+3® & T

d(0,7)

(> Actividades

r —————————————————————————————————————————————————————————————————— 1
7 : 6. Dados A(1,1,1), B(3,3,3) y C(4,5,6) comprueba que d(A, C) <d(A, B)+d(B, C). ;Como tienen que estar los tres E
— : puntos A, B, y C para que d(A, C)=d(A, B)+d(B, C)’ :
| 2y -5 |
7 ! 7. Calcular la distancia del punto P(3,—2,—1) a la recta {)z(:3y - i
| :
7 ! 8. Halla las coordenadas de un punto P del eje OY tal que su distancia al punto A(2,3,4) es igual a 6 unidades de i
- : longitud. i
| |
I
? : 9. Determina el punto de la recta (x, y, z) =(2—1,3—A, 2+ A) cuya distancia a un punto P(0,2,—1) sea Jat. !
I I
7 i 10. Halla un punto de la recta (x, y, z)=( 2—A, 3—A, 1+ 34) que equidista de los puntos M(0,—1, 2) y N(1, 2, 0). i
! !
7 : 11. Halla en el eje OY un punto que equidiste del punto M(1, 1, 1/\/5) y del plano x + y +/2z =0. :
l ]
7« : : ., . x-3z-2=0 . . . I
P12 Determinar la ecuacién de un plano que contiene a la recta i - y que estd a 1 unidad de longitud del :
— | - I
E punto P(1,1,1). :
I

I
7 : 13. Calcular la distancia del punto a(1,1,—1) al plano 2x + y —z = 0. Determinar el punto del plano que esta a distancia i
- : minima del punto A. I
. !
: x—1 z -
7 : 14. Determinar un punto de la recta r: - =y+1= 3 que equidiste de los planos 7,: x+y+z=0y I
e d I
E 7, (X, ¥, 2) = (=3+A,~A + 1, —Bp). -
1
I I
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3. Distancia entre rectas y planos

3.1. Distancia entre planos paralelos

La distancia entre dos planos paralelos, 7 y 7, es igual a la distancia de un punto cualquiera de uno de los
planos, por ejemplo P de 7, al otro plano:

d(z, ') =d(P, ©°)
Es decir, la distancia entre planos paralelos se reduce a la distancia de un punto a un plano.

3.2. Distancia de rectas paralelas

La distancia entre dos rectas paralelas ry s, es igual a la distancia de un punto cualquiera de una de ellas,
por ejemplo P de r, a la otra recta s:

d(r, s) = d(P, s)
Es decir, la distancia entre dos rectas paralelas se reduce a la distancia de un punto a una recta.

3.3. Distancia de una recta a un plano paralelo a ella

La distancia entre una recta ry un plano  es igual a la distancia de un punto cualquiera P de r al plano 7
d(r, ) = d(P, n)
El calculo de la distancia de una recta a un plano se reduce a la distancia de un punto a un plano o de un punto
a una recta, si el punto lo tomamos sobre la recta o sobre el plano.

Ejemplo

8. Dadas las rectas r:x—_1:y—+1:i y S:L:y_—2=2_+1
2 3 -3 3 2

a) Hallar la ecuacion general del plano 7z que contiene a ry es paralelo a s.
b) Determinar la distancia de s al plano 7.
Solucién:

a) La ecuacion del plano 7 que contiene a ry es paralelo a s se obtiene a partir de un punto de r, A(1,-1,0), y su
vector director, v'= (2,3,-1), ademas del vector director de s, W’ = (-3,3,2). La ecuacion de  es

x-1 2 -3
y+1 3 3|=0, 9x—-y+152-10=0
z -1 2

b) La distancia de s a 7 es la distancia de un punto de s, B (0,2,-1), al plano =
_|9-0—2+15(—1)—10| B |-27] 7

(15 30T 307

d(s,7)=d(P',x) unidades de longitud.
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3.4. Distancia entre dos rectas que se cruzan

Sea una recta r, que pasa por A y tiene vector director V' y otra recta s, que contiene a By tiene como vector
de direccion W’. Existen varios procedimientos para hallar la distancia entre ellas. Vamos a estudiarlos.

1. a) Tomamos un punto genérico de r, lamémosle R, y otro de s, llamémosle S. Las coordenadas de R
dependen de un parametro Ay las de S de un pardmetro . Con ambos puntos formamos el vector RS.

b) Resolvemos el sistema

RS-v=0
RS-w=0

Se trata de un sistema con 4 y u como incognitas y cuyas soluciones nos permiten hallar las coordenadas
de Ry S. Puntos por los cuales pasa la perpendicular comun a las rectas ry s.

c) Entonces d(r, s) = d(R, S)
Otro procedimiento para hallar la perpendicular comun es el siguiente:

2. a) Buscamos un plano 7 que contiene a ry es paralelo a s. Para ello elegimos en r el punto A y el vector
director V' 'y con w’, vector director de s, tenemos una determinacion lineal de 7. (También podemos
hallar 7z como el plano que pasa por A y tiene como vector normal V'x ).

b) Ladistancia de ras, d(r, s), es la misma que la distancia de s a 7, luego
d(r, s) =d(s, ) = d(B, )
siendo B un punto de la recta s.
Un tercer procedimiento nos suministra una formula para calcular automéaticamente la distancia entre las rectas.

3. Ladeduccion de la formula se facilita observando la figura adjunta.
Hemos dibujado las rectas r y s y construido un paralelepipedo
de aristas V', W’ yA_B) .

La distancia d(r, s) = altura del paralelepipedo. Por otra parte,
tenemos:

Volumen del paralelepipedo = area de la base - altura

Luego

Volumen del paralelepipedo ‘det(v,w,AB)‘
area de la base ‘;XW

d(r,s) =altura =

1 RES 4p
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Ejemplo

9. Hallar la distancia entre las rectas r y s, siendo r : % = 5 Bhin ySs:x=y= %
Solucién :
Las rectas se cruzan porque, si es v =(2,3,—1),w =(11,4) y AB=(0,-1,4), rango(J,W) =2y rango(?,W,TB) =3
Conociendo que se cruzan, el método mas directo para resolverlo es aplicando la férmula:

2 3 -1
| (# ﬁ_)| detf1 1 4
det(v,w,AB 0 -1 4 5 o
d(r,s) = |§><v7| = |(13,_9’_1)| =5 ya que vxw = (13,-9,-1).

Este problema podiamos haberlo resuelto por alguno de los otros métodos mencionados.

(> Actividades

e L |
1

7 : 15. Hallar la distancia entre los planos paralelos i

o : X+y+z-3=0y 3x+3y+3z-5=0. .

| |

7 ] 16. Comprueba que el plano 2x —3y +5 =0 es paralelo al eje OZ. Halla la distancia de este eje al plano. i

= :

1

7 : 17. Halla la distancia entre las rectas paralelas ]

—1 _ |

| XT“=_V_13ZZ+2 Y (X, y, 2)=(4—4A,1+22,~22) l

! :

1 |

1 1

! 3x-2y+z+3=0 I

E : 18. Halla el valor de ¢ para que la recta r : sea paralela al plano 1

i 4x -3y +4z+1=0 -

i 7. 2x—y+cz—2=0. Para el valor de ¢ obtenido, calcular la distancia entre r y u?. :

! !

: 4 4 :

g |19, Dadas lasrectasr: (x, y, z)=(-1-1, 3+4, 1+A) ys: %:%:2—2 :

1 |

: a) Hallar las ecuaciones de la recta que las corta perpendicularmente. :

: b) Calcular la distanciade r a s. ]

! l

1 |

i : 2x+y+z-3=0 o :

g i 20. Determinar el punto de la recta r: 0 que se encuentra a la minima distancia de la recta 1

—7Z=

E 1 / =

X=y=- ]

: S: / . Calcular la distancia de r a s. I

i 2y +z=-2 :

1 |

1 1

[ e e R R R S R R R R R R R S R S R R S R S R R R R S R R R ol
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4. Areas de paralelogramos y triangulos

Un paralelogramo es un cuadrilatero que tiene los lados opuestos iguales y paralelos. Si conocemos los vértices
consecutivos del paralelogramo, A, B, Cy D, los lados no paralelos estan constituidos por los vectores AB y ,@);
y%omo a hemos visto, el &rea del paralelogramo viene dada por el modulo del producto vectorial de los vectores
AByA

Area del paralelogramo ABCD = | AB x AD |

Al unir dos triangulos iguales (e igualmente orientados) por un lado comun resulta siempre un paralelogramo,
cuyos lados coinciden con los otros dos lados del triangulo. En consecuencia, el area del triangulo seré igual a la
mitad del area de un paralelogramo con el que comparte tres vértices, y por tanto podemos escribir;

Area del tridngulo ABC = %‘E X EE‘

Ejemplo
9. Comprueba que los puntos A(1,1,2), B(3,-2,1) y C(4,5,—2) no estan alineados y halla el &rea del triangulo ABC.
Solucion:

Como rango (A_B), /ﬁ) =2, los puntos no estan alineados. Dado que AB (2,-3,-1) y AC (3, 4, —4), entonces tenemos:

Area ABC = %|Exm| = %|(16,5,17)| = /570 unidades cuadradas.

(> Actividades

7‘ 21. Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano 2x + y + 3z — 6 = 0 con los
‘ ejes de coordenadas.

7 22. Calcular el area del triangulo de vértice A’,B’,C’ proyeccién ortogonal del tridngulo de vértices A(1,1,1), B(1,1,2) y
‘ C(1,2,1) sobre el plano x+y+z-1=0.

7‘ 23. Dados A(1, 0, -2), B(-2, 3, 1) determina la coordenadas de un punto C sobre la recta x = y = % para que A,B,

326

y C sean los vértices de un triangulo de area —

24. Se sabe que los puntos A(1, 0, -1), B(3, 2, 1) y C(-7, 1, 5) son vértices consecutivos de un paralelogramo ABCD.
a) Calcula las coordenadas del punto D.
b) Halla el &rea del paralelogramo.

25. De los planos paralelos al plano x+y+z-8 = 0, halla los que determinan con los ejes de coordenadas un tridngulo
de area 8V3 unidades cuadradas.
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5. Volumenes

Volumen de un paralelepipedo

Un paralelepipedo es un prisma de 6 caras. Se trata de un sélido constituido por
6 caras, de modo que las caras opuestas son iguales y paralelas.

Sabemos que el volumen de un paralelepipedo de aristas 7", V'y W es el valor
absoluto del producto mixto,|det (T, V', W’)|. Si conocemos las coordenadas de
cuatro vértices contiguos del paralelepipedo: A(x;, yi, Z1), B(Xa, Vo, Z5), C(Xs, Ya, Z5) ¥
D(x., y., z,), entonces el volumen viene dado por

X, =X Yo =Y1 2,4
Volumen = ‘det(ﬁ,m,@)‘ =X, =X, y,—y, z,- 2,

Xy =X Ya=V1 2,724

Volumen de un tetraedro

Si en la figura anterior unimos los vértices C con By D con Cy B, obtenemos un
poliedro de cuatro caras triangulares y seis aristas, llamado tetraedro.

En realidad, un tetraedro es una piramide triangular y sabemos que el volumen
de una piramide es:

Volumen piramide = 1 4rea de la base - altura

3
Ademas conocemos que:

Dado que el volumen del tetraedro debe ser una cantidad positiva, el producto
mixto debe estar en valor absoluto: Tetraedro

Area de Ia base = %‘EXR‘
Y la altura es la proyeccion del vector AD sobre el vector ABx AC
altura = ‘E‘-cos angulo(AD, ABx AC)
Por lo tanto, el volumen del tetraedro quedara asi:

V:%%‘EXA_C"-‘E‘ﬁos 4ngulo(AD, AB x AC) =

- %UEHA—BxR‘-cos éngulo(A—D,A—BxR)} _ %A_D"(A_BXA_C)

La Ultima igualdad es consecuencia de una de las propiedades de los determinantes: al permutar dos filas el
determinante sélo cambia de signo.

Luego el volumen de un tetraedro es igual a la sexta parte del volumen del paralelepipedo construido sobre tres
de sus aristas concurrentes en un vértice.
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Ejemplos

10. Calcular el volumen del paralelepipedo cuyas aristas no paralelas son las distancias del origen a los puntos de corte
del plano 7: 3x—3 y + 2z— 6 = 0 con los tres ejes de coordenadas.

Solucion:

Tenemos que hallar las tres aristas que concurren en un vértice. Si tomamos como vértice el origen, las aristas estan
formadas por los vectores (ﬁ, OB y 075, siendo A un punto sobre el eje OX; B, sobre el eje OY, y C, sobre el eje
0z

Los puntos del eje OX, tienen y =0y z = 0, luego sustituyendo en la ecuacion del plano tenemos:
3x-3-0+2:0-6=0, 3x-6=0, x=6/3=2.
Elpunto Aes (2,0, 0).
Los puntos del eje QY, tienen x=0 y z=0, luego sustituyendo en la ecuacién del plano
3:0-3y+2:0-6=0,-3y-6=0,y=-2.
El punto Bes (0, -2, 0).
Los puntos del eje OZ tienen x=0 e y =0, luego sustituyendo en la ecuacion del plano tenemos:
3:0-3-0+2z-6=0,2z-6=0,z=3.
El punto Ces (0, 0, 3).

Las aristas del paralelepipedo son OA = (2,0,0), 0B = 0,-2,0)y 0C = (0, 0, 3). El volumen del paralelepipedo

sera:
2 0 0
Volumen = ‘det(ﬂ,@,@) ‘ =[0 -2 0| =12 unidades cibicas.
0 0 3
11. Hallar el volumen del tetraedro de vértice (1,1,1) y los puntos en que el plano 2x+3y+z-12=0 corta a los ejes
coordenados.
Solucion:

Llamemos A, By C a los puntos de corte del plano 2x+3y+z-12 = 0 con los ejes de coordenadas. Procediendo
como en el ejemplo anterior encontramos que son:

A(6,0,0),B(0,4,0)y C(0,0,12)

Llamando V al vértice (1,1,1), los vectores VA = (5, =1, ~1), VB = (=1, 3,-1) y VB = (=1, -1, =11) son tres aristas
que concurren en V; y por tanto el volumen del tetraedro sera:

-1
Vzl‘det(ﬁ,@,ﬁ)‘zl 5 == e e
J | IPRERY

(> Actividades

26. Hallar el volumen del tetraedro de vértices (2,2,2), (1,0,0), (0,1,0), (1,0,1).
27. Calcular el area y volumen del tetraedro determinado por los puntos (0, a, a), (a, 0, a),(a, a, 0),(a, a, a).

e
[
D
A
v
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6. Lugares geomeétricos

Un lugar geométrico del espacio es un conjunto de puntos de R® que cumple ciertas propiedades geométricas.
Estudiaremos algunos lugares geométricos sencillos en los siguientes ejemplos.

Ejemplos
12. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(3, 4, -1) y B(2, -3, 5).
Solucion:
Los puntos P(x, y, z) del lugar geométrico equidistan de Ay B, luego
d(P, A) = d(P, B)

J=3Y +(y—4) +(z+1) =(x-2) +(y+3)’ +(z-5)’

Elevando al cuadrado, desarrollando y reduciendo términos se obtiene:
-2x—14y+12z-12=0
Dividiendo por -2, llegamos al plano:
X+7y-6z+6=0.

Este plano se llama plano mediador del segmento AB, y es plano que divide perpendicularmente al segmento en
dos partes iguales.

Es obvio que obtendremos el mismo resultado si buscamos la ecuacion del plano que tiene como vector normal AB

514
y pasa por el punto medio del segmento AB, M,;= (555)

13. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los planos
. 5x+2y-3z+4=0y m:dx-y+z-1=0.
Solucién:

Los planos 7y 7, se cortan determinando cuatro angulos diedros, de otro modo los vectores normales 7, = (5, 2, -3) y
n,=(4,-1, 1) serian proporcionales, es decir, paralelos, pero no es el caso.

Sean P(x, y, z) los puntos del lugar buscado, entonces se cumplira que d(P, ;) = d(P, r,):

Y como se trata de un valor absoluto resultan dos planos:
|5x+2y—3z+4| |4x-y+z—1
V25+4+9 V16 +1+1

|5x+2y—32+4|:%|4x—y+z—1|

Y como se trata de un valor absoluto resultan dos planos:
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J19

S5x+2y-3z+4=+ T(4x—y+z—1)

J19

5x+2y—-3z+4=— T(4x—y+z—1)

Escritos de otra forma, resulta

419 J19 J19 J19
S5—— [x+| 2+— |y+| 3——— |z+4+—=0
3 3 3 3
5+@ X+ 2—@ y+ —3+@ z+4—@:0

Es facil comprobar que

(5_4x/ﬁ’2+«/ﬁ,_3_x/ﬁj{5+4\/@,2_\/@,_3+«/ﬁ}=0

3 3 3 3 3 3

Se trata, por tanto, de dos planos perpendiculares que dividen a los cuatro diedros en dos partes iguales y a los que
se denomina planos bisectores.

(> Actividades

28. Hallar el lugar geométrico de los puntos P que determinan con A = (1,0,0) , B = (0,1,0) y C = (0,0,1) un tetraedro

de volumen %

29. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan del origen y del punto P(3,-5,6).

31. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan 3 unidades del plano 2x+y-2z+1 = 0.

32. Hallar el lugar geométrico de los puntos que estan a igual distancia de los 3 planos siguientes: 7;: x—y+4 = 0,

i
1
L |
1
1
r 1
1
— :
?‘- i 30. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los planos x-y+2z+6 = 0y 2x-3y-3z+1 =0.
b :
; 7‘ I
e |
mf
— T X=y-2=0y 7y x-4y+z=0.

l

1

L
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<« Recuerda
v" Elangulo a que forman las dos rectas r y s es igual o suplementario al angulo que forman sus vectores de
direccion, se calcula —— 5.
i
coso = |cos angulo(u,v)| =
el
v" Elangulo a que forman dos planos secantes, r, y 7,, es igual
o suplementario al que determinan los vectores normales:
) o n, - n.
cos a = [cos angulo (7i,,fi,)| = |j f|
p
v Elangulo a de unarectar y un plano 7 se calcula de la formula:
e
sen a :| cos an ulo(v,n)|= —
V4
A (X1,Y1,Z1)
v Ladistancia entre dos puntos, A(x,,y,,Z,) ¥ B(X,.Y,.2,), xl 2
es el modulo del vector AB, entonces 7 y
AR 2 2 2 T) 0\#
d(A, B):|AB|:\/(X2_X1) +(y, —yi) +(2,-2) X Biaes
P
. . %
v Ladistancia de un punto P a una rectar es: \ ~— AP
|§xﬁ| P p r
d(iP, r)=—=
[
I
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v La distancia de un punto P a un plano z: P Y12y

|ax, + by, +cz, +d|

1P’

T ax+by+cz+d=0

d(P,z)=

v/ La distancia entre dos rectas, r y s, que se cruzan:

|det (v.w AB)|

d(r,s) = |v><w \

v~ Eléarea de un paralelogramo de vértices consecutivos ABCD es:

Area del paralelogramo ABCD = AB X AD|

v Eléareade un tridngulo ABC es:

Area del triangulo ABC = %W xAC|

v/ El volumen de un paralelepipedo del que conocemos cuatro vértices contiguos es:
Xo =X Yo =Y1 24, =

Volumen = |det(E,E,E)| =|x, =X, y,—y, z,- 2,

Xg =X Ya= V12474

v Elvolumen del tetraedro de vértices A, B, C y D es: -

V=%|7‘5-(A |=—|detADABAC|:—detT_6AD)| v
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Limite y continuidad de

n esta Unidad vamos a fundamentar las nociones de
E limite y de continuidad, siguiendo los pasos marcados

por Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897).

Para utilizar la definicion de limite con rigor hacen falta
algunas nociones previas sobre la recta real y el valor absoluto,
que usaremos en los teoremas que aparecen en la Unidad. Se
demuestran los casos mas sencillos del algebra o reglas para
el célculo de limites.

También se amplia el abanico de indeterminaciones
calculables con la introduccion de la Regla de L’'Hépital, cuya
justificacion veremos en la Unidad 8, tomar logaritmos
neperianos (indeterminaciones 1, 0°, o°) y el nimero e (indeter-
minacion 1~). El alumnado puede calcular la gran mayoria de
los limites que puedan aparecerle con posterioridad.

Introducimos la Regla de L'Hbpital, sin esperar a la derivada,
para agrupar todos los procedimientos mas habituales usados
para el calculo de limites. Ademas, aunque la derivada ya es
conocida de Primero de Bachillerato, la estudiaremos con mas

/ﬂ@ad’f;% .

o Karl T. W. Weierstrass
(Wikipedia.org. Dominio Publico)

profundidad en la Unidad siguiente, a la que remitimos en caso de tener alguna duda.

Retomamos la continuidad, su estudio en diferentes casos y hacemos hincapié en la relacion
entre continuidad, signo y acotacion. Se demuestran 3 teoremas importantes (de Bolzano, de los
valores intermedios y de Weierstrass), junto con otros de menor entidad, sencillos de entender,

y usados a menudo en el Analisis Matematico.

El limite permite fundamentar la idea no sélo de continuidad sino también de discontinuidad.
A raiz de las discontinuidades de salto infinito, surge la nocion de asintota vertical. El limite en
+o0o conduce a las asintotas horizontales y oblicuas. No sélo es importante saber calcular las
ecuaciones de las asintotas, sino conocer como se aproxima la funcién a ellas.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

Conocer la definicion de limite y su uso.

Estudiar la continuidad de una funcidn.
Utilizar teoremas derivados del concepto de continuidad.
Obtener las asintotas de una funcion.

o Qoo e =

Estudiar como se aproxima una funcién a sus asintotas.

Mejorar el calculo de limites, resolviendo las indeterminaciones existentes.
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Limites de una funcion

Limites de una funcion en un punto Limites de una funcion en +
Indeterminaciones
Regla de L'Hépital
Continuidad Limite finito
Teorema de Bolzano — Acotaciones Asintota Horizontal
Teorema de los valores intermedios Y=k k= Iirp f(x)
Teorema de Weierstrass o
E;T‘tgoir;?i?]ﬁad inevitable de Asintota oblicua
No Acotacion = Vo, = MXtn

Asintota vertical
x=aelimflx) =t

limites infinitos

1. LIMITES DE UNA FUNCION . . ...ttt t ettt et ettt et e e e e ettt et et et et et e e ettt e e et et e e eaees 164
1.1, CONCEPLOS PIrEVIOS . . o o ot ettt et et et e e e e e e e e e e 164
1.2. Limite de una funcion €N UNn PUNTO . . . . ... ottt e et e e e e e 165
1.3. Limites en el infinito y en el menos infinito . . . . . ... 169
1.4. CAlcUIo de IMItES . . . oo e 171
15. INdeterminacCiONES . . . . . . oo e e 172

2. CONTINUIDAD DE UN FUNCION ...\ttt ittt ettt ittt e et e et ettt e et e e e et e e et e et e et e at et aeeaneeanes 178
2.1. Estudio de la continuidad de una funcién. Tipos de discontinuidades . .. .......... ... i 178
2.2. Consecuencias de la continuidad: teoremas de Weierstrass, de Bolzano y de los valores intermedios . ............... .. ... .. ...... 182
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1. Limites de una funcion

1.1. Conceptos previos

Antes de definir el limite de una funcién en un punto necesitamos refrescar y aprender algunos conceptos sobre
la recta real:

e En larecta no hay huecos entre puntos ( 0 nimeros reales) y cualquier intervalo (a, b), con a < b, contiene
infinitos elementos o puntos. Recuerda que (a, b) ={xe R/a<x<b}.

Piensa en el intervalo (0,1;0,2). Al nimero 0,1 podemos afiadirle un 1 a su derecha y tendriamos 0,11.
A éste le podemos afadir otro 1 (u otra cifra) y tendremos 0,111 y asi sucesivamente. Se rellenan todos
los huecos que pudieran quedar entre dos nimeros, pues podemos escribir cualquier cifra a continuacion
de la ultima y proseguir asi indefinidamente. Por lo tanto, hay infinitos numeros reales entre 0,1y 0,2.

o Dada la sucesion de intervalos cerrados y encajados s, = [a,, b,],con @, <a, <..<a,<...<b, <b,_,<...<b,,
la interseccion de todos estos intervalos es otro intervalo [a, b], con a=lima, y b=1imb, :
- n—oo

S1ﬂ82ﬂ..-ﬂsnﬂ---:ﬂsi:[a’b] -
i=1

C . [ .
L L L L

1 a, a, a

[ R R
L J J 1]
a b b b b b,

n 3 2

n

Si lima, = lim b, , el intervalo queda reducido a un punto. Esta propiedad es la que nos obliga a usar inter-

n—seo

valos cerrados, que siempre llevan la igualdad.

Esto es lo que ocurre con V2 :

Fa. Sabemos que esta en la recta real (para representarlo usamos el teorema de

N Pitagoras, construyendo un tridngulo rectangulo de catetos iguales entre si e iguales

J2 ’ ‘\ a 1). Para usarlo en los célculos hay que determinar su valor decimal. Una primera
1

aproximacion da 1 <V2 < 2; una segunda 1,4 <2 <1,5; una tercera 1,41 <V2 <142,
una cuarta 1,414 <2 < 1,415y asi hasta conseguir infinitas cifras decimales no
periodicas. Si representamos nuestras aproximaciones como intervalos, tendremos la
0 1 JE sucesion de intervalos encajados [1,2], [1,4;1,5], [1,41;1,42], [1,414;1,415]... de limite
V2 . Los extremos inferiores forman una sucesion monétona creciente (1< 1,4 < 1,14
< 1,414 <...) mientras que los extremos superiores forman una sucesién monétona decreciente (2> 1,5 > 1,42 >
1,415 >...). Esto es l6gico si queremos mejorar nuestra aproximacion al valor decimal de 2 . Hemos encajado

un nimero irracional (V2 ), entre nimeros racionales (sus aproximaciones).

e |a distancia entre dos puntos a y b de la recta real vale dist(a, b) = |a — b|. Gracias al valor absoluto se
—x,8i x<0 —X+a,six<a
_ =|x-a|= ,
X,8i x>0 X—a,six=>a
cion vienen algunas propiedades y definiciones importantes en las que aparece dicho valor absoluto:

verifica que dist(a, b) = dist(b, a) . Recordemos que|X| = { . A continua-
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o Ladesigualdad triangular |a + b| < |a| + |b|. Si a 'y b tienen el mismo signo se verifica la igualdad, pues
se suman ambos valores y se pone el signo comdn (que el valor absoluto transformara en positivo). Si
tienen signos distintos se restaran, con lo que se verificara la desigualdad.

o Lainecuacién |x - b| < ¢ se resuelve de la siguiente manera:

—-X+b<c=x-b>-Cc=x>b-c

|x—b|<c=>{ }ﬁb—c<x<b+c=>xe(b—c,b+c)

X—-b<c=x<b+c

E (b,
EbY /o AP\
br\_x b Jbtr br\_x b b+

Su interpretacién geométrica lleva al concepto de entorno de un punto b de radio r

E(b)={xe R/b-r<x<b+r}={xe R/|x-b|< r}. Elentorno es reducido cuando se excluye el punto:
E*(b,n) = E(b,) —{b}={xe R/0 < |x-b|< r}. Observa que al escribir 0 < |x — b|, b no cumple la inecuacién,
pues quedaria 0 < 0, que es falso.

o |ab| = |a|‘|b|. Puedes comprobarlo usando en la regla de los signos.

e Las cotas son conceptos importantes. Se dice que un nimero real M es una cota superior de un conjunto
Ac Rsi a<M,VaeA. Es decir, todos lo elementos de A son menores 0 a lo sumo iguales a M. Si un
conjunto tiene una cota superior se dice que esta acotada superiormente. Un nimero real N es una cota
inferior de Asia= N, Vae A. Si un conjunto tiene una cota inferior se dice que esta acotada inferiormente.
Un conjunto que esta acotado superior e inferiormente se dice que esta acotado. A la menor de las cotas
superiores se le llama extremo superior 0 supremo (maximo si pertenece al conjunto A) y a la mayor de
la cotas inferiores se le llama extremo inferior o infimo (minimo si pertenece al conjunto).

1.2. Limite de una funcion en un punto

Hay tres resultados posibles para el valor del limite de una funcién en
un punto: que sea finito (normalmente se denomina /), oo 0 -co. Estos
dos ultimos no son valores, sino la forma de representar el hecho de
que la funcion no esta acotada en el punto.

a) Limite finito

De forma poco rigurosa, decimos que / es el limite de f cuando x tiende
a p cuando los valores que toma la funcién f se aproximan a / al acercase
x al punto p. Se escribe !ig} f(x) = I. En esta definicion intuitiva parece que \ /
la condicion la impone que x se acerque p, pero lo que interesa es que f p
se acerque a su limite. Por ello, la definicion de limite es: el limite de f cuando x tiende a p es | si y sdlo si para todo
€ (épsilon) positivo existe un o (delta) positivo tal que si 0 <|x — p|<d entonces |f(x) — I| <&, es decir,
limf(x) =/ Ve >035 >0talque si0<|x—p| <5 =|f(x)-I|<e.

X—p

/i?“.------i

La condicién la pone & y hay que encontrar un &, relacionado con €, de modo que 6 disminuya al disminuir &.
Asi, demostrar que un numero / es el limite de una funcién fen un punto p es encontrar una relacion entre 6 y e,
mediante las dos inecuaciones que aparecen en la definicion.
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Podemos rescribir la definicion usando entornos. La funcién ftiene que estarenun E (l,£) y xenun E*(p,5)
(x no puede tomar el valor del punto p, pues al sustituir x por p en la definicion queda 0 < |p-p|< 6 = 0 <0, que

es falso). La definicion queda asi: limf(x)=1/« Ve >035 > 0tal que si xe E*(p,5 ) entonces f (x)e E(l,¢ ).

X—p

Ejemplos

1. Usando la definicion demuestra que: a) lim(2x-3) =~1; b) Iinr;(xz -5)=4
Solucion:
a) lim(2x —3) =-1< Ve > 038 >0 tal que si 0 <|x—1 <5 entonces [2x —3 +1| < &. Hay que encontrar una relacion

X1
entre 5 y &. La 2 inecuacion se convierte en [2x —2| = |2(x - 1)| =2:]x-1<25 =& = tomando 5 = % queda demos
trado el limite. Asi, si & =10, los valores de x que hacen que la funcion verifique que —1-10" <f(x)<—1+10"°, ve

rifican a su vez que 1-5-10° < x <1+5-10°, x # 1. Es decir, si queremos una precision de ¢ =10~ en la funcion, es
necesaria una precision de & = 5-10en la variable independiente. Por ejemplo, —1,00001 < f (1,0000001) =

= —0,9999998 < ~0,99999 (x =1+107) mientras que f (1,00001) = ~0,99998 « —0,99999 (x =1+10"°).

b) Ixi_)rr;(x2 ~5)=4 Ve >035 > 0tal que si 0<|x—3[< 5 entonces [x* —5—4| <. Se parte de 0<|x—3| <5 yse
opera |x2 -~ 9| =|(x+3)(x=3)|=|x+3-|x-3|.
El primer valor absoluto verifica |x +3|<|x —3+3+ 3| <|x —3|+|6| =|x — 3|+ 6 < 5 +6; el 2° esta acotado por 5. Asi,
|x2 - 9| =|x+3|-|x—3|< (6 +6)5 =& = Laecuacion §° + 65 = tiene como solucion positiva 5 = J9+e -3, quet
la relacion buscada.

En ambos casos, si disminuye ¢ también lo hace 6.
Sitomamos & =107, los valores de x que hacen que la funcion verifique que 4 —107° < f (x)<4+ 107°, verifican a su

vez que 31,6710 < x <3+1,6710, x = 3. Por ejemplo, (3+1,510"*) = 4,000900023 < 4,001 pero f(3+2107)
=4,00120004 > 4,001.

2. Usando la definicion demuestra que: a) Iim11 =-1, b) Iing NXx+4 =2
x—=>-1x X—

Solucion:

a) lim 1 =1 Ve>035 >0talquesiO<|x+1 <6 =

x>=1x

1+1
X

1+ x
<g=|—
X

<é. Tenemos 0<|x+1<8 =

{x+1<5:>x<5—1 } O -1 1 - 1 1 1
=

-X=-1<6=>x>-1-6 :_(1+5)<X<_(1_5):>1—5 <;<1+6 :>1+6 <N<§

<%=s =6=¢-e6=6(1+e)=¢ =6 =%. La relacion (1) es facil de ver si piensas que
- &

1+ x

X

—1,1<x<—0,9:>_—1<1<_—1:>i<i<i.
09 x 11 11 |x| 0,9

b Iin})\/x+4 =2& Ve >038 >0 tal que si 0<|x| <8 entonces ‘\/x+4—2‘<s.

~

Usamos que va+b < \/ﬁ + \/ﬂ . Para comprobarla elevamos ambos miembros al cuadrado:(\/a +b )2 =

=a+b; (\/E+M)2 = |a|+2\/w+|b| = (\/mf < (ﬂﬂ/ﬂ)z y de aqui el primer resultado. Para

evitar raices de nimeros negativos (a+ b puede ser positivo aunque alguno sea negativo), se utilizan a la dere-
cha los valores absolutos. Tendremos: ‘\/x +4 —2‘ <||J|x] + 4 —2| <X <V6 =e=8=¢"
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Observa que:

e La definicién no proporciona un método para calcular limites, sino que nos asegura que, de haberlo calculado
bien, el resultado es correcto. Por ello, la definicion la usaremos Unicamente para demostrar alguna de las
reglas empleadas en el célculo de limites.

e En todos los ejemplos se cumple que lim _ f(x) = f(a). Esto es asi porque todas son funciones continuas,
que para serlo deben verificar esa igualdad. Habitualmente tratamos con funciones continuas (las que pueden
presentar discontinuidades, como las definidas a trozos, las definidas como cocientes y los logaritmos,
suelen ser continuas fuera de los puntos problematicos). Asi, podemos usar el resultado siempre que
sepamos que la funcion es continua.

Ejemplos

3. Calcula los limites siguientes: a) Iing(xz—ZO); b) lim (3senx~2); ¢) lim ",
x—>E S

Solucion :

a) Iing(xz—ZO):Sz—ZO:S; b) |irg(3senx—2)=3sen%—2=3—2=1; ¢) lim et =e™ =e.

X—>—
2

4. Calcula los siguientes limites: a) imin(x—4); b) lim (5cosx+7); c) lim (1+tg?x).
oy

Solucion

: _ AN\ _n : _ _ _ . . 2.\ _ 2 T _ _
a) limin(x~4)=In(5-4)=0; b) lim (5cosx+7)=5cosm+7=-5+7=2 ¢) Xll_rg(1+tgx)—1+tg 7= 1H1=2
4

b) Limite infinito

x al punto p, la funcién aumenta cada vez mas su valor, sin nada que la pare. La definicion es:
limf(x)=c0<> VM >0,MeR,35 >0 tal que si 0<|x—p|<5 entonces f(x)>M.

X—p

Sila funcion no esté acotada superiormente en el punto, se dice que limf(x) = co. Esto es, al acercarse M |
S 5 P

|

l

I

[

|

Fijamos una cota superior M. La funcién f supera ese valor al aproximarse x a p, por lo que M ya
no es cota superior. Como esto sucede para cualquier valor de M, fno tiene cota superior en el punto p.

c¢) Limite menos infinito

Sila funcion no esta acotada inferiormente se dice que lim f (x) = —co, esto es:
limf(x)=—eo < VN<O0,NeR,38 >0 tal que si 0<|x—p| <5 entonces f(x)<N. Xl(
X—p I
NE--J-----

Se fija una cota inferior N, esta cota queda por encima de la funcién f al aproximarse x a p. Ya no
es cota inferior; y como esto sucede para cualquier valor de N, la funcién f no esta acotada inferiormente.

La no acotacion de la funcion (discontinuidad inevitable de salto infinito) se presenta en los puntos en los
que el denominador se anula y no el numerador o donde el argumento del logaritmo se hace cero. En el primer
caso (fracciones algebraicas o funciones definidas como cocientes) los limites laterales suelen ser distintos, mientras

167 RES 4p»



REQ 44p

LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES

Funcion que las funciones logaritmicas solo tienen un limite lateral (para el otro el argumento
Mf----1 | itmi . . . - o
ogaritmica es negativo, no existe el logaritmo y légicamente carece de limite)

/.,4\ "\ Por las razones precedentes, cuando aparece una divisién de un numero no

< 5 - nulo entre cero hay que calcular los limites laterales. Nunca existira el limite en el

Fraccion punto, pues la fuInC|on siempre tendré unlal discontinuidad inevitable de salto infinito,
algebraica es decir, una asintota vertical de ecuacién x = p.

NE----. 1R

Ejemplos

1

o . . X+4 , =
5. Calcula los siguientes limites: a) lim=—; b) lim In(x* ~16); ¢) lime~.
-3 x—3 x—4 x—0
Solucion :
. x+4 7
X+4 7 ||m_3=0__=_oo,
7 x—3 X — . . P
a) lim——==-= X Si el denominador es cero, para calcular los limites laterales, cuando
=>3x—-3 0 . X+4 7
lim ——=—=oco.
x—3" X—3 0+

x tiende a 3 por la derecha (x — 3") y cuando x tiende a 3 por la izquierda (x — 3), lo nico que hay que ave-
riguar es el signo de la fraccion cerca del punto.

A lim In(x* ~16)
b) limin(x*~16)=In0=1 ** ,pues x2 —16<0six < 4.
o lim In(x* ~16) =~

1 il 1
1 1 II'meX=e°7:e_°°=T°:0.

’ i 0 0~ 'z q q q q
c) Img er =g =7 1 1 € La funcién exponencial cambia su comportamiento debido a
X—> ALY
limex =e% =€~ =co,
x—0*

la influencia que tiene el cambio de signo del exponente.
6. Calcula: a) lim X;Sz; b) limin|x—5; ¢) lim In(x +1)2 :
x—2 (X N 2) x—5 x—-1

Solucién :

. x=5 -3 . . L
lim > = — = —oo. al ser el denominador un cuadrado, siempre sera positivo, por lo que no hay que cal-
X—2 (X _ 2) 0

cular los limites laterales.
b) Iim5 In|x - 5| = —oo: debido al valor absoluto, el argumento siempre se acerca por la derecha a cero.
X—>

a)

' 2 .
c) I|m1ln(x+1) = —oo; al ser el argumento un cuadrado siempre se acerca por la derecha a cero.
X——

X% +1

—,six<-1
X+1
1

7. Dada f(x)={e** si—1<x <1, calcula Iim1f(x)y Iim1f(x).

X—— X——

In(x2—1),six>1
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Solucion :

Hay que calcular los limites donde la funcién cambia de definicion, por lo que hallamos directamente los limites
2 1
. X+ 2 . B R
laterales: lim f(x) = lim = —oo; lim f(x)= lim e**' =e” =oo

x—-1 x>-1 X+1 0 x—-1" x—-1"

Hay que seguir con los limites laterales, pues son necesarios para averiguar el signo del cociente.

1 1

i = i m =] E =] : i = i 2 — = —o0
Xll_)n;f(x) leinne e? =+/e ; XI|_>n11 f(x) XIer11In(x 1) : \ \
Arriba esté la grafica de la funcién en los puntos en los que hemos calculado los limites. JE
X+1 -1 1
8.Usando la definicion, demuestra que Iim0 [ =oo, | |
X—> X

Solucion:

(X +1 : X+1

lim|=——|=e0 < VM >0,Me R,35 >0 tal que si 0<|x| <5 entonces [—| <M = |x+1|<M:|x|=

x—=of X

S xS +1<6 +1<M5 = 1<5(M-1) =8 >ﬁ.Asi, si M =1000,6 =1,001-10° =

:>f(0,9-10’3)=1112,1 >1000.

1.3. Limites en el infinito y en el menos infinito

También aqui pueden darse varios casos:

Que la funcion se acerque a un valor finito, que puede ser distinto en co y en —oco. Si el valor es el mismo

en ambos casos, se escribe |im f(x) = k. Este valor nos da la ecuacion de la asintota horizontal de la funcion

Vu = k.

¢ Como indicar que ftiene un limite finito cuando x tiende a co 0 —c0? Recordando la definicion de limite de

una sucesion (lim a, =/ < Ve >03n, € N tal que si n > n, entonces |a, —/| <&), podemos escribir el
N—co

limite de la funcion cuando x tiende a =+ oo:

o limf(x)=/& Ve >03x,€R" tal quesix > x, entonces |f (x)—/|<e.

X—>o0

La tendencia a infinito se indica haciendo X, positivo (pues pertenece a R’).

o limf(x)=/e Ve>03x¢€R,x, <0, tal que si x < x, entonces |f(x)—I|<e.

X—>—c0

Recuerda la relacion de orden para los nimeros negativos.

. Que la funcion no esté acotada superiormente |im f (x) = co o inferiormente |im £ (x) = —oo. Igual que en

el primer caso, los limites de la funcion pueden variar de oo a —oo. La funcién no tiene asintota horizontal.

Las definiciones seran ahora:
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o limf(x)=c0o=VMeR" 3x,e R tal que six>x, =f(x)>M.

o limf(x)=—o=VNeR N<0,3x,€R,x, <0, tal quesix <x,=f(x)<N.

m

|
xX— -

Intenta escribir las definiciones para los dos limites que faltan (limf(x) = —oo'y

[i f (x) =00). Graficamente
se puede representar de las siguientes maneras:

FOOf . x oo A
M 5 P
limf(x)=k | L oL P
B oty . ; N
/__ — b !
7 Xo X _N 0. f(x)
limf(x) = o fim f(x)= —o
Ejemplos
9. Demuestra que lim X—+1:1.
X—)—oox_
Solucién :
X +1 : X+1 2 2
lim =——=1<Ve>03x,€R,x, <0talquesix<x, = |—-1l<e = |—|=——<e=2<e|x-1=
xomee X — X—1 x=1 |x—1

:>|x—1|>g. Como x ha de ser negativa, queda —x+1>g:>x—1<—g:>x<1—3=>x0 =1_E_ Si
& & & & &

£ =10", x, =—2-10". Es decir, si queremos que el valor de la funcion f difiera de 1 en menos de ¢ =107",
x ha de ser menor que x, =-2-10".

10. Demuestra que lim e™ =0.

X—>o0

Solucion :

ime™ =0< Ve >03x,eR" tal que six > x, = |e‘* <& = Al ser la exponencial positiva: e <¢. Para des-

X—>o0

pejar x, se toman logaritmos neperianos en ambos miembros: —x <Ing = x > —Ing = x, =—Ing. Sig =107,

X, = 46,052. Esto es, para que f difiera de 0 en menos de & =107, x ha de ser mayor que x, = 46,052.

Dejando ya aparte la definicion, y como interesa que podamos efectuar calculos, debes recordar los siguientes
resultados de los limites en + oo:
lim x" = co . Por ejemplo, lim x° = co
X—00

X—o0

lim x" = oo si r es par. Por ejemplo, lim x* = oo
X——oc0

X——o0

lim x" = —oo si r es impar. Por ejemplo, lim x° = —oo
X——c0

X—>—oo

1) Sir>0=

lim ir = 0. Por efemplo, lim 1 =0
X—teo ¥ X—Feo ¥
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2) Cuando se trata de polinomios, el comportamiento en co 6 —co viene dado por su monomio de mayor grado,

siendo despreciables los demas términos.

) 5 o3 2 s x* x* 1000

lim (4x° —7x° +25x* =1000) = lim 4x°, porque =, =, —— — 0 cuando x — .
xe0 X* x° X

X—>o0

3) lime* =0, lim e* =lime™ =lim i=0.

X—>o0 X—>—o0 X—>00 x> g¥

4) limInx = oo,

X—>00

5) No podemos calcular lim Inx, lim senx, lim cosx, lim tgx.

X——o0 X—>too X—>too X—>too

6) limg, (x)<limf(x)<limg,(x) y limg,(x)=lmg,(x)=/=limf(x)=/

1.4. Calculo de limites

Para calcular limites necesitamos conocer el Algebra de limites:

o lim(f(x)xg(x))=limf(x)+limg(x) el limite de una suma o resta de funciones es la suma o resta

X—a

de los limites.

o lim(f-g)(x)=limf(x)-limg(x)ellimite de un producto de funciones es el producto de los limites.

o lim [k-f (x)] =klimf (x) : el limite de una constante por una funcion es igual a la constante por el limite

X—a

de la funcion.

limf(x
e |im r (x) =212 ,limg(x) =0 : el limite de un cociente de funciones es el cociente de los limites.
x-a| g lim g(x) x—a

Cuando lim g(x) =0 se pueden presentar dos casos:

, - f(x) _k
a) Quelim f(x)=0= lim % =77 toman limites laterales. Se obtendré = ¢ — dependiendo de los
. signos.

, . f(x) 0 o . . -
b) Que Ixmf(x) =0= mm =3 = cualquier numero es valido. Se trata de una indeterminacion, que

resolveremos un poco mas adelante.

limg(x

X , x—a ) , . .y . ’ .
) Iim(f(x))g( ) =(I|mf(x)) : el limite de una funcién elevada a otra es igual al limite de la base

elevada al limite del exponente.

Como ejemplo, a continuaciéon demostramos las dos primeras férmulas.

Demostracion lim (£ (x)£g(x))=limf (x)+limg(x) :

X—a X—a
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Supongamos que liLr;f(x) =/ (Ve,>035,>0talquesi 0< |x—a| <9, entonces |f(x)—l| <g&)yque
limg(x)=k (Ve,>035,>0 tal que si 0 < |x—a| <8, = |g(x)—k|<&,). Hay que demostrar que V& >0
36 >0talquesi0 <|x—a| <0= |f X ( )— l+k |<g. Usando la desigualdad triangular se tiene:

I (x)+g(x)=(1+K)| <& =|f (x)=1+g(x)—-k|<|f (x)~I|+|g(x)—K| <&, +&, = tomando & =¢, +,
y & =max(5,,6,) queda demostrada la regla.

Demostracion lim (f-g)(x) = limf(x)-limg(x):

Se usan los presupuestos anteriores. Hay que demostrar que Ve > 036 >0 tal que si 0 < |x —a| <6=>

= |f (x)yg(x)-I -k| < ¢. Introducimos dentro del valor absoluto g(x)-/ (sumando y restando):
(0)-9(0)=g(x)-1+g(x)1=1-K =[[£()=1]-9(x)+1 [ (x)~K] <[ ()1 (x)} +
+I|-lg(x)—k|<&,-|g(x)—k+K|+|I]-&, <&, (g, +|K|)+|I|-£, = tomando & =&, (e, +|k|)+

+¢,|l| y 6 =méx(s,,8,) queda demostrado.

Estas formulas sirven también para + oo, como todo lo que se diga a continuacion. Para no alargar la Unidad,
solo escribiremos |im (x). Cuando los limites son finitos no hay mas que operar y cuando son infinitos hay que
usar las reglas para manejar los infinitos que vimos en primero.

Ejemplo

x+1
11. Calcula: a) I|m X+3 +b) 1im (3x° +7x%); ¢) lim(~/2x+6 —x).
x_5 X—>o0 x—5

Solucion :

a) “m(x+3j” =(—§) =—122—75 b) I|m(3x +7x° ) °; C) Lm(\/2x+6—x)=—1.

x=2| x—5 3 X—>o0

1.5. Indeterminaciones

El calculo de limites que no son indeterminaciones es una trivialidad (se sustituye y se opera). La aparicion

de alglin oo o de algun 0 (cero) en determinados lugares puede convertir el limite en una indeterminacion. Conocemos
0 o

v oo —oo, También lo son 0-co, 1%, 0°, o0 Salvo 0°, todas las indeterminaciones se deben a que oo no es

oo

un ndmero y, por lo tanto, no se puede operar como tal. Como 0°= 0y a° = 1, no sabemos qué valor dar a 0°. Estas
son las 7 indeterminaciones posibles.

Para resolver estas 7 indeterminaciones necesitamos alguna herramienta més potente que la division por el método
de Ruffini, que sélo sirve para polinomios, o el conjugado, valido cuando hay raices cuadradas. Esta herramienta se
llama Regla de L’Hopital y consiste en cambiar, en un cociente, el numerador y el denominador por sus respectivas
derivadas, y calcular a continuacion el limite. Si de nuevo sale una indeterminacién se procede de forma anéloga hasta
que ésta desaparezca. Por supuesto deben existir las derivadas defyde g, que es lo habitual.

Puede enunciarse asi: Si llm =~ 6 = entonces Ilm
(X) 0 HGQ(X) Hag(X)

172 RES 4p»



REQ 44p

La demostracion de esta Regla tiene que esperar a la Unidad 8, pero creemos mas conveniente unificar todo
el calculo de limites, con los métodos que se usan habitualmente. Las derivadas pueden repasarse de Primero o
en la Unidad 8.

. v (x) .
e Indeterminacion &g

- Si ambos son polinomios nos quedamos en el numerador y en el denominador con los monomios de
mayor grado, simplificamos y obtenemos el valor del limite.
- En cualquier otro caso, se usa la Regla de I'Hdpital.

Indeterminacion 0.

* 0
- Siambos son polinomios, factorizamos numerador y denominador y simplificamos los factores comunes.
e Indeterminacion 0-co:
- Se efectua la multiplicacién indicada pero no realizada y se resuelve la indeterminacién que aparezca.
- Se convierte en % o z usando el procedimiento: f(x)-g(x) = # por el que 0 se convierte en
% (x)
oo § o en 0. Después se utiliza la Regla de L'Hdpital.
e |ndeterminacion 0°, oo®, 1>:
— Se toman logaritmos neperianos para bajar los exponentes (Ina’* = b-Ina). Todas se convierten en 0- oo
(In1*=00-In1=00 -0, In 0°=0 - In 0=0-(-00), In 00°=0-In 00 =0-00) y después en% 0%.
e Indeterminacion oo —oo:

- Se efectua la resta indicada pero no realizada y se resuelve la indeterminacién que aparezca.

- Se usa el conjugado cuando haya raices cuadradas.

Ejemplos

12. Calcula los siguientes limites: a) Jm%b XL%%; ) ng;—_jf;d) X_imxzx—;,
e) lei—:
Solucion :
o I = ()= Im 3= (2) ==
b) X&Q%=§(md)zm§—j=m%=0-

2-1)" oo 2
g tim ) = gy i 2 g

o= 4x* 41 oo xo= 4x°
3 3
X —oo xS
d) lim ——=—{(ind)= lim = = lim x = —eo.
Xx——o ¢ +1 oo X—>—e0 ¥ X—>—o0
e* oo, | LHwial  oX o LMot X
e) lim==—(ind) = lim-—=—(ind) = lim—=co,
X—eo X oo x> QX oo X—>eo D
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x*=3x+2 0, | LHeE 2y_3 1

13. Calcula; @) lim————=—=(ind) = lim =——: b) lim(x-Inx).
) x—1 XZ_'] 0( ) x->1 2x 2 ) x—>0( )
Solucion :
L'Hépital _
a) lim ﬁ O(Ind) Sim2 31
ot x° -1 0 12X 2

1
. T A
b) lim (x-Inx) =0-(—eo) (ind) = lim == ind) = lim =lim(-x)=0.

— (
ny () O—yxz -0
2
14, Calcula: a) Ilm[ > u); b) |im(g\/X2+ ); c) |Im(%—22—x4j-
x> ¥ X -

> x+1 Tx+1 =2\ X —
Solucién :
2 multiplicando
a) lim| = XX 00 o (ing) T i XDy X5
-1 x+1 7x+1] 0 -6 oA (x+1)(Tx+1) =-17x+1 6

b) |im(§\/x2+sJ:o.oo(ind)=|im2”2+8=|im£2 Xxjsjqim(z é}:z.

X—>o0 X—e0 X X—o0 X—>o0 X
, 1 2X . restando 2—x 0,. L' Hépital . -1 1
¢) lim| ——— =oo—oo(ind) = lim——=—(ind) = lim—=—-.
=2\ x-2 X" -4 -2x2—4 0 x=22X 4
x* . 1-cosx
15. Calcula: a) lim——>—: b) lim— 2%
~03In(cos2x)’ " x~0cosx —senx
Solucion :
. x* 0, LHopil 3x? . —x’cos2x _ QLM —2xcos2x — 2x*sen2x
a) lim————=—(ind) = lim =lim = lim =0.
>03In(cos2x) 0 x=0 3_—23en2x =0 2sen2x 0 x—0 4cos2x
€0S2X
, 1-cos x Oy, S LB senx =1 JLT_TZOO
b) lim——————==(ind) = lim —lim—=
x=0xcosx—senx 0 x>0 008 X — XSeNnx —cos X  *-0 x lim —1
—_— = —c0
x—0" X

16. Calcula: a) Iinl(x~e‘x); b) Iirrgx*; c) Il'rrg(1+2x)%.

Solucién :
, B . , X oo . L'Hépital , 1
a) Xll_rll(x-e*):w-O(/nd):Jme—X:;(/nd) = lim—=0.

b) limx* =0° (ind) = hacemos y = x" = Iny = x-Inx = Calculamos el limite: lim (Iny) =1im (x-Inx) =

1
Inx —eo ,  LHopial , . o
=0~(—°°)(Ind)—|Im()7=:(lnd) = Ixm_{/xz ::yirg(—x):0:>1m(lny):ln(lmy)=0z
X
)
:>I|my—I|mx =g’ =1.

x—>0

En “ hemos intercambiado el limite y el neperiano. Lo podemos hacer porque el logaritmo es una funcién
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continua en su dominio y verifica que Iinl(lnf(x)) = In(linlf(x)).

En @ deshacemos el neperiano recurriendo a su funcion inversa, la exponencial.

3./n(1+2x):> i (Iny) =

X—>o0

¢) lim (14 2x)’% =e* (ind) = y = (1+2x)"% = Iny = >-In(14 2x) =
X—oo X

3. n(1+2x) oo, . L'Hopial 3
=|Im¥ —(ind) = lim —O=>I|m(1+2x)/X:e°:1.
X—>oo X oo x> 142X X—>o0
. 2+4C0SX—C0S* X |
17. Calcula: @) lim ————; b) li Im 1+—— 1+—
x> xsenx
Solucion :
. 2+cosx—cos’x 0, . LHel  Dsenxcosx—senx
a) I|m—=—(/nd) = lim =0.
x—om xsenx 0 x>m SeNX + X C0S X

1 2 1 3
. 2 3 ] conjugado + =
b) lim| ,[1+=— [1+= |=co—co(ind) = lim| ——F-==
x—0 X X x—0 X+ _|_ X+3
1+ 1+—

=lim L

HO\/_( X+2+ x+)

Hay que usar el conjugado y simplificar antes de tomar de nuevo el limite. Escribimos Unicamente Iim0 y no
X—

lim , que es lo riguroso, porque no hay confusion posible.

x—0"

2+X
Inj —— 1
18. Calcula: a) lim 2X  b) lim (fgx)semcosx.
= x—>X
X

Solucion :

,,,[ZHJ x.(_2]
L"Hépital 2
R R

X—>oo 2 0 X—>00 X—eo X + 2

X X
Aqui podemos hacer un cambio de variable. Tanto en el numerador como en el denominador aparece el término

. . 24x 2 .
— (en el argumento del logaritmo neperiano —— = —+1), que tiende a cero cuando x — <. Hacemos ,
X X X

/n(y+1) 0, L'Hopital 1

2
y =— cambiamos el limite: lim por I|m Calculamos entonces I|m —(/nd) = lim—=1.
X

X—>00 y 0 y—>0y+1
1 1
b) lim (tgx)senc—cosx =17 (ind) = y = (tgx )sen—cosx = Iny = ; In(tgx) = I|m Iny = lim M =
. Senx — cos X s x> SBNX —COS X
1+1g°x
0 . L'Hapital th , , 1 N
=2(ind) = lim—2" lim (1 nl | =/2 = lim (tax \ssm—cosx = 2.
O(In ) x|—>m COS X + Senx ﬁ \/_:>X|_r:(ny) H[XI—I'}T%}/\] f:xﬂ(gx) ¢
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X—ro0

., - . , . , 1Y . 1
También podemos resolver 1° recurriendo al numero e. Para las funciones e = lim (1 +—| oe= /In’(l) (1 +x)x .
X X—

Como en sucesiones lim (p(n))q(n)

n—oo

lim (p(n) —1)-q(n)}, para las funciones usaremos la siguiente

N—eo

=1" =exp{
formula:
lm (7 ()" =1 =exp{lim[ (7 (1)-1)-(x) ]}

Para mayor claridad se escribe exp en lugar de e. En el caso de las funciones la indeterminacién no sélo aparece
en oo sino en cualquier otro punto.

X—= x—=
4 4

.| senx—cosx 1 . 1 N
=exp1 lim . =exp lim| —— [ =¢e"".
- COS X Senx —cos x x>T[ COSX

Para las indeterminaciones 1 suele ser mas sencillo usar el nimero e.

1 n°e
El ejemplo 17 b) quedaria: lim (tgx )sen—cosx =17 = exp{ lim [(tgx—1)-;}} =
x ™ Senx — cos x

Ejemplo

3x 2x
19, Calcula: a) lim[ 1+ : b) lim N
o= X x| 5x° =7

Solucion :

a)

b)

a)

b) i

3x
lim (1+1) =1 (/nd) = exp{lim FBX}}:
X—>o0 X X—>o0 X

2x
5x° 5x° 14x
lim =1~ (ind —ex lim|| —————1}2x [} =exp{ lim ——— ! =¢° =1.
x—>°°[5x 7J ( ) p{X—MHSf—? J }} p{x—>°°5x —7}
20. Calcula:a) lim (x+1)"; b) i 1“”31‘2.
X—=> X_
Solucion :
Iim(x+1)%=oo° (ind)=>y:(x+1)%:>lnyzwz>lim(/ny)z
X—oo X X—oo
. o L' Hapital
= 1im 20 2 ) 2 i 2 0= fim (x-+ 1) = =1.
X—>o0 X oo x> X +1 X—>o0
conjugado _ _
1\/x+ 1 2_8(nd) f_g Jim Xx+3-4 _Iim x—1 _
X— X

X‘”(x—1)(\/x+3+2) X—’1(x—1)(\/x+3+2)
lim l 1
_H1,/x+ 312 242 4

Este ejemplo también se puede resolver mediante la Regla de L'Hopital:

o XH8=2_0 . e 11
—(ind) = lim — =
=T 0 odx13 22 4
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(> Actividades

X =Tx+6 o X 43¢ -9x+5, . X +2x —11x—12
IM———————;¢) lim _
o1 =3x7 +3x=1" " >4 x° +8x* +11x =20
3 3 3/,5 _
2. Caloula:a) fim X X0 ) jim X +25 o) lim r2Tx
x* —16 H°°2x +5x x> 3x+8

4-x+16 \/1+3x 2. N2+x-6-x
ox-2

3. Halla:a) lim———=——:b) li ;€) lim
x—0 X x

x—>2

5

x°—25 1—x4
4. Calcula:a) lim ———;b) lim ¢) lim (Vx2=3x +x].
) o x3 4 2x =T ) x=16—3x* ) x—>—°°( )

5. Averigua: a) Iim(x-e%);b) lim (x-e%);c) lim (x~e%).

6. Calcula: a) I|m(2x 1)x1 b) I|mx c) nm(f)”.

7. Calcula a) lim X —X —8x+12. lim _2X =8

— b
x—2 _3X2 +4 ) xa4 /6X+ 5

4 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I 3 2 _ 2 I
| 8 Calcuaa) lim| o~ X |y [ XX !
I on| X +3X+5  x+1 =2 X°=2x"—4x+8 1
1 1
1 / 2 |
| 9. Caloua:a) fim X" % 5” 2. ) lim ™ 4’(2 [ ol :
I = x—7 x°—49 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
k ol

\/3x+ -3 —2x*—2x-3

10. Calcula: @) lim ——>——:b) lim 2—.
= =3x° —5x% +3x+9

X—>o0

=3 x—3 2x+5

11. Averigua: a) ”m{Zx o U "'4) b) lim (6)( x* 3X)
X+5 X

6x2—5 )" b i x* —3x —2x* +12x-8
+2x—1

12. Halla: a) lim| —;
x| BX =2 —3x° +4x

\ ° 5 (x+3)2
13. Calcula: a) Ilm(x - ) =45 p) M ————.
=2 =~32In(e**° + x+3)

3
3 cosx
14. Calcula: a) lim (1—sen2x)ec; b) lim (1+senx) :
X

e
2

2

3 2
15. Calcula los limites siguientes: a)  lim S —bxtd_2x+7 ;b) lim X 2x+2
Xe X“+5 X 1| x2—1 3x—7

16. Calcula los limites siguientes: @) lim

X—>o0

:b) lim .
) im xt—x®—4x* +4x

2

(x2+3x—1J X=X —Tx2+x+6
X_
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2. Continuidad de un funcion

2.1. Estudio de la continuidad de una funcion. Tipos
de discontinuidades

Una funcion f es continua en un punto x =a cuando limf(x)=f(a), es decir, f es continua en x =a <

X—a

Ve >035 >0 tal que si [x—a| <5 entonces |f(x)—f(a)| <& . La definicion empleando entomos es la sigui-
ente: Ve >038 >0 tal que si xe E(a,5) entonces f(x)e E(f(a), ). Es la definicion de limite, pero consi-

derando lo que le ocurre a la funcién en el punto a.
La definicion puede desglosarse en los tres siguientes pasos:
1. Existe f(a): 3f(a)

2. Jlimf(x)= 3 lim f(x), lim f(x)y lim f(x)= lim f(x)=limf(x): existen y coinciden los limites laterales.

Las funciones que pueden presentar problemas en su continuidad son las definidas a trozos (donde cambia de
definicion), con denominadores (en los puntos que anulan dicho denominador) y las logaritmicas (donde el argumento
se hace cero).

Para estudiar la continuidad en un punto de las funciones definidas a trozos ddbamos los tres pasos anteriores.
En el caso de las funciones con denominadores, se iguala éste a cero y se sustituyen los valores en la funcion.

Puede aparecer una no acotacion % , que se resuelve calculando los limites laterales, o una indeterminacion %

que hay que resolver por algin procedimiento valido. Las funciones logaritmicas siempre presentan una discontinuidad
en los puntos en los que se anula el argumento.

Hay tres tipos de discontinuidades:

i. Discontinuidad inevitable de salto finito (suele darse en funciones definidas a trozos). Los limites laterales
son distintos, pero ambos finitos.

ii. Discontinuidad inevitable de salto infinito (La funcion no esta acotada en el punto y tiene una asintota
vertical en el punto).

iii. Discontinuidad evitable (aparece la indeterminacion % que resuelta da un limite finito y cuyo valor
asignaremos a la funcién en el punto).

Ejemplos

2 .
21, (Esf(x)= X 3’S.IX<2 continua en x =2?
1-2x,8ix>2
Solucion :
1. f(2)=1-24_, =-3.
a T 2 _a\_4 | T _ . p
2. lim f(x)=lim(x*=3) =1, lim f(x) =lim(1-2x) = -3 = Blimf (x) pues los \

limites laterales son distintos. Por lo tanto, f no es continua en x = 2.
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X+1

X2 +x

22. ;Es discontinua f (x) = enx=-1? ;Y en x =07 ;Como podrias resolver la discontinuidad evitable?

Solucion :

factorizando
F(=1)= 2ind) = £ (=) = lim T2 i X i 124 discontinuidad evitable en x = 1.
0 x> x% 4 X X (x+1) o

f(0)= % = discontinuidad inevitable de salto infinito en x =0.

X+1
Se redefine la funcion como f (x) =1 x* + x
~1,six=~1

,Six=-1

El siguiente paso es definir la continuidad en un intervalo [a,b]. Obviamente f sera continua en [a,b] cuando sea
continua en todos los puntos de dicho intervalo.

Ejemplos

23. Estudia la continuidad de las siguientes funciones. Representa graficamente f y esboza la grafica de g en donde

1-x2,six<1 ) .

sea discontinua. a) f(x)=1-2,si 1.3 x<3; b) g(x)= ﬁ /\f(x)
x—5six>3 \

Solucién : / 1 3

a) Los posibles puntos de discontinuidad son x =1, x = 3. 2 /

Se analizan los pasos necesarios para que la funcion sea continuaen x =1:
19 f(1)=-2;

29) lim f(x)=|im1(‘|—x2)=0; lim f(x) =lim(~2) = —2= Blimf(x) = f no es continua en x =1.

x—1

Es una discontinuidad de salto finito.
Analogamente en x =3:
1°) f(3)=-2
2°) X|I;I’T3'I_f(X) = ILrT;(—Z) =-2 XILrTa[f(x) = 1@3(x—5) =-2= Hlmf(x) =—2 = continua en x = 3.
f es continua en R —{1}, y presenta una discontinuidad de salto finito en x = 1.
b) Los posibles puntos de discontinuidad son x =4, x = -3 (DEN =0).
2

x=4 f(4)=9(ind):> lim 2(x—4) =lim :§:> discontinuidad evitable.
0 =4 (x—4)(x+3) =4x+3 7

x==-31f(-3)= _TM = discontinuidad inevitable de salto infinito. La funcién g tiene una asintota vertical en

x =—=3. Para el esbozo calculamos los limites laterales:
, 2x—8 —14 , 2x—8 —14
||m72—=—+=—oo] 2—:—_:
>3 x“—x-12 0 >3 x—x-=12 0

g es continua en R —{— 3}, presenta una discontinuidad evitable en x =4 y una discontinuidad inevitable de

oo,
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24,

25,

ZZX—_812,six;t4 9() \
salto infinito en x = —3. Escribimos la funcién como: g(x) = X=X .
—,Six=4 =
7 X =-3
No es una funcién definida a trozos, pues cambia en un Unico punto. A la derecha esta \
parte del esbozo de g.
a
a1 six <1
Halla el valor de a para que f(x)=1X * sea continua en todo R.
——,six>1
1+ax
Solucion :
En principio, el posible punto de discontinuidad es x =1.
lim £(x) =lim—2— = 2 = i f(x) =lim—— =58 1 2 ia 2-05a=-21.
X1 SIX 1 2 ot —11+ax 1+a 2 1+a

Asi, f podria tener las dos formas siguientes:

2_—2,six<1 %,six<1
a) f(x)= XX+1 :b) f(x)= Xx+1 .Enlaformaa)vemosque1—2x=0:>x=y2e£[1,oo).
,Six>1 — six>1
1-2x 1+x

Enlab), tenemos que 1+x =0= x =—1¢ [1,oo). Por ello, para a = —2, 1 la funcién es continua en R.

1x,six<2
2
3x—a,si2<x<3
Halla a, b, ¢ y d para que sea continua f(x)=1b,si3<x<5 y represéntala.
—X+c,si5<x<7
d,si7T<x
Solucién :

Los posibles puntos de discontinuidad son x =2, 3, 5, 7. Calculamos los limites laterales (el valor de la funcion
en el punto coincidira con alguno) y los igualamos:

. 1 ,, Y B . _
XILT—f(X)_Ln}EXJ’XILT+f(X)_lI_>mz(3X_a)_6_a:>1_6 a=a=>5.
Iir?_f(x):linl(Sx—5):4; Iir131+f(x):lirrgb:b=>b:4.

Iins[f(x)=ling4=4; Iirgf(x):Iin}(—x+c)=—5+c:>4=—5+c:>c=9.

lim f(x)=1im(-x+9)=2; lim f(x)=limd =d =d =2.
x—=T1 x—7 x—T+ x—7

1
—X,Six<?2
5 4

3x—-5,812<x<3

f(x)=1:4,si3<x<5 y su representacion:

—Xx+9,si5<x<7 2 7
2,8i7<x
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X, six <1
26. Estudia la continuidad de f(x)=13,si1<x<3 . Represéntala.
|x2 —6x|, six>3
Solucién :
Parece que los unicos posibles puntos de discontinuidad son x =1, x = 3. Sin embargo, hay que considerar

también el valor absoluto: |x* —6x|=0=>x =0y x =6. De estos dos valores, sélo influye el 6, pues 6>3.

X, Six <1 9
o . 3,si1<x<3
Separamos y rescribimos la funcion como f(x)=+ _ .
—X“+6x,513<x<6
x> —6x,six >6 <
1

x=1=1)f(1)=1; 2°)Xli_r>r11f(x)=lxi£n)1x=1¢ XIi_r;;f(x):IXiLn”3=3:>No es continua. =
x=3=1)f(3)=9; 2°)lim f(x)=lim3 =3 lim f(x)= Lm(—xz +6x) =9=>No es continua,
x=6=>1)f(6)=0;2°) lim f(x)= y;ng(—x2 +6x)=0= lim f(x)= lm(xz —6x) =0=> Si es continua.

f es continua en R —{1,3} presentando discontinuidades inevitables de salto finito en ambos puntos. Como ya
sabiamos, el valor absoluto es continuo.

(> Actividades

—4x+a,six<-2
17. Considera la funcién definida a trozos f (x) = x*=5, si—2<x<1.
bx +3,si1< x

a) Calcula los valores de a y de b para la f sea continua para todo x.
b) Haz un gréfico de la funcién obtenida en el apartado anterior.

/]

X six<i
18. Dadalafuncidn f(x) =< x+1" =~

2x* =1, six >1

, ¢,en qué puntos es discontinua? ¢ De qué tipo?

x> —4x+a,six<0
1-x%,six>0

IS

19. Averigua para qué valor de a la funcion f(x) = { es continua en todo R. Esboza la grafica de

dicha funcion para ese valor de a.
2x

20. Estudia la continuidad de la funcion f (x) = ‘1

2) 7713) 9 n
¢, Cuanto vale (0) si f es continua en el origen de coordenadas?

21. De una funcion f se sabe que f 1j:1f(1):1 f(l)z L ne N.

22. Silafuncion f es continua, ¢ cudles de las siguientes afirmaciones son correctas?:
a) lmf(x):lmf(x+2); b) Jl_r)]Lf(X):lm(X—ﬂ; c) ll_)rr;f(x):’lmf(7+h);
d) lim f(x)=f(-5); e) mf(x)=5 lm[f(x)-5]=0; ) lim f(x)=lim(h-4).
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2.2, Consecuencias de la continuidad: teoremas de
Weierstrass, de Bolzano y de los valores intermedios

De la definicion de continuidad en un punto obtenemos dos resultados muy importantes:

Teorema: Si una funcién fes continua en a entonces existe un entorno de a en donde f esté acotada.
Demostracion: x€ E (a,8) = |f (x)~f (a)| <& =f(a)—& <f(x)<f(a)+& . No hay més que dar un valor
a ¢ para obtener el entorno buscado.

Teorema: Si una funcién f es continua en a 'y f(a) = 0, entonces existe un entorno de a en donde f tiene el
mismo signo que f(a).
f(a)

Demostracion: Sabemos que f(a)—¢ <f(x)<f(a)+e. Haciendo & =N tenemos que gf(a) <f(x)<

< %f(a), por lo que sgn f(x) = sgn f(a) en un cierto entorno.
De la continuidad en un intervalo obtenemos varios resultados importantes y muy interesantes:
(), TS— Teorema de Bolzano: Sila funcién f es continua en un intervalo real [a,b] y
/E/ sgnf(a) # sgn f(b), entonces existe al menos un punto ce (a,b) tal que f(c) = 0.

- b Es decir, si una funcion es continua en un intervalo y tiene signos distintos en
f(a)l- 7-'/

los extremos de dicho intervalo, debe anularse en algin punto del interior del intervalo.

Demostracion: supongamos que f(a) < 0'y f(b) > 0 (como en el grafico). Encontraremos ¢ usando intervalos encajados.
Dividimos el intervalo por la mitad. Llamamos m; a ese punto. Puede ocurrir que:

e f(m,)=0= c=m,y estaria demostrado el teorema.
e f(m)<0 = hacemos a;=m,, b,=b.
e f(m)>0 = hacemos a,=a, b, =m,.

En ambos casos se tiene [a,,b;], con la mitad de longitud que [a,b] y que sigue verificando que sgnf(a,) # sgn f(b,).
Repetimos el procedimiento, obteniendo una sucesion de intervalos cerrados encajados [a,,b,]<.--[a,b]J<[a,b], cada
uno con la mitad de longitud que el anterior, asi que verifican que Iimn%f (b,— a,) = 0. La interseccion de todos dara
un punto c. Sif(c) > 0, existe un entorno de ¢ en el que f(x) > 0, pero dentro de ese entorno habra intervalos [a,,b,],
que deben verificar que f(a,) > 0y f (b,) > 0, contrariamente a nuestra hipétesis de partida. Si f(c) < 0, hay otra
contradiccion, pues ahora f(a,) <0y f (b,) < 0. Porlo tanto, f(c) = 0.

El teorema de Bolzano es la base del método de la biseccion, que puede usarse para resolver ecuaciones
numéricamente. No obstante, su uso es mas teodrico que practico, pues es muy lento al tener que dividir los intervalos
y probar signos.

Teorema de los valores intermedios: Sila funcién f es continua en un intervalo real
[a,b] y k es un valor comprendido entre f(a) yf(b), entonces existe al menos un ce (a,b)
tal que f(c) = k.

Es decir, si una funcién es continua en un intervalo [a,b], toma todos los valores
comprendidos entre f(a) y f(b).
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Demostracién: usamos una funcién auxiliar g(x) = f(x) + k, que es continua en [a,b], pues es
la diferencia de dos funciones continuas, y ademas verifica que sgn g(a) # sgn g(b), pues o
f(a) <k <f(b),yseriag(a) <0y g(b)>0,o0,f(a)>k>f(b), siendo g(a) >0y g(h) < 0. De acuerdo con
el teorema de Bolzano, existe al menos un ¢ e (a,b) tal que g(c) = 0= g(c) =f(c) + k=0 =f(c) = k.

Teorema: Si las funciones fy g son continuas en un intervalo real [a,b] y verifican que
f(a) < g(a) y f(b) > g(b), entonces existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c) .

Si una funcion empieza por debajo y termina por encima de otra en un intervalo, debe cortar a la segunda en
el interior del intervalo. Evidentemente, es indiferente cual sea la primera o la segunda funcién. Es consecuencia
del teorema de Bolzano.

Demostracion: usamos una funcion auxiliar h(x) = f(x) — g(x), continua por ser la resta de dos funciones continuas.
Ademas h(a) = f(a) — g(a) < 0; h(b) = f(b) — g(b) < 0 = sgn h(a) # sgn h(b) = 3 c e (a,b) tal que h(c)=0=
f(c)-9(c) =0 = f(c) = g(c).

Teorema: Si la funcion fes continua en un intervalo real [a,b], esta acotada en dicho intervalo.

Demostracion: construimos una sucesion de intervalos cerrados encajados [a,,b,]J<..-[a,,b,]<[a,b], cada uno de
longitud mitad que el anterior (verifican que lim f (b,— a,) = 0), cuya interseccion es un punto ¢. Supongamos que
fno esta acotada en [a,b], por lo que tampoco lo estara en ninguno de los intervalos encajados. En ¢ se produce
una contradiccion: al ser f continua, debe estar acotada en algun entorno de ¢, lo que incluiria algin intervalo [a,,b,),
en los que f no estaba acotada por nuestra suposicién. Por lo tanto, nuestra suposicion es errénea y f debe estar
acotada en [a,b).

Teorema de Weierstrass: Si la funcién f es continua en un intervalo real [a,b], 3 ¢y 3 de (a,b) tales que f(c)
es el maximo y f(d) es el minimo de fen [a,b], esto es, f(d) < f(x) < f(c) Vxe [a,b].

Este teorema es consecuencia del hecho de que toda funcion continua esta acotada en un intervalo. Por ello,
tendra una cota inferior y una superior. La cota inferior sera su minimo y la superior su méximo (ambas cotas siempre
son numeros del intervalo, pues son nimeros reales). No hay que confundir estos minimos y maximos con los
extremos relativos. Aqui son los menores y mayores valores que alcanza la funcién, mientras que los relativos
exigen un cambio en la monotonia.

Ejemplos

27. Demuestra que la ecuacion 2x°+ 5x*- 6 = 0 tiene alguna solucion real y escribe un intervalo en el que se encuentra.

Solucioén:

Usaremos el teorema de Bolzano. A partir del enunciado se construye una funcién continua: f(x) = 2x*+ 5x*- 6
(continua pues es un polinomio de tercer grado). Se busca un intervalo donde cambie de signo. Para ello, hay que
probar distintos valores: f(0)=-6<0;f(1)=1>0=sgnf(0) = sgnf(1)= 3ce (0,1) tal que f(c) =0.

Al tratarse de ejemplos académicos, las soluciones no suelen ser nimeros extrafios, ni se necesita gran precision.
Esta se conseguiria con el método de la biseccion que consiste en ir dividiendo los intervalos por la mitad, y cogiéndolos
de modo que la funcién siempre tenga signos distintos en sus extremos. Se para al conseguir la precisién buscada.
En el presente ejemplo tendriamos:

f(0,5) = - 4,5 = se coge [0,5; 1]; se divide: f(0,75) = — 2,344 = se coge [0,75; 1]; se divide: f(0,875) = - 0,832
= se coge [0,875; 1]; se divide: f(0,9375) = 0,042 = se coge [0,875; 0,9375]; se divide:f(0,90625) = - 0,405 = se
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coge [0,90625; 0,9375]; se divide:f(0,921875) = — 0,184 = se coge [0,921875; 0,9375]. En el siguiente paso tendriamos
una precision de 2 cifras decimales unicamente (probariamos con 0,9296875).

El procedimiento es largo y pesado, pues se acerca con lentitud al valor buscado. Repite los anteriores pasos usando
la calculadora. Para mayor comodidad, introduce el valor que vas a probar en la memoria.

El teorema de Bolzano permite decir si tiene alguna solucién, pero no que sea la tnica. Para poder hacer tal afirmacién
hay que estudiar la derivada de la funcion.

28. Demuestra que las siguientes ecuaciones tienen al menos una solucion real:

1

a) 4sen2x—(x* +1)cos2x =2; b) 3% -

Solucion :

a) f(x) =4sen2x —(x2 + 1)cos 2x —2, continua por ser el resultado de operar funciones continuas. Probamos:
2 th Bolzano
f(0)=-3<0;f T l—asen™ | 241 0031—2:2>0=>sgnf(0)¢sgnf 1S 3e 0,z
4 2 | 4 2 4 4

tal que f (¢) =0.
Cuando hay funciones trigonométricas, suelen aparecer soluciones con ? radianes (los angulos hay que medirlos
en radianes para que sean numeros reales en base 10).

Se puede usar f(x) =4sen2x —(x2 + 1)cos 2x y el teorema de los valores intermedios. Verifica que tal que
£(0)=-1 ,f(%j=4:f(0)<2<f(%):>zlce (o%) tal que f (¢) = 2.

b) Hagamos f (x) = 3x* -

, 1 5
,que es continuaen R (2—x+x2#0). Tenemos que f (0)=——,f(1) ==
x4 ( ) P 2 () 27

= —% <1< g = 3ce (0,1) tal que f(c) =1. Se puede usar f (x) =3x* - ~—1y el teorema de Bolzano.

2—-X+X

29. Un polinomio verifica que p(5) =8, siendo —1 su término independiente. Demuestra que existe algtn punto del

intervalo [0,5] en el cual el polinomio vale 6.
Solucion :
Los polinomios son funciones continuas en todo IR, por lo que lo seran en cualquier intervalo de la recta real.

th valores
intermedios

Ademas, p(0)<6<p(5) = 3Jce(0,5) talque p(c)=6.
Recuerda que el término independiente de un polinomio es p(0).

30. Demuestra que f(x) = 4cos§—7seng alcanza el valor 1 en algin punto.

Solucion :

th de los valores
intermedios

f es continua en R (resta de funciones continuas) y f (0) =4 ;f(z)=-7=como f (0)>1>f(x) =
= 3ce [0, ] tal que f(c)=1.
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Demuestra que las funciones f (x) = x y g(x) = cos x se cortan en algiin punto.
Solucion :

Ambas son continuas en R. Se verifica que f (0) =0,g(0)=1=f(0)<g(0) y que f(%)= % : g(%} =0=

S Z 59l Z |=3ce| 0,2 | talquef(c)=g(c).
2 2 2
Encuentra un intervalo en el que se corten las funciones y = x° e y=e‘*2.
Solucion :
Ambas funciones son continuas. Hacemos f (x)=e™ y g(x)=x. Se verifica que f (~1) = % g(-)=1=
=f(-1)<g(-1);f(0)=1,9(0)=0=1(0)>g(0)=3ce (-1,0) tal que f(c)=g(c).

Como también f (1) :2,9(1) =1=f(1)<g(1)=3ce (0,1) tal que f(c)=g(c).

Indica si las siguientes funciones estan acotadas en los intervalos que se dan. Di también si tienen méaximo o

minimo: a) f(x)=e‘*2en [-2,5]; b) g(x)=ﬁ en [0,4]; c) h(x)=ﬁ en [0,4];d) m(x)=

en (—eo,0); €) n(x)=ﬁ en [1 5}.

X' +4

22
Solucién :
Aplicaremos el teorema de Weierstrass. Para ello, hay que ver si las funciones son continuas en el intervalo dado:
a) f(x)=ees continuaen R, luego o sera en [-2,5]. Esta acotada. Como f es creciente en (~2,0) y
decreciente en (0,5), tiene un maximo en el punto x =0, de valor 1. Como f es simétrica, tiene un minimo en
x =5, de valor e>.

b) g(x)= Les continua en [0,4](el inico punto de discontinuidad es x =5, que no pertenece intervalo consi-
X-5

derado). Por lo tanto, g esta acotada y tiene un maximo (en x =0y vale 0) y un minimo (en x =4 y vale —4);
g es decreciente en [0,4].

c) h(x) = éno es continua en [0,4], por lo que ni tiene que estar acotada (hay una division por cero en x = 3)

ni que verificar el teorema de Weierstrass.

X . . . . .
d m (x) == 7 es continua en IR, pero no tiene que verificar el teorema de Weierstrass porque el intervalo
X+

(—oo,oo) (la recta real) no es cerrado. No obstante, vemos que lim —;

x>t x4 4

=0y que la funcién presenta un

minimo relativo en (—2,—%) y un maximo relativo en (2%) que lo son también absolutos.

e) n(x)= %no es continua en Bg} (hay una division por cero en x =1y no esta acotada), por lo que no veri-

fica el teorema de Weierstrass.

185 RES 4p»




LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES

34. Averigua las asintotas de f(x) =

3. Asintotas

Se llama asintota a la recta a la que se acerca la funcidén cuando no esta acotada en un punto (asintota vertical),
o alarecta ala que se acerca la funcidn cuando x — =+ co(asintota horizontal y asintota oblicua). Hay tres tipos de
asintotas: la asintota vertical, la asintota horizontal y la asintota oblicua.

La ecuacion de la asintota vertical es x = a, siendo a la solucion de la ecuacion DENOMINADOR(x) = 0 6
ARGUMENTO(x) = 0 (para el logaritmo). Se calculan los limites laterales para saber si la funcion tiende a oo ¢ —co
al acercarse x al punto a.

Una funcion ftiene una asintota horizontal cuando Jim_f(x) = k. La ecuacion es y, = k (escribimos el subindice
H para distinguirla de la funcién que se suele llamar y). Una funcién no tiene asintota horizontal cuando
Jlim_f(x)=%o0 . Sila funcion tiene asintota horizontal, no tendra oblicua, pues la horizontal es un caso particular de
ésta, con la pendiente igual a cero.

Una asintota oblicua es una recta de ecuacion y,, = mx + n a la que se aproxima la funcién cuando x —+ oo,
Como se aproxima a y,, debe verificar que:
f(x)

19 lim M=1=> lim Mz lim M=1:>m= lim —=;
X—too yOb x>t MX +N X—tee MY X—teo ¥

2°) XiTm(f(x)—yOb)=0=>Xin;°(f(x)—mx—n)=0:>n= lim (f(x)-mx).

X—>too

Primero se calcula m y después n. Ambos valores deben ser finitos, pues en caso contrario no tendra asintota
oblicua. Para saber como se acerca la funcién a la asintota horizontal o a la oblicua hay que estudiar el signo de
la diferencia y — y,s tanto en oo como en —oo. Si sgn(y — y.s) > 0, la funcién va por encima de la asintota; si
Sgn(y - yus) < 0, y va por debajo de s

Puede darse el caso de que la asintota horizontal o la oblicua sea distinta para x — oo que para x ——o0. En
ese caso, hay que calcular por separado ambos limites.
Ejemplos

2
X o :
5 e indica como se aproxima a ellas.

N
Solucion :
Asintotas verticales: DEN =0 = x* -9 =0= x = 3. Las ecuaciones de las asintotas verticales son x = -3, x = 3.
La funcion se aproxima a cada asintota: }: !
1 1
lim x 2 ; lim i J : :\,
= — =00 = — = —00 1 I
-3 x2-9 0* T3 x2—9 0 AN .
2 2 1 )
9 X 9 Y 0
lim =—=—o0; iMm —=—=00 31 i3
A R R (| \
2 X2 0 0
Asintotas horizontales: lim = lim = =1, la asintota horizontal es y,, =1y se aproxima como:
X—>oo X2 — X—>oo )(2

X 9 9 .
9 ~2 9—1 = Sgn 79 ~Sgn| 7 >0=f>y, =fvaporencimadey,.
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2
X . : iy -
g y estudia el comportamiento de la funcién en sus proximidades.

35. Halla las asintotas de la funcion y =

Solucién :
2 2
Asintotas verticales:DEN =0= x=5= AV : x =5= lim X :2_?:_00; lim X :E:oo.
=5 x=5 0 =5 x=5 07
2 2
Asintotas horizontal: lim 5 = |lim X lim x = 200 = No tiene horizontal. \
X—>teo ¥ — X—teo ¥ X—>too :
2 2 v
. f(x) . X . X 1Ny
m= lim = lim = lim — =1 .
) ) X—oteo ¥ x—>ioox(x_5) Xt ¥ 1,7
Asintotas oblicua: = o, = X+5. Ay, = x+5
. x? . 5x . 5x A
n=|IT 5—x = lim —5zllrp—:5 EDr Era—
X— doo X — oo ) - ix=5
2 <0,8iXx > —o=y< '
sgn X —(x+5) :sgn—25 = . J yOb- \
x—5 X-5 >0,8i X >o=Y >y,

Una fraccion algebraica tiene asintota oblicua cuando la diferencia de grado de numerador y denominador es 1,
que es el grado de la asintota oblicua.

x> —2x+3

36. Halla las asintotas de y = :
X +1

y estudia su comportamiento cerca de ellas.

Solucion :
DEN # 0 No tiene asintota vertical. Si tiene asintota horizontal:
X=2x+3 . X

2
| = |

, , X' —2x+3 2=2x —2x -2
iMm ———=lim —=1=y, =1=sgn| —5——-1|=sgn| — =sgn| —— |=sgn| — |=
xoteo  x° 41 X—teo X X +1 X +1 X X

2

>0, si X — —oo > , ) . . . —

{ i AR AL . No tiene asintota oblicua, pues tiene horizontal. =777 777 1‘1 "" —
<0,six > o= y<y,

(> Actividades

23. Demuestra que la ecuacion 2sen2x — x° cos 2x =1 tiene alguna solucion.
I3-x,six<7

ax+4,si7<x<10

a) Determina el valor de a para que f sea continuaen x =7.

b) Esboza la gréafica de f.

24. Considera la funcion f(x) = {

25. Una funcion f cumple que |f (x)|<|x|, Vx& R. Demuestra que f es continua en 0.

{x,sier

26. Demuestra que f (x) = 3 —x’ sixe QR
x—x%,sixe Q—

solo es continua en dos puntos.

XX—x
X2 =3x+2

27. Dada la funcion real de variable real definida por f (x) =

a) Especificar su dominio de definicién.
b) Estudiar su continuidad.
c) Calcular sus asintotas, si las hubiere.
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3.

32,

33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.
40.

2 —
. Determina el dominio de definicion y obtén las asintotas de f(x) =, / Xz :1 :
X —_

. Estudia la continuidad y las asintotas de y = 12—)|(|
—|x
3
. Sea la funcion f(x) = ZX—H Se pide:
2X° +2x—12

a) Especificar su dominio de definicién.
b) Estudiar su continuidad.
c) Calcular las asintotas si las hubiera.

Demuestra que la ecuacion x* +2x +1= 0 tiene alguna solucion.

x*-3x+2,six<3

Seaf(x)=1{ 10 e
a-x

a) Halla los valores del parametro a para los que f es continua en x = 3.
b) Para a =4 calcula las asintotas verticales y horizontales de f.

e six <1 ) 5 _
. ¢, Para qué valores de a la funcién es continua?

Seaf(x):{

(x+a) six>1

x> +5x,six<-5
Dadaf(x)=1{x,si-5<x<6 , estudia su continuidad y sus asintotas.

W,Si6<x
X_

2
X . . : L
5 cambia de signo en los extremos del intervalo [1,3], pero no se anula en su interior.

La funcién y =

¢, Se contradice el teorema de Bolzano?
X*+a six<-—1
Halla a y b para que f(x)={-2x>+b si—1< x <0 sea continua.

e‘—a si0<x
2 x—3)

Estudia la continuidad y las asintotas de f(x) = Xz i yg(x)= ( ) .

x“—4 X+3
¢ Tomara el polinomio x° +3 el valor 1 en algun punto de la recta real?

2 —

Estudia la continuidad y las asintotas de f(x) = 2)(—42

X —x—

Demuestra que un polinomio de grado impar tendra al menos una raiz real. Usa para ello los limites en teo
y el teorema de Bolzano. ;,Se puede afirmar lo mismo de un polinomio de grado par?
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. . - . o 0 -
v Los casos importantes del calculo de limites son las indeterminaciones. En total hay 7: 0w 0-00,00—00,0°, 00° 17,

El mejor método es la Regla de L'Hopital:

® Si lim—= f(x) 9 — entonces lim fix )_Imf(x)
x—>ag(X) 0 o x—>ag(x) x—>ag(x)

9(x)

Jrta

oo —oo 0 bien se hace la resta y luego se toma el limite, o bien se multiplica y se divide por el conjugado, si hay

Su aplicacion es inmediata para los casos citados y escribiendo f(x)-g(x) = ,para Q- . Enel caso

raices cuadradas. Los casos 0°,e0°,1" se resuelven tomando logaritmos neperianos. Después aparece 0-co ,
ya descrito. Hay que recurrir a la exponencial para deshacer el haber tomado logaritmos.

La indeterminacion 1° puede resolverse usando el nimero e:

* Silimf(x)" =1~ entonces liir;f(x)g(” :exp{lim [(f(x)—1)-g(x)]}.

X—a X—>o0

v" Para que una funcién sea continua limf(x)="f(a).
X—a

e Si es definida a trozos, se siguen estos tres pasos: 1°) Calculo de f(a); 2°) Calculo de los limites laterales. Si
coinciden, existe lim f (x); 3°) Se comprueba si f(a) = lim f (x).

e Sies una funcion con denominadores, se resuelve la ecuacion DEN = 0. Después se sustituyen los puntos en la
funcion:

| f presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito. Si sale = 0

a) Sisale 0’ hay que resolver una indeterminacion.

0 H
b) Sida un valor finito, se trata de una discontinuidad evitable.

v" Las funciones continuas estan acotadas en intervalos cerrados por lo que verifican dos teoremas fundamentales: el
de Bolzano (el cambio de signo lleva aparejado que la funcién se anule) y el de Weierstrass (la funcién tiene maximo
y minimo en un intervalo cerrado). De estos dos se deducen otros también importantes.

v" Hay 3 tipos de asintotas:
e La asintota vertical de ecuacion x = a, siendo a la solucion de las ecuaciones DEN (x) = 0 6 ARG (x) = 0 (en el

caso del logaritmo). Para saber cdmo se acerca la funcion a la asintota se calculan los limites laterales.

e La asintota horizontal de ecuacion y, = k cuando lim__ f(x) =k ke R.

( )

e La asintota oblicua, recta de ecuacion y,, = mx+n,con m= I|m yn= Iirp (f(x)—mx), ala que se apro-
X—>too

xima la funcién f cuando x — =+ oo.

Para saber cdmo se acerca la funcién a las asintotas horizontal y oblicua hay que estudiar el signo de la diferencia
Y — Vs tanto en co como en —oco. Si sgn(y — y,s) > 0, y va por encima de Y,s; Si Sgn (y — ¥as) < 0, la funcién va por
debajo de la asintota.
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Derivada de una funcion.
Aplicaciones(l)

sta Unidad trata sobre la derivada, cuya impor-
tancia radica en sus muchas aplicaciones. Al igual
que en primero de Bachillerato, usaremos la
notacién F’, ideada por el matematico, fisico y
astrénomo de origen italiano J. L. Lagrange (1736 — 1813).
Repasamos la definicion, recordando que la derivada surge
para hallar la tasa de variacion instantanea y, por lo tanto,
la velocidad de crecimiento de una funcién. Seguimos con
las reglas para derivar. Incluimos la derivada de la funcion
inversa, la derivacion logaritmica y la derivada implicita.
Con ellas somos capaces de derivar cualquier funcion real
de variable real.

Estudiamos la derivabilidad de las funciones. Conse-
cuencias de la continuidad y la derivabilidad son los
teoremas de Rolle, del valor medio o de Lagrange, del
valor medio generalizado o de Cauchy y la Regla de
L’Hopital, cuya demostracion teniamos pendiente desde
la Unidad 8.

e Joseph Louis Lagrange.
No dejamos de vista las aplicaciones mas practicas ~(Wikipedia.org. Dominio Piblico)
de la derivada, como son el calculo de la recta tangente,
el estudio de la monotonia y el calculo de los extremos relativos o puntos criticos de una funcion,
que reinterpretamos con la ayuda del teorema del valor medio.

Calculamos derivadas de drdenes superiores. La derivada segunda la usaremos para estudiar la
curvatura, puntos de inflexion y para distinguir el tipo de extremo relativo. El calculo de las de orden tres
y superior nos servira para poder calcular los términos del desarrollo en serie de Taylor (Unidad 9).

Hay que recordar que tanto la monotonia como la curvatura se estudian a partir del signo de
una funcion. Esto lo haremos con las herramientas vistas en Primero de Bachillerato. Asi, usamos
una misma técnica que aplicamos a diferentes funciones, o mejor dicho, a las derivadas de una
misma funcion: el crecimiento se estudia a partir de la derivada primera; y la curvatura, de la
derivada segunda.

Con el estudio de esta Unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

Calcular la derivada de cualquier funcion.

Estudiar la derivabilidad de una funcion.

Conocer y manejar teoremas referentes a la continuidad y derivabilidad de funciones.
Hallar la ecuacion de la recta tangente a una funcién en cualquier punto.

Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de una funcién.

Calcular los extremos relativos de una funcién.

Obtener las derivadas sucesivas.

Estudiar la concavidad y la convexidad, asi como hallar los puntos de inflexion de una funcién.

A
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Derivada de una funcién en un punto

;

Algebra de derivadas
Tabla de derivadas
’
Teorema de Rolle
U defEes < - Teorema del valor medio
Derivabilidad £
Teorema del valor medio
generalizado
\
\ Derivadas de érdenes superiores
Recta tangente
Monotonia
Aplicaciones de la derivada Extremos relativos
Curvatura y puntos de inflexién
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

1. Derivada de una funcion

Interpretacion geométrica y fisica

Vimos en Primero de Bachillerato que la derivada de una funcion en un punto es la tasa de variacién instantdnea

f(a+h)—f(a)

en dicho puntofi(a)= ng p . Al'interpretarla geométricamente se observa que es la pendiente de

la recta tangente a la curva, siendo y -y, = f'(xo) * (x-X,) la ecuacién de dicha recta tangente a la funcion fen el
punto (X,, o).

4

La interpretacion fisica de la derivaéja conduce al concepto de velocidad instantanea, definida como
V= Iimo%, relacionada con la notacion d—i en la que se expresa la variacion en la funcion y (diferencial de y 6
At—

dy) inducida por la variacion en la variable x (diferencial de x 6 dx).

Para calcular una derivada siguiendo la definicién recurriamos a la Regla de los 4 pasos, consistente en efectuar
los calculos pormenorizadamente:

17 paso: célculo de las imagenes f(a+h) y f(a).

2° paso: calculo de la diferencia f(a+h) - f(a). Si se puede, se saca factor comdn h.

3* paso: calculo del cociente W,Si se puede, se simplifica h.

w, que ya es la derivada.

4° paso: calculo del limite lim
h—0

Recordemos el procedimiento con un ejemplo:

Dada f(x)= 6X—+15 calcula f'(—2) usando la definicion.

f(-2+h)=(-2)

Primero escribimos la definicién para este caso: f'(-2) = lim
-

24h _
6(-2+ )+5:6h 7;f(_2)=z.
—2+h-1 h-3 3

_6h-7 7 18h-21-7h+21  11h

“h=3 3 3(h-3)  3(h-3)

s
3 paso: [(C2HN=F(2)_ 3(h=3) 11

1% paso: f(-2+h)=

2° paso: f (=2+h)—f(-2)

h h 3(h—3)'
4° paso: Iimf(_2+h)_f(_2)=lim " =_—11:>f'(—2)=__11,
h—0 h /Ho3(h_3) 9
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2. Funcion derivada

Dado lo tedioso del calculo de la derivada punto a punto, se define una funcion derivada
f h)-f Ax)—
f(x)=lim (x+ /3 (x) 6 Z_yz im &Y _ jim y(x+Ax)=y(x)
- X

, de modo que se pueda calcular en cual-
A—0 AX A0 AXx

quier punto genérico x. A partir de esta definicion se obtienen las derivadas de las funciones elementales y las
reglas del algebra de derivadas.

Como ya sabemos, para que una funcion sea derivable en un punto, previamente ha de ser continua en dicho
punto. Si existe la derivada de una funcién, esto es, cuando se obtiene un resultado finito, se dice que la funcién
es derivable.

2.1. Derivada de funciones conocidas. Algebra de derivadas

En primer lugar se expone en forma de tablas la informacién necesaria y ya conocida. En la primera, aparecen
las derivadas de las funciones usuales; en la segunda, estan las reglas que nos permiten derivar sumas, restas,
productos, cocientes y composiciones de funciones; en la tercera, dada la importancia y dificultad que presenta
la regla de la cadena (derivada de la composicién de funciones) se desarrolla para los casos mas habituales. Estas
tablas deben ser memorizadas.

Tabla de derivadas de las funciones usuales
Funcién Derivada
k (constante) 0
X" neR n-x""
1 -1
X X2
v, 1
" 24x
e e
a* a‘lna
In x 1
X
log, x 1
xlna
sen x cOS X
oS X - sen x
1+tg%x = 1
g x cos’ x
1
arcsenx 1—x2
—1
arccosx 12
1
arctgx 1+ x2
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

Algebra de derivadas

fxg)'=f(x)tg'(x)
f-g)(x)=1'(x)-g(x)+f(x)-g'(x)
k-f)(x)=k-f'(x), k constante

(

(

(

(Lj _f1x)-9(x)=1f(x)-g(x)
g

(

(

| g(x)%0
93] -

k| 24
b=

fog)(x)= f(g(X)) g91(x)

La Ultima férmula, conocida como Regla de la cadena, puede desglosarse un poco para algunas funciones,
obteniendo la siguiente tabla:

Funcion Derivada

(f(x))’ n-(f(x))""-f'(x), neR
ol () f'(x)-e'™
In(f(x)) %
sen(f(x)) f'(x)-cosf(x)
cos(f(x)) —f'(x)-sen(f(x))
f' [ 2
tg (f(x)) sz(x)(wtg (f(x)))

Usaremos la definicidn para hallar la derivada y demostrar las reglas del algebra de derivadas que no fueron
demostradas en Primero. En las demostraciones que siguen, se supone que todas las funciones son continuas y
derivables.

v' Derivada de In x

f(x+h)=In(x+h)=f(x+h)=f(x)=In(x+h)=Inx = In(X:hj ’(”ZJ

In| 1+ —

)1t )__,n( )i )z..m,,,(1+g)ﬁ@,{,m(ﬂgﬂz
i

Luego, (Inx)'=

En® intercamblamos el limite con el neperiano.
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v' Derivada de un producto de funciones

07 (1) i D90 F(xh)g () ()0

h—0 h

h
_im f(x+h)g(x+h)=f(x)g(x+h)+f(x)g(x+h)—f(x)g(x)®

~ lim —-g(x+h)}+|im[w-f(x) 2F () g(x)+9 (x)-F(x).

Luego, (f-g)'(x)=f"(x)-g(x)+f(x)-9'(x).

En M introducimos f(x)-g(x+h), sumando y restando, para sacar factor comun, agrupar y separar el limite
(paso ?). En @ aplicamos que el limite de un producto es el producto de limites, la definicion de derivada y el hecho

de que fy g son continuas.

v Derivada de un cociente de funciones

(g),(x)zm(z’](ﬂh:_(;)(X)_ , :7((;((1,/77/))7_;(();))_ , f(X+h/)79((X)—f(x g(x+h)0

pald g(x+h)g(x)

f(x+h)-f(x X+h X
”m|: ( ) ( )g(x):|—|:f(x)g( ’3 g( ):|(i)f'(X)g(X)_f(X)g'(X) g(X)¢0
h g(x+h)g(x) [9(")]2 ,

Ahora hay que introducir f(x)-g(x), sumando y restando. El ajuste hecho en @ consiste en sacar factor comun
y agrupar; después se sube h del denominador para tener reconocibles las derivadas. En ® tomamos el limite,

teniendo en cuenta la continuidad.

v' Derivada de una composicion de funciones o regla de la cadena
¢ (Fog)(x+h)=(Fog)(x) _ . Fg(x+h))=F(g(x))®
(1og) () =iy = i S
f(g(x+h))- f(gx) (x+h)-g(x) |@
h

h—0 (x+h) g(x)
Luego, ( )=f"(9(x))-9'

=f'(g(x))-9'(x).

En " se introduce g (x +h)— g (x), multiplicando y dividiendo, ya que ése es el argumento de f . Como g es continua, g (x+h)—g(x) — 0 cuando h — 0.
FloCerh)=fla(0) . Fe()+H)=f(9(x) _,,
H

g(x+h)-g(x) H—0

Asi, puede escribirse que g (x +h) = g(x)+H, donde H — 0 cuando h — 0 y queda: Ihing

en la bibliografia.

195 m@

(9(x))-

El punto delicado de esta demostracion es la division entre g (x +h)—g(x), pues podria provocar una division por cero antes de calcular el limite. La explicacion
de que esto no causa problemas excede el nivel del presente libro; aquella persona interesada puede consultar los libros sobre Analisis Matematico que aparecen
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

2.2. Derivada de la funcion inversa. Derivacion logaritmica.
Derivada implicita

La Regla de la cadena nos permite deducir los siguientes resultados:
v" Derivada de la funcién inversa

La inversa verifica que (f of )(x) = (f "o )(x) = ; derivando el primer término y el tltimo tenemos que
(Fof ™)' (x)=(x)'=F'(f"(x))-(f")(x) =1. Despejando se obtiene la derivada de la funcciéninversa:
1
) (x) = ——.
( ) ( ) f'(f71(X))
Hay que hallar f' pero evaluarla en f ™' (x). Como ejemplo calcularemos la derivada de e”, que es la inversa de
f(x)=Inx

"(F(x QL: V() = = (x) = () = .
= 00 = ()0 pomalliatl

En  usamos la derivada de Inx.

Inx:

v' Derivacion logaritmica

; Como podemos derivar f(x)®? Al ser el exponente una funcion, no podemos usar la formula de las funciones
potenciales x". Los exponentes bajan al tomar logaritmos, por lo que usaremos la derivacion logaritmica, cuyo
procedimiento puede escribirse asi: y = f(x)g(x) =Iny=g(x)-Inf(x)= (Iny)'=(g(x)Inf(x))". Alaizquierda,

como y es una funcién compuesta, queda siempre Y Ala derecha habra que derivar el producto. Para hallar y'
no hay més que despejar y queda: y' = (g(x)-Inf (x))"y .

Mejor que aprenderse la formula anterior, es saber efectuar el proceso. Ejemplos:

o y=2a" :>Iny=xlna:>L=(xlna)'=lna:>y'=ylna=axlna.
y

I

xlna

Otra forma de obtener la derivada de a* es usar la igualdad a* =" = (a* ) =Inae

o y=x" :>Iny=xlnx:>y—=(xlnx) =inx+1=y'=(Inx+1)y =(Inx+1)x*.
y

n , N , _
o y=x" :>Iny=nlnx=>y—=—:>y =—x"=y'=nx"", neR.
y X X
La ventaja de esta demostracion es su generalidad, pues no solo vale para los exponentes naturales, Unicos

para los que se puede usar el binomio de Newton.
v' Derivacion implicita

Una funcion se llama implicita cuando no esta despejada en términos de la variable independiente. Es decir,
y = x?+ 4x es una funcién explicita, pero x* + y> =1 no lo es. Hay veces en los que el despeje no es complicado,
pero otras es practicamente imposible. Sin embargo, es posible calcular la derivada de la funcion aun no estando
despejada. Consiste en usar convenientemente la regla de la cadena. Veamoslo con el ejemplo anterior:

derivando
5 , ambos miembros

X“+y'=1 = 2x+2yy'=0:>y'=—£.
y
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Observa que ( y° ) =2yy', pues y es funcién de x. Asi, siempre que aparezca y, aparece y' al derivar.

derivando
ambos miembros

Un segundo ejemplo es el siguiente: 3xy —5y* +2y —x=y° =  3y+3xy'—10yy'+2y'-1="5y"y".

Fijate en que hay que derivar el producto. Agrupando las y', sacandolas factor comun y despejando queda:
1-3y

3x—10y —5y* +2°

Para poder calcular y', el resto de términos que aparecen debe ser calculable.

v' En Fisica suele emplearse a menudo la notacion de Leibniz y' =Z—y
X

(3x—10y —5y* +2)y'=1-3y = y'=

, usando diferenciales, por lo que la regla

de la cadena puede quedar enmascarada. Por ejemplo, si queremos calcular % donde ¢ eselflujoytel

tiempo, puede hacerse de la siguiente forma:% = Z—q)% Con nuestra notacion, (¢ x)'(t) =o' (x(t))x'(t).
X

Esta relacidn puede extenderse con todas las variables que se quiera, al igual que sucede con la Regla de la

, . df df dx dy
cadena, en la que pueden aparecer mas de dos funciones compuestas; — = —-—-— .
dz dx dy dz

Existen herramientas informaticas, como Derive, Scientific Notebook..., que permiten el calculo simbdlico de
derivadas. Desafortunadamente, no son gratuitas.

Ejemplos

1. Averigua la derivada de: a) y =7x° —6x*+5x-3; b) y=x%"; ¢) y= nx
X

Solucién :
a) y'=7-3x*-6-2x+5=21x* —12x +5;

b) y'=(x*)'e* +x*(e") =3x%" +x’e" = (3+x)x’e";

(Inx)"-x=(Inx)-(x)’ ;-x—lnx _1=Ihx

o= X2 T X2
2. Deriva: a) }’=(3x5—5x2+7)8; b) y=17/(2x—5x3)4; c) f(x)=1+senx.
1—senx
Solucién :

a) y’=8(3x5_5x2+7)7 (15X4—10X)=8(15x4_1OX)(3X5_5X2+7)7;
—15x2 ARy2
b) y=(2x—5x3)%:>y':£(2X_5xs)f%(2_15xz): 4(2 15x2 _ 4(2-15¢) ;
! 7(2x—5x3)/7 77(2X—5x3)3

0 y'= (1+senx)'(1—senx) —(1+senx)(1-senx)'  cosx(1—senx)+cosx(1+senx) NV 2¢0s X
(1-senx)’ (1-senx)’ (1-senx)’”
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3. Deriva:a) f(x)=(3x*=7)"; b) y=2>"% ¢ y=
eriva: a) f(x)=(3x"~7)"; b) y —: c) y
Solucién :
a) f'(x)=2(3x*-7)-6x =12x(3x* - 7);
(2x=3)(x+5)=(x* =3x)-1_ x? +10x~15

b) y'=

(x+5)" (x+5)°
. —2xe Xt 2x ~2xe™" (X2+1) —267 (x2+1)
c) y'= 2 = e = = _
. x> —5x+4 e” -Inx (4x—1)°
4. Deriva:a) f(x)=————; b) y= cc)y=-—2_
) T()=——=—i b y="———i oy 2y
Solucion :
a f,(x)z(2x—5)(x—3)—(x2—5x+4)-1=X2_6X+11.
(x=3) (3]
’ (2e2* Inx +e* -%)-x3 —e™Inx-3x*  (2xe™ Inx +€%)-x* =3x’6” Inx
b) y'= 5 = 5 =
,e”(2xInx=3Inx+1)
iy = X4 H)
o y'y | & gt M 2(4x)
3x+2 3+2 (3x+2)"  (3x+2)"
2_
5. Calcula la derivada de: a) y =e* (x—1); b) y:§2+§.

Solucion :
a) y'=(e") (x—1)+e" (x—-1)' =4e™ (x—1)+e" =& (4x—4+1) =" (4x-3);
2x-(x*+3)-(x*=3)-2x 12

b) y'=

(x2+3)2 (x2+3)2'
6. Calcula la derivada de: a) y =tg*(x—1); b) y:,/1—sen§.
Solucién :
2tg (x—1)
"= 2tg(x—1)-(1+1g? (x 1)) = ——2;
8 y'=2g(x~1) ( g (x )) cos’ (x—1)
—C0S ~
e
2,[1—sen— 4. [1-sen”
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7. Usando la derivada de la funcién inversa, demuestra que: a) (arctgx)’ :1%; b) (arcsenx)'=
+X

1-x*
Solucién :
f(x)=tgx LV 1 1 1 1
a :>(f1)(x)= (00 1+1q? = 7T
f~'(x) = arctgx f'(F(x)) 1+tg* (arctgx) 1+(tg (arctgx))” 1+

f(x)=senx

T A

f~'(x) = arcsenx - (x)) B cos (arcsenx) - \/1_ sen’ (arcsenx) - J1=x*

Aqui hay que usar la formula cos x = +/1—sen’x para poder operar.

2

4 x°=3x
8. Calcula la derivada de: a) y = (x—5)3x b)) y= (\4/3—X2 ) :

Solucion :

U 4

a) Iny =3¢ In(x—5)= ¥ =12 In(x ~5) + X

4

G

=>y’=[12x3 In(x-5)+ 3X

y xX—5 X —
S x* =3x '2x-3 2x(x? —3x
o y=(o-) oy X ) Lo ) T
" 2X_3. 2 _2X2(X—3) afx x?=3x
=y —[—4 In(3-x*) ) («/3 x) _
9. Calcula la derivada de f(x):(x2—1)se"2Xyde g(x)z(tg4x)1-wsg.
Solucion :
’”f(X)ZSG”ZX'/”(XZ—1)=>M=2c032x-ln(x2—1)+sen2x. 2x_
f(x) x* -
f'(x)={20032x-ln(x2—1)+%}(X2_1)“”“.
4

Ing(x)= 1—cos X -lntg4x:>mzlsen£-/ntg4x+ 1-cos X |.
2 g(x) 2 2 2

X
1 8 1—cos5 )
g.(x)= Esen§~lntg4x+ p—s .(tg4x)1fcosal

sendx
cos4x

2 Avide
cos” 4x-tgdx

Observa que cos® 4x-tg4x = cos” 4x -

=cos4x-sendx = %sean.
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X+1 %
10. Halla la derivada de: a) y=(c033x) ‘b)) y= ( 1] .
X—
Solucion :
y cos3x

1.

12.

13.

2

=y =[2x|ncos3x—3(x2 —1)'f93x]'(0033x)x

’

(”1) B

‘ - ~1

b) Iny =1| (X”j:y___im(x”},i. x=1)__ 1, X+1)+1(X ) _
X

x=1) y x| x—1 x+1  x2\x-1) x x+1

x—1 x—1

L oty 20x1) [ x5
>y'=—|—In + : :
X\ x=1) x(x=1) | x~1

1 (X_H)_ 2(x+1)

_x_2| x—1 x(x2 —1)

Dada la elipse de ecuacion x* +4y? +2x —8y +1=0, averigua el valor de y' en el punto (—1,2).

Solucion
dividimos cambiando
entre 2 el signo 1 +X
2x+8yy'+2-8y'=0 = x+4yy'+1-4y'=0=4y'(y-1)=-1-x = y':4(1 7
1-1
(1) = =0
y( ) 4(1—2)

Dada la curva de ecuacion e’~' —Inx —1=0, halla el valor de y' en el punto (1,1) .
Solucién :

}/'ey‘1‘%=0=>y'ey_1 Z%:”,-: xe1y-1 =y(1)=1.

do

Averiguaasiendo: a) 0=cos(3x+m), x=mt+— t2 b) ¢—— x =At.
Solucion :
a) @=@.d—x=—33en(3x+n)-(n+t)=—3(n+t)sen Smot4 i |

a  dx dt 2

Se obtiene lo mismo derivando ¢(t)= cos(3n-t+gt2 +n}

do _do ox _ -2x 1 20t 1

dt  dx dt (1+x) PN (1+(\/?)2)2 2\/?—(1”)2-

Se obtiene lo mismo derivando ¢(t)= ﬁ
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(> Actividades

[ S - - - - - - - - - - - - - - — - — - - - - — - - — 1

I I

I B I

;7i \ 1. Hallala derivada de: a) y:M; b) y=x’Inx; c) y=C02L+12. -

= : 3sen2x +1 COS X + senx I

1

I 3 2x —1Y I

;;l | 2. Averigua la derivada de: a) y=2X—; b) y = x*": ¢) y=( Xz ) : I

— X +1 4x* +1 -

1 3 2 1
7‘ i . ) X" +1 vy 3x°—x

3. Calculaladerivadade: @) y=————:; b) y=xe* ; ¢) y= : !

e | )y 2x% +2x—12 )y )y X+2 -

I

;7‘ | 4. Hallala derivada de: a) y =In(5x°~6x*+7); b) y =+x?—5x+3. i

Al cos x* e 8(x—1)’ !

Jl: 5. Calcula la derivadade: @) y=———; b) y=———; ¢) f(x)= T 1

= 1—tgx e” -4 X -

I X2 +x 1

;7! E 6. Averigua la derivada de: a) y =xe™>; b) y =arctgv/x* —1; c) y:(\/x5—1) : :

b 1

I ) I

;7‘ | 7. Deriva: a) y=7e”"-3x" +5x; b) yz%; c) f(x):InX +1. |

=1 X" —=3x+2 X !

I _ (x=1)(x-2) 2x 5x° !

:75 I 8. Hallaladerivadade: @) y=—*~——2%; b) y=——; = . 1

CA Y by X VY=g W e |

I _ I

:7’ | 9. Hallala derivada de: a) y:sen(x2+2x); b) y:X\/;1 1. .

— ] X— 1

: .y . . X2—1 . 4x*+5 :

;7’ ] 10. Halla la funcion derivada de: a) y =e (3x+5), b) y:42—5. I

ks x* - I

I I

:7! i 1. Halla la derivada de: a) y =arctg(cosx); b) y=arcsen(\/x+1). :

ol | I

;75 i 12. Deriva: a) y = xInv1+x2 +arctgx; b) y =arccos (e”). ]

I I

_3 i 13. Averigua y" en el punto (2,4) para la funcién implicita x* —3y? +6xy —4 = 0. -

I I

T I 14. Dada la circunferencia de ecuacion (x+3)2 +( y—5)2 =107, halla el valor de y' en el punto (3,—3). !

1 1

715 15, Halla &; &) F=sen| Zx2 =1, x= [ b) F=in, y=1-e2. |

CAL dt 2 T x—1 !

I I

L ol
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3. Derivabilidad

Sabemos que para que una funcion sea derivable ha de ser previamente continua. La demostracion es la siguiente:

§3f'(a) = fm M1 (8) _ m[f(a+h)~f(a)]

-0 h éln‘(l) h

porloque lm[f(a+h)~f(a)]=0= limf(a+h)=f(a), luegof es continua.

=f'(a)=lm[f(a+h)~f(a)]=f"(a) -limh

Sin embargo, la continuidad sélo es una condicidn necesaria, pero no suficiente, pues no todas las funciones
continuas son derivables. Un ejemplo de funcién continua que no es derivable en un punto es la funcion valor
absoluto de x, que nos permitira introducir las derivadas laterales:

-X,six<0

_ en x =07 Dado que
X, six=0

f(0)=limf(x)=0= lim f(x)= lim f(x), f es continua en x =0.

x—0" x—0

(0) = tim MO _ i, FL)

h—0 h h—0 h

¢Cuanto vale la derivada del valor absoluto |x| = {

¢,Coémo calculamos el limite?

f(h -
Fijate que es distinto por la izquierda, lim % = ’Illng Th =-1, que

h—0"
_f(h) . _h : o
por la derecha, hllrg e = Llng m =1, por lo que debemos concluir que no existe f (0)

Por lo tanto, es una funcién continua en un punto pero no derivable en dicho punto.
La definicion de las derivadas laterales es:

e derivada por la izquierda: f'(a) = lim
h

—0"

f(a+h)—f(a)
—

e derivada por la derecha: f'(a*)= lim

h—0*

f(a+h)—f(a)
R

En el caso de funciones definidas a trozos (lo mas habitual), las derivadas laterales en un punto se hallan
calculando la derivada de la funcién que esté en el trozo que interese y sustituyendo el valor del punto. En el ejemplo
anterior de la funcion valor absoluto f'(0™) = —1|X=0 =-1 f(0")= 1|X=0 =1. Cuando las derivadas laterales son

distintas, pero finitas, se dice que es un punto anguloso.

Las funciones con radicales pueden presentar problemas si su derivada es una funcién con denominadores. Por

1
ejemplo, y = i/x = x®. Es continua en x =0, pues y(0) = Iin% Yx =0, pero no derivable: y' = =

1
3Yxt

y'(0)= % = Ay'(0) = es continua en R y derivable en R — {0}.

w RES 4p



REQ 4p

[ 1] Parasaber mas...

1
xcos—,six#0
X

Otras funciones mas complicadas, como f (x) = , exigen mas detenimiento en su estudio. No es una funcién definida a trozos, pues

0,six=0
. . . o 1 1 .
cambia en un Unico punto. Para ver que es continua, se recurre a la acotacion para el coseno:—1<cos— <1= —x < xcos— < x = Im}) (-x)<
X X X—

< Iim(xcosljs limx = Iim(xcoslj= 0. Luego, f(0) = lim f (x) =0. Derivando f'(x) = cosl+x(—sen1](_—:]= cos "+ sen . Claramente
x—0 X x—0 x—0 X x—0 X X N\ X X X X

Af '(0), pues aparte de no poder calcular ni cos% ni sen%, % indica que hay una discontinuidad inevitable.

En resumen, para estudiar la
derivabilidad de una funcion primero
se estudia la continuidad y después
se calcula la derivada; en ocasiones,
a partir de las derivadas laterales.
Si coinciden, la funcion es derivable,
y si no coinciden, no es derivable.

Si es derivable

Si

¢ Existe f'(x)

¢Coinciden las
derivadas

¢fes continua? No No es derivable

A No es derivable
Ejemplo

. . T
0, S|x<003|x25

14. ;Es derivable f(x)={senx, si0£x<§ en x=0,x:%,x:g?

LT i
COSX, Si—<x<—
4 2

Solucién :
e Estudioenx=0
Continuidad : f(0)=sen0=0= Iino1_f(x)=lirr?)0=0= Iirg+f(x)=lirr3)senx=0:>f(0)= Iingf(x):>

es continua en x = 0.
Derivabilidad : f'(0”) = 0|X=0 =0; f(0")=cos x|x=0 =1= 4Af'(0)

e Estudioen x = g

Continuidad : f(%): cosx|x=E = Q; lim f(x)= lim senx = %
2 L

T
i X—>—
X— 2

NI
N[

lim f(x)= Iirqtcosx:%:w‘(%J: Iirr;rf(x):>es continua en x=%.

x=T X—>4 X—>Z
Derivabilidad : /| = =C0SX| r =£; 1 X =—senx| r :—Q:ﬁﬂf' T
4 T 2 4 7 2 4
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15.

16.

17.

18.

e Estudioen x = ki3

Continuidad : f(g):q =0; lim f(x)= Iirr}rcosx=0; lim f(x)= Iin1[O:O:>

X—>— X—>E X—= X——
2 2

n
X==

2
2

:>f(£]: Iirrlf(x):>es continua en x =§.

X—
2

Derivabilidad : f'| = |=—senx| »=—-1f| = |=0| ~=0=3f| 2|
2 2 2 ) 2
2

Estudia la continuidad y la derivabilidad de f(x) = o8 <!
2x—1 six=>1
Solucién :
El Gnico punto problematico es x =1, que es donde cambia de definicion.
Continuidad : f(1)=2x-1 _ =1; XIEL]f(x) = Limxz =1= XI|_r>r11f(x) =f(1)=limf (x)=

es continuaen x =1.
Derivabilidad : f’(1’ ) =2x| _ =2; f'(1+ ) =2, =2=f'(1)=2=> es derivable en x =1.
Por lo tanto, f es continua y derivable en todo R.

Estudia la derivabilidad de la funcion f(x)=+/x-7.

Solucion :
Dom f =[7,e0); f es continua en su dominio ( Iirr71+\/x—7 =0=f(7);3 Iin;_\/x—7).
1 1
f'(X)=———; DEN(x)=0=x=7=1f'(7)=—== Af'(7)= es derivable en (7,0).
()= 5 DEN() (7)=3=3() (1)

¢Es derivable la funcion f (x) = 53/x* —8 en el intervalo[1,3]?

Solucién :

Dom f =R (la raiz cubica de un nimero negativo es un nimero negativo). Es continua en R y en cualquier
intervalo de dicha recta.

5

f(X)=5(x2_8);:fv(x)=§(xz_8)‘§_2)(= 10x

33(x -8)’

= x = +./8(raiz doble):>£f'(i«/§).Como 1</8 <3= f noes derivable en [1,3].

= DEN =0;(x* ~8) =0=

1
3 .
—,six#
¢Es derivable f (x) = Xeosssix O enx=07

0,six=0
Solucion :
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. . 1. . 1 :
lim (—x*) < Ilm(x3 cos— |<limx* = lim| x*cos— |=0=f(0)= es continua en x =0.
x—0 x—0 X x—0 x—0 X

f'(x)=3x? cosl+x3(—senl)(_—2): 3% cos -+ xsen = f'(0)=limf'(x)=
X x |\ x X X x—0
lim (-3x%) < Iim(3x2 cosl)s lim (3x*) = Iim(32xcosl)=0
x—0 x—0 X x—0 x—0 X
1 1 =f'(0)=0. Luego f es derivable en x =0,
lim (—x) < Iim(xsen—} <lmx= Iim(xsen—} =0
x—0 x—0 X x—0 x—0 X

siendo f'(0)=0.

] i 0
19. ¢Es derivable f (x) = {; Zix); il )(; > enx=0?

Solucion :

Hopi 1
—oo L'Hépital
lim (xInx)=0(=cc)= lim In—x=—(ind) =% fim A= lim (—x) = 0= es continua.

x—0" x—0" y =) x—0* —yz x—0"
X X

f'(x)=Inx+1=f'(0)=In0= Af'(0) = f no es derivable en x =0.

(> Actividades

3
16. Estudiala derivabilidad de: a) y =3—/x+5:b) f(x) =~ - +|;|| i
X

S\

ae* +1six<0

17. Averigua los valores de los parametros a y b para que la funcion f (x) = b ; sea continua y deri-
———,six>
X+2

N

vable en todo R.
18. Estudia la derivabilidad de: a) y =+/2x*+5; b) f(x)=In(4x*-1); ¢) y =2x-[x].

i

1

i

i

i

I

1

i

i

i

I

1

i

i

i

I

1

i

: ax*—b, six<—1
. Averigua el valor de a ara que la funcién f (x) = {3+ax, si—1< x <1 sea continua y estudia la derivabilida

: 0 o . 0 . . e

I

1

i

I

1

i

1

i

I

1

I

1

i

I

1

I

1

i

I

1

I

L

SN

bx +2a, si x >1

de f para dichos valores.

1-
20. Estudia la derivabilidad de y = —X|

1+|x|
2 iy < 2
21. Halla a y b para que la funcién f (x) = G _SI ¥=2 sea continua y derivable.
5x+b,six>2

SN H

1
2 A
22. ;Es derivable f (x) = X COSX,SIx;to o
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

4. Consecuencias de la derivabilidad

4.1. Teorema de Rolle

Sea funa funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si f(a) = f(b) entonces 3 ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.
Demostracion: hay 3 posibilidades:

1°) que la funcion sea constante, con lo que su derivada sera
nula en todos los puntos del intervalo.
10

— f o 2°) que la funcion crezca a partir de a. No obstante, como

: : P2 f(a) = f(b), en un cierto punto tendra que dejar de crecer

| i ! ol y empezar a decrecer. En ese punto la derivada se anula;
I3 b I'a cC b "ac b éste seré el punto c.

3°) que la funcién decrezca a partir de a. En un cierto punto tendra que dejar de decrecer y empezar a crecer.

En ese punto la derivada sera nula. Ese es el punto c.

Por lo tanto, dentro del intervalo (a, b) hay un punto cuya recta tangente es horizontal (paralela a la recta que
une (a,f(a)) y (b, f(b))), siempre que la funcién sea continua y derivable en dicho intervalo. 1

En el teorema de Rolle las hipétesis de continuidad y derivabilidad son necesarias. La
funcion f(x) = 1-|x| es continua en [-1,1] y cumple que f(-1)=f(1)=0. Sin embargo, no cumple
el teorema de Rolle porque no es derivable en x=0.

41
4.2. Teorema del valor medio o de Lagrange

f(b)-f
Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces 3ce (a,b) tal que f'(c) = w.

El teorema afirma que la recta tangente a f en ¢ es paralela a la recta que
pasa por los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)). Para su demostracion cons-

truimos una funcion auxiliar resultado de restar f y la citada recta,

f(b)-f(a)

d iony =f —————=(x-a).
e ecuacion y =f(a)+ P (x—a)

f(b)-f
Demostracion: sea g (x) =f(x)—f(a)—%(x—a), continua en [a,b] y derivable en (a,b), pues lo

son f y la recta. Ademas, g(a)=g(b)=0, yaque f y la recta se cortan en ambos puntos. Por el teorema de

Rolle, 3c (a,b) tal que g'(c) =0=g'(x) =f'(x)_%:>f,(c)= f(bgig(a)_

4.3. Teorema del valor medio generalizado o de Cauchy

| . . f'(c) _f(b)-1f(a)
Sean fy g funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b), entonces A ¢ < (a, b tal que =

g'(c) g(b)-g(a)
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Para interpretar geométricamente el teorema, conviene escribirlo como

f(b)-f(a)

°)___b-a y reconocer el teorema del valor medio para
g'(c) g(b)-g(a)
b-a

cada una de las funciones (ver el grafico adjunto). Para su demostracion
conviene multiplicar en cruz en el teorema y agrupar. Asi se construye
una funcién auxiliar que verificara el teorema de Rolle.

Demostracion: sea h(x)=f (x)[ g(b)—-g(a)]-g(x)[f(b)—f(a)], continua en [a,b] y derivable en
(a,b) por serlo sus componentes. Ademas h(a)=f(a)g(b)—g(a)f(b), h(b)=—f(b)g(a)+g(b)f(a)=
g

th de Rolle

=h(a) = 3Jce(ab)talqueh’(c)=0=1"( [g g(a)]—

o s-setn -

c)[f(b)-f(a)]=0=

4.4. Regla de L’Hopital

El teorema del valor medio generalizado es el camino para la demostracion de la Regla de L'Hépital cuando
aparece la indeterminacion 0

Sean f y g funciones continuas en [a—r,a+r] y derivables en (a—r,a+r), tales que limf (x) = lim g (x)=0.
f!
Entonces, si existe lim () , S tiene que lim (( )—|I F'(x)

x—>ag (X) x—>ag ) x—)ag ( )
Demostracion: como f y g son continuas y Imlf( )= Ilmag( )=0=f(a)=g(a)=0. Sise considera el inter-

valo [a,x], cona<x<a-+r (luego [a,x]c[a—r,a+r]), f y g cumpliran la tesis del teorema del valor medio gene-

f'(e) _f(x) ) F00) o F1(X)

ralizado, por lo que Ice (a,x)tal que —— =——. Por o tanto, lim = lim ——= = lim ——. Al ser
g'(c) 9(x) 2g(x) eg'(c) xeg'(x)
a<c < x, cuando x — a, se verificara que ¢ — a, por lo que se puede cambiar ¢ por x.
[ ] Parasaber mas..
1
4 cambia para : - o () A(X) " N T
La demostracion cambia para — , pues las funciones no son continuas. Al escribir —— = “-——=, se verifica que lim — = lim ——=0.
co g(x) 1f(x) xﬁaf(x) x—a g(X)
1 1 1Y f(x) 1Y (1Y 1Y
Haciendo | — |(a)=lim——=0ycomo | - | (X)=——5=—f'(x):| — | =| = | (a)=-f"(a)| — | =-f'(a)-0=0, las funciones
(F)er=tmggy=ovem 7 1= bh=ro 5 < 01=-ri@){ g | =@
g/
son continuas y derivables en x = a. Tendremos entonces que: Iimm=lim - [g(x)] =|im 9'(x) ||m{m:| h => L lim 9\X) (X)-Lz.
xﬁag(x) X—a f (X) , X—a (X) X—a g(X) x~>af (X)
[f(x)]
(%) L=0
Agrupando y sacando factor comln L, queda L L'Iimg -1|=0= . g'(x)_ .
x—>af'(x) L~I|m,——1
x—a f (X)
f f'
La solucién L =0 no es vélida, pues es — . Despejando abajo se obtiene lim —— (X) =lim ﬁ
X—)@g(X) X—)ag (X)
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

Ejemplos
3 g <

20. Considera la funcien f(x)={ . ° *= 2

—X“+6x si x>2
a) ;Cumple las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 3]?
b) ¢Hay algin punto de la gréfica en el que la recta tangente sea paralela a la recta que pasa por los puntos

(0,£(0)), (3,F(3))?

Solucion :
a) Para que cualquier teorema sea de aplicacién deben cumplirse todas sus hipétesis. El teorema del valor medio

exige que la funcion sea continua en el intervalo [0,3]. El Unico posible punto de discontinuidad es x =2. Se
B . T o 3_q_ 1 T _ 2 o
verifica que: f (2) = XILn;f(x) = )Imx =(i= XI|_>rrz1f(x) = Lmz( X°+ 6x) = es continua en [0,3].

x=2

La siguiente hipotesis es que sea derivable en (0,3). Sélo puede presentar problemas en x = 2: f'(2’ ) =3x*

=12;f'(2") =-2x+6|,_, =2=> Af'(2) = f no tiene porqué verificar el teorema del valor medio.

f(3)-f(0
b) La pendiente de la recta pedida vale m = % = % =3 y la de la recta tangente es la derivada, que sera

3x?,six<2 , ,
f (x) = . . Para que dos rectas sean paralelas, sus pendientes han de ser iguales. Planteamos
—2X +6,Six>2

, , , ” 3
las ecuaciones 3x? =3 = x, = %1, siendo ambas soluciones validas, y —2x, +6=3= x, = 7 <2,quenoes

valida. Los puntos pedidos son (—1,f (=1))=(-1,-1) y (1 (1)) =(11).
En este ejemplo se ve que, a pesar de no cumplirse el terorema del valor medio en el intervalo [0,3], existe un

punto(1,1) en el cual la recta tangente es paralela a la recta que pasa por los puntos (0,f(0)), (3,f(3)).

. ax+bx’ si 0<x<2 _ .
21. Se sabe que la funcion f :[0,5] — R dada por f(x) = es derivable en el intervalo (0,5),

c+x—1 si 2<x<5
y verifica que f (0) =f(5).
a) ;Cuantovalena, by c?
b) ¢En qué punto verifica el teorema de Rolle?
Solucion :
a) Comof(0)=0=f(5)=2+c=c=-2.
El nico posible punto de discontinuidad es x = 2:

c=—2

XILrTz]_f(x)=1Ln12(ax+bx2):2a+4b,'f(2):Jerz1+f(x)=lm(c+\/x—1)=c+1 = —1= para que sea
continua debe cumplirse que 2a +4b =—1.

1

f'(27)=a+2bx| =a+4b,~f'(2+)=ﬁ
X_

= % = para que sea derivable a +4b = %

x=2

208
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22,

23.

24.

2a+4b=-1
, con lo que la funcién es

N | —

Resolviendo el sistema 1 seobtienea= —E, b=
a+4b= 7 2

3 1., .
——X+=x,si0<x<2
f(x)=1 27 2 :
Vx—-1-2s12<x<5
b) Como f es continua en [0,5], derivable en (0,5) y f(0) = f(5), existe un ce (0,5) tal que f'(c)=0=

2 El teorema se cumple en ¢ = g

Aplicando el teorema de Lagrange o del valor medio, demuestra que, para x > 0, se verifica:

X

tg(2x ) —arct .
arctg(2x) arcg(x)<1+x2
Solucién :

Identificamos los términos del teorema: f (x) = arctgx y el intervalo es [x,2x], con x > 0.

La funcion es continua en|x,2x] y derivable en (x,2x), pues f "(x)= 1+1 siempre existe, ya que el denominador

X2

nunca es cero. Por ello, 3c € (x,2x) tal que f'(c) = F(29-7(x) =f(2x)-f(x)=x-f'(c)=

2X—X
= arctg (2x ) —arctgx = :
9(2x) AT
Como x < <2x = x* <c? < (2x)" = 14+ x* <1+¢? <1+(2x)' = ! > 1 > > L -, por o que
1+x° 1+c 1+(2x
arctg (2x)—arctgx < 1% para todo x positivo.
+ X
2 —
Determina los valores de a y b para los cuales lim x +bx+12 cosx =
x50 senx
Solucién :
2 _ L'Hépital
jim & w’d +12 O g(ind) = lim w _b = b =0 para que el limite pueda ser finito.
x>0 senx 0 x>0 2XCOS X 0
. 2ax+senx 0, . LHoeel 2a+CoS X 2a+1  2a+1 1
lim————===(ind) = lim = = =1=a=-.
x>0 2% C0S X 0 x=02¢0S X“ —4x°senx 2 2 2

Sea f una funcion real de variable real, derivable y con derivada continua en todos los puntos y tal que f (0) =1;
f(1)=2;f'(0)=3;f'(1) =4. Se pide:

a) Calcular g'(0), siendo g(x)=f(x+f(0)).

2[F(x) T ~f (x+1)

e -1

b) Calcular lim
x—0

Solucion :

e nES <
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25.

26.

27.

’

a) g'(x)=[f(x+f(0))] Re;;:def'(x+f(0))=>g'(0)=f'(0+f(0))=f'(0+1)=f'(1)=4.

Al aplicar la regla de la cadena quedaria f'(x +f(0))-(x+f(0))". Teniendo en cuenta que (x)'=1,(f(0))' =0,
por ser f(0) una constante, se obtiene lo escrito. Se podia haber sustituido al principio y haber usado
g(x)=f(x+1), pues f(0) = 1.
2[f(x)]2 —f(x+1) Z[f(O)]2 —f(1) 2-2 o0,  thea 4f(x)-f'(x)=f'(x+1)

= = =—(ind) = Im}) = =

b) lim
x50 e* -1 0 0

=4f(0)-f'(0)-f'(1)=12-4=8.

X
¢Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcion f (x) = l—|1 en el intervalo [—%ﬂ? En caso afirmativo, halla

el punto ce _?1%) que menciona el teorema.

Solucion :

-X
——,8ix<0
x°—1

Descomponiendo, queda f(x) = . El tinico punto problemético es x =0 (del valor absoluto), pues

six=0

x2 -1

x=11¢ (—%%) ( del denominador).

Continuidad : f(0)= lim f(x)=lim 2—x1 =0= lim f(x) = lim

x—0" x=0 x° — x—0t

= es continua.

2

2 —(x*+1
Derivabilidad : f'(O‘): il =1;f'(0+)= ( ) =—1=>2f'(0)= no es derivable, por lo que no

2 2
(=17, (-1
esta obligada a verificar el teorema de Rolle.
Observando la forma de la derivada, vemos que nunca se anulara, pues el numerador o siempre es positivo 0 siem-
pre negativo. En este ejemplo se observa | importancia de la derivabilidad.

x=0

La funcion f (x) =1 —3x? verifica que f (=1)=f(1)=0. Sin embargo, su derivada no se anula en el interior del in-
tervalo (—1,1). ¢ Contradice este resultado el teorema de Rolle?

Solucion :

Los teoremas no se pueden contradecir. Si no se verifican es porque alguna de sus hipétesis no se cumple.

Para que se cumpla el teorema de Rolle, la funcion debe ser:

Continua: f es continua en R, por lo que también lo sera en [—1,1].

3%2/; =f'(0)= %2 = Af'(0) = f no es derivable en (—1,1).

Al no cumplir las 3 hipétesis, no esta obligada a cumplir |a tesis.

Derivable: ’(x) ==

Usando el teorema del valor medio, calcula una valor aproximado para 3/28.
Solucion :

f(x+h)—f(x)

Si en el teorema del valor medio usamos el intervalo [x,x +h], podemos escribir que -
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=f'(c),x<c<x+h=f(x+h)=f(x)+hf'(c). Eneste caso, f(x) = ¥/x. Un valor de referencia es 27, pues
1

1
3%/)(_2 x=27 27
1 1

yh = 1.Quedaria f(28)=f(27+1)= f(27)+§ = 3+E = 3,0370. Con la calculadora se obtiene 3,0366.

3/27 =3. Luego x = 3. La aproximacion mas sencilla consiste en hacer f'(c) =f'(x) =f'(27)

Demuestra que la ecuacion x° +2kx +3 = 0 s6lo puede tener una solucion real si k es positivo. Encuentra un inter-
valo donde se halle dicha solucion.

Solucion :

f(x)= x> +2kx +3 es continua y derivable en R, por lo que también lo sera en cualquier intervalo de la recta real

th de Bolzano

(es un polinomio). f (-2) =-5-4k <0,f(0)=3>0 = 3ce(-2,0) tal que f(c)=0. Para ver que es tnico
procedemos por reduccion al absurdo: tiene otra raiz d, por lo que la funcion verifica el teorema de Rolle en [c,d],
pues f (c) =f(d)=0. Asi, existira un x, € (c,d) tal que f'(x, ) =0. Pero f'(x) = 3x* + 2k + 0, para k > 0. Por
€s0, no puede existir tal punto d, de modo que la funcién sélo tiene una raiz y la ecuacién una Unica solucién.
Esta forma de proceder es habitual para demostrar que una ecuacién sélo tiene una raiz. Se podria pensar a partir
del crecimiento (al ser f' siempre positivo, la funcién siempre creciente) y del comportamiento asintético

(lim f(x) =0, lim f(x)= o).

ax’> +bx+5,six <2

Calcula a, b y ¢ para que f(x) =1 cx b Six 52 cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo
—+b,six>
2

[0,4] y halla el punto donde verifica la tesis.
Solucion :
El Gnico punto problematico para la continuidad y la derivabilidad es x = 2.

Continuidad : f(2)= lim f(x)=lim (ax® +bx+5)=4a+2b+5; lim f (x)= Iim(c—x+b)=c+b.
x—2" X—2 x—2" x=20 2

Derivabilidad : f'(2") = 2ax-+b|, , =da+b;f'(2")=2| =Z.
= 2 x=2 2
4a+2b+5=c+b
f(0)=5=f(4)=2c+b. Se plantea y se resuelve el sistema {4a+b =% , obteniendo a =5, b =—15,

2c+b=5

o [10x-15,six<2 _ 3
C_1O'f(x)_{5,six>2 = 10x, 15—0:x0—2.

& nES <
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(> Actividades

X% +nx, si X <=2

s . cumpla las hipdtesis del teorema
X" +m,six>-2

N

23. Determina el valor de my de n para que la funcion f (x) ={

del valor medio en el intervalo [-4,2], asi como los puntos del intervalo cuya existencia garantiza dicho teorema.

24. Demuestra que si una funcion continua y derivable ftiene n raices x;, X, ... X,, su derivada f' tiene al menos n—1 raices.
¢ Podemos afirmar el resultado inverso: si f' tiene n—1 raices, ftiene n raices?

I

|

I

I

1

I

I

1

I

I

1

|

i

| 25. Sila funcion fes derivable en todo R, f(1) = 1y su derivada f' verifica que f(x) 2 2, Vxe R, ; podemos afirmar
: que f(51) =2 101 ? ; Qué verificara f(101)?

I

: 26. Demuestra que la ecuacion x° +3tgx —5=0 s6lo tiene una raiz real. Encuentra un intervalo en el que se encuentre
I

: dicha raiz.

I
I
1
|
I
I
|
I
I
|
I
I
k

N dH IS

27. Justifica por qué, aunque en los siguientes casos se verifica que f(-2) = f(2), no hay ningun valor ce (-2, 2) tal que
f(c) = 0y no se contradice el teorema de Rolle.

a) f(x)=x1—4.

5. Aplicaciones de la derivada

5.1. Ecuacion de la recta tangente

Geométricamente la derivada surge para dar respuesta al problema del calculo de la recta tangente a una
curva en cualquier punto. Como la pendiente de dicha recta es la derivada en el punto, la ecuacién es:

y=Yo=f"(X)(x=X).

A veces se usa la recta normal, que es perpendicular a la tangente. Recordando que para que dos rectas en
el plano sean perpendiculares el producto de sus pendientes debe ser -1, tenemos:

Y=Y :f'(XO)(X_XO).

Ejemplos

30. Halla la ecuacion de la recta tangente a y = 3x* —5x + 6 en el punto (1,4).
Solucién :
Hay que averiguar f'(1) = y'=6x-5= y'(1) =6x — 5|x=1 =1= Sustituyendo en la férmula queda
y—4=x-1=r:y=x+3.
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31.

32.

33.

34.

REQ 4p

X X

Halla la ecuacion de la recta tangente a la funcion coseno hiperbdlico Chx = e te en x=1In3.
Solucién :

In3 —In3 _ X _ Ao~ X
Hay que hallar Ch(In3) = s B 33 3 =0y Ch'(x)= ¢ ¢ luego

eIn3 _e—ln3 _ 3+3
2 2

Ch'(In3) = =3=r:y=3(x—In3)=r:y=3x—3In3.

¢En qué punto la recta tangente a la grafica de la funcion y = x* +5x —6 es paralela a la bisectriz del primer cua-
drante? Hallese el punto de tangencia.

Solucién :

Para que dos rectas sean paralelas han de tener la misma pendiente. La bisectriz del primer cuadrante es la recta
y =x=m=1ylapendiente de la recta tangente es f'(x,) = 2x, +5=1= x, = -2. Como

Yo=Yy (-2)=-12 yf'(-2)=1latangente es r : y —(—12) = x—(-2) = r : y =x—10 y el punto de tangencia
(=2,-12).

'y e .y 2
Halla la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de la funcion f (x) = x* en el punto de abs-
cisa x=1.
Solucion :

f (1) =1; para calcular f'(x) hay que usar la derivacion logaritmica: Inf (x)=x*Inx = % =2xInx+x=
X

=f'(x)= (2xlnx+x)x"2 = f'(1) =1= La recta tangente tiene por ecuacion r . y —1=x-1=

r:y=xylanomalesn:y-1=—(x-1)=n:y=—x+2.

Averigua la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la elipse de ecuacion 16x +9y* —144 =0 enel

punto (\@—%)

Solucion :
32x+18yy':Oéy':—gﬂﬁy'(\/gkﬁ:#ﬁIaecuaci()ndeIarectatangenteres
y 92
3
r:y+§:¥(x—\/5)=>r:y:¥x—6.Laecuaci()ndeIarectanormaInes:
8 3 -3 7
nNiy+o=——(x-B8)=ny=—>—x——.
Y73 2J5( =y 205 6
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

35.

2

Dada la funcion f(x) = Inx—1, con x > 1, halla un punto (a,f(a)) tal que la recta tangente a la gréfica de f en ese
X pa—

punto sea paralela al eje OX.
Solucién :
Usando las propiedades del logaritmo podemos descomponer la funcién como:
2 1 2X—2—-X  Xx-2 a-2
f(x)=2Inx-In(x-1)=f'(x)=—- = = = f'(a) =————. Para que sea paralela
() (x=1)=7(x) x x=1 x(x=1)  x(x-1) (@) a(a-1) ] P

al eje OX, la pendiente debe ser cero: f'(a)=0=a=2 y f(2)=In4. El punto es el (2,/n4) y la recta tangente

esr:y—-ind=0=r:y=In4

5.2. Monotonia: crecimiento y decrecimiento

El término monotonia hace referencia al crecimiento o decrecimiento de las funciones. Claramente f es creciente

si al aumentar x aumenta f; y decreciente si al aumentar x disminuye f. En rigor, una funcién es monétona creciente
o simplemente creciente en x=a cuando f(a + h) = f(a) y f(a—h) < f(a), si h > 0. Sino aparece la igualdad diremos
que la funcion es estrictamente creciente, aunque habitualmente se usa el término creciente en el sentido de
estrictamente creciente.

fla) free--’ b La definicion para el caso de que la funcién

f(ath) === : f sea decreciente en x = a no debe plantear
a ath f problemas. Sera estrictamente decreciente

fla+h)
f(a)

= PA- cuando
...... ?....- fcreciente a a+h f(a + h) < f(a) y f(a —h) > f(a), S| h > 0

- enx=a f decreciente
enx=a Usando el teorema del valor medio podemos

encontrar otra caracterizacion mejor para la
monotonia: Sea f continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si f'(x) > 0 en todo (a, b), entonces f es creciente en
[a,b].

Demostracion: consideremos dos puntos cualesquiera x, x +h del intervalo [a,b], con a < x < x+h < b; f cumple las
f(x+h)—f(x)
h

hipétesis del teorema del valor medio en [x,x +h], por lo que 3ce (x,x +h) tal que =f'(c)>0=

=f(x+h)>f(x)=f es creciente para cualesquiera x y x + h, luego f es creciente en [a, b].

Se puede demostrar otro teorema analogo para las funciones decrecientes, por lo que cambiamos las definiciones
por otras alternativas que dicen:

fes creciente en [a, b] si f'(x) > 0y decreciente si f'(x) <0, V xe (a,b).

De este modo, estudiar el crecimiento de una funcién no es mas que estudiar el signo de su derivada: la
funcion es creciente en aquellos intervalos en los que su derivada es positiva y decreciente en aquellos en los que
su derivada es negativa.
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5.3. Extremos relativos o puntos criticos

¢ Qué sucede si f'(a) = 0 o f'(b) = 0?7 En estos puntos, la recta tangente sera una
recta horizontal, paralela al eje OX. Si la funcién cambia su comportamiento, pasando
de crecer a decrecer o a la inversa, presenta un maximo o un minimo relativo,
respectivamente. Estos, como ya sabes, son los puntos criticos o extremos relativos

de la funcion.

La condicion no es sélo que la derivada se anule, sino que cambie la monotonia.
Si no se produce un cambio en el crecimiento, no hay extremo relativo.

Ejemplos

36. Estudia la monotonia y halla los extremos relativos de f(x) = 2x* —%x3.

Solucion :

Calculamos e igualamos la derivada a cero: f'(x) = 4x—x* = (4—x)x=f'(x) =0 :>{

(00, 0)| (0,4) | (0, )
sgnix(d-x)] | - + -
f D] Ct D|
37.Daday = 2X—|X|
[x|-
Solucion

2

4—x=0=>x=4
x=0 '

En la tabla adjunta se estudia el signo de 'y, simultaneamente, se indica el
comportamiento de la funcion. Hay un minimo relativo en (0,f(0))=(0,0)

y un maximo relativo en (4,f(4)) :(4,3—32).

estudia su monotonia y halla sus puntos criticos.

,six<0
Separamos el valor absoluto: y =1 X +21 . Su dominio es R —{+1}. Es continua en x =0, pues
,Six=0
x—1
2x(x+2 2x(x -2
lim y = lim y =0, y también derivable, pues: y'(0" ) = Lz) =0=y’(07)= LZ) .Porello, la
x—0" x—0" (X+1) (X—1)
x=0 x=0
2x(x+2) s NUM=0= x=-2(0+0)
(x+1)2 ' DEN >0enR-{-1}
derivada sera: y'= . Hay que estudiar cada fraccion por
2x(x=2) >0 NUM =0= x=0,2
() =TT | bEN > 0en R—{1}
separado, en los intervalos en los que estan definidas. Presenta un
(00~ 2)[(2,0)) (0.2) |2, )| 145imo relativo en (—2.y(~2))=(~2,-8) y un minimo relativo en
Sgny * - - ¥ (2y(2))=(2,8). En x =0 no hay cambio en el crecimiento, por o
f e by Dy o que no es un extremo relativo. Necesitamos calcular la derivada se-
gunda para poder dilucidar qué ocurre en dicho punto. Adelantdndonos un poco, podemos calcularla y obtendria-
4 4
mos y"(0)= S =4#y"(0)= A =-4=73y"(0).
(x+1) . (x—=1) x=0
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

x*=3x+2six<3
38. Estudia la monotonia de f(x)=1{ 10 . = y halla sus extremos relativos.
——six>
X
Solucion :
Al ser una funcién definida a trozos, su derivada también lo es, por lo que hay que estudiar el crecimiento en cada

uno de los trozos separadamente. Previamente hay que averiguar si es derivable en x = 3, que es el tnico punto
” 10 : —
problematico (x = 0, que afectaa ——, no entra en su intervalo de definicion):
X

f(3)=—ﬂ; lim f(x)= Iim(x3 —3x+2) =20; lim f(x)= Iim(—m):—ﬂzmo es continua, por lo que tam-
3 X—3" x—3 x—3" x—3 X 3

3x*-3six<3
poco es derivable en x = 3. La derivada queda como: f(x)=:10 =f(x)=0=
= >3
Forle-1.0[(1,3)[@ )| [ -3=0=x=21 | o
=110 ) = f tiene un maximo relativo
sgn f'(x) + - + + > 0= f creciente en (3,o).
f Cct Dl | Ct | C7

en (—1f(=1))=(~14) y un minimo relativo en (1,f(1))=(1,0).

39. Considera la funcion f (x) = P +—. Averigua si tiene maximos o minimos relativos y maximos o minimos abso-
X

lutos. En caso afirmativo, calculalos.
Solucién :
8

f'(x)= %—7 =f'(x)=0= x* =16 = x = 4. Maximo relativo en (—4,f (—4))=(—4,—4) y minimo en

4,f(4))=(4,4).
(-0, 4)| (4,4) | (4, ) (11 ),). (44) - . ,
sgn ' : - 7 Los maximos y minimos absolutos los hallamos estudiando las asintotas

f CT Dl CT de la funcion.
Tiene una asintota vertical en x = 0, y se verifica que Iing_ f(x)=—oo,

lim f(x) = o, por lo que no tiene ni méximo ni minimo absoluto. También verifica que lim f(x) = teo.
X—>too

x—0"
40. Demuestra que y = x*> — x — senmx tiene un maximo relativo en el intervalo (—1,0) y un minimo relativo en el
intervalo (1,0).
Solucion :
y'=3x* —1-mcosx. La ecuacion y' = 0 s6lo se puede resolver por métodos numéricos (es una ecuacion tras-

cendente). Al ser y' continua, aplicamos el teorema de Bolzano y encontramos intervalos en los que la derivada
primera se anule:

Bolzano
y'(-1)=3-1+n=2+n>0;y'(0)=-1-1<0 = Jce(-1,0) tal que y'(c) =0. Porlo tanto, y tiene un ex-
tremo relativo en ¢. Como y crece a la izquierda de ¢ y decrece a su derecha, se trata de un maximo relativo.

Bolzano
y'(1)=3-1+n=2+n>0 = 3de (0,1) tal que y'(d) =0. Como y decrece a la izquierda de d y crece a su
derecha, se trata de un minimo relativo.
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6. Derivadas sucesivas

Al ser la derivada una funcién, tiene sentido calcular la derivada de la derivada. La derivada segunda es la tasa
de variacion instantanea de la derivada. Se define como:

f,,(x)sz'(x+hlj—f'(x)

Este proceso se puede prolongar indefinidamente, obteniéndose la derivada tercera f" (que es derivar la derivada
segunda), la derivada cuarta f (que es derivar la derivada tercera), la derivada quinta f*(derivar la derivada cuarta)...,
la derivada n-sima o enésima f”. Observa la notacién: se usan niimeros romanos para las primeras y un paréntesis
con el grado para las de orden superior (n con el fin de no confundirlas con las potencias. Estas derivadas de
ordenes superiores o sucesivas se calculan con las mismas reglas que la derivada, que ahora se llama derivada
primera (y simplemente derivada cuando no hay confusion posible).

La notacion se completa definiendo f° = f . A partir de la existencia de las derivadas de distintos 6rdenes, se catalogan
las funciones. Asi, el conjunto C, esta formado por todas las funciones continuas; C; lo forman las que son derivables
una vez, C, las que son derivables dos veces... C.. lo forman aquellas que pueden derivarse indefinidamente.

Las derivadas de 6rdenes sucesivos se utilizan para calcular el desarrollo en serie de Taylor para una funcion,
utilisima herramienta que permite averiguar el valor de la raiz cuadrada, seno, coseno, exponencial, logaritmo, etc.
de cualquier numero L, aunque solo esta dirigido a los alumnos muy interesados.

Ejemplo

#1. Calcula la derivada cuartade @) y = x> —3x*+6x—5; b) y = % Encuentra una férmula para la derivada
X+

enésima de estas funciones.

Solucién :

a) y'=3x"—6x+6;y"=6x-6;y"=6;y" =0=y"=0,Vn>3.
-2 w  2:3 ,V_—2~3~4:>

b) yr= 1 .y": y — y y(nz(_1)n+1 n’
(x+1"7 (x+1)" (x+1)" (x+1)° (x+1)""

42. Calcula la derivada quinta de a) y =e*; b) y =In(1+ x). Encuentra una formula para la derivada enésima de

estas funciones.
Solucion :
a) y1=y"=ym:yIV=yV=.“=y{n:exl

1 —1 2 -2-3 2-3-4 n+1(n—1)l
b 1=_; "n_ : m_ : IV= : V= N (n= _1
S T T rey ) e e =) (1+x)

43. Calcula la derivada quinta de @) y = senx; b) y = cos x. Encuentra una férmula para la derivada enésima de
estas funciones.
Solucion :
a) y'=cosx;y"=—senx;y"=-cosx;y" =senx;y" = cosx = Para hallar la formula hay que separarlo
en derivadas de orden par (con 2n) y de orden impar (con 2n+1): y®" = (=1)" senx ; y*"" = (-1)" cos x.
y® = (—1)"" senx

(2n

" L L 0wl — o vl
b) y'=-senx;y"=—cosx;y" =senx; y" =cosx;y =-senx = o .
y"*" =(-1)" cosx
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

Curvatura y puntos de inflexion

Una funcién presenta dos curvaturas diferentes, definidas a partir de una recta
secante: si la funcién va por encima de la recta, decimos que es convexa por arriba,
convexa o que tiene la forma n. Si va por debajo de la recta, podemos decir que es
convexa por abajo, concava o que tiene la forma u. Como los comportamientos son
complementarios (lo que visto desde arriba es convexo, desde abajo es concavo y
viceversa), calificamos los comportamientos con su representacion gréfica, n 6 u.

l Convexa por

Como ocurre con el crecimiento, la definicion no es practica para los calculos,
por lo que se usa otro procedimiento mas comodo.

cgnvexa'po,- I La derivada segunda indica en qué forma cambia la monotonia de una funcion, por

lo que se usara para estudiar la curvatura: cuando la funcién es convexa por arriba,
su derivada decrece (lineas punteadas de la grafica), por lo que su derivada segunda
sera negativa; cuando la funcion es convexa por abajo, la derivada crece (lineas punteadas de la grafica), por lo
que la derivada segunda sera positiva.

abajo

Un punto de inflexion es aquel en el que la funcién cambia su curvatura de forma continua. Asi, la condicion para
el punto de inflexion es que la derivada segunda se anule y se produzca un cambio en la curvatura en dicho punto.

Por lo tanto, estudiar la curvatura de una funcién consiste en estudiar el signo de su derivada segunda. En resumen:

e fesnenlos intervalos en los que f(x)<0.

£(x)<0 e fesUenlos intervalos en los que f"(x)>0.
e ftiene un punto de inflexion en aquellos puntos en los que f"(x)=0y hay un
(%)=0 cambio en la curvatura.
< X0 T Apoyandonos en los resultados anteriores, podemos afirmar que ftiene un

maximo relativo en x, cuando f(x,)=0 y f"(x,) <0, y un minimo relativo cuando
f(x,)=0 y f"(x,)>0. Este criterio presenta problemas cuando también f"(x,) =0, por lo que, si ocurre tal cosa,
recurrimos a la tabla de crecimiento.

Ejemplos

: ), 3x* —x
44. Estudia la curvatura de la funcién f(x)= —
X
Solucion :
— 32 £12x —2 ()= (6x+12)(x+2)2_(3x2 +12x—2).2(x+2) _
(x+2)2 (x+2)4

f”(x)_(6x+12)(x+2)—2-(3x2+12x—2)_ 28 NUM > 0

- (x+2)° B (x+2)° " |DEN =0= x=-2(raiz triple)

La funcién cambia de curvatura en x = —2, pero no tiene punto de inflexion, pues no lo hace con continuidad, sino
en la asintota vertical de la funcion (f"(x) =0y 3f"(-2)).

(00, -2)| (<2, o0) Este comportamiento suelen tenerlo las fracciones algebraicas. Para obtenerlo
: : hay que simplificar en la derivada segunda, sacando factor comun en el numerador

28 antes de operar. En caso contrario, el denominador seria un binomio a la cuarta,

sgn( (x N 2)3 ] _ * siempre positivo, y el numerador se anularia, apareciendo un falso punto de
inflexién. Podemos darnos cuenta del error porque la derivada segunda en ese

f N U punto seria una indeterminacion 8 que se convierte en oo ¢ —co al ser resuelta.
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45.

46.

47.

48.

REQ 4p

Estudia la curvatura y averigua los puntos de inflexién de las siguientes funciones: a) y = 212 :
X
xt X
b) y=—-—-x*+5.
Y=2"%
Solucién :
42 2x(x* -6 _ —0 y—
= e ( 3):> NUM=0=x=0,x=+J6 _
(¥*+2) (¥ +2) DEN >0
—\/6 \/g (_ !_\/_ (_\/—70) (Ov\/—) (\/6,00)
Puntos de inflexion: | —/6,—— |;(0,0);| /6, |. sgny" | - ¢ -
8 8 y n U n
] X X " 2 "
b) y =?—?—2X=>y =X"—x-2=y"=0=>x=-12=
17 (-001) | (-12) | (2,
Puntos de inflexion: (—1,7}(2,1). sy T — "
y U n

Estudia la curvatura y averigua los puntos de inflexion de las siguientes funciones:
a) y=In(x*+1); b) y=(x*+x)e""
Solucién :
= = +
2) y'= 22x Lyre 2-2" 2x {NUM 0=x _1:> (~oo~1) | (<1,1) | (1,00)
Puntos de inflexion: (=1,n2); (1,In2). y n v n
b) y'=(x*+3x+1)e"" = y" = (x*+5x+4)e" = y" =0=> X' +5x+4=0=x =4, 1=

—00,~4) | (<4-1) | (-1,

Puntos de inflexion: (—4,@} (=1,0). ) (~o0,~4) | (-4,-1) | (-1,00)
e sgny + _ +
Yy U n U

2

3x° —ax L .
Calcular el valor de a para que f(x) = tenga un minimo relativo en x = 2.

Solucioén :

2
w =0=a=18;f"(x)= =
(X+2) x=2 (X+2)

f tiene un minimo en x =2 cuando a =18.

f'(2)=0= =1f"(2)= —>0:>

Estudia la curvatura y halla los puntos de inflexion de y = |x|3 —x*—2|x|.
Solucion :

{—x3—x2+2x,six<0 , {—3x2—2x+2,six<0
y= —y'=

=1, ) ) ) . No es derivable en x =0, pues
X' —x"=2x,8i x>0 3x“—=2x-2,si x>0

—6x—-2,8i x<0 1
y'(07)=2=y'(0 =—2.y"={ 9 =Sy"=0=>x=%t—. 'NAEENE
(@) () 6x—2,8i x>0 3 (_°°’_§)(_§’§) (§,oo)
Puntos de infiexion: | -+ y{ =4 1= =12\ (L[ 2)|=(2,-2) [eeny ] + T - T+
3 3 3 27 /137\3 3 27 y u n U
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

(> Actividades

28. Halla a, b, ¢ y d del polinomio p(x) =ax® +bx* +cx +d para que cumpla que p(1) =0, p(0) =2 y tenga dos
extremos relativosen x =1y x =2.
Yx-2,8ix>2

, y halla la ecuacién de la recta tangente a
X(x=2),six<2

29. Estudia la continuidad y la derivabilidad de f (x) = {

la grafica de f en el punto (3,1).
30. Demuestra que la funcion f (x) = (1 —xz)-senx tiene un maximo relativo en el intervalo (0%) Menciona los
resultados teoricos que uses.

31. Halla los puntos de la curva y = %xz +4x+4, enlos que la tangente a esta curva pase por el punto (0,0). Halla

las ecuaciones de dichas tangentes.
32. Dada la funcion f (x) = x* —2" + x —1 demuestra que existen o, € (1,2) tales que f (o) =0y f'(B)=3.
Menciona los teoremas que utilices.
33. Sea p(x) un polinomio de cuarto grado tal que:
1) p(x) es una funcién par;
2) dos de sus raices son x =1, x = —/5;
3) p(0)=5.
a) Estudia su monotonia y averigua sus extremos relativos.
b) Estudia su curvatura y encuentra sus puntos de inflexion.
¢) Esboza su grafica.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
=L 1 34 Averigua los puntos del intervalo [0,2 | donde f (x) = ;
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
L

senx

relativos como absolutos.
35. Halla los valores que deben tener a, b y ¢ en la funcion f (x) =ax” +bx + ¢ para que: 1) f (1) =—3; 2) la tangente
ala gréfica en x =0 es paralela a la recta y = 2x; 3) f alcanza el maximo en x = —1.
36. Estudia la curvatura de la funcion f(x) = e* -(x* +x-10).

37. Sabiendo que f'(x) = (x—4)’ (x* —8x+7), halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos
relativos de f. ; Tiene f un punto de inflexion en el punto x =4 ? Justifica razonadamente tus respuestas.
38. Demuestra que f(x) = (x+1)|n(2x2 -X +1) tiene un minimo relativo en el intervalo (0,1).

_Inx

39. Estudia la monotonia y halla los extremos relativos, si existen, de f (x) =—.
X

. , . e —1-ax
40. Calcula los valores del nimero real a sabiendo que lim ———=8.

X— X
41. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, asintotas y puntos de inflexion de

f(x) = xe™. Demuestra que verifica que f (x) < 1 VxeR*.
e

42. Se considera f(x) = x? +m, con m constante.
a) Para cada valor de m halla el valor de a > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f en el punto (a,f (a))

pase por el origen de coordenadas.

1
|
1
1
1
1
|
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
|
1
1
1
1
|
1
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1
1
1
1
|
1
|
1

» - I
alcanza sus valores maximos y minimos tanto !
|
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
|
1
1
1
1
|
1
|
1
1
1
1
|
1
|
1
b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f(x). !
1

1
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REQ <4

««s* Recuerda

v Derivada de una funcién en un punto.  f'(a)=Iim w

v Funcion derivada de f(x).  f'(x)=lim

Tabla de derivadas de las funciones usuales Algebra de derivadas
Funcion Derivada
k (constante) 0 (f+ ) =f'(x)£g'(x)
X", neR n-x"" (f-g)(x)=1(x)-g(x)+f(x)-g'(x)
1 - (k- )(x) k-f'(x), k constante
: . (L )= 900900 g
Vx Jx . E3)
& ¢ k k- f(X)
a alna (7)( )—— f( )] ke R,
i . (Fo9)(x)=F"a(x))-g'(x)
log. x A . 2
i
iigj(( -CsO:nXx (F(x)) n-(f(x))"-f'(x), neR
tg x 1+1g°x = Cos12x g™ f'();)'-e””
: in(f(x) AL
arcsenx 2
1 sen(f(x)) f'(x)-cosf(x)
arccosx 1 cos(f(x)) —f'(x)-sen(f(x))
f' ' 2
arciga — 6(110) | g groy = P+ 1000)

¥ Teorema de Rolle. Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b). Sif(a)=f(b) entonces 3c (a,b) tal que f'(c) =0.
v" Teorema del valor medio o de Lagrange. Sea f una funcion continua en[a,b] y derivable en (a,b), entonces dce (a,b) tal que
f(b)—f(a
o)1 0)=1 (@)
b-a
v Teorema del valor medio generalizado o de Cauchy. Sean f y g funciones continuas en[a,b] y derivables en (a,b), entonces

Jce (a,b) tal que f'(c) = ) vlE) ;
g'(c) g(b)-g(a)
v Regla de L'Hopital : si I|m M = 0= 6—y3lim f
2g(x) 0 e T ong'(x) oeg(x) g'(x)

v Ecuacionrecta tangente: y —y, =1 '(x,)(x =X, ).

v Una funcion f es creciente en el intervalo (a,b) si f'(x) >0 para todo x € (a,b) y es decreciente cuando '(x) <0 para todo x € (a,b).

v Una funcién f tiene un punto critico en x, cuando f'(x,) = 0. Es un méximo relativo cuando f "(x,) <0 y un minimo relativo cuando
f"(x,)>0.

¥ Una funcion f esU en (a,b) cuando f"(x,) > 0 para todo x € (a,b) y es (N cuando f"(x,) <0 para todo x € (a,b).

v Una funcién f tiene un punto de inflexion en x, cuando f "(x,) =0 y cambia de curvatura en el entorno del punto x,.

221 ED = <




Aplicaciones de la
derivada (Il)

menor tiempo, ¢ cual sera la trayectoria que

seguira si pasa del aire al agua? Este es un
ejemplo de optimizacion de una funcion; en este caso
del tiempo empleado por la luz en recorrer un espacio.
Optimizar es averiguar el mayor o el menor valor de una
funcién, esto es, sus extremos relativos, algo que ya
sabemos de Primero y que repasamos en la Unidad
anterior. Sin embargo, aqui hay que escribir la funcién
que debemos optimizar, lo que pone a prueba nuestros
conocimientos matematicos, pero también nos permite
referirnos a casos concretos que pueden aplicarse a
la vida diaria.

S i la luz recorre el camino para el que invierte el

Por lo tanto, nuestras herramientas seran por un lado
la derivada, ideada por Leibniz y Newton (1643 — 1727)
en el siglo XVII, y por otro la construccion de la funcién
que se ajuste al problema. Tenemos que ser capaces
de transcribir al lenguaje algebraico las situaciones que
aparezcan. Combinamos una aplicacién de las matema-
ticas puramente mecanica (calculo de los extremos relativos de una funcion usando las derivadas)
con otra que nos exigira recordar las férmulas de longitudes, areas, volimenes y otras mas para
construir las funciones que hay que optimizar.

e [saac Newton (Wikipedia.org Dominio Publico)

Si repasamos lo hecho hasta ahora con las funciones, vemos que podemos conocer practicamente
todo lo que interesa sobre ella. ; Seremos capaces de representarla graficamente? Juntando la
informacion que se obtiene directamente de la funcién (dominio, simetrias, puntos de corte con
los ejes, signo de la funcién, asintotas), con la que procede de la derivada primera (monotonia,
puntos criticos) y de la segunda (curvatura, puntos de inflexion) podemos esbozar una grafica
que nos permite, de un vistazo, conocer el comportamiento de la funcion.

Acaba la Unidad introduciendo sucintamente, y solo para los mas interesados, los polinomios
de Taylor o desarrollo en serie de Taylor para una funcién. Dado que para su calculo sélo
necesitamos usar la derivacion, se convierte en un buen ejercicio para calcular derivadas de
6rdenes superiores. También sirve como introduccién para el alumnado que vaya a cursar un
Analisis Matematico en un primer curso de Universidad.

Con el estudio de esta Unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:
1. Optimizar funciones, hallando los valores que hacen que la funcidon sea maxima o minima.
2. Estudiar y representar graficamente una funcion.
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Aplicaciones de la derivada (Il)

Optimizacion de funciones

Estudio y representacion de funciones

Informacién obtenida de la funcion:
Dominio

Simetria

Puntos de corte con los ejes
Signo de la funcién
Asintotas

S = B9 [ =

Informacion obtenida de la derivada primera:
6. Monotonia (crecimiento y decrecimiento)
7. Puntos criticos (maximos y minimos)

Informacién obtenida de la derivada segunda:
7. Puntos criticos (maximos y minimos)
8. Curvatura (concavidad y convexidad) y
puntos de inflexion

PARA SABER MAS...

Desarrollo en serie de Taylor
Aproximacién de una funcién por un polinomio

iNDICE DE CONTENIDOS
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (II)

1. Optimizacion de funciones

Optimizar una funcion consiste en buscar los valores de la variable para los que dicha funcién alcanza su
mayor 0 menor valor. Esto ocurre habitualmente en sus extremos relativos; por lo tanto, los calcularemos como
haciamos en la Unidad anterior. ; A qué viene entonces este apartado? Cuando hablamos de calcular los maximos
y minimos damos por hecho que nos dan la funcién que debemos optimizar, mientras que si decimos optimizar
sobreentendemos que hemos de construir la funcién que se ha de optimizar, que es el paso realmente complicado
y diferente.

El tipo de problemas al que se le puede aplicar la técnica de la optimizacién de funciones es extensisimo.
Habitualmente tendremos que apoyarnos en conocimientos aritméticos, algebraicos 0 geométricos previos y en
una lectura detallada, que nos permita averiguar cual sera y qué forma tendra la funcién que hemos de optimizar.

1. Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima y 28 m de perimetro.

También son de gran ayuda las simetrias que aparezcan en el problema.

Pueden servir de guia las siguientes orientaciones:
I seidentifica la funcién que hay que optimizar;
Il. se nombran sus variables;

IIl. se escribe matematicamente la funcién;

IV. se calculan sus extremos relativos.

Para no complicar los calculos, si en la funcion se puede sacar factor comun algun término constante y
queda simplificada, lo haremos y usaremos esta simplificacion.

Ejemplos

Solucion:

Hacemos un gréfico donde escribimos las variables; la funcién que tenemos que optimizar

es el area: A(x,y) = x-y. Surge un contratiempo muy habitual: la funcién consta de dos variables. Como sélo sabemos
manejar funciones de una variable, hay que encontrar una relacion entre las variables, que permita despejar
una en funcién de la otra. En este caso, dicha relacion es el perimetro: 2x + 2y =28 = x + y = 14.

Despejamos y sustituimos en la funcién, que ya sera de una variable. Después calculamos sus extremos relativos:
y=14-x= A(x) = x-(14 — x) = 14x - x2.

Antes de derivar observemos la funcién: es una funcién cuadréatica (parabola) cuyo vértice es un maximo (el coeficiente
de X* es negativo). La funcién esta bien construida. Si intercambiamos x e y, ni la funcién ni la relacién cambian. Hay
una simetria que nos permite aventurar que el rectangulo de area maxima es un cuadrado. A'(x) = 14 -2x = A'x) =0
=>x=7T=A"(x)=-2= A"(7) =-2 <0 (méximo). El &rea es maxima para x = y = 7 cm. Por lo tanto, el rectangulo
de area maxima y perimetro 28 cm es un cuadrado de lado 7 cm y &rea 49 cm?.

Aparte de dar el valor de las variables que optimizan la funcién, conviene dar también el valor optimizado de dicha
funcidn, y una somera explicacién del resultado obtenido.
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2. Descomponer el nimero 81 en dos sumandos positivos de forma que el producto del primer sumando por el cuadrado
del segundo sea méaximo.

Solucion:

Llamamos x e y a los sumandos. Siguiendo los pasos del ejemplo 1 escribimos:
Funcién que se debe optimizar: P(x,y) = x- y2

Relacion entre las variables: x + y = 81.

Para no tener que desarrollar un binomio despejamos x: x =81-y. Se obtiene: P(y)=81y> - y*= P'(y) =162y - 3y?,
162y —3y*=0, y(162 - 3y) = 0, y = 0 (absurda) e y = 54; P"(y) = 162 — 6y = P"(0) = 162 > 0; (minimo); P" (54) =
— 162 < 0(maximo). Cuando y =54y x =27 (un sumando es igual a la mitad del que esta elevado al cuadrado), el
producto es maximo y vale P, = 78732.

Observa que manejamos la variable y igual que la x, porque ambas son ahora variables independientes, siendo
las dependientes el producto y la suma. Aparece una solucién absurda y descartable, ya que si un nimero valiese
cero, el producto seria cero. Sin embargo, conviene reforzar nuestra opinién con el calculo posterior, que debe
corroborar nuestra afirmacion, pues en caso contrario deberiamos pensar que nos hemos confundido. Si al repasar
los calculos no vemos ningun error, se concluye que el problema planteado no tiene solucién, aunque éste no es
el presente caso.

3. Se dispone de una barra de hierro de 10 metros para construir una porteria, de manera que la porteria tenga la
maxima superficie interior posible.

¢ Qué longitud deben tener los postes y el larguero?
¢ Qué superficie maxima interior tiene la porteria?
Solucion:

Se trata de construir tres lados de un rectangulo (el cuarto es el suelo) de modo que su superficie sea maxima.
Llamando x a la base e y a la altura queda:

Funcién que se debe optimizar: A(x,y) = x-y.

Relacion entre las variables: x + 2y = 10 .

Para evitar fracciones despejamos x: x=10-2y = A(y) = (10- 2y} - y=10y-2y% A'(y) = 10-4y = A'(y) =0
Sy =g:>A"(y)=—4:>A"(g)=—4<0.

«5=§=12,5m2.
2

N | on

a) Maximo para y =g=2,5m;x =5m; b) A, =A(5,g)=

4. |a suma de tres nimeros positivos es 60. El primero mas el doble del segundo mas el triple del tercero suman
120. Halla los nimeros que verifican estas condiciones y cuyo producto es maximo.
Solucion:

Llamando a los nimeros ¥, y, z, respectivamente, podemos escribir:
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (II)

Funcién a optimizar: P(x,y,z)=x-y -Z.
X+y+z=60

Relaciones entre las variables:
X+2y+3z2=120

Al tener 3 variables han de aparecer 2 relaciones para poder despejar dos de ellas en funcién de la tercera x.
Planteamos y resolvemos el sistema siguiente:

y+z=60-x

2y +3z=120—x
P'(x)=0;6x(20~x)=0= x=0(absurda), x = 20; P"(x)=120-12x = P"(0) =120 > 0 (minimo);
P"(20) =—120 <0 (maximo).

}:> z =X;y =60-2x. La funcion queda: P(x) =60x* —2x°; P'(x)=120x—6x?,

. Se desea construir cajas de embalaje en forma de prisma cuadrangular de modo que la suma de las tres dimensiones
sea 72. ;Cuales han de ser las dimensiones para que la capacidad de las cajas sea maxima?

Solucion:

Al ser un prisma cuadrangular (su base es un cuadrado), sélo hay 2 variables. Usando la férmula del volumen de un
prisma escribimos:

Funciona optimizar: V(x,y) = A, -h=x%y.

base

Relaciones entre las variables: 2x + y = 72.
Despejamos y 1y =72-2x =V (x) =72x* =2x*; V'(x) =144x —6x*; V'(x)=0=6x(24—x)=0=
X = x =0(absurda) , x =24; V"(x) =144 -12x = V"(0) = 144 < 0(minimo); V "(24) = —144(méximo).

La caja tiene capacidad maxima para x = y =24 u, valiendo V_,, =V (24) =13824 u°.

Al no especificarse unidad de medida escribimos u como unidad de longitud y ¢* como la de volumen. Observa la
regularidad: los rectangulos de area maxima son cuadrados y los prismas cuadrangulares de volumen maximo
son hexaedros regulares (cubos).

6. Averigua las dimensiones del rectangulo de area maxima que puede inscribirse en un triangulo equilatero de 20 cm
de lado.

0 Solucion:
e’ :h y Llamamos 2x a la base del rectdngulo para evitar fracciones; usamos el
1 60° teorema de Pitagoras para averiguar el valor de la altura del tridngulo:
L2 h =~/400-100 = 10+/3 y el teorema de Tales o la definicion de tangente
W? 10-x - = y g

para la relacién.
Funciona optimizar: A(x,y) = 2xy.

y oy 1043 y
Rel tre | bles: =—— 019 60°= —— =+3(10-x).
elacion entre las variables: -o— =— = 61g == V3(10-x)
A(x)=2\/§x(10—x):>f(x)=2(—\/X§)=10x—x2; f'(x)=10-2x= f'(x)=0=x =5

f"(x)=-2=f"(5)=-2<0 (maximo). El drea es maxima cuando la base del rectangulo mide b =2x =10 cm
y sualturay =5+/3 cm, valiendo A, = A(5) = 50+/3 = 86,6 cm?.
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Simplificamos la funcién para el calculo, aunque el resultado de la optimizacién hay que hallarlo en la funcién sin
simplificar.

7. Una empresa desea un recipiente para envasar un litro de un producto liquido. Quieren que sea o un prisma recto
con base un hexagono regular o un cilindro. Averigua qué forma ha de tener la base para que el gasto de material
sea minimo.

Solucion:

27X

El gasto en material vendra dado por la superficie de las figuras. Como tanto el prisma como el cilindro son cuerpos
rectos, la superficie puede separarse en superficie lateral (que son rectangulos) y superficie de las bases (el hexagono
regular o un circulo). El volumen del recipiente (1000 cm®) proporciona la relacién entre las variables.

Prisma hexagonal:
Funciona optimizar: S=S,,, +S

bases *

Relacion entre las variables: V = A, .. ‘h.

base

P-a
Base hexagonal: A,,,.,, = —— siendo P el perimetro y a, la apotema, que se obtiene usando el teorema de
2
6x ~£x 33
Pitagoras. Queda A, = 22 =Tx2.
\/- 2
Funciéna optimizar: S(x,y ) = 6xy +2: = 6xy +3v/3x°.
Relacion entre las variables: —— \/_ x>y =1000=y = AL .
34/3x2
S
S(X>:M+3¢gxz=£ 000 o) ()= S 4000 oo,
3x 30 x 3 x
3

f'(x)=- sl =0=x= sl —10</:—6057cm
x? \/

f'(x)= 80(3)0 +18= f"[ 3 4020 Jz 54 <0 (minimo). Cuando x,,;, = 103’% cme
X
2000 racionalizando 400
i \/_

40007
3V3
V3 187

Smin = S(Xmin’ymin) = 6Xmin.\/§xmin +3\/§Xr2nin = 9\/§Xr2nin = 571’911 sz'

=3 3x,,, =10,491 cm, se tiene el gasto minimo que vale
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (II)

Cilindro
Funcion a optimizar: S(x,y) =2nxy +2mx>.

Relacion entre las variables: mx’y =1000= y = @
nix?

S
X 2 X x° \/ by
T 2000 J 1500 . 500 100(Q  racionalizando
f'(x)=——+2n=f"] 3}=— |=6m<0=> el gasto es minimo para x,,, = 3|— e y,;, = =
T i ,/500%
L 2
n

= 23/@ = 2X,,;, =10,839 cm, valiendo S, =S (XY min ) = 27X iy + 2X iy + 270X 2, = 61X, = 553,581 cm?.
T

Se gasta menos material usando un cilindro. Al aumentar el nimero de lados del poligono regular base del prisma,
disminuye la superficie total. Si el nimero de lados es infinito, el poligono es un circulo ( ver Actividad 5).

8. ;Qué dimensiones tiene el cono de volumen maximo y generatriz 1m?

Solucion:

Funcién a optimizar: V(r,h) =%A -h =%nr2h.

base

Relacion entre las variables: h? +r? =1, r* =1-h* V(h)= %(1 —h? )-h =f(h)=——A=h-

f'(h)=1_3h2:>f'(h)=0:>h=L=—3=>f"(h)=—6h:>f" V3 =-2./3 <0= el volumen es
V33 3
méximo cuando f =? myr =\/§ m, y el volumen méximo vale V. ,, V[\Q_J 22\7/_

. Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima cuyos vértices estan sobre la parabola y = x* y la recta y = 4.
Indica también las coordenadas de dichos vértices.

Solucion: -b,4)

Funcién a optimizar: A = 2bh. \1 é: /
Relacién entre las variables: 4 —h = b?, pues es un punto de la parabola. y

h=4-b*"= A(b)=8b—2b3;A'(b)=8—6b2:> A'(b)=0:>8—6b2=0 4 h
:bz\/%z?; A"[¥j=—8\/§<0:> El &rea es maxima para un \ \ v\(b""h)
rectangulo de base 2b = @ u, altura h —g u, siendo A, 32;/5 u’. Las coordenadas de los vértices del
rectangulo de area maxima son (— 23 4) (2\/_ 4) (—?,4) y (?4)
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10. Demuestra que de todos los rectangulos de area fija a, el cuadrado es el que tiene el circulo circunscrito de area
minima.

Solucién:

Funcion a optimizar: A(x,y) :ar(x2 +y2). )
y X

Relacion entre las variables: 4xy = a. d

2 2
yzi:A(x):n(xz+127J:>A'(x):n(2x—:7J:>A'(x)=0:> ox

2

2
=x'= ?_6:> X =@;A"(x) =TC(2 +gi4):>A"(%j:n(2+6) =8n>0= el drea es minima cuando la
X

base vale 2x =+/a y la altura 2y = % =/a. Se trata de un cuadrado.
a

Ciertas técnicas pueden servir de gran ayuda. En concreto, si la funcion es positiva y viene dada por una raiz
cuadrada, podemos usar su cuadrado, evitando célculos mas complicados. Este resultado se puede enunciar
del siguiente modo:

Si f, funcién continua, derivable al menos dos veces y positiva en x,, tiene un extremo relativo en x,, f* tiene el
mismo extremo relativo en x,.
Demostracion: como f tiene un extremo relativo en x,, f'(X,) =0'y sgn"(X, ) tendra un valor determinado.

Hagamos g () :[f(x)]2 Asi, g'(x)=2f (x)-F'(x)=g'(x,) =2 (%,)-f'(x,)=0, pues f'(x,) =0, g"(x)=
:Z[f‘(x)]2 +2f (x)-F"(x)= g“(xo):2[f‘(x0)]2 +2f (%,)-F" (%) =2 (%,)-F" (%) => sgn g" (X, ) =sgn f"(x, ).
Este teorema lo usamos para hallar el extremo pero, l6gicamente, el valor éptimo de la funcion lo calcularemos
en la funcion de partida, no en su cuadrado.

Ejemplos

11. ¢ Qué dimensiones tiene el tridngulo isdsceles de area maxima y perimetro 60 m?
Solucion:
El &rea de un tridngulo es A, = % Como hay que hallar la longitud de los lados, escribimos b y h en funcion de x

e y. Para evitar fracciones b = 2x y obtenemos h = /y* —x°.

Funciona optimizar: A(X,y) = x-\/y* —x*. y

Relacion entre las variables: 2x +2y =60= x+y=30= y =30—x

A(x) = x-/(30-x)} = x* = x/300—60x = [A(x)] =" (900-60x) = 900x* - 60X". o
2

A
Dividimos[ A(x) " por 60: f(x) = % =15x" —x*; f'(x) = 30x = 3x* = f'(x) = 0= x = 0(absurda), x =10;
f"(x)=30-6x=f"(0)=30> 0 (minimo); f"(10)=-30< 0= El drea del tridngulo es maxima cuando

b=2x=y =20 cm (aparte de isosceles es equilatero), valiendo A, ,, = A(10) = 100+/3 = 173,205 cm?.
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (II)

12. Encuentra las coordenadas de los puntos de la parabola y = x* que estan a la minima distancia del punto (0,5).

Solucion :

La distancia entre dos puntos se calcula con dist(P,Q) = \/(x2 —x) +(y,-v,)

Funcion a optimizar: dist (x,y) = y/x* +(y =5)’.
Relacion entre las variables: y = x*.
dist (x) = (X + (x* ~5) = x* ~9x* +25 = f (x) =[dist(x) | =x* ~9x* + 25 =
x=0
f'(x)=4x3—18x:>f'(x):0:>2x(2x2 -9)=0= . i%:>f"(x)=12x2 -18=
2

f"(0)=-18 <0(maximo)

: % g = Los puntos de la parabola y = x* que estan a la minima distancia del punto
"| £— |=36>0(minimo
(5 =6 (minm)

3 9 3 9
(0,5) son (_Eij(ﬁij

13. Demuestra que de todos los rectangulos inscritos en un circulo, el cuadrado es el de area maxima.
Solucién
Llamamos d al didmetro del circulo, x a la base e y a la altura del rectangulo. El didmetro del circulo es constante

y los que variaran son x e y. Hay que demostrar que el &rea maxima se tiene cuando x = y.

Funciéna optimizar: A(x,y ) = xy.

Relacién entre las variables: x* + y* = d°.

y2=d2—x2:f(x):[A(x)]z:xz(dz—x2)=d2x2—x4; Yl
f'(x)=2d2x—4x3:>f'(x)=0:>x(d2—2x2)=0:>x=0(absurda),x=%; .

d d

f"(x)=2d*-12x* = f"| — |=—4d? < 0=> el &rea es maxima para el cuadrado que tiene x = y = —.

. (ﬁ) P | =7

Hay que tener cuidado con este procedimiento, porque no se aplica cuando la funcion sea la suma de dos o
mas raices cuadradas.
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[ ] Parasaber mas..

Ejemplos

14. Se desea sujetar dos postes de alturas 8 y 3 m, separados entre si 22 m, anclando al suelo un tnico cable de acero, de modo que el

gasto en cable sea el minimo.
Solucion:
La funcién a optimizar (la longitud del cable) es: f (x) = /8 +(22—x)2 ++/3% +x*

Aqui no sirve elevar al cuadrado, pues al desarrollar el binomio, el doble producto sera otra raiz cuadrada.
Hay que derivarlo tal y como esta.

Puede adoptarse ofra estrategia basada en la simetria: hacemos ofro grafico, en el que reflejamos el poste
de 3m, de modo que los extremos de ambos postes se unen mediante una recta, que es la distancia mas
corta entre dos puntos. El punto de corte de dicha recta con el eje OX nos dara la distancia a la que hay
que anclar el cable al suelo. La recta que pasa por (0,8) y (22,-3) es:

r:y=—%x+8; corta al eje OX en el punto —%x+8=0:>x=16.

Por lo tanto, hay que clavar el cable en el suelo al 16 m del poste de 8m y a 6m del poste de 3m.

15. Si la luz sigue el camino para el que el tiempo invertido en recorrerlo es minimo, averigua qué relacion habra entre el angulo de incidencia

(f ) y el de refraccion (?), cuando la luz pasa de un medio en el que se mueve con velocidad v; a otro en el que su velocidad es v,.

Solucion:

1 '
Hacemos un grafico y escribimos las variables. Suponemos que la luz sale de un punto P ; L g
P, del medio 1, incide en el punto /y llega al punto Q del medio 2. Al ser la velocidad Vi C hs iéi Vs
constante t = % . El'espacio recorrido en cada medio se calcula usando el teorema y | " '

1
de Pitagoras. La funcién a optimizar es la suma de los tiempos invertidos en recorrer : b\ s@
cada tramo. AV i

Jh?+(d=x)’ \/hz +x°
Funcion a optimizar: f —t +t, =
—2(d—x d—x d—x
f'(x)= ( ) =+ & :>f‘x—1 ( ) +1 X f(x)=0= ( ) = X =
v \/hz @)= x 2V2\/h +x? Vi \/hz d- x Vs \/h +x2 v\/h +(d- x Vz\/h +x2
usando a la definicion de seno en un tridngulo rectangulo, obtendriamos: sen i= d-x isenr = , lo que nos lleva a que
Jhe+(d- \/h +x
h2+(d d N (d X) 2 2 X
% " r+( _X) +( _X) > 2 Jhe +x% —x —
seni _senr : . e 1 hi+(d-x)" 1 hy +x
—= . Calculemos con cuidado la derivada segunda: f*(x) = — > S T =
Y & vy hZ +(d—x) v, hZ +x
h2+(d—x) —(d=xY 24 x?_x? 2 2
f“(x)=l- et (d=x) = 3 ) s L tx X3 =l h - P 5= f"(x)> 0 para todo valor de x; luego, la suma de
v o v H SV H
1 [hf+(d—x)2}z 2 [hzz+xz}z i [hz (d—x)z}z 2 [hzz+xz}2
. - seni senr
tiempos es minima cuando —— = ——.
V1 VZ

. - ” c c ' ' . .
En Optica se usa el indice de refraccion n= = = v == en lugar de la velocidad (c = velocidad de la luz en el aire, v = velocidad de la luz en el
% n
medio). En este caso la relacion queda n,-seni=n,-senr.

Como los senos de los angulos dependen de x y no se pueden considerar constantes, es preferible no usarlos al escribir la funcion, ya que
puede llevarnos a error al derivar.

Este ejemplo intenta poner de relieve la suma importancia de la optimizacién en la Fisica. Mediante el calculo variacional, que consiste
en una generalizacion de la optimizacion, se interpretan las leyes fisicas a partir de maximos o minimos.
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (I1)

No estaria de mas que el alumnado repasase sus conocimientos geométricos adquiridos en cursos anteriores,
pues le seran de ayuda para la resolucion de este tipo de problemas.

(& Actividades

1. Dada la funcién f(x) = % se pide:
a) Halla la ecuacion de la recta tangente a su grafica en el punto (a, f(a)), para a > 0.
b) Halla los puntos de corte de dicha recta tangente con los dos ejes de coordenadas.

c¢) ¢Para qué valor de a > 0 es minima la distancia entre los puntos hallados en b)?

2. Recortando convenientemente en cada esquina de una lamina de carton de
dimensiones 80 cm x 50 cm un cuadrado de lado x y doblando convenien- [~
temente la ldmina se construye una caja (ver figura adjunta). Calcula x para
que el volumen de dicha caja sea maximo.

3. Los vértices de un rectangulo son (0,0), (x,,0), (Xo,)) ¥ (0,0). Halla el rectéangulo de area minima de entre todos los
que tienen las coordenadas del vértice (x,,),) positivas y estan sobre la curva y =% +1.

4. Demuestra la ley de la reflexion / =r mediante estos dos caminos:
a) el usado para demostrar la ley de la refraccién;
b) la simetria de la situacién.

Nota: ahora s6lo hay un medio, por lo que los dos puntos estaran a la misma
altura h.

5. ;Con cual base se gasta menos material para la construccién de un recipiente con forma de prisma de volumen
1000 cm®, cuando es un cuadrado o un octégono regular?

6. Determina las dimensiones de una lata de conservas que tenga forma de cilindro recto de area total 150 cm?y
volumen maximo.

7. Elnimero de unidades diarias que se pueden fabricar de un determinado producto es 100xy , siendo x el nimero
de empleados e y el nimero de maquinas. Si se dispone de 81000 € para afrontar los gastos, y el coste por empleado
es de 1800 € y por maquina es de 3000 €, averigua cuantos empleados se pueden contratar y cuantas maquinas se
pueden comprar para que la produccién sea maxima.

8. Hay que recorrer los 1000 km que separan A de B (ver grafico). Si lo hacemos A
directamente, campo a través, nuestra velocidad maxima es de 50 km/h. También 1000
podemos dirigirnos por carretera a C, que dista 600 km de A y 800 km de B, y que 00
esta comunicada con ambas por carretera. Los puntos A, By C forman un tridangulo c X 0 800 8
rectangulo. Determina la ruta que hace que el tiempo invertido sea minima, si la
velocidad maxima en la carretera es de 100 km/h.




funcion del coste medio por unidad con C(x) = o) . ¢,A qué nivel de produccion serd minimo el coste medio por
X

unidad?

15. Se quiere construir el marco de una ventana rectangular de 8 m2. El metro lineal de tramos horizontal cuesta 5 €,
mientras que el metro lineal de tramos vertical cuesta 10 €. Determina:

a) las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea minimo.

b) ¢ Cuanto cuesta el marco?

P " M - ———— - L]
I . L !
! 9. Se desea cortar una encimera con forma de trapecio isésceles, de forma que b :
I
g tenga area méxima. La altura debe ser 60 cm y la longitud del perimetro menos : ]
i la longitud de la base mayor 280 cm. Determina las longitudes de todos los 160 y ]
I . l 1
: lados del trapecio. : |
\'4 X
I I
I ]
! 10. Una ventana normanda consiste en un rectangulo coronado con un semicirculo. Encuentra /y ]
: las dimensiones de la ventana de area maxima si su perimetro es de 10 m < > :
I I
[ h |
| 1. Latemperatura T de una reaccién quimica viene dada, en funcion del tiempo t (medido en horas) \ :
I L . , : . ]
I por la expresion T(t) = 2t —t? para 0 < t < 2 horas. ; Qué temperatura habra a los 15 minutos? ;En qué momento
I . . " - I
: volvera a alcanzarse esta misma temperatura? Halla las temperaturas maxima y minima y los momentos en los que :
: se producen. |
I ]
| 12. El consumo en combustible de un barco navegando a una velocidad de x nudos (millas/h) viene dado por ]
1 2 1
1 X 450 . . P . |
I C(x) ==+—"I/h. Calcula la velocidad mas econémica y el coste equivalente. I
I 60 x I
I I
I I
I 13. Un granjero dispone de 3 000 € para cercar una porcion rectangular de terreno adyacente a un rio, usando a éste :
I . . Ry . ]
I como un lado del &rea cercada, es decir, construira 3 cercas. El coste de la cerca paralela al rio es de 5 € por
I . . ]
: metro instalado, y el de la cerca para cada uno de los dos lados restantes es de 3 € por metro instalado. Calcula :
: las dimensiones del &rea maxima que puede ser cercada. :
I 2 I
., 7 . . x° 450
| 14. Lafuncion del coste total de produccion de x unidades de un determinado producto es C(x) = &+—. Define la :
I X |
I ]
I I
I I
I ]
I I
I I
I ]
I I
I I
I ]
I I
I I
I ]
I ]
I I
I I
I ]
I I
I I
I ]
I I
= o
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (II)

2. Estudio y representacion de funciones

Conforme avanzamos en su estudio, aparecen funciones cada vez mas complejas, que requieren de métodos
mas sofisticados para su tratamiento. De poco o de nada sirven las tablas de valores; debemos desechar la
pretension de conocer exactamente lo que hace punto a punto.

Localmente tenemos que centrarnos en los puntos que realmente caracterizan a la funcion, como son los puntos
criticos y los de inflexion. El estudio global debe comprender el estudio de las asintotas, del signo de la funcion,
etc. Nuestra pregunta seréd ahora qué es necesario estudiar de la funcién para conocerla con detalle. Después
queda el proceso de ajustar convenientemente toda la informacion obtenida, de modo que no aparezcan resultados
contradictorios.

Los pasos para efectuar el estudio y la representacion grafica de una funcién son los siguientes:

Célculo del dominio de la funcién.

Estudio de la simetria y de la periodicidad.

Calculo de los puntos de corte de la funcién con los ejes de coordenadas.

Estudio del signo de la funcién.

Célculo de las asintotas y de la forma en la que la funcion se acerca a ella.

Estudio de la monotonia (crecimiento y decrecimiento).

Célculo de los puntos criticos (maximos y minimos relativos).

Estudio de la curvatura (concavidad y convexidad) y calculo de los puntos de inflexion.

©® Nk W~

Los 5 primeros pasos se efectuan directamente en la funcidn; 6° y 7° de la derivada primera; 8° de la derivada
segunda (también en el 7° podemos necesitar esta derivada). Terminamos con la representacion grafica de la funcion.

Légicamente, las informaciones obtenidas en los distintos pasos deben ser coherentes unas con otras y no
contradecirse. Si ocurre esto ultimo, hay que pensar que nos hemos confundido en algiin punto y repetiremos los
calculos hasta que desaparezcan las incongruencias. Recordemos cdmo se calculan estos pasos.

1. Dominio de la funcion.

Los casos en los que el dominio es distinto a R son los siguientes:

Funcién Calculo del dominio

NUM(x)
f(x)= DEN(X)=0=Domf=R-{xeR/DEN(x)=0}.
(x) DEN(x) (X)=0= {xe (x)=0}
f(x)=+/RADICANDO(x) RAD(x)>0=Domf={xe R /RAD(x)=0}.
f(x)=Ilog ARGUMENTO(x) ARG(X)>0=Domf={xe R/ ARG(x)>0}.

2. Simetria y periodicidad.
fes par si f(-x) =f(x) = es simétrica respecto al eje OY.
fes impar si f(—x) =—f(x) = es simétrica respecto al origen de

Funcién par Funcién impar coordenadas.
PZE . fx)F 7 La funcion par coincide al doblarla respecto al eje OY. La impar
i fix) ' Z ' ‘: coincide si trazamos rectas que pasen por el origen de coordenadas,
= X “—TX7 X 0 bien, doblando primero por el eje OY'y después por el OX. Sino
/ \ , & se verifica ninguna de las igualdades anteriores, la funcion no es
simétrica.
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Una funcidn es periédica cuando f(x+ T) = f(x), siendo T el periodo. Las

conocemos sus propiedades, que usaremos cuando sea necesario. Se pueden _
construir otras funciones periédicas, como Mantisa(x) = x — Ent(x) (gréfica de la
izquierda), definida como, siendo Ent (x) la parte entera del nimero.

funciones trigonométricas son las funciones periddicas mas habituales, y seran 1
aquellas para las que estudiaremos este punto. De Primero de Bachillerato /:/D /:/0
3 -2 -1 1 2

Si la funcion es periddica, sélo hay que estudiar su comportamiento en un periodo, pues luego no hay mas que
repetirla indefinidamente.

3. Puntos de corte de la funcién con los ejes de coordenadas.

Para averiguar las coordenadas de los puntos de corte de la funcion con el eje OX hay que igualar la funcién
a cero. Escribimos abreviadamente: f N OX = f(x) = 0. Tendremos tantos puntos de corte como soluciones
tenga la ecuacion f(x) = 0.

Para hallar el punto de corte de la funcidn con el eje OY hay que sustituir en la funcién la x por 0 (cero). Escribimos
abreviadamente f NOY = x =0 = (0,f(0)). Tendremos uno o ningun punto de corte, dependiendo de la
existencia de f(0). Si al resolver la ecuacion f(x) = 0 apareciera la solucion x = 0, el punto de corte con el eje
OY es el origen de coordenadas (0,0).

4. Signo de la funcion.

Para estudiarlo hay que resolver la inecuacion f(x) > 0. Para hacerlo usaremos distintas estrategias dependiendo
del tipo de funcidn, aunque las dos fundamentales son las siguientes:

I Silafuncién es polindmica, se resuelve la ecuacién f(x) = 0, descomponiéndose la recta real en intervalos
dados por las soluciones de dicha ecuacion.

Il. Sila funcién es un cociente de polinomios, se igualan numerador y denominador a cero por separado
{NUM(X )=0

y se descompone la recta real en intervalos dados por las soluciones de ambas ecuaciones.
DEN(X)=0

Los demas puntos (asintotas, monotonia, puntos criticos, curvatura y puntos de inflexion) ya han sido tratados
en la leccion anterior y en la presente, por lo que no repetiremos lo ya dicho.

Para la representacion se suele proceder de la forma siguiente:

1. Marcamos los puntos de corte y los criticos. En estos ultimos hacemos un arco: M para un maximo y v
para un minimo.

2. Representamos las asintotas y el comportamiento de la funcion en sus proximidades.
3. Unimos los puntos y las lineas ya representadas.

Habitualmente las representaciones no suelen hacerse estrictamente a escala, ya que lo que interesa es destacar
las propiedades mas relevantes de la funcion, que pueden ser desvirtuadas por dicha escala.
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (II)

Ejemplo
16. Estudia y representa la funcion y = x® - 4x2 + 4x.
Solucion:
1) Dominio: como es un polinomio, Dom y = R.

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Simetria: y(~x) = (=x)’ —4(=x)’ +4(=x) = —x* - 4x* - 4x {i AN No es simétrica.

#=y(x)
Puntos de corte con los ejes:
fNOX =y =0= x* -4x" +4x =0= x(x* —4x+4) = 0= x =0,x =2(doble) = (0, 0);(2, 0)—>fNOY = (0,

Signo: y = x(x -2)%. Como x = 2 es solucién doble, no influye en el signo, puesto que el factor esta elevado
al cuadrado, siendo siempre positivo (salvo en x = 2 que seria cero). Hay que (<0, 0)[ (00)-
descomponer |a recta real en dos trozos. sgny | - +
Asintotas. AV: no tiene asintotas verticales por ser una funcién polindmica.

AH: lim (x3 —4x? +4x) ~ lim x* = = No tiene asintota horizontal.

X—>teo X—>teo

—co, cUando x — —eo
oo, cuando x — oo

3 2 3
. X" =4x"+4x ., x , : , .
AOb:m= lim m————= = |im = = lim x* = o> = No tiene asintota oblicua.
X—>Foo X X—>Foo X X —>teo

Al ser una funcién polinémica de grado superior al primero, no tiene asintotas de ningun tipo. Los limites en
el infinito permiten averiguar hacia dénde va la funcion.

Monotonia: y'=3x’-8x+4=y'=0=3x*-8x+4=0=x =g, Xx=2.
3 (o0, 213)| (3, 2)|(2.0)
e 2 32 . sgny' + - +
Puntos Criticos: maximo en el punto (5 E) y un minimo en (2,0). y o5 DL ¢t
- 3 4 o . (4 16
Curvatura; y"=6x-8=y"=0=6x-8=0=x =§. Punto de inflexién 37
Te recordamos que todas las ordenadas de los puntos se calculan en la (~o0, ) | (5 o0)
funcion, no en sus derivadas. sgn y" Z T
y N U
55
3’27
N
N/ —>
| (2, 0)
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17. Estudia y representa la funcién y = :—2 e X* +5.
Solucion:
1) Dominio: como es un polinomio, Dom y = R.
_— (=x)! _(=x)’ 2 X, [Fy) o
2) Simetria: y(—X)=———"—"——(—X)"+5=—+—-x"+5 = No es simétrica.
) V=) 12 6 (=) 12 6 #—y(X)
_ f(NOX = y =0= No se pueden hallar
3) Puntos de corte con los ejes: .
fNOY = y(0)=5=(0, 5)
Aunque usemos la Regla de Ruffini para resolver la ecuacién y = 0, no obtenemos los puntos de corte. Sélo
puede hacerse con métodos numéricos superiores al nivel de este curso. Debemos esperar y esbozar la grafica
de la funcion con el resto de los datos.
4) Signo: no puede estudiarse.
5) Asintotas: No tiene asintotas de ningun tipo por ser un polinomio y la funcién se aproxima ace cuando x tiende a
(Xt X, X
+o00, pues lim | ————x"4+5 |= lim — =co,
X—>teo 12 6 X—>teo 12
8 2 2
6) Monotonia: y'=X——X——2x:> y'=0=x X X 9l=0>
3 2 3 2
3-105 3+4/105 (=0, X;)| (%:, 0)| (0, ;) | (X,,0)
x=0; x, = i =-181;x, = i =3,31. sgny’ — n — n
y Dl Cr| DL | Cr

7)  Puntos criticos :minimosen (x,, y(x,))y(x,. y(x,))ymaximoen(0, 5), cony(x,)=361;y(x,)=-1997.

8) Curvatura:y"=x*-x-2=y"=0=>x*-x-2=0=>x=-1,x=2.
(o0, = 1)| (=1, 2) | (2,00)
N AR AV

Puntos de inflexion ;| —1, 7| 2, 3/ sgn y" + - +
y U N U

\ / ;

\
v —
V] -1 2\./

Ala vista de la gréfica, observamos que la funcién corta al eje OX; en un punto del intervalo (2, x;). Como f(4)=— % <0y
f(5)= 45, 0, sabemos, por el teorema de Bolzano, que el otro punto de corte esta en el intervalo (4,5).
El valor absoluto puede producir modificaciones insospechadas en las funciones. Si \/5
hacerla positiva. Esto es asi porque tomamos el valor absoluto al valor de la funcion,
como un todo. Sin embargo, la cosa cambia si s6lo tomamos el valor absoluto de una

4 3
,bastara con reflejar la parte negativa y
parte de la funcion. -1

X,
queremos representar y = R +5
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (II)

18. Estudia y representa la funcion y I I

Solucion :

Hay que descomponer la funcién para estudiarla mejor: y =

1)
2)

3)

4)
5)

6)

7

8)

Observa la gran diferencia con la funcion

y= X1 ,representada ala derecha.
X+2

_ 7,six<0
—X+2

——,s8ix=20
X+2

Dominio : DEN # 0= Dom y =R.
[=x=7 _M-=7
[-+2 [x+2
fNOX=y=0=NUM=0= x=47=(7,0),(-7,0)
Puntos de corte conlos gjes : -7 ( 7)

Signo:{N“M=°f’X=i7:, (oo N, 7) | 7o)
DEN >0 TNy - [ -

Simetria: y(-x) = = y(x) = es par, simétrica respecto al eje OY.

Asintotas :

AV :Notiene; AH: lim | |_ = [im | | =1=y, =1. No tiene AOb por tener horizontal.
42 x|

sgn(y -y, )= sgn£|| ;

j gn[ 9j<0,cuandox+i<>o:>y<y,,.
x| +2

Monotonia : Es continua en IR, pues Iirgﬁ y= Iino1+ y= y(O) = —%, pero derivable en IR - {0} :

-X+2

=g:>55y’(0).Tenemos:y'= (x+

x=0 4 —,Six>0=y'>0
(x+2)

=, 8ix<0=y'<0
9

__Y.u{pt) = 4
_4,y(0)_

(x+2)2

= y es decreciente de ( —o-,0) y creciente de (0,0).
No tiene puntos criticos, porque y' # 0.

(-x+2)

(x+2)

7,81 x <0

Curvatura: y" = = y" <0 entodo R. No tiene puntos de inflexion, pues y" # 0.

7, 8ix>0
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x* =5|x|+4
19. Estudia y representa la funcion y = ||—|~|5
X —
Solucion :
X*+5x+4
——,six<0
Separamos la funcién y = Z_X B para estudiarla mejor.
X =5x+4 .
—,six20
X=5

1) Dominio: DEN =0= |x| =5=> x =45= Dom y = R —{5}.
(~x)’ —5|-x|+4 _x*-5|x|+4
-5 |x-5

2) Simetria: y (-x) = => par, simétrica respecto a OY.

X 4+5x+4=0=x=—4,x=-1=(-4,0),(-1,0)

FNOX =y =0
A=y :>{xz—5x+4=0:>x=1,x=4:>(1,0),(4,0)

3) Puntos de corte con los ejes:
fNOY =y(0) =—%:>(0,—i)

5
. [NUM=0= x=-4,-114 + [+ [-_.1+_ 1-_.1+_ [+_
4) Signo: {DEN=0:>x=i5 sgny :—+ —==|==t|z="|=-=*|==- :_+
5) Asintotas: AV: x=-5= """ X=5 005 o5 x5 v
lim wziz_w ||mLX+4=i—oo
x5 —x-5 0" D C) 0" -
2 —5|x|+4 Z
AH: lim %z im |X—|= im x| = o= no tiene AH.
X—>teo X|— X—>eo | ¥ X—>too

AOb: Hay que separar los limites en —eo y en o,

X +5x+4 X [ X*+5x+4 .
m=lim ————= lim—=-1n=lim| ——+x |= lim

0 0 =0.Asi yo, =—x cuando x — —oe.
o =T =X o =X ol =X=9 A C

Se acerca del modo siguiente: sgn( y- yOb) =5gn 4 3 >0=y >y, cuando x — —ce.

X2 +5x +4 X2 X2 —5x+4

4 . . .4
m=lim ———=lim—=1; n=Ilim| ————-x |=lim——=0= y,, =X cuando x — . Se acerca
o= x =bx =X o=l X=5 =X =5

del modo siguiente: sgn( y- yOb) = sgn(i5 >0=y >y, cuando x — oo
X —_

6) Monotonia: la funcidn es continua en x = 0, pero no es derivable.

X% +10x +21 21 x? =10x +21 21
y(0)s-—F = V(0)=—— ==
( ) (—X—5)2 » 25 ( ) (X—5)2 » 25 ()
_xXE10x+21 0o NUM=0=x=-7,-3
(-x-5)" DEN >0en R —{-5}
| X2 —10x+21 Gy o0 NUM=0=x=37 :
( x—5)2 ’ DEN >0en R -{5} (=00,=7)|(=7,-3)-{5}{(~7,3)-{0}|(3,7)- {5}| (7,%0)
sgny'| - + + - +
4 Dl C? Cr Dl C?
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7) Puntos criticos: maximos en (=3,1) y (3,1) ; minimos en (-7,9) y (7,9).

8) Curvatura: y"= (_X_S)

(x-9)

—3,six>0:>{

3,six<0:>{

NUM >0

NUM >0

DEN = 0= x = —5(raiz triple)

(~e0, =5)[(=5, 5){5}](5.c0)

sgn yll

+ = +

DEN = 0= x = 5(raiz triple) Y

U N U

No tiene puntos de inflexién. Su representacion esta abajo. A su lado, y para que sirva de comparacion esta

x> —5x+4

representada y = s
X —_

20. Estudia y representa la funcion f(x) =

Solucioén:

x> +9
x*=9°

1) Dominio: DEN =0=> x = +3 = Dom f = R —{-3,3}.

2) Simetria: f(—x)=

(—x)'+9 _ x*+9 _

3) Puntos de corte conlos ejes : {

NUM >0
4) Signo:{ g

5) Asintotas: AAVV: x=-3

2 2

coXT+9 X
AH: lim S—= lim = =
X—teo ¥ Q  xoteo y

6) Monotonia: f'(x) = —36x

(-xf-9 x'-9

DEN=0= x=413

X

x—-3" X2—9 _OT_

1=y,=1, f-y,=

|

f(x) = es par, simétrica respecto al eje OY.

fNOX = f(x) =0= x> +9# 0= No corta al eje OX
fNOY =£(0)=-1=(0,-1)

. X*+9 18
lim ——=—=0c0
-3 x°=9 0

. x*+9 18

lim =—=

NUM=0= x=0
DEN >0en R —{+3}
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(=0, -3) | (=3,3) |(B)
sgn f + - +
-8
L, ¥ x=9 0
o x=3 )
X+9 9

lim

x—3* )(2 -9 _O_+

=00

218 5> 0 cuando x — tee. No tiene AOb por tener AH.
X

(0, 0){-3} |(0, =0)-{3}
sgn f' + -
f Cr DL




7) Puntos criticos: maximo en (0,-1). e T [
108X + 324 (NUM >0 sgn f" + - ;
. f" X)=—0r TUeT f U
8) Curvatura: f"(x) (x2—9)3 {DEN=0=>X=J_r3(triple)

No tiene puntos de inflexién.

; | i i
i = a i
S e R P A - Y 7. Vi =1
N TN
j \: x=-3 1
s  x=3
21. Estudia y representa la funcion y = ——.
x“+9
Solucién:
1) Dominio: DEN >0= Dom y =R.
-X X

2) Simetria: y(—x)=

== =—y(x) = impar, simétrica respecto del origen de coordenadas.
(-x)'+9  xX*+9

3) Puntos de corte conlosejes: fNOX =y =0=x=0=(0,0).

4 Signo: |NM=0=x=0 (0, 0) | (0, 0)
5) Asintotas:No tiene AV; lim = lim Lzz lim l=0:>yH =0;

X—>teo X2 49 xote y
X {< 0, cuando x —

Xé—eo X

Y=Vu — Y=YH Notiene AOb por tener AH.

“ X249 >0,cuando X —> o=y >y,
2 — —
6) Monotonia: y' = 9_—X2 {NUM =0=x=43 (=0, =3)[ (=3, 3) | (3,)
(XZ + 9) DEN > 0 Sgn yl _ + _
y DL Cr | DL

7) Puntos criticos: minimo en (—3, = %)y maximo en (3, %)

2x(x2—27) NUM = 0= x = —/27.0 <27 (—00,—27) (=127, 0)|(0,427) |(\27 ,00)
8) Curvatura: y":ﬁ{DEN _0 - 1 sqn y" . + . +
(x*+9) > 7 5

Puntos de inflexion: (—\/ﬁ, _1—\5) (0, 0); (\/ﬁ %j
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (II)

22. Estudia y representa la funcion y = e

Solucién:
1) Dominio: Dom y = R.

2) Simetria: y(-x)=e ) =g

fNOX =y =0=e" >0=>No corta al gje OX

3) Puntos de corte:

4) Signo: la funcién es siempre positiva.

5) Asintotas: no tiene AV; AH: lim e = lim

X—>oo

No tiene A Ob por tener horizontal.

6) Monotonia: y'=—2xe ™" = y'=0=>x=0
7) Puntos criticos: maximo en (0,1).
8) Curvatura:

Puntos de inflexion:

N2 ) [ V2 2
2 T w2

dh

> =

X—>teo eX

FNOY = y(0)=6® =1= (0, 1)

= y(x) = es par, simétrica respecto del eje OY.

0=y,=0ey>y, puesy >0 entoda la recta real.

(=00, 0) | (0, o)
sgny' | + -
y Cr Dy
o N2V [ N2 V2N (V2
b2 2 2 2
sgn y" + - +
y U U
1
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23.

24,

Estudia y representa la funcién y = In f o
X

Solucion :
1) Dominio: ARGUMENTO > 0= Dom y = R —{0}.
2
( ( ;2) 1 =In ZX 11 = y(x)= par, simétrica respecto de QY.
—X) + X

3) Puntos de corte con los gjes:
2

2) Simetria: y(—x)=In

fAOX=y=0= f+1 =1= 0=1= la funcién no corta a OX, y como no existe y(0), tampoco corta a OY.
X

2 2

X
<1conlo que In—;
X“+1

<0.

. g . . X
4) Signo: la funcion es siempre negativa, pues al ser x*> < x* +1= T
X+

5) Asintotas:
x? X2 X2
AV: x =0, Iim0 =—co; AH: lim In = lim In— =In1=0= y, =0. La funcion se acerca ala

X% +1 xoke x2 4] xome g

2

asintota por debajo, pues In X 1 <0. No tiene AOb.

x>+
NUM >0 _
6) Monotonia: y' =+ g (~e0, 0) | (0, 0)
x(x*+1) [DEN=0=x=0 [sgny | - =
7) No tiene puntos criticos, pues y ' # 0. y Dy Cr
-2(3x +1) _ o
8) Curvatura: y"=———=<0=y es [ y no tiene puntos de inflexion.
(x* +x) x=0
. ., X2 -1
Estudia y representa la funcién f(x)= :
X
Solucion :
RAD 20 oo, —1]U[1,05
1) Dominio: =5 Ul ):>Domf=(—<>°,—1]U[1,<>°).
DEN=0=x=0
2
JEXY =10 Yo
2) Simetria: f(—x)= (=) Y =—f (x)= impar, simétrica respecto al origen de coordenadas.
—X X
3) Puntos de corte: fNOX =f(x)=0= x =+1=(-1,0),(1,0); nocortaa OY.
NUM >0 en (—eo,—1}U(1,00 _
8 signo; VUM >06n (=== )U(1e0) (o0, 1) | (1, o0)
DEN=0=x=0 sgn f - +
N X lim m=—1:>yH =—1cuando x — —eo
5) Asintotas: no tiene AV(0& Dom f); AH: lim ~—— = fim =" X :

X—>too X Xt ¥ | |

. |x
lim—==1=y, =1cuando x — o
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No tiene AOb. Hay que separar en —<= y en =< para ver como se acerca a la asintota horizontal:

|

lim u=—1:>yH =—1cuando x — —oo

X—>—oo
| )|( luego f >y, cuando x = —e= e f < y,, cuando x — .

X

lim—=1=y, =1cuando x — oo

X—voo X

6) Monotonia: f'(x) =

=f'>0=f es creciente en (—eo,~1)U(1,e).
X2 X% =1
7) No tiene puntos criticos. sgn f" - +

3 -2 |NUM=0=x= J_r\/ge (=2~ U(1,2)

3 2 _1 % ..... =0
X (X =1)* | DEN =0 =5 x =—1,0,1 = Va
No tiene puntos de inflexion. J 1

senx
2—cosx

8) Curvatura: f"(x)=

25. Estudia y representa la funcion f(x ) =

Solucion :
1) Domf =R, pues 2—cos x > 0 para todo valor de x.

- sen(—x senx
2) Simetria: f(x)= 2_002(_2() " 2-cosx

=f(x)= par, simétrica respecto de OY.

sen(x+2z)  senx
2—cos(x+2r) 2-cosx

Periodicidad: f (x + 27 ) = =f(x)= periodica, de periodo T = 27.

Estudiamos la periodicidad por ser una funcion trigonométrica. El periodo, si hay varias funciones trigonométricas
involucradas y la funcién total es periédica, coincidira con el mayor de los periodos de las funciones que aparecen.
Como su periodo es 27 , reduciremos el estudio al intervalo [0,27r].

3) Puntos de corte con los gjes:
fNOX = f(x)=0=senx=0= x=0, 7,27 =(0,0),(7,0),(27,0)= fNOy = (0,0)

4) Signo: {NUM =0=x=0x, 2”'. (Qn) | (02n)

DEN >0 sgn f(x) + -
5) No tiene asintotas de ningun tipo, pues ni su denominador se anula, ni se pueden calcular Iirr+1 f (x)

T T/, 5T

. 2008 X —1 NUM=0:>x=arccoslzz,5— (0.")| ("3,°/) | ,2m)

6) Monotonia: f'(x) = rE— 2 3 3. |sgnf(x)| + - +
—COS X
( ) |oen>o f [ a [ b [¢r

7) Puntos criticos: maximo en E,f Zll= E,ﬁ , Minimo en s—n,f - 5_7r—_\/§ .
3 13 & g 3 3 & 3

_ —2senx(cosx+1) {NUM =0=>x=07,2r

8) Curvatura y puntos de inflexion: f"(x)

3
(2-cosx) DEN>0 0 | (21
Puntos de inflexion (0,0), (r,0), (2r,0). sgn " (x) - +
f N U
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26. Estudia y representa f (x)

_ 1+1gx
coSX

Solucion :
_ Senx +Ccosx
cos’x

ne N:Domsz—{i@n}.

1) Dominio: escribiendo tgx en funcién del senx y cos x tenemos: f (x)

DEN=0:>~coszx=0:>x=iM
#f(x)
#~f(x)
sen(x+2m )+cos(x+21)  senx+cosx
cos® (x+2r) T ook
Si hubiéramos dejado la tangente, de periodo 7z, hubiera dado igual, porque el periodo del coseno es mayor que 7;
por lo que 27 es el periodo comun. Por esta razon restringiremos el estudio a un periodo y no a toda la recta real.

L sen(—x)+cos(—x) —senx +cosx
2) Simetria: f(-x)= <cos)2(—x)( ) P {

= N0 es simétrica.

Periodicidad: f (x + 27 ) = f(x)=> es periddica de periodo T =27.

Como las asintotas verticales son multiplos impares de % tomaremos el intervalo (%%ﬁ) de anchura 27, y que

nos permitira tener entero el patron a repetir, ya que en el intervalo [0,27 ] sdlo entran dos asintotas verticales.

3) Puntos de corte con los ejes: (10X = f(x) =0=cosx=-senx = x = BTE STE = (3%0) (5%0)
fNOY =f(0)=1=(0,1). Como 0¢ (%57”) y T =2z, usamos el punto (27,0).
= _3m om 7, 31/, | (37, 57/ |(57/, 57
4 Signo: NUM =0= x = T (T, 3T /g) | (371y 5 1g) (371,50 p)
DEN >0 sgnf |+ - *
5) Asintotas:
AV: x=Z= lim f(x)zizoo;x=3—ﬂ:> lim f(x)z_—1=—oo;x=5—n:> lim f(x)zizoo.
n ¥ 0+ 2 X‘)3i 0+ 2 5£ - I
3 z {3
Al no poderse calcular los limites en £ e~ no tiene ni asintotas horizontales ni oblicuas.
1+ serx + Senx Cos x NUM > 0, pues —1< senx cos x
6) Monotonia: f'(x) = - T 3 . (7,37 | (37/2,51)
oS’ X DEN=0=x=—,—
2 2 sgn f'(x) - +
7) No tiene puntos criticos. f Dy Cr

8 f "(x)es impracticable. Por lo tanto, usaremos los datos conocidos para esbozar la funcion.
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27.

5n

/| i,
2 XT3

A veces no se puede sequir estrictamente el proceso y hay que echar mano de nuestros conocimientos.

N
I seococd basemmmms

<

Aunqgue somos conscientes de su dificultad, para profundizar en tus conocimientos te proponemos estudiar y

S six %0
representar f(x) =1 x ' :
1,six=0

Solucion :
L' Hapital

1) Dominio:DEN=0:>x=0,perof(O)zg(ind) = limcosx =1= Domf =RR.

2) Simetria: f (—x) = mx_x) = % =f(x)= par, simétrica respecto de OY..
No es periddica: f (x +27 ) = it _ s #f(x).
X+2r X+2x

3) Puntos de corte con los ejes:
fNOX = senx=0= x =tkr, ke N = (£kr,0).
fnoy = (O,f(O)) =(0,1)
4) Signo: solo consideramos la semirrecta R* = (O,oo), ya que es par.
NUM=0= x=kr,ke N
{DEN >0
ofra vez positiva en(27,3 ) y asi sucesivamente.
5) No tiene AV, pero si AH:
A <M< ! = lim (—lj < lim (%js Iim(lj: lim (%j =0=y, =0. No sabemos como se acerca
X X x ool x| oeoel x Jxoeix ] xoml X
a ella porque va alternando su signo.

6) Monotonia:f'(g:M . {
X

. Vemos que el signo va alternandose: en(0,7 ) es positiva, negativa en(z,27),

NUM =0= x =1gx ., , iy
La ecuacion x=tgx sélo se puede resolver numéricamente.

DEN >0enR—-{0}"
L'Hopital  _ L'Hopital  _
Una solucion es x=0; aqui no sirve pues f'(0) = %(ind) = lim se;nx = %(ind) = lm CO\:X = —0 = Af'(0).
X—= X X—= X
De acuerdo con el teorema de Rolle, como f(0)=f () =f (27 )=...=0, hay n-1 puntos ¢, dentro de los intervalos

(0,),(,2r),... enlos cuales f'(c; ) = 0. Debido a la alternancia del signo, los méximos aparecen cuando f es posi-
tiva y los minimos cuando f es negativa. f (x) proporciona otra ecuacion trascendente que no podemos resolver. Sin
embargo, gracias a la anterior discusion con el teorema de Rolle, conocemos la forma de la funcién. Otro dato impor-

tante es darse cuenta de que la amplitud va disminuyendo rapidamente: f 7= E f ik = i f L4 = i ..
2) =@ 2 57 2 97

La representacion es:
P [N /\ /\ Vo U,
at?

v T




(> Actividades

X3

1-x?

19. Representa las funciones: a) y = ;b)) y=

(x—2)2(x—3) .

20. Estudia y representa las funciones: a) y = |x4 - x2|; b) f(x)=
X

21. Estudia y representa las funciones: a) y = H—LX; b) f (x) =e"—X.
: e
22. Estudia y representa las funciones: a) f(x) =e " (x2 + 1); b) y =senx+ cosx.

23. Para profundizar en tus conocimientos estudia y representa las funciones: a) f (x) —: b) g(x) = In|x2 - 1|

I o o e e S S S Em Ew Em e s ol
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[ 1] Parasaber mas...

Desarrollo en serie de Taylor

Puede que alguna vez te hayas preguntado como podemos calcular 2%, sen22° 07 . Parece que todo consiste en
apretar teclas en la calculadora. ; Cdmo lo hace la calculadora? Halla sumas con sus circuitos integrados. Vamos a
desentrafar alguna de estas sumas.

El desarrollo en serie de Taylor consiste en un polinomio tal que el valor de la funcion y del polinomio en el punto
en el que desarrollamos coinciden; también la derivada primera de la funcion y la del polinomio; las derivadas segundas
de ambos, las terceras y asi sucesivamente:

p(a)=f(a):p'(a)=1"(a)ip"(a)=1"(a);p"(a)=1"(a)...p" (a) =" (a)-
Por supuesto, fha de ser continua y derivable tantas veces como sea necesario.
Como p(x)=a,+a,(x—a)+a,(x—a) +a,(x—a) +...+a,(x—a)" es laexpresion general de un polinomio
de grado n en un punto x = a, tendremos que:

p(a)=a, =f(a);p'(a)=a1+2a2(x—a)+...+na,,(x—a)"71 =p'(a)=a,=a =f'(a);
"(a)

~—~

p"(x)=2a,+2-3a,(x~a)+...+n-(n-1)a,(x-a)" = p"(a)=2a, > a, =

N

p(x) =3+t n(n=1)-(n-2)3, (r-2) = p¥(a) =3, 2, =

(n
p(n (X) :n!‘an :>p(n (a):n'.an :>an — f n('a)

Podremos escribir entonces que:

()=1(e)+1 (@) (x-a)r 2 (xmaf .+ D gy - 300 (o gy

El simbolo = (sumatorio)es el caracteristico de las series, que no son mas que sumas de sucesiones.

Esta es la expresion para un polinomio de grado n, pero se generaliza sin problemas para los polinomios infinitos.
Cuando a =0 la férmula se simplifica y queda:

f(x)=f(0)+f'(0).x+fngo).x2+f";(!0)~x3+...+ ek 21

Por lo tanto, hallar el polinomio de Taylor consiste en calcular las derivadas de la funcion y evaluarlas.
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Ejemplos

28. Calcula el polinomio de Taylor de grado cuatro en x = 0 para las funciones:
a) f(x)=¢" b) g(x)=In(1+x); c) y =cosx.

Solucion :
a) Como al derivar e* siempre se obtiene e*, f (0)=f'(0)=f"(0)=...=e" =1 por lo que
] 1 1 1 . X X X
a=a,=la,=—a=-—/q=—=2e"=1+x+—+—+— .
2 3! 41 2 3! 4!
1 -1 1
b) a,=g(0)=In1=0;a,=f'(0)=—r( =1f"(0)= —1=a,=—;
) a, g() n a () 1+Xx:0 () (1+X)2 » =a, 2
2 2 1 =3! =3 1
f'" 0 = :2 :—:—;flv 0 = :—3’ e
x=0 x=0
2 3 4
:>n(1+x)zx—x—+x——x—.
3 4

c) a,=y(0)=cos0="1a =f'(0)=-senx| ,=0,f"(0)=~cosx| ,=-1=a,= —%;

2 A

f"(0)=senx| ,=0=a,=0;f"(0)=cosx|  ,=1=a, =%:>cosx 51—7+E.

29. Calcula el polinomio de Taylor de grado cuatro en x = 0 para las funciones:

a) f(x)=+1+x; b) g(x)=senx; c) y=31+x.

Solucion :
a) a,=f(0)=vi=ta,=r(0)=——| =tp0)=m | -1 -1
21+ xl 2 4 (1+x)3 8
x=0
3 _15
f"’(O)z% z_:aazézi;fW 0 :_1—57 =_1_5:>a4: %62_3
8y(1+x) 8 3/ 16 16(1+ ) 16 41 28
x=0 x=0
Por lo tanto, ~/1+ x z1+1x—1x2+ix3—ix4.
2 8 16 128
b) a,=f(0)=0;a =f'(0)=cosx| ,=1f"(0)=—senx| ,=0=a,=0;
m 1. X3
f (0)=—cosx|X:0=—1:>a3=—a,f’v(0)=senx|X:0=0:>a4=0:>senxzx—a.
1 1 2 2 1
0 a,=y(O)=ta=r0)=——| =L@ =2oa-];
° 1 3f(+x)| 3 o(+x)s| 9 T 9
x=0 x=0
10 10 5 80 80
f"(0)=————— =— =2 vV)=—— 2 | =22 —y(0)=1:a =f'(0)=
o 27(14x)5| 2% 5" O B1(14x) | _ g =y (0)=ta=r(0)
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1 1 .0 2 2 10 x 2x* 10x* 10x*
= = f"(0)=-—F| =-fsa = TACAELLL
331+ x) 3 9(1+x)% 9 243 3 9 21 243

x=0 x=0

30. Usando los desarrollos obtenidos en los ejemplos anteriores, calcula el valor que se obtiene para e, In2, V2.
Solucion :

e=e1z1+1+1+1+i=6—5=2,7083; In2=ln(1+1)z1—1+1—1=1=0,5833;
2 6 24 24 2 3 4 12

11 1 5 179
=zt oo ——— = —= = 13084,
2 8 16 128 128

El ultimo ejemplo parece desconcertante: los valores no se parecen todo lo que esperamos a lo obtenido con la calculadora.
¢ Por qué? El desarrollo consta de infinitos términos; al tomar sélo 5 despreciamos términos cuya suma puede ser importante.
Este problema es el de convergencia de la serie, esto es, cuantos términos hay que sumar para que el resto (suma de todos
los que despreciamos) sea realmente despreciable frente a los que consideramos.

Otro problema es el del radio de convergencia, pues no todos los valores de x pueden usarse en el desarrollo.
Estos dos problemas superan el nivel de este libro.

(> Actividades

24.Halla, en x = 0, el polinomio de Taylor de grado tres de las siguientes funciones:
e +e”

—X

I
1
1
i a) f(x)=1+x; b) g(x)=th=%; c) h(x)=Chx=
1
1
1

Nota: Shx y Chx son el seno y el coseno hiperbdlico.

«% Recuerda

v" Optimizacion de funciones
e Optimizar una funcién consiste en buscar sus extremos relativos.

e El problema habitual es construir la funcién a optimizar, para lo que no hay regla fija. Conviene efectuar una
lectura detallada del problema. Si es de indole geométrica, no viene mal hacer un esbozo gréfico, para identificar
las variables.

Pueden servir de guia las siguientes orientaciones:
i. seidentifica la funcién que hay que optimizar;
ii. senombran sus variables;

iii. se escribe matematicamente la funcion;

iv. se calculan sus extremos relativos.

e Sila funcién es positiva y consiste en una raiz cuadrada, podemos usar para los calculos el cuadrado de la
funcion.

e Conviene usar las simetrias que aparezcan en el problema.
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v' Estudio y representacion de funciones

Dom f Simetria { - x)=f(x) Periodicidad

Cx)=-f)  fx+T)=f(x)

T

! ‘

; |

. ! : :
AN 1 v G4
Al P
SN T

\ / A s

IR S

1 S e !

§ . . f

. i

. |
. ‘

s
‘
s

fNOX = f(x)=0 1. Asintotas horizontales
f <0
fNOY = x=0 f <0 2. Asintotas verticales
3. As intotas o blicuas
Monotonia

Minimo relativo f'(x,)=0 y f''(x,)>0
Méaximo relativo ' (x,)=0y f'"(x,)<0

N Curvatura
f es U donde ' (x)>0
U f es N donde f''(x)< 0
Punto de inflexién ' (x,)=0

e Las funciones que tienen asintotas estan muy determinadas por éstas, por lo que casi pueden representarse con
los 5 primeros puntos. Los otros 3 restantes sirven para verificar nuestras suposiciones. Por supuesto, la informacién
obtenida en uno de los pasos anteriores no puede estar en contradiccion con otra procedente de otro paso distinto

v/ Desarrollo en serie de Taylor
Se trata de buscar el polinomio que mejor se aproxima a una funcion f. Su expresion es:

f(x):f(a)+f'(a).(x-a)+@.(x-a)z+%f)-(x-a)3+...+M.(x-a)".

n!
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La integral

a integracion y la derivacion son las mas potentes
L herramientas de las que jamas hayan dispuesto

las ciencias, tanto naturales como sociales, y las
ingenierias, para la resolucion de infinidad de problemas.
Ambas estan englobadas en lo que se conoce como
Célculo Infinitesimal, Calculo o Andlisis matematico. Algunos
autores sostienen que lo comienza Arquimedes de Siracusa
(c.287 a.C.—c. 212 a. C.), con la intencion de obtener un
meétodo para el calculo de cualquier area. Sin embargo,
como en el resto de la materia del Analisis que hemos visto,
hubo que esperar al siglo XIX para encontrarle una
justificacion rigurosa: la nocion actual de integral de una
funcion continua es obra del matematico aleman G. F. B.
Riemann (1826 — 1866).

Alteramos el desarrollo histérico con fines didacticos.
En primer lugar introducimos el concepto de funcién primitiva
y lo usamos para hacer aparecer la integral indefinida como 7 Arquimedes de Siracusa,
operacion inversa a la derivada. Es muy importante que  (wikipedia.org. Dominio pablico)
aprendas los rudimentos de la integracion y que seas capaz
de resolver con soltura integrales inmediatas, a partir de la tabla de dichas integrales y casi-
inmediatas, bien por ajuste directo de constantes, bien usando el método de sustitucién. Aparecen
después el método de integracion por partes y la integracion de funciones racionales. Con todo
ello se adquieren notables conocimientos del calculo integral, que permiten enfrentarse con éxito
a su posible ampliacion.

Si el calculo del area hizo aparecer la integral, tenemos que estudiar de donde surge la idea
y como la relacionamos con el area. Aparecen la integral definida, el teorema fundamental del
calculo y la Regla de Barrow. En este punto, hemos de mostrar que, aunque la integral se invente
como herramienta para el calculo de areas, hay que distinguir entre dicho calculo y la integral
definida. Una vez aclarada la diferencia, abordamos el calculo del area encerrada por una funcion
y el eje OX, y también el calculo del area encerrada por dos o mas funciones.

A partir de lo sefalado, esta Unidad tiene como objetivos los siguientes:

1. Calcular la funcién primitiva de una funcion.

Calcular integrales inmediatas y casi-inmediatas.

Calcular integrales por los métodos de sustitucion e integracion por partes.
Calcular integrales de funciones racionales sencillas.

Calcular integrales definidas.

SR LA

Calcular areas encerradas por funciones.
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Funcion primitiva

Integrales inmediatas

Ajuste de constantes

Integrales casi -inmediatas
Integral indefinida { Método de sustitucion

Integracion por partes

Integracion de funciones racionales

Teorema Fundamental del Calculo

Regla de Barrow

Calculo de areas encerradas por funciones

L Integral definida <

Calculo de la longitud de arco

Calculo de la superficie y del volumen de un
cuerpo de revoluciéon

Aplicaciones a la Fisica
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LA INTEGRAL

1. Integral indefinida

1.1. Funcioén primitiva

Se dice que Fes una funcion primitiva o primitiva de fsi F'(x) = f(x). Por lo tanto, intentamos reconstruir una
funcidn F a partir del conocimiento de su derivada f.

. X
Por ejemplo, como ( 5

7’

2

) =x=F(x)= X? es una primitiva de f(x) = x . También (senx)'=cosx =

F(x) = senx es una primitiva de f(x) = cos x. Observa que hay que retroceder usando como guia las reglas de la

derivacion.

Un hecho importante es que la primitiva no es Unica, pues si sumamos una constante cualquiera a la primitiva,

2

7’

X
la nueva primitiva sigue siendo primitiva de la misma funcién: (?H) =X ;(senx —7) =C0sX . Por ello hay

que escribir siempre F(x) + k, ke R, donde k designa a la constante. Esta constante tiene distintas interpretaciones
y toma diferentes valores, dependiendo del contexto en el que aparezca la primitiva.

La siguiente tabla muestra las primitivas que se obtienen directamente:

Funcion Primitiva
Xn+1
X", ne R—{-1} —.n#-1
n+1
X nj]
coSs X sen X
sen X —COS X
e e
1+tg°x = 1 t
+ig°x =— gx
cos” X
1
= arcsen x
1-x
—1
arccos X
1-x?
1
> arctg x
1+ x

La primera primitiva es el resultado de la regla (x”) =nx"": la derivada baja

el grado en una unidad; al retroceder hay que sumar uno y, como el exponente

7’

’ X3
multiplica al derivar, hay que dividir por él: (x*) =3x* = x* = (?J .

2y 1 1 2
2 2 ! B I
(X3J=—X3:>X3= e

X %

Esta formula sirve también para exponentes negativos y fraccionarios, salvo para
n=-1. Siintentas aplicarsela queda como primitiva % que no es valida. En este caso

f(x)= }( , que procede de derivar F(x) = In| x|. Es necesario el valor absoluto porque

In|x| = {In(—x'), Six<0 = (In|x|)/ = 1 six #0.
Inx,si x>0 b4

Las otras primitivas son una aplicacion directa de la derivada de las funciones

1
J1=x?

. Podriamos escribir también —arccos x y —arcsen x, respectivamente,

conocidas. Hay que hacer notar la similitud entre las primitivas de
-1

1-x°

aunque mantendremos los resultados escritos en la tabla anterior.

y de
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1.2. Integral indefinida

Derivada
Usando la idea de funcion primitiva, definimos la integracion como la inversa de la derivacion: x_2 — X
la integral deshace lo que la derivada hace y viceversa (ver grafico). Al no ser la primitiva Gnica, 2 ——e——
se vuelve a una familia de funciones que difieren en una constante, no a la funcion de partida. Integral

Aungque en el grafico hemos representado la integral indefinida con /, en la practica se usa el simbolo J, que
semeja una S alargada. Escribimos la integral como J'f =F+ko J'f(x)dx = F(x)+ k. El término dx (que se lee

diferencial de x) indica Unicamente cual es la variable respecto de la que integramos; procede de la notacién de

Leibniz(f '(x)= %) . Esta segunda notacion, mas antigua, es la que usaremos, pues tiene ventajas a la hora de
X

enfrentarse a integrales complicadas. Todo lo que aparece bajo el simbolo J, salvo el diferencial, se denomina
integrando. No podemos quitar este simbolo hasta que no demos la primitiva del integrando.

Hay una tabla de integrales inmediatas, que consiste en la tabla de primitivas rescrita con la notacion para
las integrales. Hay que aprendérsela de memoria:

Integrales inmediatas

n+1
jx"dx=;‘+1+k,ne R—{-1} J'%zln|x|+k
J'exdx =e" +k J'senx-dx =—C0SX +k
J'(1+tgzx)dx=J. d); =fgx+k fcosxdx=senx+k
cos*” X
f%zarcsenx+k=—arccosx+k J'1f);2 =arctg x+k

Ejemplo
1. Calcula las siguientes integrales:
a) J'dx=x+k.
2+1 g
b) [xXdx=2—+k=""+k
2+1 3
9+1 10
o) [xdx=2—+k=1_+k
9+1 10
dX_ " _ Soal _XJ' _ 1
d) [=5=[x"dx= Rl aal SRl
1+1
dx x 8 6 6
2L =[x bdx= +h==x5+k=-8x° +k
2
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LA INTEGRAL

Hay que escribir los radicales como potencias fraccionarias y las x del denominador como potencias negativas.
Derivando la primitiva comprobamos que la integral esta bien resuelta.

1.3. Calculo de integrales indefinidas inmediatas

Las propiedades de linealidad sirven para calcular integrales mas complicadas, haciendo las veces del algebra
de derivadas. Solo hay dos:

° J'(f + g) = J'f + J'g = Laintegral de una suma es igual a la suma de las integrales.

° J'(Af ) = AJ'f , A€ R = Laintegral del producto de una constante 4 por una funcién es igual a la constante
por la integral de la funcion.
Estas propiedades suelen abreviarse escribiendo J'(Af +u g) = AJ'f + uJ' g . Es decir, sacamos las constantes

multiplicativas e integramos las funciones. Observa que son las propiedades reciprocas a las derivadas de una
suma de funciones y del producto de una constante por una funcion. Sélo se escribe una constante k en la primitiva.

Ejemplo
2. Calcula las siguientes integrales: s
a) [(x+x)dx =[x+ [xdx =X+ X 4k,
) [ +x)ax= [xior+ ook ==+

b) J.5COS xax = 5J' cos x-dx = 5senx + k.

)Jsx 5 —=—In|x|+k
) 7
d) J'Fdx=7j'x3dx=7_—2+k=—§+k.
1
1x8 8
1 gy = k.
) J T GTET 121\/_Jr
8

| 6eX+;)dx=J'6exdx+J'zdx=6J'exdx+7J'd7X=GeX+7In|x|+k.

3 3
9 J. 14 x* +1)dx J.1+x

Se calcula la integral directamente, sin escrlblr detalladamente la propiedad:

6
h) J' 3x° - ! +L dx=X—+7arccosx+9tgx+k.
1—x? co0s’x 2

. .5 2 . 5 2
i) J'(Be —§+7)dx=8e —§In|x|—§+k.

i) J.(ZSGHX+ 1 —%de=—2003x+11arcsenx+§+k.
1-x* X X
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(> Actividades

P T TTT T TT T 1
1 1
i 1. Calcula: a) j(x +4x +7€/x_3)dx b) [(-x+9x+1)ax. i
1 1
! 2 1 6 !
I 2. Halla: a) 3——+————|dx; b) > —T7cosx+9e" — dx 1
: J.( 3x 4J_ x3j J.( +x° 1—X2J |
1 1
I3, Averigua: a) J' —L—i dx; b) J' ~7x* +8x—4)d :
! cos’x  8/x ]
1 1
i 4. Calcula: a) J' 95/x_2+539nx+ S dx; b) J' 8ex—§+9x+6 dx. i
| ier : |
1

: 5. Halla: a) J'(6+6tgx 5\/_+\/_)dx b) J'( i—3senxjdx. )
l x° l

N

Métodos de integracion

2.1. Integracion por sustitucion o cambio de variable

Se habla de integrales casi-inmediatas cuando la funcion que debemos integrar puede convertirse de forma
sencilla en una integral inmediata. Podemos distinguir dos tipos:

o Un primer tipo en el que efectuando las operaciones indicadas (sumas, restas, productos, divisiones ...)
pasamos a tener integrales inmediatas.

e Un segundo tipo en el que habitualmente se reconoce la derivacién siguiendo la regla de la cadena, es decir,
aparece una funcién y su derivada, salvo constantes que multiplican.

Ejemplos
3. Calcula las siguientes integrales:

a) J. 3X2—5x)(x3+2x)dx=J'(3x5—5x“+6x3—10x2)dx=X;—x5+3)2(4 _10x°

_ -1
b) sz 2 j(2x2—5+12)dx 2?—5x+x—1+k—2%—5 Lk

+k.

X

M 5,34 T %X, 5
o [ T dJ'(ZX +2x2J 5+Jx_7&+k.

Al efectuar los productos y cocientes, se obtienen integrales inmediatas.
. X e . x . 2 5 . 2
4. Calcula: a) J'e dx; b) J'50034xdx, c) J'mdx, d) J'3x(x ~7) dx; e) J'tg Xalx.

Solucion
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LA INTEGRAL

’

a) (e”) =7e™: hay que multiplicar por 7 para que sea inmediata. Para no cambiar el valor, si multiplicamos por

7 dividimos también por 7: .[e”dx = 1_[7e”dx = 19” +k.
7 7

’

b) (sen4x) =4 cos4x: falta multiplicar por 4. Como antes, multiplicamos y dividimos por un mismo nimero:

.[5005 4xdx = §I4 cos4xdx = ésen4x +k.
4 4

’

c) (In(x2 + 1)) = 2:(_ 1 : falta multiplicar por 2. Se multiplica y se divide por 2: _[

X2

X
+1

7¢ 2x
dX=—|——dx =
X 2-[x2+1

T /., . : . "
= —In(x + 1) +k . No es necesario el valor absoluto para el argumento del neperiano, porque siempre s positivo.

d) ((x2 —7)6) = 12x(x2 —7)5: falta multiplicar por 12. Se multiplica y se divide por 12:
3 5 1 6
3x(x=7) dx =2 [12x(x* =7) dx == (x* = 7) +k.
Jor(e=1) o =2 Jix(x =7 =1 (x°-1)
e) Este es un ejemplo de idea feliz: como (tgx) =1+1g°x, falta un 1 sumando en el integrando para que sea inme-

diata. Pues se lo sumamos y, para no cambiar el valor, se lo restamos: .[tgzxdx = _[(1 +1g%x — 1)dx =

=.[(1+tgzx)dx—_[dx =tgx —x +k

Fijate en que hemos de tener cierta idea sobre la posible primitiva. Ademas, conforme se complica el integrando,
el ajuste de constantes se vuelve més dificil. Por esta razén se usa el método de sustitucion o de cambio de
variable, que consiste en cambiarle el nombre a la funcién cuya derivada aparece, de modo que tras dicho cambio

quede una integral inmediata. También hay que cambiar el diferencial: si hacemos z = f(x) entonces z'= % =
X

f—z
dz=z'dx=dx= E El cambio de variable lo escribimos simbolicamente como: 4 dz . Al hacerlo, debe
X — —

z'
z

desaparecer la variable x, quedando una integral inmediata en z, que se integra tal y como hemos hecho con las
de x. Al final, se deshace el cambio, volviendo a la variable original.

Ejemplos

5. Calcula: a) J'8x«\/31—x2dx; b) J'7xe3xz’5dx.

Solucion :
, z=1-x"=2'=-2x (s
a) (1-x°) =—2x<>cx:>z=1—x2:>J'8x\/31—x2dx= dz =J'8x«z3~—=
—2x

| Fidz =323 +k = -33(1-x)" +k.
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El simbolo =< se usa para indicar la proporcionalidad. Fijate en que, al hacer el cambio, en z sélo va la funcidn,
no el exponente, que ya pondremos después.

2 Y 2 2 2 2 Z= 93)(275 =7z'= 6X93X275
) (e3x 75) 6% P o x@ T 7= %S :>J.7X63X Sy = b dz _ dz J.7XZ =_J.dZ_
6xe3X275 6xz
=%z+k=%e3‘25+k.

6. Calcula: a) _[GX 3x +2 dx; b) -[Inx

Solucién ;
, , z=3x*+2=27'=9x°
a) (3°+2) =9 X’ = z=3"+2= | 6x*(3x* +2) dx = =
) (o042) -8 2= 2 for (a0 =) e
9x>
s (3 +2)
:J.GXZ.zz.d_zzzgj.zzdzzzi.yk:u{.k_
9x= 3 9 9
.1
Z=lhx=2z'=— )
0 X 2 [
b) (Inx)=%:>z Inx:>_[|n—xdx— iy o d12—xdz =I§xdz=_[zdz=%+k=@+k.Nopuede
X

escribirse el valor absoluto del argumento, pues el integrando sdlo existe para los valores de x positivos.

4 —5x
7. Calcula: @) |——adx; b) |———dx.
) I1+3x ) I4+7x2
Solucion;
, z=1+3x=>2'=3
a) (1+3x) =3ock;z=1+3x:>_[idx= dz L EziI n|z |+k——|n|1+3x|+k
1+ 3x dx=? z3 37z
/ z=4+7x2:>z‘=14x
—5x dz 5 dz
b) (4+7x*) =1Tx < x=z=4+7x* dx = =——|—
) 4509 = :I +7 2 dx—&z z 14x 14
X

= —ilnz +k = —%In(4 +7x° )+ k. No es necesario el valor absoluto para el argumento del neperiano, porque

14
siempre es positivo.
Los ejemplos anteriores se pueden hacer ajustando constantes y seria conveniente que asi fuera para adquirir agili-

dad en el calculo de primitivas. Observa que el 5b) responde a (ef(x) )/ =f ‘(x)ef(x) yel7a (In|f (x)|)/ = M

f(x)
. dx . . .
El 7 se generaliza como: _[—b = In|ax + b| + k. Este resultado se usa para integrar funciones racionales.
ax+

A veces hay que operar en el integrando, incluso después de haber hecho el cambio.
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LA INTEGRAL

7 3+2Inx
Calcula: a ax; —X.
- ) J.5+3x2 ) J.5xlnx
Solucion :

a) Se parece a un arco tangente. Hay que llevar a que el denominador sea 1+ z°:

2 2
5+3x“5(1+%)—5[1+( ng J:J' rdx —ZJ' ax > Ahora podemos hacer el cambio

5 5+3x* 5 ( 3
1+ \/:x
5
zZ= \/gx 0 ajustar constantes. En ambos casos queda %-\/garc tg ( \EX} k= %am tg ( \/ng+ k.

Z=Ihx=2z'=
/7

1
X

b) (nx) =+ = 7=ty [S2g ] EL

X Sxlnx dx =2 — xdz 5xz

’

= %Inz +§z +k= %In(ln x) + %Inx + k. No puede escribirse el valor absoluto del argumento, pues el

xdz =J'%dz+§fdz =

integrando s6lo existe para los valores de x positivos.

9. Calcula: a) J'senzxcosxdx; b) J'sen3xdx; c)J'cos5 Xdx.

Solucion :
Z=3S8enx = z'=cosx ;
2 dz 2 Z 1o
a) dz  dz =J'z cosx—=J'z dz=="—+k=—=sen’x +k.
X =——=—2_ COS X 3 3

zZ COS X

b) J'sen3xdx = J'senzxsenxdx = J'(1 —cos’ x)senxdx =J' senxax — J' cos’ xsenxdx =—cos X + 1 cos® x +Kk.
3

Observa que tenemos la formula ([f (x)]") =nlf (x)]"f1 '(x) (la funcion elevada a una potencia multipli-

cada por su derivada). Por ello, J'sen5x cos xdx = %sensx +k, J'cos7 xsenxdx = —%cos8 X +k.

Cuando el exponente de la razdn trigonométrica es impar (2n + 1), se descompone en el producto de la razén
elevada a par (2n) por la razén. Asi, todas son inmediatas, sin mas que seguir la pauta del presente ejemplo.

c) J'cos5 xdx = J'cos4 XCos xdx = J'(1 - senzx)2 cos xdx = J'(1 —2sen’x +sen"x ) cos xdx =

2 1
= J'cos xdx — 2J'sen2x cos xdx + J'sen“x cos xdx = senx — Esen3x + gSGﬂSX +kK.

10. Calcula: a) J'sen“xdx; b) J'cosexdx.

Solucion :
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a) Aqui no sirve el método anterior. Ahora hay que quitar el exponente recurriendo al angulo doble:

, 1-cos2x ,  14+cos2x
sen“x = 5 ;COS" X = 5 . En este caso:

J'sen xdx = J' 1=cos 2X dx = lJ'(1 — 208 2x + cos’ 2x)dx =lx - lsen2x + lJ'cos2 2xdx. Volvemos a
4 4 4 4
aplicar la formula, tenlendo en cuenta que cada vez que la usemos tenemos que duplicar el &ngulo de partida.

J'cos 2xdx J' 1+ cosdx dx = %x + %sen4x. La integral queda:

J'sen“xdx=lx—lsen2x+1x+isen4x+k=§x—lsen2x+isen4x+k.
4 4 8 32 8 4

Dado que la integral de partida ni lleva angulos dobles ni cuadruples, debemos operar para que la primitiva
quede en funcion de x: sen2x = 2senx cos X, sen4x = 2sen2x cos2x, cos2x = 2cos” x —1, sen’x =1—cos’ x.

Se obtiene: J'sen“xdx = gx - %senx COS X — % sen®xcos x + k.

1+ cos4x

dx =

b) Jcos xdx J'(HCOSZX) dx=%J'(1+30032x+3cosz2x+cos32x)dx;J'00322xdx=J'

1x + 1sen4x; J'cos3 2xdx = J'cos2 2X cos 2xdx = J'(1 —sen’ 2x) cos 2xdx =J' c0s 2xdx — J'sen2 2X C0S 2xaX =
2 8

%sean = % sen2x. Laintegral queda: J'cos6 xdx = %x + 3 sen2x + 3 X+ 6—:Zsen4x + isen2x -

_ sen*2x +k.
48

. 5 5 5 1
Igual que antes, se obtiene operando: J'cos6 xdx = 6 X+ 6 Senx cos X + — senx cos’ x + 5 senx cos’ X +k.

11. Calcula: J'\/1 — x%dx.

Solucion :
En este tipo de integrales se usan las funciones trigonométricas seno o coseno:

— sent
X=sen =J'\/1—sen2t-cost-dt=J'cos2 tdt=J'1+0032t dt=1t+1sen2t+k.
dx = costdt 2 2 4

Deshacemos el cambio t = arc sen x = J.\/1 —x%dx = %arc senx +%sent cost+k =%arc senx + 1 xN1=x2 +k.

12. Calcula: J'\/B —7x%dx.

Solucioén :
x sent=t=arc sen
J'\/B 7x%dx = \/_ J' ’
dx costdf = dx = cos tat
3 5 3 3 3 7x*
=— | cos” tdt =——(t + sentcost)+k =——arc sen
ﬁj 7 ( ) A7 { 3
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13.

14,

2.2. Integracion por partes

¢ Como podremos integrar cuando hay un producto, pero una funcién no es la derivada de la otra? Recordemos
que la derivada de un producto de funciones es (u-v)'(x) =u"(x)-v(x)+u(x)-v'(x) o, usando los diferenciales

y sobreentendiendo que tanto u como v son funciones de la variable x, d(u-v) = v-du + u-dv, por lo que
u-dv=d(u-v)-v-du eintegrando quedafudv =U-v —J'v -du .| Esta es la formula habitual de lo que se conoce

como integracion por partes. El quid esta en que la integral de la derecha sea mas sencilla que la de la izquierda
o directamente inmediata. Para ello, hay que elegir las funciones u 'y dv convenientemente. Como du se obtiene
derivando y v integrando, la pauta habitual es elegir dv como una integral inmediata. Con u'y dv tenemos que
recoger todos los términos del integrando. Veamos los casos habituales:

Ejemplos

Calcula: a) J'xexdx; b) J'lnxdx; c) J'arc tgxax.

Solucion :
X2
a) Aqui se integran bien tanto x como e”. Sin embargo, la primitiva de x es EX lo que nos complicaria la integral
de la derecha. Por lo tanto, procederemos asi:

U=Xx= du=u"dx=dx

J'xexdx= . . . =xex—J'exdx=xex—ex+k=(x—1)e*+k.
dv=e dx:>v=J'e dx =e
b) En este caso solo tenemos la posibilidad siguiente:
u=/nx:>du=u'-dx=% dx
J'lnxdx= X =xlnx—J'x—=xlnx—x+k=x(lnx—1)+k.
X
dv=dx:>v=J'dx=x
dx
u=arctgx = adu=—— X 1
c) Igual que en b): J'arc fgxdx = 1+Xx° + = xarc tgx—J' > dx =xarc tgx——ln(1+x2)+k.
1+ x 2

dv=dx:>v=J'dx=x

Calcula: a) J'xze’xdx; b) J'3x3 cos xdx; ¢) J'(arc senx)2 dx.
Solucion :
U =x*= du=2xdx
a) J'xze’xdx = =—x%* +2J'xe’xdx. La integral de la derecha también hay que resol-
dv=e"dx=v=—e"
verla por partes, pero no podemos llamar u a lo que antes llamamos dv, pues llegariamos a que la integral es

=—xe * +J'e’xdx =—xe “—e*;

. . B Uu=x=du=dx
igual a ella misma. J'xe “dx = .
-e

dv=e*dx=v=

J'xze’xdx =—x%* —2xe " - 2" +k = —(x2 +2x+2)e’* +k.

.3 _2y2
b) 3J'x3 cos xdx = {u =X = du=3xdx } = 3x’senx —9J'xzsenxdx;

dv = cos xdx = v = senx
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) u=x*= du=2xdx ) _
J'x senxdx = =—X“C0SX+ 2J' X COS XdXx;
dv = senxdx = v = —cos X
u=x=du=dx
J'x Ccos xdx = = Xsenx — J' senxdx = xsenx + cos x. Agrupando adecuadamente
dv = cos xdx = v = senx

los datos obtenidos se tiene que:
J'3x3 cos xdx = 3xsenx + 9x% cos x —18xsenx —18cos x + k = 3x(x2 —6)senx +9(x2 —2)cosx +k.

2arc senx

2
¢) [(arc senx)’ dx = u=(arc senx)” = du N 2 x(arc senx)’ J-2xarc senx
dv=dx=v=x NESS

ax
u=arc senx = du =

2
J- Xarc senx _ V1-x = —/1-x%-arc senx + J'dx. Queda:
-y J- xadx _ 1=
V1-x?

J'(arc senx )" dx = x (arc senx )’ +2v1—x* -arc senx —2x +k.
15. Calcula: a) J'exsenxdx; b) J'e“ cos5xdx; c) J'e’zx oS 7xdXx.

Solucion :

a) J'exsenxdx = {

u=senx=>du=cosxax| ;
. . =e senx—J'e cos xakx;
dv=e'dx=v=¢e
U = cos x = du = —senxadx
J'e Cos xdx =

i . =e" cosx+J'eXsenxdx.
dv=e'dx=v=e

iLlegamos a la misma integral! No obstante, se resuelve sin problemas. Llamando / = J'exsenxdx, se tiene que
e* (senx —cosx)

2
Estas integrales son ciclicas, pues las dos funciones, €* y senx, se repiten al derivar.

| =e*senx —e* cosx —/ =2/ =e* (senx—cosx)= | = +k.

u=e" = du=4e*dx
e**sen5x 4

b) |e* cos5xdx = = e**sen5xdx;
) J. dv =cosSxdx = v = i 5 J.

_ A4x _ 4x
u=e"* = du=4e"dx 4 cos5x 4

e**sen5xdx = =— = e** cos 5xdx. Llamamos
J. dv = senbxdx = v =— G 5 J.

4x 4x 5 5 4 5 4
/=J'e4x T sendx 4e"cosbx 16, _ 41, _ _ (5sen5x +4cos5x e
25 25 25 25

(5sen5x +4cos5x)e*
=[=
41
¢) Como conocemos la estructura de la solucién, podemos decir que J'e’zx cos 7xdx = (Asen7x +Bcos 7x)e’2x

+K.

Si derivamos ambos miembros tendremos: e ** cos 7x = e > (7Acos 7x — 7Bsen7x — 2Asen7x —2Bcos 7x ) =

_ — _ —2x
= rA-28=1 . Resolviendo el sistema se obtiene A = l B= 2 == (7senx~2cos7x)e
2A+7B=0 53 53 53

Repite los apartados a) y b) usando este procedimiento.
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2.3. Integrales racionales sencillas

Se habla de integrales de funciones racionales cuando el integrando es un cociente de polinomios p (x) Tienen
una ventaja: hay un método que conduce al resultado. También un inconveniente: el calculo puede ser muy pesado.
Dependiendo de los resultados de la factorizacion del denominador, hay 5 posibilidades:

1. El denominador tiene raices reales sencillas.
2. El denominador tiene raices reales simples y mdiltiples.

3. El denominador tiene raices complejas.

4. El denominador tiene raices reales simples y complejas.

5. El denominador tiene raices reales simples y multiples, asi como complejas.

El grado del numerador siempre ha de ser menor que el del denominador. Si no es asi, se divide quedando

M = c(x) + M Veamos con ejemplos cada uno de los casos:

q(x) q(x)

Ejemplos

3)2 dx; ¢) Te ofrecemos este otro ejemplo para profundizar:

X —_

J' 3x+5

X2 +A4x+7

Solucion :

a) En primer lugar resolvemos la ecuacion DEN (x) =0= x’-4x =0= x =0, 2. Después planteamos la
ecuacion ;(_1 =é+ 8 + 4 . Observa que J' ;( dx J' dx+J'—dx+ Ldx =

X"—4x x x+2 x-2 X X—2

= Aln|x|+Bln|x + 2|+ CIn|x —2| + k. La ecuacion es A(x + 2)(x 2)+ Bx(x—2)+Cx{x+2)=x-1.
Tenemos dos caminos: plantear y resolver un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas o dar valores conve-

nientes (las raices del denominador) a la x para hallar los coeficientes. x =0= 4A=-1= A= Z; X=-2=

8B——3:>B=%3x 2:>8C—1:>C—% PorIotantoJ' v =—In|x|——|n|x+2|+ In|x 2| +k.

Fijate en que hay tantas fracciones como factores tenga el denomlnador y que la primitiva es una suma de lo-

garitmos neperianos.
b) Como el denominador esta factorizado, este paso lo saltamos. Ahora hay que plantear la ecuacion

6 _ A N B N C
(x+1)(x—3)2 x+1 x=3 (x-3)

+ J.(xfB - =AIn|x+1|+BIn|x—3|—%+k. La ecuacion es A(x—3)" +B(x+1)(x=3)+C(x+1)=6.

> Observa que ahora J' o = J'—dx + —dx +

x 3

Sélo tenemos dos raices, con las que determinamos dos coeficientes. Para el tercero damos otro valor a la x:
x=—1:>16A=6:>A=§;x=3:>4C=6:>C=%;x=1:>4A—4B+ZC=6:>B=—§. Luego
3

j%dx=§|n|x+1|—§|n|x—3|——+k.
(x+1)(x-3) 8 8 2(x-3)
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Ahora, para cada factor necesitamos tantas fracciones como sea la multiplicidad de la raiz. Si la raiz es doble, dos

(ejemplo resuelto); si la raiz es triple, tres... Observa que si todas las raices son simples, necesitamos una fraccién por
raiz (caso a)).

¢) x> +4x + 7 # 0= tiene dos raices complejas conjugadas. Recordando los trinomios cuadrados perfectos podemos escribir:

X +ax+T=(x+ 2) +3= 3{1 +[ ngzj } Por lo tanto, en la primitiva va a haber un arco tangente. Si el numerador fuera s6lo un nimero,

la primitiva seria ese arco tangente, pero, al tener también x, aparecera un neperiano, porque siempre podremos tener la derivada del denomi-
nador en el numerador. Para ello, como (x2 +4x+ 7)‘ = 2(x 3+ 2), cambiamos la x del nume rador por x + 2 y ajustamos el término indepen-

3x+5 3(x+2)-1 3(x+2 1
Zdx AT :Ix(2+4x)+7 :-I.ngr4x+)7dx_-l.x2+4x+7

n(x +4x+7)—§aro tg[xj;j+k

diente: 3(x+2)=3x+6:>3x+5=3(x+2)—1. j

__J x+2
T

dx :gln(x2 +4x+7)-

17. Calcula: a)J' X+2 X b) | 2l 9 [ -2,
—11x* -2x -8 x(x-4) 2x% +3x+3
Solucion :
a) Usando Ruffini se obtiene que 3x° —11x* —2x -8 = (X—4)(3x2 +x+2). Hacemos

X+2 _ A Mx+N
3 —11x* —2x-8 x—-4 3x*+x+2
nomio de primer grado Mx + N. De esta segunda fraccién obtendremos un neperiano y un arco tangente.

. El numerador del polinomio irreducible de 2° grado debe ser un bi-

La ecuacion es ahora:A(Sx2 +x+2)+(Mx+N)(x—4)=x+2;x=4:>A=%;x=0:>2A—4N=2:>

N = —%; X=1=6A-3M-3N=3=>M= —%. Como x =0 no es raiz, puede usarse para calcular N.

En caso de que lo fuera, tanto el segundo como el tercer valor serian arbitrarios. Ya tenemos que

X+2 1 1 3x+4 .
dx =—In|x—4|——= | ————— dx. Hay que operar la integral de la derecha:
J.3x3—11x2—2x—8 9 =4 9J.3x2+x+2 AR ¢

7
(3x2+x+2)'=6x+1=6(x+%):>3x+4=3(x+%)+z 3x+4 (x+/) /2

2 3% +x+2 3x +x+2 3P+ xX+2

El primer término da %In (3x2 +X +2). Para el segundo hay que operar el denominador: 3x* +x +2 =

1 2 1% 2 23 X+/ 23| 6x+1Y 6
=3| X +=x+= |=3|| x+= | +=—— === +1].A —
(x 3 3) Kx 6) ; 36} o \/_/ 12{( T j parece = como

7 6
derivada del argumento, luego habra que dividir por él: /2 .\/ﬁ- / J23 > :Nﬁ arc tg i .
23, 6 1+(6x+1j 23 V23

V23
Resumiendosetiene:J'3 - 1)1“;22 8dx=%|n|x—4|—%ln(3x2+x+2) 72\{;a tg(6\)/(%1j+k.
x> =11x* —2x—
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Aunque es preferible aprender el procedimiento para convertir el polinomio irreducible en arco tangente, hay una

formula que reduce el trabajo: _|. ik S arc tg( zj%b j con A = b* —4ac (discriminante)

a+bx+c  J-A

A la vista del presente ejercicio, puedes imaginarte lo que supone la Gltima posibilidad: raices reales simples y
multiples aderezadas con raices complejas. Como muestra te ponemos el ejemplo:

5x+3 A B C Mx +N

= + + T

(x=1)(x-2) (x +1) x=1 x=2 (x-2)° x°+1
Observa que el coeficiente de la raiz multiple es un nimero C, mientras que el del polinomio irreducible es un
binomio Mx + N. El procedimiento es el mismo, sélo cambia la cantidad de calculos a realizar.

5x+1 A B C 2
b SA NI = A(x—4) +Bx(x-4)+Cx =5x+1= A= ¥/ (x=0),Cc =2V (x =4),
)X<X_4)2 Xt (eay (x—4)" +Bx(x-4) We(x=0),C=2), (x=4)

21

5x +1
B=-Ys(x=1) j vy dy = In|x| 16|| - |—W+k

¢) 2x° +3x+2#0,(2¢° +3x+2) =4x+3=4(x+%),—A=7. Por lo tanto, 7x—2=7(x+%)—2y4—2=

a=2
_2 <X+/) d 7 29 4x+3
<X+/) / J.ZX +3x+2 4 2x° +3x+2 4In(2x2+3x+2) Zﬁarctg N/

—2x% +x-1 , )J-3x +x+3 B) J-1+x

18. Calcula: a) j 2
3x

Solucion ;

a) (x°-2¢"+x-1):(x*-3x+2) =x+1+22X—_32;

2_3x+2=(x-1)(x-2). Asi,
Y X2 =3x+2=(x=1)(x=2). Asi

A8 A B Ax-2)+B(x—1)=2-3= =
x=2-B=1

x=1=A=1
X>=3x+2 x-1 x-2

J-x3 —2x* +x—1

2
- dx=X—+x+ln|x—1|+ln|x—2|+k.
X°=3x+2 2

X 3IX°+x+3
—=

b) (3x°+x+3): (X +1) = 3+ —— e =3x+%ln(x2 +1)+k.

X

1+/x dx = 2tat 1+t

3 3
(2t3+2t):(t+1)=2t2—2t+4—i:»j2t 22t gtk
1+t 0 141 3

—f 1+%)2t
c) _|. 1+X —{X t }zj.< ) dt. Efectuamos la division obteniendo

Deshaciendo el cambio se tiene que j \/_ 2\{%— —x+4Jx - 4In<1 +Vx )+ )
+

dx e*dx
Calcula: a ) .
19. ) IJB—X—9/3—X—29/3—X Ie*+e3x
Solucién
—_ - 6
a) Como el indice comun de las raices es 6, hacemos el cambio . Se obtiene
dx = —6t°dt
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/:J- adx :_J- t5dt __ J- t4dt
V3-x-33-x-2%3—x £ —t? -2t B —fi=2)
Efectuamos la division t : (tz—t 2)—t2+t+3+t5t e

, que es una integral racional.
.Como t*—t-2=(t+1)(t-2) escribiremos

5+6 A B 1/ n_16 i s
—tz—t—z_erE:}A__ 3.B= Az{f—tz_t_zdt—§+2+3t——|n|t+1| —In|t 2

Al deshacer el cambio y multiplicar por —6, se tiene:

/=2|n|2/3—x +1|—2J3—x—33/3—x—185/3—x—32In|\6/3—x—2|+k.

b) Con el cambio e* =t, e*dx = dt = dx —% pasamos a j 7- El denominador factorizado es t2 (t+ 1)

Iuegot L o ? +tE;+ tf1 = A=-1,B=1,C=1=. Deshaciendo el cambio tenemos:

d ) :
j%zln(e +1)—x—e—x+k.

(> Actividades

6. Calcula: a) J'(x3 +1)(x2 —1)dx;

7. Halla: a) [5x3/1-9x°dx; b) | 5+48X

dx; c) J'3x oS X2dXx.

3cos x
5senx —8

ax.

dx; b) J'3xe’xzdx; c) J'

8. Averigua: a) J'
\/8X +1

9. Calcula: a) J'7e3“4dx; b) J'3e’

5x+15
—4

dx.

10. Halla: a) j dx; b) [8xe™* dx; c j

1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
: 11. Averigua: a) J'sen 4xdx; b) J'cos 7xdx; ¢) J'sen 3x-cos® 3xdx. :
1 ]
i 12. Calcula: a) J'cos4 5xdx; b) J'\/36—9x2dx. i
1 i 2 ]
. 2X 2 . 3 .
1 5 9 — . ]
| 13. Halla: a) J'e (x 5)dx b) J'x In xdx; ¢) J' arc cosx) dx |
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]

14. Calcula: a) J'xzarc tgxdx; dx; ) J'eSXsenBde

b) j\/_
15. Averigua: a) J. 2 +1 b) J. 5x+4
x° +2 b) J' X+2

16. Halla: a) j -
X +X—

ax .
X; c) J'—X con el cambio z =e”*.
1+e

17. Calcula: a) J's—; b) J'xe“xdx; c) J'X4—+dx
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3. Integral definida y sus aplicaciones

3.1. Integral definida

Histéricamente, la integral surge como herramienta para el calculo de areas de figuras planas y es anterior a la
b

derivacion. El procedimiento es el siguiente: IIamamosJ'f(x)dx al area encerrada por la funcion continua f, el eje
a

OX, y las rectas x = a, x = b (zona coloreada). Los puntos a, b que aparecen en la

integral son sus extremos o limites de integracién e indican desde y hasta donde

queremos calcular el area. Por comodidad, suponemos f positiva en el intervalo [a, b].

Més adelante veremos qué hay que hacer cuando no sea asi.

Para calcular el area de la figura, podemos descomponerla en n rectangulos y

sumar el area de todos ellos. Este troceamiento del intervalo de integracion se llama

. . . . anchura b-a
particion P, que esta caracterizada por su diametro = — = . Obtene-
n°detrozos n

mos n subintervalos [x., X], con X, = a, X, = b. Si la funcion es continua, siempre tendra un minimo y un maximo
en cualquier intervalo [ x.,, x;] de la particion P, a Ios que llamaremos min (f, [ x.1, x;]) y max (f, [ x.,, X;]),
respectivamente. Los rectangulos tienen de base =< b 4y pueden tener de altura:

o min (f, [, x]); la Suma inferior L(f,P) =—2m/n( X X ) (L de Lower, inferior) es la suma del
area de todos estos rectangulos. Es un area por defecto.

11’1

o max (f, [X., x]); la Suma superior U (f,P) = — Zmax( ) 1) (U de Upper, superior) da un &rea

por exceso.

Claramente L f, P J'f dx<U(f P) estando acotada la diferencia entre el maximo y el minimo de la

funcion en cada trozo de la particion.

7]

Como con toda aproximacién, podemos mejorarla volviendo a dividir el intervalo
por la mitad. El primer minimo quedara en uno de los dos nuevos trozos, por lo
que en el otro el nuevo minimo es mayor o igual que el antiguo. Por ello, aumenta
la suma inferior. Si subdividimos, otra vez ocurrira lo mismo, siendo el nuevo minimo
de alguno de los trozos mayor que el antiguo. Se tiene una sucesion monotona
creciente: L (f, P,) < L (f, P,) <L (f, P, <....

7

El primer maximo quedaré en uno de los trozos, por lo que en el otro el nuevo

O
7

.\§§‘ méaximo es menor o igual que el antiguo. Asi, disminuye la suma superior, sucediendo

\§ "4 esto cada vez que subdividimos. Se obtiene una sucesién monétona decreciente:
§§ § U(EPY2U(fP)2U(fP)=...

%% § Ademas, la diferencia entre ambas sumas se hace cada vez menor, pues, al

A &\\ & . disminuir el didmetro de la particion (cuando n — oo, b—,‘q"” —0), el minimo y el

El area por exceso disminuye maximo se acercan, aproximandose ambos a f(x;). De este modo, si el &rea por
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defecto aumenta y disminuye el area por exceso, y, parece claro que el area existe, tendran que coincidir. En ese
b

momento tendremos calculada el &rea de la figura, definida también como J'f(x)dx :

a

Este procedimiento que hemos descrito tan brevemente es en realidad mas complicado, tanto en la teoria como
en la practica:

e Anivel tedrico hacen falta varias comprobaciones para demostrar que el limite de las sumas inferiores y
superiores coincide; éstas exceden del nivel de nuestro libro.

e Anivel practico, se busca una expresion para L'y U como sucesiones; las sumas de estas sucesiones,
que se denominan series, pueden ser tremendamente complicadas, incluso para funciones muy sencillas.

Ejemplo

20. Calcula el &rea encerrada por la funcién f(x) =xylasrectasx=0 y x=4.
Solucion :

La figura es un triangulo rectangulo de area 8 u°. Dividiendo en n trozos obtenemos los intervalos

{Oi} F q . {M 4} cada uno con un diametro de i Al ser la recta creciente, el minimo de un trozo coincide

s [P
HRCEELE

con el maximo del anterior. Se tiene entonces que:

w19
(s
w22

progresion aritmética (se pone como denominador comdn a n) se obtiene:

. Usando la formula de la suma de una

SRR el

4

0+4n—4
_4 YA VAT T ) _4a/.8 _
_E(0+%+/”+"'+ h | ’U(f’P)_E(%+/n+"‘+4%)_
4+4n
8(n+1
:%- g n= (nn+).Altomarlimitestenemos: lim L(f,P) = lim U(f,P) =8,

Como J'f(x)dx €s una suma, es posible trocearla, de modo que se verifica que

a

J'f X)dx = J'f X)dx +J'f x)dx, V¢ tal que asc <b.Ademés, J'f x)dx =0, pues la base de nuestro rectangulo

vale cero. Estos resultados permiten ampliar la integral definida a las funciones que no sean continuas, siempre
que las discontinuidades sean de salto finito y el nimero de discontinuidades sea finito. Para ello, se trocea el
intervalo de integracién aislando los puntos en los que aparecen dichas discontinuidades. Del mismo modo,

J'kf x)dx = kJ'f x)dx pues la constante se saca como factor comun en todo el proceso de sumas.
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Una cuestion de notacion: si llamamos Ax;= x,— X..,, y suponemos que min (f,[ x.., x]) = méx (f,[ .., x])= f(x) (lo que

n
ocurre si la anchura del intervalo es suficientemente pequefia), las sumas se escriben como Zf (x, )Ax,, por lo que
i=1

n b
lim 2 f(x)Ax = J'f (x)dx, estableciéndose las equivalencias ¥ — [, Ax — dx cuando Ax — 0 (que es
i=1 a

N—oo &

lo que sucede cuando n — o).

3.2. Teorema fundamental del Calculo. Regla de Barrow.
Derivada de una integral. Calculo de integrales definidas

14
f(x+(h3 Dado lo tedioso del célculo del area mediante el procedimiento

i inferior, averiguaremos el valor de |
<= A(xh)-A(Y) de las sumas superior e inferior, averiguaremos el valor de la

derivada del area A(x) = J'f (t)dt. Observa que como A es funcion

a Y Yth de x se escribe ofra variable en la integral. En el gréfico vemos que:

A(x+h) = A(x) A+ )= AX)

F(x+h)-h < Ax +h)—A(X) SF(x)-h= F(x +h) < <f(x)= Imf(x+h) < lim

< ,I,'n?) f(x)=f(x) < A'(x) <f(x)= A'(x) =f (x) = El &rea encerrada por la funcion es su primitiva: calcular &reas

es calcular primitivas.
Algunas apreciaciones:

e La funcién dibujada es decreciente en [x, x+ h], pero el que fuese creciente en dicho intervalo no cambia
el resultado.

e Para poder tomar el limite, y obtener el resultado obtenido, la funcién f ha de ser continua y la funcién A
derivable.

Gracias al resultado anterior, conocido como el Teorema fundamental del célculo, podemos escribir que

J'f(t)dt = F(x) +k|. La Regla de Barrow permite que el rea no quede en funcion de una constante arbitraria ;

su demostracién es sencilla:

Sabemos que | (t)dt = F(x)+k; ademas [ f(t)dt = F(a)+k =0, luego k = ~F(a). Como [ f(t)at = F(x) - F(a)

entonces j"f (x)dx = F(b)—F(a) = F(x)|

a

x=b

X=a

(Regla de Barrow).

El segundo igual no es méas que otra forma de escribir dicha regla usando la barra de las particularizaciones.

Hay que tener cuidado al aplicar el teorema fundamental del calculo para hallar la derivada de una integral.
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7’

9:(x) 9:(x)
En general, J' f(t)ydt=F (g, (x))-F(g,(x)): al derivar, usando la regla de la cadena, [ J' f(t)dt) =

o {x) 9i(x)

=(F(g. (1)) =(F(g:(x))) =F'(g: ()9 (x)=F (g1 (x))g: "(x). Como F'(x) =f (x) =
9:(x)
= F'(g(x))=f(g(x)), entonces [ J. f(t)dt‘}'zf(g2 (x))g, " (x)=f(g: (xX) g, '(x)}

o (x)

Aunque empezamos definiendo la integral definida como el area encerrada por una funcién,
el eje OXy las rectas x=ay x=b, no podemos usarla para esta tarea sin mas, pues la integral
definida es el area si la funcién es positiva. Por ejemplo, para la funcién f(x) = x*, el eje OXy

[ 11
———=00 -1 +

1
las rectas x=—1, x=1, no podemos decir que su area sea A= J'x3dx =7 =777

-1
pues un area no puede ser nula. Encontramos la explicacion al representar graficamente
f(x) = x* en el intervalo [-1, 1]: la funcion tiene una parte negativa, con su érea, y otra positiva,
con la suya. Da la casualidad (nada casual, pues no lo habriamos puesto como ejemplo) de
que ambas son iguales, pero tienen signos distintos, por lo que se anulan.

-1

Es decir, la integral por si sola no es capaz de calcular correctamente el area, de ahi que se distinga entre
integral definida, que puede tomar cualquier valor (positivo, negativo o nulo), y el area, que solo puede ser positiva.
b

Cuando escribimos J'f(x)dx entendemos que es una integral definida, por lo que, una vez calculada la primitiva,

a

usaremos directamente la Regla de Barrow, sin preocuparnos por el signo del resultado. En el siguiente apartado
veremos codmo se calculan las areas.

Hay dos formas de aplicar la Regla de Barrow si resolvemos la integral mediante el método de sustitucion:
1. La usamos después de haber deshecho el cambio.
2. Ciambiamos los limites de integracion, escribiendo z,= z(a), z,= z(b), con lo que tendriamos que

[ ()0 = F(z) - F(z,).
Ejemplos

21. Calcula las siguientes mtegrales

a) J' 4x —5x+1 dx=%—%+x‘ =—1—(——)=T=—.

b)J' —9x2+2)dx =x° -3 +2x| =0-2=-2,

c) J'—dx =3Inx|, =3Ine-3In1=3-0=3,
X
1

2z 2z 2

d) J'coszxdx=f1+coszxdx=£ sen2x .
0 0 2 2 4 |
1

e) J' ~ =arc senx| 1 G4 =-7.
,1 2 2
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22. Halla la primitiva de f(x) = %—GX que en x =-3 vale 7.

Solucion :

Al conocer alguna condicién que cumple la funcién, es posible calcular k:

J'(%—M)dx = 6In(x+4)—3x2 +k= F(-3)=6In1-27T+k=7= k = 34.
X

La primitiva buscada es F(x) =6In(x +4)—3x* + 34.

23. Averigua la expresion de la velocidad y del espacio recorrido, en funcién del tiempo, por un mévil que se desplaza
con aceleracion constante a, si inicialmente lleva una velocidad v, y ha recorrido un espacio s,.
Solucion :

v'(t)=a :>j;v'(x)dx =j;adx =v(t)-v(0)=at=v(t)=v, +at;s'(t)= v(t):>J's'(x)dx =

(vo +ax)dx == s(t)-s(0) = v0t+%at2 =s(t)=s, +v0t+%at2.

© o~

3

24. Caleula:a) | 6x(x*~1)"dx; b) | S
) 771—cosx
2
Solucion :
a) Vamos a hacerlo por los dos métodos que mencionamos:
3
— v2 _ ' 5 — =
. o z=x"-1=2'=2x Cdz 3 3(x-1) F( JE) -
i) J'6x(x —1) dx = dz =f6x~z gz _oz _\" T N
dx=— 2x 5 5 NG _ 96
2 F(V3)=3

= [ ex(x*-1)" o =F(\3)-F(2) _% 3.8

5 5 5

Sl

z=x2—1:>z'=2x:>dx:ﬂ

2X
T 8 2 4 \/— \/_2 2 ) dz 2 . 325
i) [ 6x(x* 1) ok =1z =2(~V2)=(-V2) -1=1 =J1'6x~z .szsz dz= Fz) ==

5 =2(5)= () 1=

o

3
F()=— 2
= > = [3z'dz=F(2)-F(1)= 8
9 5
F(2) = ? 1

Fijate en que si cambiamos los limites, lo escribimos en el cambio.
F(r)=3In2

3senx
——  =3In{1-cosx)= =

b) Ajustando constantes: (1—cosx)' = senx = J'1 p
— cos xdx

N 3senx dx:,_—(ﬂ)_,:(%jzmnz

1—cos x
i
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e 1
25, Calcula: a) J.\/}Inxdx; b) j(x—3)ezxdx.
1 -1

Solucion :

por partes

e ( e
a) .!.\/;Inxdx:.l.\/;lnxdx = gx/x_3(3lnx—2):> 94 :>.!.\/;Inxdx=§(\/e_3+2).
9

1 por partes F(1y=- 2 1 2 _Ep2
b) I(X—B)ezxdx:j(x—3)ezxdx = (X 7]9“:{ ) /49 }:)I(X_:a)erdx_Qe—Se.
2 F(-1)=-9,¢” 4

-1

2 4

26. Halla la funcion f definida para R —{0} que verifica f'(x) —% +% =0yf(-1)=0.
XX

Solucion
Se calcula la primitiva y se sustituye la condicion para averiguar el valor de k:

. 3 2 3 2 3 1 1 3
f (X)=X_2_X_3:>f(X)ZJ.(F_FjdXZ_;-I-X_Z-I-k:)f(_1)=3+1+k=0:>k=_4:>f(x)zx_2_;_4.
27. Determina el valor del pardmetro a de modo que j ° > ax = 1
x 4
0<1+e)
Solucion
-1
X sustitucion . F(a)= = a _
| — E 1X: e)=1 :>F(a)—F(0)=1:> ° 1a LG I S TSN
<1+ex) ajuste de cons tantes 1 4 @ F(O):_yz 4 2<1+e) 4

=e"=3=a=In3.

3

et5+2dt; b) T(s—tht)dt.

28. Calcula la derivada de la funciones: a) j
3

Solucion :

’

a) U et;-l-zdt] =(F(x)=F(3)) =F'(x)=f(x)= 5+2,pues F(3) es constante.

3

’

b) fo(s—ﬁm)dtJ =<F(x2)—F(1))/ = F'(x* y2x = 2xf (x) = 2x(3=/x +2x).
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29. Calcula la derivada de la funciones a) .[ In(t;‘r))dt; b) .[ arc sen/udu.

3x-5 cos? x

Solucion :

’
’

a) [3;[5 (t‘;5)dt] (F(ex)—F(3X—5)) ZFI(ex)'eX_Fl<3X—5)'3=eX-f(eX)_3.f<3x_5)=

=e‘-|n[e +5j—3|nx.
3

’

b) (se."[xarc senx/Ede =<F(sen2x)—F(coszx))/ =["-'(SGI7ZX)+F'(COS2 X)}Zsenxcosx:

cos® x

=| 7 (son"x)+f (cos? x) [2senx cos x = x-+arcsencos x) fsen2x.

30.a) Sif esuna funcién continua, obtener F S|endo F _[ + t? +t3
0

1
b) Sif(1)=1yademas .[f (t)dt =1, halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F (x) en el punto (1,F(1)).
0

Solucion :

’
X

a) F'(x) =[.[[f(t)+t2 +t Jdtj =(G(x)-6(0))'=G'(x)=g(x)=f(x)+x*+x*. No se puede usar F en ambos
0
miembros, por lo que llamamos G a la primitiva que usamos en la Regla de Barrow.

1 1

! el ot 1.1 19,
b) X, =1=y, =F(1) = .O[[f(t)+t2+t3]dt .O[f(t)dt+€0+70=1+§+zzﬁ, F'(1)=f(1)+2=3=
19 17
——=3(x-1)=riy=3x——
=riy— (x=1)=r:y=3 =

31.Sea f (x) una funcion derivable en (0,1) y continua en [0,1], tal que f (1) =0y .[2xf x)dx =1. Utiliza la formula de

1
integracion por partes para hallar .[f (x)dx
Solucién :

jf(x)dx _ {u =f(x)=du =f‘(x)dx} zxf(x)r _j[xf‘(x)dx =—%.;[2xf‘(x)dx =—%.

dv=dx=v=x

Observa que xf (x)[, =1 (1)-0f (0)=0.
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3.3. Calculo de areas

Hemos visto que la integral definida da el valor del &rea encerrada por una

funcion, el eje OX ylas rectas x = ay x = b, s6lo si la funcién es positiva. ; Sera el
b

[Fx)ax

a

el problema: sigue saliendo cero. Observa el grafico; en él suponemos que
Xi, X, Y X5 son los puntos de corte de la funcién con el eje OX que verifican

Jb'f(x)dx

a

rea ? Recordando el ejemplo de f(x) = x*, vemos que no resuelve

a<X;<X;<X;<b (puede haber mas). Si calculamos directamente,

a las partes positivas (de x; a x, y de x; a b) le restamos las negativas (de a a x; y de X, a X;), y no obtenemos el

X
area buscada. Sin embargo, si sumamos el area de cada trozo calculada como A, ,, = J'f (x)dx| o asignandole

X g

el signo correcto A, ,, = —J' f (x)dx , siobtendremos el &rea total. Por lo tanto, para calcular el &rea seguiremos

a

los siguientes pasos:

1. calculamos los puntos de corte con el eje OX: fN OX = f(x) = 0;

2. troceamos el intervalo de integracion, si dichos puntos de corte pertenecen al citado intervalo:
[a,6]—> [a,X:]U[X:, X]U[Xo, X5]U[ X5, b];

+ +

+ Jb'f(x)dx

X3

]gf(x)dx

X2

]gf(x)dx

Xq

3. calculamos el 4rea como Area = 0 como

]lf(x)dx

Area = —]l f(x)dx + ]g f(x)dx — ]g f(x)dx + Jb'f(x)dx.

Si usamos el valor absoluto so6lo calculamos una primitiva, pues en todos los integrandos esta la misma funcién,
que evaluamos en diferentes puntos. Sélo hay que efectuar las operaciones con orden para simplificamos el trabajo.

Ejemplos
32. Halla el 4rea encerrada por la curva y = x> + x —6, el eje OX y las rectas x = —4 y x =1.
Solucion :
Hallamos los puntos de corte de la funcion con el eje OX: y = 0= x>+ x—6 = 0= x = -3, 2 ; descomponemos
el intervalo de integracion [ —4,1] en tantos trozos como ceros +1 tenga la funcion en su interior:
[4,1] = [-4,-3]U[-3.1].

-3 1

El érea es: Area =| [ (x* +x—6)dx|+| [ (x* + x—6)dx| =|F(=3) - F(~4)| +|F (1) - F(-3).
—~4 -3
Hallamos la primitiva, la evaluamos y hacemos los calculos:
32
F(-4)=—
(-4) 3
8 2
F) =2+ X _x— F(_3)=£ A= Z_gH_ﬂ_g‘:@ 2
3 2 2 2 3 6 2 6
31
F(1)=——
(1 5
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33, Halla el area encerrada por la funcion y = x°, el eje OX y las rectas x = -2, x = 2.

34.

35.

36.

Solucion :
19f(x)=0=x>=0=x=0;
2°) [-2,2] - [-2,0]U[0,2];

0 2
39 A=| [ xdx|+| [ x*dx| =|F(0) - F(-2)| +|F(2) - F(0)};
= 0
A F(-2)=4
4°) F(x) =XT:> F0)=0 {=A=|0-4|+[4-0]=4+4 =8,
F(2)=4
Halla el area encerrada por y = %7 el eje OX y las rectas x =1, x = —6.
X
Solucion :
1
3
19f(x) 20 pues3 0= A=|| —dx|;
)f(x)#0p =A=|[7
F(1)=3In8 .
2°) F(x) =3l 7 A=|F(1)—F(-6)|=3In8u".
) F(x) =3In{x+ )i{F(—6)=3In1=0}:> |F(1)—F(-6)|=3In8u
Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de la funcién y = —x* +5x —6 y el eje de las x.
Solucion :
Si no se dan los limites, éstos son los puntos de corte de la funcion con el eje OX.
19f(X)=0=—x*+5x—-6=0=x=2,x=3;
3
29) A=|[(~x" +5x—6)ax];
2
9
3 2 F)=--
39) F(x) =X+ 2 _gx 2 L= A=|F(3)-F(2) =‘—9+E‘ e
3 2 14 2 3] 6
F(2)=-—
3
Una fabrica arroja diariamente material contaminante a una balsa segun un ritmo dado por la funcién

m(t) = 0,01t° 0,2t +t +1, siendo m(t) la cantidad de material en kg y t la hora del dia. ;,Cuénto material arroja
cada dia?

Solucion :

Para calcular la cantidad de material, debemos calcular el valor de m para todo valor de ¢ entre 0 y 24 h, y después
sumarlos. Como la suma de una gran cantidad de valores es una integral, tendremos:

2 2 © oo p F(24) = 219,84
C= [mit)et = [ (0,01° 0.2 +t+1)at = F(t) =21 22 Ly (24)
0 0 4 3 2 F(0)=0

= C =|F(24)-F(0)|=219,84 kg.

276




1 .
1
—,8ix<
o Sx<=N
37. Halla el rea limitada por la funcion f(x) = < —x* + 3x, si —y <x<3,elejeOXylasrectasx=0yx=3.

|x+3,si x>3

Solucion
Al ser una funcién definida a trozos, debemos integrar la funcion o funciones que estén en el intervalo de integracion.

En este caso, dicho intervalo es [0,3], con lo cual f(x) = —x? + 3x. Ahora seguimos el procedimiento habitual:

j.(—xz +3x ) dx| = F(x) =—%3+%:>

f(x)=0=-x*+3x=0=x=0,3= A= ;
0

9
T2l A=|F@)-F(O)= 22,
0 2

38. a) Para cada valor de ¢ >0, calcula el area de la region acotada comprendida entre la grafica de la funcién
f(x)=cx +1x2 +1, el eje OX ylas rectas x =0,x =1.
c

b) Halla el valor de ¢ para el cual el area obtenida en el apartado a) es minima.
Solucion

. i 1 ox® X
a) como ¢>0,f(x)>0= Area= J.(cx4+—x2+1jdx=—+—+x
£
0

b) A'(c)zé—%:A'(c)zo:tﬁE,A"(c)=%:A"£J§]>O:eI area es minima parac=\/§.

39. Halla el area del recinto acotado por la gréfica de la funcion f (x) = 2x|4 - x|, las rectas x =0, x =5 y el eje OX.

Solucion :
7N 7 4 5
f(x)= & 8X’SIX>4;fﬂOX:>x=0,4:>Area=J'(8x—2x2)dx+J'(2x2—8x)dx.
8x—2x%,si x<4 g i
-50
64 R, (5)=—>
s |R(4)=2 3 2 ,
F1(x)=4x2—2%:> (4) 3 ;Fz(x)zz%—4x2:> 24 :>Area=%+%=26u2.
F(0)=0 R{4)=—
_g(x) Lot
40. Calcula lim ——=, siend =|—
aloula fim ===, sien 0g(x) J0.1+e‘
Solucion :
0 0 L' Hopital
9(0)= _at O:Iimmzﬁ—g(ind) - lim g'(x). Usando el teorema fundamental del calculo:
01+et =0  x 0 0 x—0
Vo P 1
6'(6)= = Img (0=t =3
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¢ Como podemos calcular el area encerrada por dos funciones? Si las dos funciones se cortan en méas de un
punto, determinan una o varias regiones que tienen un area, sin necesidad de rectas verticales que la delimiten.
Si no se cortan, necesitaremos de rectas verticales para poder averiguar el area encerrada por las dos funciones.

> TS

Légicamente, el drea encerrada por fy g se calcula averiguando primero la de f y después restandole la de g.
Aplicando las propiedades de linealidad, podemos calcular la integral de la diferencia de fy g, pues dara el mismo
resultado. Por ello, se usa una funcion auxiliar definida como h(x) = f(x)—g(x) o h(x) = g(x)—1(x), con lo que pasamos
a calcular el area encerrada por una funcion h{x) y el eje OX; ya que en los puntos en los que f(x)=g(x) tenemos
que h(x)=0, que son los puntos de corte de h con el eje OX. Asi, al usar h, no hay mas que seguir los pasos ya
vistos. Es conveniente hacer un gréfico de la situacion.

[ ] Parasaber mas...

¢ Como se puede calcular el area encerrada por tres funciones? Aqui si hay que representar las funciones para poder
averiguar los extremos de integracion y la funcién que hay que integrar en cada trozo. Observa el grafico adjunto: hay
que integrar p(x)—g(x) desde el punto x;=p(x)ng(x) hasta el punto x,= p(x) nf(x); después se integra f(x)—g(x) desde
X, hasta x,= f(x) ng(x). Ahora hay dos primitivas y dos intervalos de integracion distintos.

Ejemplos
41. Halla el area encerrada por las funciones y = x* —4x* + 4x e y = —3x* +6x.
Solucion :
Al usar el valor absoluto, es indiferente a cual llamemos f y a cuél g. Sif(x) =x® —4x* +4x y g(x) = -3x* +6x,

entonces h(x) =f(x) —g(x) =x* —x* —2x. Por o tanto:h(x) =0 = x (x* —=x—=2) =0=> x=—1,0,2.

_1)=_i
e 2 12
X X 37
= A= _[h(X)dx + Ih(X)dX;H(x)=T—?—x2:> H(0)=0 :>A=|H(0)_H(—1)|+|H(2)—H(0)|=Eu2.
-1 0 8
H(2)=—=
(2)=-3
42, Halla el area encerrada por las funciones y = x* e y = —x* +4x.
Solucion :
f(x)=X2!g(x)=_X2+4X:>h(X)=f(X)—g(X)=2X2_4x;h(x)=0:>X=0,2:>
8
h i H(2)=—=
:>A=I(2x2_4x)dx ;H(x)zz%_z)(zz> (2) 3 :>A=|H(2)—H(0)|=§u2_
' H(0)=0



Ejemplo

43. Calcula el area determinada por la curva y =4x° ylarecta y = x.

Solucion :
1 i % X°
h(x)=4x3—x;h(x)=0:>x=0,iE:>A= _|. h(x)dx|+ fh(x)dx H(x)=x* ==
,yz 0
:H(—1j=—i,H(0)=0,H(1j=—i:>A=‘H(0)—H(—1j+H(1J—H(0)‘=1u2.
2 16 2 16 2 2 8

2-x)" ,six <1

2

44, Determina el area encerrada por las tres rectas y =8, x =0, x =2 y la gréfica de f(x) = {
X, 8 x>1

Solucién :
h(x)=f(x)—y={

X —4x—4=0=x=2+22; x> =8 =0= x =+2/2. Como ninguno de los puntos esta en el intervalo
2

=hNOX =h(x)=0=

(2-x)"=8,six<1_[x*—4x—4,si x <1
x> —8,8i x >1

x*>—8,si x >1

1

g T _ ! g 2 . _ 2 _ _ 2 .
[02]y lim h(x)= lim h(x)=h(1) =7, h es continua en x =1, el &rea es: A .(|J.(x 4x 4)dx+.!.(x 8)ax(;
3 —_—
H1(x)=%—2x2—4x H(1)——1—7 H2(2)=$
(1)=
- = 34 e = A=|H, (1)=H, (0)|+|H, (2)-H, (1) =
He (x) =3 ~8x H(0)=0 | M ()=
7 17 3%,
=— =1
3 3 3

45, Calcula a y b para que las graficas de las funciones f (x) =x*-2x+3yg (x) =ax® +b sean tangentes en el punto
de abscisa x = 2. Para esos valores, dibuja las graficas de ambas y calcula el area limitada por dichas graficas y el eje
vertical.

Solucién :

Que sean tangentes significa que se cortan y que sus derivadas en el punto coinciden (pendientes de la recta tan-
2

gente), luego f (2) = g(2)=4a+b=3;f'(2)=2=g'(2) = 4a. Se obtiene a =%,b =1=9(x) =X7+1. Para

representarlas, al ser parabolas, calculamos sus vértices y las coordenadas de

otros dos puntos: f —V(1,2),(0,3),(2,3); g—V(0,1),(-2.3),(2,3).

2 202 f
AIavistadeIgréfico,Azj(f(x)—g(x))dx=_|.£X?—2x+2jdx=
0 0
3 2
=X k2 ox L u?. g
6 3

0
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2
LW , six>—1
46. Calcula el 4rea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de la funcion f (x) = X y las rectas
Z—X, six<—1
y=0,x=1x=2
Solucion :

No hay dos funciones, pues la recta ¥ =0 es el eje OX. Ademas, f es continua en [1,2] (no esta el 0 en dicho intervalo).

j(x+3+ )dx

2

Eldreaes A= :>F(x):x?+3x+ln|x|;F(2):8+In2F =Th=A=|F(2) |:—+In2u

47. Calcula el area limitada por las graficas de las funciones f(x) = x* —9, g(x) = x> —x —6 y las rectas x = -2, x=6.
Solucién :

h(x) =f(x) —g(x) = x—3= h(x) =0= x = 3= Hay que dividir el intervalo [ - 2,6] en 2 trozos [-2,3]U][3,6],
F(-2)=8

3

_[(x—3)dx

-2

X2

con lo que el area queda: A= :>F(x)=?_3x:> F(3):—§ —

+ I[x—3]dx

F(6)=0

[ ] Parasaber mas...

48. Representa graficamente la region acotada limitada por la grafica de las funciones
f(x) =gx2, g(x)= %(5x+20), h(x) =%(—5x+20) y obtén su area.
Solucion :
Se trata de una parabola (f —V(0,0),(-2,5),(2,5)) y de dos rectas (g — (0,10),(~4,0)), (h— (0,10),(4,0)). g
Los puntos de corte de las tres funciones entre si son: f (g = %xz —gx -10=0=>x=-24;

5, 5

fﬂh:>4x +2x 10=0= x =2,— 4. Sélo valen —2 y 2. Del grafico:
: +( 5x 5x2 5x°
A::|;(g(x)—f(x))dx+_(|).(h(x)—f(x))dx=:|.2 7+10—— dx +_|. ——+10—— dx; H1(x)_7+10x—ﬁz>
H,(0)=0 H 20
2)=—
= -20 ;Hz(x)=—5i+10x 5i:> :(2) 3 :>A=H1(0)—H1(—2)+H2(2)—H2(0)=ﬂu2.
Hz(—z)ZT 2 12 HZ(O):O 3
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(> Actividades

e 1
[ 1 1
I 19. Calcula j(|x| +x+1)adx, donde |x| indica el valor absoluto de x. :
1 = 1
1 1
: 20. Halla el rea de la regi(')n acotada por la gréfica de g(x) = x> —4x y el eje OX. :
1 1
| 21, Calcula: a) j b) j X+, |
| X 3" ) |
i 22. Calcula: a) j (2x- ) b) j Ky i
. Calcula: a dx; X
: e} 4x* +1 0 \/; + Q/; :
1 1
: —2x,8i x<0 :
| 23. Halla el 4rea de la region plana acotada limitada por la grafica de la funcion f(x) =< x—1,si 0< x <2, el eje de ]
i 3x—5,8 x>2 i
! abscisas y las rectas x = 1, x = 3. ]
i 24. Calcula el valor de a > 0 en los siguientes casos: i
1 1
1 1
a) | — dx a, b) | — dx 3 ¢) | —dx=5.
A e [Thees o [ |
1 1
| 25. Calcula el 4rea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f(x) = xe* para x =0, el eje OX y larecta x = 2. :
1 1
1 1
I 26. Se considera la funcion real de variable real definida por f (x)= 21 3 |
1 X+ 1
! a) Halla la ecuacion de la recta tangente en el punto de inflexién de abscisa positiva de la grafica de f. ]
i b) Representa graficamente y calcula el &rea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f, la recta anterior i
1 1
i y el eje x=0. ]
: . . . (x=1)",si x<1 ]
! 27. Representa graficamente y halla el area acotada por la grafica de f (x) = ylarectay =1. ]
I Inx,six>1 I
: E :
| 28. Calcula el &rea del recinto limitado por las curvas y = V2x e y= ) ]
1 1
| 29. Determina el valor de a>0 para que el area de la regién plana acotada limitada por las graficas de las curvas ]
1 1
: y=x"ey=axseaigual a4 u’. :
i 30. Averigua el 4rea encerrada por la gréfica de f(x) = x° +5x° +2x -8 y el eje OX. i
| 31. Halla una primitiva de la funcion f(x) = 27— x° + 3e”" tal que F (1) = 26,75. ]
1 1
I % I
! 32. Calcula el valor de | = j dx aplicando el cambio de variable =1+ x2. ]
1 0 1
1 1
: 33. Halla el area de la region limitad por las gréficas f(x) = x> —x y g(x) = x* +x. |
1 1 1
| 34. Calcula: j(3x2 +1)e dx. i
1 1
I C I
| 35. Halla el area del recinto plano delimitado por y = x> +1, y =3. ]
1 1



LA INTEGRAL

41. a) Calcula las

1 1
36. Calcula las siguientes integrales: a) _[e’zx(1—x2)dx; b) _[—zdx.
0

37. Determina el valor de a para que el area comprendida entre la parabola y = x* +ax y larecta y + x = 0 sea 36 u°.

38. Calcula el rea encerrada por la funcion f (x ) =

39. a) Halla los extremos relativos y puntos de inflexion de la funcion f(x) = x* —9x.
b) Calcula el &rea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f(x), el eje OX y las rectas verticales x =3, x = 3.

40. Sean las funciones y = x* —4x* +4x, y = -3x* +6x. Represéntalas y determina el &rea encerrada por ambas.

b) Halla el area de la region limitada por la gréfica de f y el semieje positivo OX.

42. a) Determina a, b y ¢ sabiendo que las graficas de las funciones f(x) = x* +ax +b, g(x) = —x* +¢ se cortan en los
puntos (—-2,-3) y (1,0).
b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de g(x) en el punto (—2,-3).
c) Calcula el &rea de la regién limitada por las gréficas de f(x) y g(x).

e? +¢*

0 (e‘ +1)

2

X
———— ylasrectasy =0, x=0y x =3.
x2+4x+3y / y

coordenadas de los maximos y minimos relativos de la funcion f(x) =3—x ——.
X

3.4. Aplicaciones de la integral en la Fisica

<+

El uso de la integral en la Fisica es muy habitual. Aparece al intentar calcular el
y campo magnético creado por un hilo conductor, el campo gravitatorio creado por una
2

dm barra o cuando se calcula un momento de inercia, que se define como / = J'rzdm .

2]

WV
|'

) Como ejemplo, vamos a calcular el momento de inercia de una barra plana uniforme

Z/x;d?f

X

M
de masa My longitud L (densidad lineal constante p = n = Z—T ), que gira respecto

de un eje perpendicular que pasa por el centro de dicha barra. Para el planteamiento,

y al haber sélo una dimensién, pues la barra es plana, se descompone en trozos de longitud dx y de masa dm,
relacionadas a través de la densidad.

Se tiene:

% 3% L3 p:%»]
2 X 2
r=x,dm=p-dx:>l=J.x pdx=p—| =p— = —
B 31, 12 12
" %!
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[ ] Parasaber mas..

Aplicaciones al célculo de longitudes de arco de curvas, areas y voliumenes de cuerpos de revolucion.

La longitud que recorre una funcién desde un punto (a,f(a)) a otro (b,f(b)) se llama  f
longitud de arco. Para su célculo, podemos hacer una particion en n trozos y aproximar
la curva mediante una linea poligonal. Por convencién, x,=a, x,=b . Cada uno de
los segmentos de la linea tiene una longitud (teorema de Pitagoras):

a b

Xi 41— X

i+1 i

2
[ \/(x,.ﬂ —x, ) +(F (x0)~F (%, ))2 = \/1+[Mj (X;; =X, ). Por el teorema del valor medio,

C) =1 =414 [f (¢ )]2 (X, —X; ). Lalongitud de arco es la suma de todas estas longitudes:

n n b
EDYEDS 1+[f'(c,.)]2 ‘AX,. Cuando n — oo, ¥ — [, Ax; —dx y, se obtiene que: |L,, =.[,/1+[f‘(x)]2dx.

Un cuerpo de revolucion es aquel que se obtiene al girar una curva respecto de
f( ‘ un eje. El eje que usaremos seré el eje OX, pues las formulas quedan mas directas.
Después mostraremos como queda si se usa el eje OY.
f(xi+1)

Para calcular el volumen podemos hacer rodajas el s6lido. Cada rodaja es un tronco

de cono, cuyo volumen esta comprendido entre los volumenes de dos cilindros de
. . 2
igual altura x,,. y x; radios f (x, ),f(x,,,), luego 7 [ (x)] (x,,—x)<

2
<Vio <z [ (%) ] (X=X ). Cuando X, —x, >0, Vs —

2

= Veiingo =7 [f (x; )] (X =%)-
Sumamos todos los troncos de cono, mejoramos la aproximacion y obtenemos que:

b
V=r[[f(x)] o
El 4rea lateral del tronco de cono es 2zrg = 2z (x, J\[1+[ f '(c)]2 (X1 =X, ),

pues g es la longitud de la linea poligonal que usamos para la longitud de arco.

b
Siguiendo el mismo proceso, se obtiene] S = ZnIf (x)y/1+ [f ‘(x)]2 dx|.

Si usamos como eje de giro el eje OY, x e y cambian sus papeles. Para ello, x = g(y) (usando la inversa f') y se
integra en y, no en x.

Como se ve en las férmulas, lo mas sencillo de calcular es el volumen, convirtiéndose en ardua tarea el calculo de
la longitud y de la superficie.
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Ejemplos

49. Halla la longitud de arco de la parabola de ecuacion y = 3J/x, desde x =0 hasta x =4. Averigua también el volumen del
paraboloide de revolucidn que se obtiene al girar ese trozo de parabola respecto al eje OX.

Solucion
y'= :Lm IJH—d IJ4X+9 \/ Yo, "
4x 1 4x sht:>sht—
Sehaceelcamblo_[ 4 —~= _dx= 99 _[‘fShttht chtdt = —jc—htsht cht-df =
X o = > shtchidt
=3 [onttat==2 [ (chat+t)at == 22 X3 (gpropt +) = J_“g” 43 |\/_+V9+4X|=F(x).
2 2 8 4 4 4| 3|
97rx24

=721 =226,195 u°.

4
Luego L,,, =3(F(4)-F(0))= 5+%In3 = 7,472 u, pues F(0)=0. V =7 [ 9xdx =
0

0
En la evaluacién de estas expresiones es de gran ayuda la calculadora cientifica, mas si es del tipo S-VPAM, pues,

usando las memorias, permite escribir la expresion en la calculadora casi como en el papel. Por ejemplo, si introducimos

un nimero en la memoria A, con la secuencia [Shift] [RCL] (tecla [STO)) [A] el calculo de F(A) seria:

N O P < i A N G R 2 )

-X

50. Halla la longitud de arco de la curva chx = ¢ ¢ (lamada catenaria), entre x =0y X =!. Averigua también la super-

ficie y el volumen del sdlido engendrado al girar el trozo de curva alrededor del eje OX.
Solucion :

1 1
(chx)'=shx =L, = _[\/1 +sh’xdx = _[chxdx = shx|, =sht=
0 0

=1175 u.
1 1 1 sh2x
S =27r_[chx\/1+sh2xdx = 2 [ eh’xalx = [ (ch2x +1) =7r(T+x)
0 0

1
V=r j ooy =2,
2 2

0

1
=S5= n(ﬁﬂ) 8,839 U’;
0 2

=4,419 u*,

51.Dada la ellpse Z—z =1, halla el volumen engendrado al girar la semielipse positiva alrededor del eje,OX.
a’

a 3¢
Solucién:yzgxlaz—xz:Vz%bf(az—xz)z%b[azx—x_j ,

3

(> Actividades

43. Halla la longitud de la circunferencia x* +y? = r?, asi como la superficie y el volumen de la esfera engendrada al
girar la semicircunferencia positiva alrededor del eje OX.

X _ X

Averigua también la superficie y el volumen del sélido engendrado al girar dicho trozo de curva alrededor del eje OX
45, Halla el volumen del hiperboloide de revolucion que se obtiene al hacer girar el trozo de la hipérbola y = 1
X
comprendido entre x =1y x =35.

1
1
1
1
1
| 44, Representa graficamente y halla la longitud de arco de la curva shx = ° comprendido entre x =0y x =1.
1
1
1
1
1
1
1




-.s%» Recuerda

v F es una funcién primitiva o primitiva de f si F'(x) = f(x).
v Integralindefinida: [ =F +k 6 [f(x)dx =F(x)+k.

Integrales inmediatas

. _ Xn+1 %:
J'x dx-n+1+k,neR—{—1} J.x In|x| +k
J'exdx =e"+k J'senx-dx =—CoSX+k
J'(1+tgzx)dx=J'COZ);X =tgx + k J'cosxdx=senx+k

J' o =arc sen X +k =—arc cos X + k J' =arctg x+k

V1-x?

v Integracion por partes: _[udv =Uuv —_[ v-au.

1+ x°

v" Propiedades de linealidad :

o j(f + g) = _[ f +_[ g = La integral de una suma es igual a la suma de las integrales.

o _[(/lf ) = /ljf =La integral del producto de una constante por una funcién es igual a la constante por la integral de
a funcion.

V" Las dos propiedades anteriores pueden resumirse como: _[(/lf + ug) = l_[f + N_[ g.

v" Teorema fundamental del calculo :jf (t)dt = F(x)+k.

a

x=b

x=a

v" Regla deBarrow: Tf (x)dx =F(b)—F(a) = F(x)|

v Area encerrada por una funcion y la parte positiva del eje OX : Area = + + +

_lf f(x)dx

X3

T f(x)dx

X2

Tf (x)dx

Xy

Tf (x)dx

v Area encerrada por dos funciones f y g : se define la funcion h(x) = f(x)—g(x) y se calcula el 4rea encerrada por h y
la parte positiva del eje OX.

b
v Longitud dearco: Lmz_].,h{f‘(x)]zdx.

a

b
v Volumen de unslido de revolucién: |V =7 [[f ()T ax|

b
v Superficie de un sélido de revolucién: S=27r_|.f(x),/1+[f'(x)]2dx.
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UNIDAD 1. MATRICES
1. a) Tiene dimension 2x3.
b) a12=_2/5, az1=4yaz3=_3.
2. x=-3,y=-7,z=4.
10 00
0100 00 1 2 2 0
3. a) ; b)|0 0] c) Ejemplo ;d) Ejemplo :
0010 0 3 0 -3
00
00 0 1
-2 -3 0
—A=
& [—1 2 —4]'
3 1 -1 -1 1 0 2 1
5. a) A+B= ; b) A-B= ; ¢) 2A-3B+4C=2- -3. +4.
2 -4 2 2 2 -1 0 -3 -2 4
8 1 2 1 4 -1 5 2
= . d) A-B= . e) B-A= . f) AB+C)= .
-4 23 4 5 -6 3 12 3
1 2 1 10 5 -7 =2
6. A-B=0—3-[2 3 1=—693,
-1 2 3 -5 -2
1 1 0 T2 1 5
B-A=l, 1)' R 11}
-1 2
-3 1 7 -2 3 7 1 15 -9
7. a) A+2B= ; b) 3A-B= ; ¢) (A+B)C= :
2 12 6 6 8 -3 7 271 0
1 10 -5 0 5 4 1 15 -9
d) A-C= . €) B-C= . f) A-C+B-C= .
4 10 4 3 17 4 7 27 0
1 2 9 -5 -1
3 -1 1
8. AB+C)=| 3 0 | =l 9 -3 3|
3 -2 -1
-1 -3 12 7 2
9 -5 -1
A-B+A-C=| 9 -3 3
12 7 2
1 1 1y0 1 2 13 9 01 2y1 1 1 10 7 1
9. a)AB=|2 3 1|0 2 3|=|1 8 17| b)B-A=|0 2 3|2 3 1|=|16 12 2|
4 2 01 0 4 0 8 14 10 4)4 2 0] |17 9 1
7 6 2 2 2
c) A+B* =12 13 5|+|3 4 15 17 23
8 10 6 4 1
286 R 3 =



10.

1.

12.

13.

REQ 4»

0 1 0 1 -1 0 0 -1 10
AZ:(1 0}[1 0}:(0 J; A3=(1 0} A“=(0 1],apartirdeA4 vuelven a repetirse el ciclo.

1. 0) (10
Como 20 = 4.5, A = (A*)° = = :
01 0 1

-1 0
Por otra parte, como 30 =4-7 +2, A = (A“)’-AZ:I’-AZ:AZ:( 0 1].
1 ) (K21 —x—
N N
1T vy /1 vy x+y —1+y

b) X =1 —x-y ) (x+1 =2
x+y —14y2 ) 2

De la igualdad de matrices se tiene:

2— =

x“ =1 x+21 X220 ,

V=) way=2 ST

X+y=2 2 X=2
y*=0

1+ y? =1

0 0 ’ 0) (2a 0
xe=x-x=% "% "l @ 0 Cox=2? V<[
b c|/|b c] |ab+bc ¢ b ¢| |2b 2
2 2. 0
Se establece la igualdad: a 02 o[ -2
ab+bc ¢ 2b 2c

De la igualdad de matrices se obtiene el sistema:
a’=2a a=0 y a=2
ab+bc=2b=-: ab+bc=2b

¢’=2 c=0 y c¢=2
Paraa=0yc=0 = 0=2b;b=0
Paraa=0yc=2 2b = 2b; identidad que afirma que b puede tomar cualquier valor.

=
Paraa=0yc=0 = 2b=2b;el mismo resultado anterior para b.
Paraa=2yc=2 = 2b+2b=2b;2b=0;b=0.

. . 00 0 0 2 0 2 0
Por tanto, las posibles matrices X son: X : X .
00 b 2 b 0 0 2

, [a+1 b+1 2 2 _ a+1  b+1 2 2
A = o, [ 2-A= . Se establece la igualdad, ) |=
ab+a a+b 2a 2b ab+a a+b 2a 2b

La igualdad de matrices da lugar al sistema:

a+1=2 a=1
b+1=2 b=1 a=1
= =
a(b+1)=2a 111+1)=2 b=1

a+b*>=2b 1+12 =21
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11 1(1 1
Paraa=1yb=1;, A= yB=—
11 211 1

11 11 1 1\1 1 2 2 11
B’ = 1 1 = iz 12 _1 : se observa que, B® = B; por tanto,
201 10201 1) 2211 1]l1 1] 22(2 2 2[1 1

B*=B’.B=B-B=B’=B.

11
Supongamos que la ley se cumple para B*, esto es: B* =B = %(1 1] :

Comprobemos que se cumple para la potencia siguiente :

11
Bs(’=B49-B=B-B=B=1 .
21 1

1 1\1 1 2 2 2 2\ (1 1 4 4 2 92
A? = = A= AZA = : 2 2
1 101 1 2 2 2 2111 4 4 22 22
22 22\ (1 1 22420 2242° 2 2
A= A A= . = =
(22 2ZM1 1) (2%22 22+22J [23 23j

Se observa que el exponente de la base 2 es inferior en una unidad al exponente de A, supongamos que se
248 248

cumple para A*, esto es : A* = [248 " ]

Veamos que se cumple para la potencia siguiente:

A50 _ A49 A _ 248 248 | 1 1 _ 248 +248 248 248 248 248 249 249 '
248 248 1 1 248 + 248 248 + 248 2 248 2 248 249 249
0
0
0

01 20 1 2 0 0 3 0 3)y0 1 2 0 00
14, A*=|0 0 3|0 0 3|=(0 0 0| A’=A"A= 0 00 0 3|={0 0 O
000000 0 0O 0 0/0 0 O 0 00
A=A-A=A0=0y A°=A""A=0-A=0.
Sin>5 n=5c+r, conr<A4.
Por tanto: A" = (A)**-A" =(A°)°- A" =0-A" =0.

15. Calculamos las potencias sucesivas de A:

10 2)(1 0 2
10 1 0=
0 1 0 1

o
|

- O o O O -
—
o
N
)

0 0
0 0
4) (1 2 10
010 0 0 1
1710 1 00

o
o
N

1.0 2
1 0 |. Para probarlo segin el método de induccion.
0 0 1

Supongamos que A" =

/—\O—\O¥—/
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16. Calculamos las potencias sucesivas de P:

P = PP =3P-P =3P =3:3:P =3P

Suponemos que la ley de formacion es la potencia de 3 con exponente una unidad menor que la potencia de la
matriz multiplicada por P, P*'=3"%P y se calcula P".

11 1) (3 3 3
PT=PP=3"2PP=323P=3""P=3""1 1 1|/ 3" 3 3"
11 1] (3 3 3"

17. Al desarrollar tendremos en cuenta que el producto de matrices no es conmutativo A-B =B-A.

t_10_ t_2—1. 1_11 2_3t_3_2t_3_1.

18. a) A —(1 ,| P B —(_3 4} c) (A+B) —([0 2J+(_1 4B _(_1 6J_[—2 6}
d) (A+B+C)‘:[(1 1)4{2 —3}{1 7D :(4 5){4 _1}
0 2] |1 4]0 5] |-111] [5 1

19. a) Aplicamos las propiedades de la trasposicion en todos los apartados.
(A+A) =A+(A) =A +A=A+A
La traspuesta coincide con matriz de partida, luego la matriz inicial es simétrica.
b) A-A)=A-(A)=A-A=—A-A).
La traspuesta es la matriz opuesta de la matriz de partida, luego la matriz inicial es antisimétrica.
©) (A-A) =(A) A =A-A

La traspuesta coincide con matriz de partida, luego la matriz inicial es simétrica.

A es simétrica

d) (B.(A-B'))'=((A.B’)’B')=((B‘)’Af).3'=B.A'.B' = "B.A-B.

La traspuesta coincide con matriz de partida, luego la matriz inicial es simétrica.
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20. a) Partimos de la matriz (Al/)
4 31 0 2 =210 1 2 =20 1 \PF+2+2°F 10
BF & 2F - - -
2 -2|10 1 4 -3|11 0]22F-2x12F 0o 11 -2 0 1

1 =-3/2
La matrizinversaes A" = [ 1 ) j;

b) Partimos de la matriz (B|/),

4 211 0\PF-2°F 111 -1 1 111 A \PF+22F=2 1 0—% 1
- - —
3 10 1 3 10 1 |2F-3xPF |0 -2|-3 4 | -22°F=+2 0 1 % )

1 =2

1—/2]

-1/2 1

La matriz inversa es B" =
3/12 =2

c) Partimos de la matriz (C|/),

1 0110 1 0[1 0 101 0
- -
2 10 1)22F-2x*F |0 -1-2 1)-2°F |0 12 -1

10
La matriz inversa es ella misma, C :( J: C.

2 -1
21.(1 1 21 0 0 11 2|1 0 0
2 1 10 1 0|2F-2XPF—|0 -1 -3]-2 1 0 —
0 3 10 0 1 0 0 8|6 -3 —1|32F=8

f 1201 0 o leFezEerE (10 o 04 % b
[0 -1 -3|-2 0 |-2F-3x3*F >0 1 o-1, Y 3
0

1
00 13 3y 0 13/4_/8_%

-1/4 5/8 -1/8
La matrizinversaes | —1/4 1/8  3/8 |.
3/4 -3/8 -1/8
22. (1 1 01 0 0 11 0[1 0 0\PF+22F-3F(1 0 O[1 0 -1
10 10 1 0| 2°F-F —|0 -1 11 1 0|-22F+3*F—|0 1 0/0 0 1
0 1 00 0 1|3#F-1F+2°F 0 0 1-1 1 1 00 1-1 1 1
10 -1
Lamatrizinversaes| 0 0 1
-1 1 1
110 0 -1 100
Comprobacion: |1 0 1|0 0 1 (=0 1 0]
01 0){-1 11 0 0 1
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23.(1 =2 311 0 0 1 22 -3[1 00 1 -2 311 0 0
0 4 5010 S0 4 5[0 1 0-2F+3*F—=|0 1 1|2 -1 1 N
2 1 010 0 1[3*F=2x22F |0 5 62 0 1 0 5 6|2 0 1|[3*F-5x22F
1 22 31 0 0PF+2F (1 0 —1-3 —2 2)PF+3*F (1 0 0/5 3 -2
S0 4 512 -1 1 S0 1 1|2 1 1 |2F-3*F=|0 1 0-10 -6 5 |
00 1/8 5 -4 00 1/8 5 -4 0018 5 -4
5 3 -2
Matriz inversaes | =10 -6 5 |.
8 5 -4

1 -2 3)(5 3 =2 1
Comprobacién: |0 4 5 |{-10 -6 5 |=|0
2 1 0 8 5 4] 10

24. (2 3|1 0yIF-22F 1 11 1 1 =11 1\Pf+22F 1 02 3
— — —
-1 2|0 1 -1 20 1)22F+F |0 11 2 0 11 2

2 3
La matriz inversaes A™"' = (1 2].

Se multiplica a la derecha y a la izquierda por A™.

-1 A 3 1 -, 4. A — At 3 1 -,
ANA-X-A)A = A (0 4JA . (AT AX(A-AT) =A (0 4JA :
X:A‘1[3 1)A'1

0 4
X_23 3 1)2 3) (26 46
_[1 2}(0 4)(1 2]‘(15 27}

4 11 1 1 11 2

ol )

Se igualan los dos términos y se obtiene:
—4-x=1-2 —x=3
d—y=2-4 —y=

y | =2
d+x=x-2y 4=-2y
4+y=2x—-4y 4=2x-5y

, de donde x = -3, y =—2; se sustituye en las otras dos

y se obtiene, 4 =4y 4 =-6+10.

1 1
La matriz X sera; X = .
-3 -2
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26'102100 10 21 0 0 10 21 0 0[1°F-2x3?F
0 110 10 -0 1 10 1 0 —(0 1 1]0 1] 22F-3F —
-1 0 10 0 1])3#f+1F 0 0 31 0 1 00 11 1

3PF+3 - 0 =
3 3
L
100 31 ?
-0 1 0—5 1 3|
0 0 1 1 1
-0 =
3 3
1 2
3 3
- 4 1 1
LamatrizinversaesA™" =| - — 1 ——
3 3
1 1
3 3
Se opera, X =A"-B-A, se sustituyen los valores y se obtiene X.
1 0 2
2 ) 7/ 1
31 ?01—1102 7o Jy0
= —— = . |1/ 1
X=|=3 1 =51 02 0 1 1=| Y Y o4
-1 0 2 /(-1 0 1 2/ 1
g ! % )50
3 3
b
27. SeaX=(a )
c d
10Xab_abx10. a b ) (a+4b 2b
4 2/ \c d] |c df |4 2] |4a+2c 4b+2d | |c+4d 2d
Para que las matrices sean iguales debe ocurrir:
a=a+4b a=a
b=2b = b=0 ; de donde las matrices pedidas seran X = @ 0
da+2c=c+4d " |c=4d—4a’ P "\ ad—sa d
4b+2d =2d d=d

28. Trasponemos las matrices numéricas al segundo miembro, AX = D - 3B - 2C.

Multiplicamos a la izquierda por A", X=A"(D-3B-2C).
Matriz inversa de A,
3 1
-1 11 0 —1?F 1 —1-1 0 \1PF+22F+5 1005 5
(A]l)= N N 5 5
2 310 1|22F+2x”PF (0 5(2 1] 2°F+5 o112 1
5 5
292 m @
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31
La matriz inversaes A™' = 25 ?
5 5
Se sustituyen las matrices numéricas en la expresién anterior y se opera,
31
X< 5 5((4 1 31 2 203 (=3 Nyt -1y (=5 30 (-1 6
12 136|131 0] 52 1)-2 3] 500 -25/ |0 -5
5 5
70000 60000 50000 0.4 2
29. a) Matriz de ventas: A= ; Matriz de precios: B=| 0,8 0,5 |.
5000 4000 50000
1,2 08
0,4 03
b) A-B = 70000 60000 50000 _ (136000 91000
| 5000 4000 50000 1’2 o, : | 65200 43500 |

El elemento ¢,, = 136.000 da los ingresos por venta de los CD normales.
El elemento c,, = 43.5000 da los ingresos por venta de los CD extras.
04 03 70000 60000 50000 29500 25200 35000
c)B-A=|08 05 ( 5000 4000 SOOOOJ =| 58500 50000 65000 |=D.
12 08 88000 75200 100000
El elemento d,, = 29.500 da los ingresos por venta de los CD envasados de dos en dos (de las dos clases).
El elemento d,, = 50.000 da los ingresos por venta de los paquetes de 5 unidades.
El elemento d,, =100.000 da los ingresos por venta de los paquetes de 10 unidades.
d) Se observa que la suma de los elementos de ambas diagonales es la misma: 179.500 euros.

8 6 6
30. a) Latabla del enunciado da lugar alamatrizzA=|5 6 4
2 13

6

Los datos del enunciado es la matriz de produccién: P =| 4

3

El producto A-B es la matriz de materiales que se precisan para la produccion deseada.

8 6 6)(6 8-6+6-4+6-3 90\ chatarra
AP=|5 6 4||4|=56+6-4+4-3 |=|66| carbon
2 1 313 2:6+1-4+3-3 25 |aleaciones

b)Sea P'=| y | la matriz de produccién que se puede realizar a partir de matriz de existencias E ; luego A-P'=E
z

se multiplica por la inversa de A y se obtiene el resultado, P'= A" -E.
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40
=| 28
14

N O oo
- O O
w B~ O
N < X

La matrizinversade Aes A =| —

N —

X
La solucion sera: | y |=| —
z

IO N

31.

a) Matriz de actividades: A =

o1 o1 o 01 O
W O W O w

c¢)Nueva matriz de actividades: A' =

w
w

N
| w
~N| = N|w -
—_—
SN

|

- ~

- S
o

[ ~
~

—_
=N

;b)Matriz de ingresos diarios: | =

g oo o1 © A O & O

W O w o o
o O o &~ O

(S)]

El sueldo diario como telefonista sera: 45 + 45-0,05 = 45 + 2,25 = 47,25
47,25+0 47,25

47

,25+48 95,25

Nueva matriz de ingresos: I' =| 47,25+21 |=| 68,25
47,25+0 47,25
47,25+ 21 68,25

32. La matriz de informacion asociada es:

A E H I
f—/%
A(0 0 0
E{1 0 1
H0 10
1 11

O O O -~

294
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3
0
3
0
3

o &~ O &~ O

12

45+21
45+48
45+ 21
45+48
45+ 21

RES
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66
93
=| 66
93
66
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00 0 1 1110
Cuadrado de la matriz de informacién: 1010 = 0101
0100 1010
1110 11 1 1

El cuadrado de la matriz indica las diferentes formas de unir dos punto de la ciudad pasando por un punto intermedio.

Ejemplo: El elemento a,, = 1, indica que se puede ir del Instituto a la Estacion pasando por un punto intermedio de una
forma, enestecaso | > H —E

UNIDAD 2. DETERMINANTES

1.

|A|=-2-1-3-4=-14;|B|=3-5-1-(-2)=17;|C|=12;|D| = 0.
|A|=-2-1-43=-14,|B| =3-5-1-(-2) =17;|C'| =12, |D'| =0.
32

2 |A+B|:‘(4 3H3 2}‘:‘7 5‘:16; |A|+|B|:‘4 ’
1 2 0 1 13 12 10 1

b) |A~B|:‘(4 3}-[3 2}‘:‘12 11‘:48—33:15; |A|-|B|:“11 BHS 2‘:5-3:15.

+

‘:5+3:&

1. 2/10 1 3 4 2 1
4 3 . 1 4
243 -13 342
:>A23=( 1) M, =8;M,,= 0 6:—6:>A32:(—1) M., =6.
-1 0 4 -2 1 4 -
A=|3 11=0+0-4-0-6+6=—4;|B|=|0 0 3sedesarro//aporIaZafi/a:—3‘2 1‘:—3(4+4):_24;
2 2 1 5
2 10 0 50 ) 3
Cl=3 2/=2+0-10-0-0+3=-5; [D|=]2 1 3sedesarrollaporla1aﬁla=—5‘4 2‘:-5(442):40,
5 0 1 4 7 2
2 -1 4 1 -2 3
Al=[0 3 —2(=30+0+6-36+4-0=4; |B]=5 0 6 =0;
3 5 3 -6 9|f,=3f
1 3 13
IC|=|5 6| se desarrolla por la 2%---columna = —(—6) - =6(6-15)=—54;
5 6
3 6 9
1
D|=|5 2 -3/=0+5+6+4+12-0=27.
-2 1 0
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6. a 10
|A|=]0 1 1 =0+0+1—0—a2—0=1—a2:|A|=0<:>a=i1.
1 a 0
I x 12 Por Ruffini
|Al=|-1 x 2|=x’-3x-2=x>-3x-2=0 = x=-1(raizdoble) y x=2.
-1 2 «x
8
2b1 2b3 2b2 2 de cada columna b1 b3 b2 intercambiar C2 <> C3 b1 b2 b3 intercambiar f1¢>f3
2, 2, 2, = 2¢ ¢ ¢ = -8lc, ¢, ¢, =
2a, 2a, 2a, a a, a a a, a
31 az 33 intercambiar f 2¢>f3 31 32 33
=8l¢c, ¢, ¢ = -8|b, b, b,|=-8-5=-40.
b b, by € C G
9. 3x 3y 3z Xy z x 1y 1z 1x y z
a) |7 0 2{=3:7 0 2=31=3; b) |1 0 y=7~?7 0 2/=11=1
1T 1 1 11 1 1 1 1 11 1
X y z X y z X y z
C) |2x+7 2y 2z+2|=|2x 2y 2z | 2f +| 7 0 2 =0+1=1;
x+1 y+1 z+1| |1+x 1+y 1+z|f+f 1+x 1+y 1+z|f, +f,
3x +3y 43z X y z X y z
d |4x+7 4y 4z+2|=3|4x+7 4y 4z+2-4f+f,=3| 7 0 2 =
8 1 3 8 1 3 7+1 1+0 2+1|f, +1,
X y zl |x y z X y z
=3[|7 0 2[+|7 0 2[|=3]7 0 2(=3-1=3
702 111 111
10. 1 1 0 1 0 0
a a+1 a+2|c,-c,=|a 1 a+2 |(a+2)factor dec, =
a® (a+1)’ (a+2) a® 2a+1 (a+2)
1 0 0 1 0 0
=(a+2)a 1 1 ]c,-c,=(a+2)|a 1 0 [=(@+2)(1-a)=—(a—")(a+2)
a® 2a+1 a+2 a® 2a+1 1-a
1. 1 a c+b 1 a a+b+c 1 a 1
a) |1 b c+alc,+c,=1 b b+c+a|=(a+b+c)|1 b 1dos columnas iguales =(a+b+c)-0=0.
1 ¢ a+b 1 ¢ c+a+b 1 ¢ 1
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at+tb b+c c+a a+b b+c 2a+2b+2c

X+y y+z zZ+x X+y y+z 2x+2y+2z

at+tb b+c ¢ atb b ¢ a b c
=2|p+q q+r ric,—¢,=2|p+q q rlc,—C,=2\p q r|.
X+y y+z z X+y y z Xy z
12. c b a a b c a b ¢
k h gjc,ec,=—|g h k|f,f,=|d e f|=1
f e d d e f g h k
13.
2X z 3y factores 2de c1y 3 de ¢3 X z y CZHCS a b ¢
20 r 3q = 2:3:p r q|=fefy=-6:|x y z|=-6-1=-6.
2a ¢ 3b a ¢ bl f,ef, p q r
14, 1 4 5 0 4
0 -2 4 6 |['Porf Por f1 3 -7
a) 000 3 7 = 3 7 =- & 1J=—a—%+4a=—u.
0 6 -12
0 0 6 -12
11 20 1 1 2 0
0 3 2 1 0 3 2 1| Por ¢1 3 2 1 3 2 1PorcS 2
b) 04 12 =0 N =114 1 2f,-2f=(-2 -3 0 = =w
-2 -1 71f,-7 |-23 -15 0
3 15 7f,-3f [0 -2 -1 7
1 1 1 1 1 -1 1 1
11 -1 1 {2 gl | M 2 00,
c) 11 1 = 11 -1 =-2-1 -1 1 =-2:|-1 -1 1| =
-1 -1 -1 -1 -1
T 1 1 1f,+f, 2 0 0 0
-1 1
—2(—&‘1 =4(1+1)=8
1 3 1 1 1 3 1 1
2 1 5 dr-2 o 5 3 oma | > 3 YETHT 0
9 123;f1=0 4 1 9 -T2 = 2=t
3o -1 -7 3f,+7f, |-39 0 17
4 1 -3 7|f,-4f |0 -11 -7 3
=7-17—-(-39)-(-6) =—115.
15. 1 1 1 11 1

b-—a c-a

a) la b cl|f,—af=|0 b-a c—a|=1
) 2 ‘Mb—a) c(c—a)

1
=(b—3XC—3)b
a’> b c’|f,—af, |0 b*—ba c*—ca

297 R E S
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a+b b+c a+b+c
b) |p+q q+r r+plc,+c,+c,=|p+q q+r 2p+2q+2r|2factorenc,=2\p+q q+r
X+y y+zZ X+y+z

p+q+ric,:

1
J=(b—aﬂc—aﬂc—m
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L M
b) |, . . o= ) ) ) == porc,=|31 42 53|=
22 3 4° 5 0 3-32 4°-42 5 -52 0 31 42 53 24 429 523
22 3 4 5| |0 3-322 43-422 5°_5 0 3%1 422 53
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=123|3 4 5(=23|0 4-3 5-3 (=230 1 2 =2-3-1'2‘4 5‘=22'3'1=22'3.
32 4% 5 0 4°-43 5 -53 0 41 52
1 12 (n2? (2] o 0 0
0 1 In4  (n4? (n4)°| |1 Ind=In2  (n4)’—In4in2  (In4)°—(In4)*In2 |
1 In8 (n8? (n8°| |1 Mh8-I2 (n8?-h&h2  (In8)°—(n8)In2|
1 116 (n16) (n16)°| |1 In16—In2 (n16)? —In16/n2 (In16)° —(In16)%In2
1 In4 (In4)?
(in) 1 In8

=H(n4~2)(n8-n2n16~In2)1 1n8  (n8)*| =23 (n2)*1(nB~Ind)(in16~Ind)|
1 1n16  (In16)?

=23(In2)*In22In2-(In16 —In8) = 22:3(In2)’.

In16

16.

100
Se suprimen las filas y columnas nulas, y queda la matriz diagonal | 0 1 0 |. Su determinante es 1, el rango de A es 3.
001

17. a) Las dos filas la matriz A no son proporcionales, por tanto rango (A) = 2.
b) Se observa que la tercera fila de B es la diferencia entre las filas segunda y primera, y ellas no son proporcionales,

1
por tanto el rango (B) = 2. Otro método seria; el menor e la matriz B

1
2‘ =—4 0, por tanto rango(B) > 2.

11 3
El Unico menor de orden tres de lamatrizBes |2 -2 1|=0=rango(B)=2.
1 -3 4
c) Para calcular el rango de la matriz C se parte del menor de orden anterior que es distinto de cero, por tanto
rango(C) > 2.
11 -3 1 1 4
Se orla este menor para obtener los menores de orden tres de lamatrizC; 2 -2 1|=0y (2 -2 1|=
1 -3 4 1 -3 3
=-24#0=rg(C)=3.
d) Lo resolvemos por el método de Gauss.
2 4 3 -5 2 15 -7 -12 0 1 5 -7 -12 0
5 -3 1 2 4 |Camirftyrs) 5 -3 -1 2 4 |f,-5f 0 -28 34 62 4
15 -7 12 0| |2 4 3 -5 2[f-2f |0 —14 17 19 2f3—%f2=
1.5 7 12 0 1 5 7 12 0)f,-f, |0 O 14 24 0
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165 -7 -12 0 1 65 -7 -12 0

0 -28 34 62 4 , 0 -28 34 62 4
= cambiar f, y f, == .

0 0 0 120 0 0 14 24 0

0 0 14 24 0 0 0 0 120

La matriz reducida tiene cuatro filas no nulas, por tanto rango (D) = 4.

18. El rango de una matriz y el de la traspuesta coinciden, por tanto rango (A') = 2.

19. Si la matriz es regular el rango coincide con el orden, por tanto en este caso rango (A) = 3. Si no es regular rango (A) < 3.

20. a) Por ejemplo, la fila tercera es proporcional a la primera v la fila cuarta proporcional a la segunda.
2 -1 3 4

1 3 2
4 -2 6 8
3 9 6

b) Por ejemplo, en la matriz anterior cambiar el valor del elemento a,;,

N

8
© O W w
D o N B

21. Las dos primera filas de la matriz son linealmente independientes para todos los valores de a y b, puesto que el

4
menor ) =-2#0; el rango de la matriz es mayor o igual a 2.

Deseamos que el rango de la matriz sea dos, por lo que todos menores de orden tres deben ser nulos,

1 4 a 1 4 b
1 2 1=a-3=0y[1 2 2/=b-4=0,dedondea=3yb=4.
01 2 0 1 1

La tercera fila depende linealmente de las otras dos, (0,1,2,1)=a (1,4,3,4)+ S (1,2, -1, 2).
Se identifican los valores y resulta el sistema:

0=
@ +p O=a+p

1=4o +2p , . , 1 —1
2=3a—p = 1=4a +20, de la primera ecuacién o = -3; se sustituye en la segunda, o = 3 y B = ER

- 2=3a -
1=4o +2p

. L 1 -1 4
Las soluciones cumplen la tercera ecuacion: 2=3—— Y = >

22. Como la matriz es de orden tres, los valores de A que anulan su determinante hacen que el rango de M sea menor
A-1 1 -
quetres| 0 A-2 1 =3&2—7/1+4=0:>A=1y/1=i.
A 0 2 3
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Para /l¢gyﬂt¢1,rango(M)=3.

1 1 -
3
Para A = i lamatriz | 0 —% 1 | es de rango 2, existen menores de orden dos distintos de cero, por ejemplo:
4 0 2
3
.
3
0o 2
3
o1 -
Paradi=11lamatriz| 0 -1 1 |esderango 2 porque existen menores de orden dos distintos de cero, por ejemplo:
10 2
1 -1
0 2|
Es una matriz 3 x 4, luego el rango maximo es tres.
N 11
Si se cambian entre si las columnas 22y 32 lamatriz| A+1 A 2 1 |, el menor 1‘ =—1+#0 informa que
1 1 2 -1
rango (A) = 2.
11 1 A1
Los menores de ordentresson: (A 2 1|=A°-3y |A+1 2 1|=0, para cualquier valor de A.
1 1 - 1 1 -

Por tanto para A = +3 el rango (A) =2,y para A # +3 el rango (A) = 3.

Es una matriz 3 x 4 luego el rango maximo es tres.

3 0
El menor 2‘ =6+ 0 informa que el rango(A) > 2.
-2 3 0 1 3 0
Los menores de orden 3 son: | A 5 2(=312+20A+12 y |1 5 2 |=-4A.
A-4 A+9 -4 3 A+9 -4

Resolvemos 3A%+201+12=0=1 = % 0 A =—6. Estos valores no anulan al segundo menor, por lo que para estos

valores rango (A) = 3.
El segundo menor se anula para A =0, este valor no anula el primer menor, por lo que para este valor rango (A) = 3.
En resumen el rango de A es tres para todo valor de 4.

300 R ES 4pr



25,

26.

27.

28.

29.

3

|A| =-2= existe A™', adj(A) :(
-4

) o 2 -7 . 2 -1
|B| =1=> existe B”', adj(B) = =B"= ;

3 -6 3 -2
|C|=3=>existe C", adj(C) = ci=] =
-2 5 3|6 5

|D| =0=>no existe D~".

|A|=1= existe A™".
4 4 |5 4 |5 -4
+ - +
1 0 -1 0 -1 1
3 -3 4 3 4 3 LW
Matriz adjunta: adj(A) =| - + - =[-3 -3 -1},
1 0 -1 0 -1 1
0o 1 -1
3 3 |4 -3 |4 -3
+ - +
4 4 |5 -4 |5 -4
4 -3 0
Matrizinversa: A" =| 4 -3 1 |, |B|=0= noexiste B”".
1 -1 -1

a) |Al=a’-1=|A=0< a=11= existe A" para todo valor de a distinto de + 1.

1(3 —1]_ % -4

3 1
b) a=3=>A=( j=>|A|=9—1=8:>A‘1=— = .
1 1 _
3 8l -1 3 %Y

2 1
|A| = ‘y 0‘ =—y #0, la matriz tiene inversa para todo valor de y distinto de cero.

0 -
Matriz adjunta: adj(A)=( 1 zy}

0 -1
Inversa: A~ _ 1 .
yl-y 2

a) Calculamos el determinante de la matriz:

1+1 1 1
1 144 1 |=2*A+3)=0=1=0 A =-3; para estos valores la matriz no tiene inversa.
1 1 1+2
2 11 3 -1 A
b) Paral =1tenemoslamatrizA=| 1 2 1 |. Determinante de A: 7°(1+ 3) = 4. Inversa de A: A™' :% -1 3 -1
11 2 -1 -1 3
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30. a) Calculamos el determinante de la matriz.

1t 2
At =1 -1 0|=2t-t-1=0=>t=1 ot:—%,paraestosvalores la matriz no tiene inversa.
o 1 1
1 -1 2
Parat=—1lamatrizsera A(-)=|1 -1 0
0o 1 1
1 -1 3 2
b) Determinante: |A(1)| = 2(~1)* —(-1)—1=2. Inversa de A(-1): A’1(—1):§ -1 1 2
1 -1 0
31. 1 3
1.2 2 2A+1 24 +3
2 A'B=(1 1 J 0 Z( /1:1 1+ )
0 2
Calculamos el determinante de A- B.
22+1 24 +3
|A-B|= i :212+31—2:O:>A:%0/1:—2; la matriz A:B tiene inversa para valores de A distintos
de — yde -2
13 1 9 2 4 -1 A-3
b) B-A=| A 0(1 1 J:A 20 A2
0 2 2 -2 2

Calculamos el determinante de B- A
4 -1 1-3 4 -1 2-3
|B-A|=/l 20 AP |=22|1 2 A |=2A-0=0.
2 -2 2 1 -1 -1
La matriz B-A no tiene inversa ya que su determinante es cero para cualquier valor de A.

UNIDAD 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1. a) No es una ecuacion lineal.

b) Es una ecuacién lineal.
¢) Es una ecuacion lineal.
d) No es una ecuacion lineal.

2. Sustituimos las ternas en la ecuacion para ver si la convierten en una igualdad numérica.
a)2-21+51=5, (2,1, 1) es solucion;

b)1-2(-2) +5:0=5, (1,-2, 0) es solucion;
c)-5-2:0+52=5, (-5,0,2) es solucion;
d)4-22+5=5 (4,2, 1)es solucion.
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1+30-2=-1
3. a)
21-0+2=4#3

La terna (1, 0, 2) no cumple la segunda ecuacion del sistema, por tanto no es solucién.
1 3 -1 -1
b) | 11+ 20+ 0 [2=] —1
2 1 4 10
Los términos independiente son combinacién lineal de los coeficientes mediante la terna de valores (1, 0, 2), por
tanto es solucién.

2 -1 1)\(x 3
4. Formamatricial: | -1 3 —1fy [=|0
3 -1 0z 7
2 -1 1 3
Forma vectorial: | =1 [x+| 3 |y+|-1|z=|0
3 -1 0 7
2x—-y =3
5. Conjunto de ecuaciones: {4x+2y =1
6x+y=0
-1 3
Forma matricial: | 4 2 -(XJ: 1
YJ 1o

6. a) La tercera ecuacion se obtiene al sumar la opuesta de la primera con la segunda, por lo que el sistema dado es
equivalente al siguiente:{_zx +oy=3
2X+y =3
b) La tercera ecuacion es suma de la primera y la segunda, por lo que el sistema dado es equivalente al siguiente:
3x—y=13
{ZX +4y =4
¢) La tercera ecuacion es la primera mas la segunda por menos dos, por lo que el sistema dado es equivalente al
dx—y =5
X—2y =—4
d) La tercera ecuacion es la primera menos la segunda, por lo que el sistema dado es equivalente al siguiente:
X—y+2z=3
{—Zx +3y+z=5

siguiente: {
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7. Los estudiamos por el método de Gauss.
Formamos la matriz ampliada asociada al sistema y a continuacion la trataremos de escalonar.

1 135 1 -1 3 5 1 -1 3 5
a) |4 8 2 6|,+4f=|0 4 14 26 |cambiarentresif,yf,=|0 1 24 39 =
-7 8 3 4|f,+Tf, 0 1 24 39 0 4 14 26|f,-4f,
1 -1 3 5
=0 1 24 39
0 0 -8 -130
X—-y+3z=5
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: y+24z=39
-82z=-130
El nimero de ecuaciones no triviales coincide con el nimero de incégnitas. El sistema es compatible, determinado.
2 4 -5 8 11 -2 4 11 -2 4
b) |1 1 -2 4 |Cambiarentresif,yf,=|2 -4 -5 8 |[,-2f==|0 6 -1 0 =
4 -2 -9 16 4 -2 -9 16 )f,—4f, 0 6 -1 0Jf,—f,
1 1 -2 4
=0 6 -1 0
0 0 0 O
X+y—-2z=4
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: —6y—z=0
0z=0

El nimero de ecuaciones no triviales es dos, menor que el nimero de incognitas. El sistema es compatible,
indeterminado.

1 6 8 3 1 6 8 3 1 6 8 3
c)|4 -1 2 15|f,-4f=|0 23 -30 3 =|0 23 -30 3 |Estaeslamatrizampliada
5 -7 10 8 |f,-5f, 0 23 -30 -7)f,—f, 0 0 0 -10
x—6y+8z=3
asociada al sistema: 23y-30z=3
0z=-10

La tercera ecuacion no tiene solucion, el sistema es incompatible.
1T -1 1 1 1T -1 1 1
d) =
2 3 -4 5|f,-2f 0 5 6 3
X—=y+z=1
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: /
S5y—-6z=3
El nimero de ecuaciones no triviales es dos, menor que el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible,
indeterminado.
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8. Los estudiamos y resolvemos en su caso por el método de Gauss.

12 1 0 1.2 1 0 1210
a |-1 -1 0 1H+f=]0 1 1 1 =0 1 11
o -1 -1 -1 0 -1 1 —1)f,+f, 0000
X+2y+z=0
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: y+z=1
0z=0
La tercera ecuacion tiene infinitas soluciones. El sistema es compatible, indeterminado.
Hacemos z=A.

Sustituimos enla segunda ecuacion: y =1-14 .
Sustituimos en la primera ecuacion: x +2—2A1+A = 0, x=-2+A.
La solucién del sistema sera: (x, y, z)=(-2+A, 1-4, A)

-11 -4 5 -1 1 -4 5 -1 1 -4 5
b) |2 3 5 2|,+2f=|0 5 -3 8 =0 5 -3 8
3 2 4 -2|f,+3f, 0 5 -8 13/f—f, 0 0 -5 5
-X+y—4z=5
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: S5y-3z=8
-5z2=%

La tercera ecuacion tiene una solucion. El sistema es compatible, determinado.

. 5
De la tercera ecuacion; z = —5 =-1.

Sustituimos en la segunda ecuacion: —5y —3=-8; -5y =-5; y =1.
Sustituimos en la primera ecuacién: —x+1+4=5; x =0.
La solucién del sistema sera: (x, y, z)=(0, 1,-1)

12 11 12 1 1 12 1 1
¢c) |2 3 5 2|,-2f=|0 -1 3 0 =0 -1 3 0
13 3 0)f—f, 0 1 2 AJ+f, 0 0 5 1
X+2y+z=1
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: -y+3z=0
5z=-1

La tercera ecuacion tiene solucién Unica. El sistema es compatible, determinado.

De la tercera ecuacion: z=—.
5
Sustituimos en la segunda ecuacion: —y —% =0, y=—.
.- . . 6 1 7
Sustituimos en la primera ecuacién: x _5_5 =1 x=1 +§; X=—.

La solucién del sistema sera: (x,y,z) = (%%3%1}
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2 31 5 2 315
d) =
4 -6 2 10)f,-2f, 0 0 0O

2x-3y+z=5
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: { 4

, la tercera ecuacion tiene infinitas soluciones.
0z=0

El sistema es compatible, indeterminado.

El nimero de parametros viene dado por la diferencia entre el numero de incégnitas menos el de ecuaciones;
en este caso tres menos una igual a dos; es un sistema biparamétrico.

Hacemos x =4, y =u, sustituimos en la ecuacion primera, 24 -3u +z=5=z=5-2 A +3u.

La solucién del sistema sera: (x, y, z) = (A, u, 5—24 +3u)
9. Los sistemas lineales homogéneos siempre tienen solucion, es decir, son compatibles.

Los estudiamos y resolvemos en su caso por el método de Gauss.

2 530 11 10
a) Matrizampliada: |2 -1 0 0 =|2 -5 3 0|f,-2f =
11 1 0 Jcambiar f, por f, 2 -1 0 0]Jf, -2,
11 10 T 1 1 0
=0 -7 1 0 =0 -7 1 0
0 -3 -2 0]7f, -3, 0 0 -17 0
X+y+z=0
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: -Ty+z=0
-17z=0

La tercera ecuacion tiene solucién Unica. El sistema es compatible, determinado.
Solucion trivial: (x, y, z) =(0, 0, 0)
11 -1 0 11 10 11 10
b) Matrizampliada: |3 2 -5 0|,-3(=|0 -1 -2 0 =0 -1 -2 0
2 1 -4 0]Jf,-2f, 0 -1 -2 0/f,—f, 0 0 0 O

X+y-z=0

Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: -y—-2z=0,
0z=0

La tercera ecuacion tiene infinitas soluciones. El sistema es compatible, indeterminado.
Hacemos z = A.
Sustituimos en la segunda ecuacion: —y —24 =0, y =-24.
Sustituimos en la primera ecuacién: x —24 -1 =0, x =34 .
La solucién del sistema sera: (x, y, z) =(34,-24 , A).
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1 -1 3 0 1 -1 3 0
C) =
3 1 -5 0Jf,-3f |0 4 —14 0

x—-y+3z=0
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: { 4

4y —-14z=0
La segunda ecuacion tiene dos incdgnitas , por tanto infinitas soluciones. El sistema es compatible, indeterminado.
Hacemos z=A.

Sustituimos en la segunda ecuacion: 4y —144 =0, y = MT'I = 77'1

Sustituimos en la primera ecuacién: x —%—3/1 =0, x= 137'1

La solucién del sistema sera: (x,y,z) :(1% % ﬂ,j

12 20 -1 2 2 0
d) Matrizampliada: | -3 2 3 0|,,-3f=| 0 —4 -3 0 |cambiarf, por f, =
-3 4 5 0])f,-3f, 0 -2 10

-1 2 2 0 -1 2 2 0
=0 -2 10 =0 -2 10
0 -4 -3 0]Jf,-2f, 0 0 10
—X+2y+2z=0
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: -2y—z=0

-z=0
La tercera ecuacion tiene solucion unica. El sistema es compatible, determinado.
Solucién trivial: (x, y, z)=(0, 0, 0)

10. Estos sistemas tienen el mismo ntimero de ecuaciones que de incdgnitas, calculamos el determinante de la matriz
de los coeficientes.

2 _
3 4

Resolvemos por la matriz inversa, X = A™-B.

a) |A| = =17 # 0; se trata de un sistema compatible, determinado.

Matriz inversa:

4 3 4 3 43
Yoo 1T AT (X7 AT (Y A4 3T _ A48 )T

=3 2|y =3 2|37 ) 73 2\ 37 ) 17(125 125
17 17 17 1

4

b) |A| = =-180 # 0; se trata de un sistema compatible. determinado.
24 15
2 5 4 2
15| 55 11 24 5 28 7

Resolvemos por Cramer: x = = =—, y= = =—,
P ‘4 5‘ “180 36’ 7 ‘4 5‘ 180 45

24 15 24 15
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c) [Al=[1 -1 0|=2#0= Esun sistema compatible determinado.
1 -1 -1
1 1 1 1 -1 11 1
0 -1 0 1.0 0 1 -1 0
-1 -1 - 2 1 -1 -1 2 1T -1 -1 2
Resolvemos por Cramer:x = I :E=1,y=1 1 _1:§=1,z:1 1 _1=§:1.
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
Solucion: (x, y, z)=(1, 1, 1)
1 2 1
d) |Al=|-1 -1 0|=2=0, sistema compatible, determinado.
0 -1 1
Resolvemos por la matriz inversa, X = A'.B.
-1 -3 1
Matriz inversa:A‘1=% 11
1 1 1
Solucién: (x, y, z)=(-2, 1, 0)
11. Resolvemos por Cramer.
10 1 2 2 10 2 2 1 10
14 2 3 3 14 3 3 2 14
34 4 6 -6 7 34 6 2 74 34 0
TR N R R R A R I e I A
3 2 3 3 2 3 3 2 3
7 4 6 7 4 6 7 4 6
Solucion: (x, y, z)=(6, —2, 0)
4 3 3 1 4 -3 1 3 4
1 -1 1 2 1 1 2 -1 1
5 2 2| -28 3 5 2 -28 3 2 5 0
e T e YT s s T 3
2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1
3 2 2 3 2 2 3 2 2
Solucion: (x, y, z)=(1, 1, 0)
31 3 3 3 3 313
3 2 1 3 1 1.2 3
0 X=9 1 -1 =142=§’ _1 9 -1 =£:§,Z:—1 19 =£=£
31 3 10 5 31 3] 10 5 31 3 -10 5
1 2 1.2 1 1.2 1
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-2 1 2 -2 2 3 1 =2
3 13 2 3 3 2 1 3
d X=—2 3 2=£__2, |12 2=£=_2’ 13 —2_—_36=3
3 1 20 12 31 20 12 31 20 12
2 13 2 13 2 1
13 2 13 2 1 3
Solucién: (x, y, z)=(-2, -2, 3)

924
12. A partir del enunciado del problema planteamos el sistema: {60x + 15y + 250z = 1390
30x + 6y + 100z = 646

Resolvemos por Cramer y obtenemos la solucién: x = 15 euros, y = 30 euros, z = 0,16 euros.

40x + 10y + 150z

13. a) Matrices de los coeficientes y ampliada:

2 -1 2 2 -1 2 0
A=|3 1 1|, M=[{3 1 -1 5
0o 1 1 o1 1 3
Vemos si el rango de la matriz A es 3 (maximo que puede alcanzar).
2 -1 2
3 1 -1=13#0= rango(A) =3 = rango(M), sistema compatible, determinado.
0o 1 1
Resolvemos por Cramer:
0 -1 2 2 -0 2 2 10
5 1 -1 3 5 -1 3 1 5
X:311:Ey:031:%z:013:_
2 -1 2| 13’ 2 -1 2| 137 2 -1 2| 13
3 1 - 3 1 - 3 1 -~
0o 1 1 0o 1 1 0o 1 1
Solucién: (x,y,2) :(Eﬁij
1313 13
b) Matrices de los coeficientes y ampliada:
1 -2 3 1 -2 3 4
Ae 1 -3 2 M= 1 -3 2 6
1 -1 4 1 -1 4 2
1 -4 2 1 -4 2 8

La matriz M es de orden 4, veamos si su rango es 4, en cuyo caso el sistema seria incompatible, puesto que el
méximo rango de A es tres.
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1 4
1 -3 6
1 ) =0=rango(M)<3
1 8

|
—
N BN W

1
Menor de orden dos de las dos matrices: ,

3‘ =-1#0= el rango de las matrices es mayor 0 igual dos.

1 -2 3
Menores de orden tres de las dos matrices: |1 -3 2[=1=0.
1 4 2
El rango de las matrices es tres, igual al numero de incognitas; el sistema es compatible, determinado.
X—2y+3z=4
Formamos el sistema con las ecuaciones que forman el mayor de orden tres anterior: < x —3y +2z =6
Xx—4y+2z=8
Resolvemos por Cramer: (x,y, z) =(0,—-2, 0)
Matrices de los coeficientes y ampliada:
1 -3 2 1 -3 2 5
A=l2 1 4|, M=2 1 -4 -3
1 4 -6 1 4 -6 -8
1 -3 2
Vemos si el rango de la matriz A es 3 (maximo que puede alcanzar). |2 1 —4|# 0= rang(A) =2
1 1 -6

1
Menores de orden dos de las dos matrices: )

-3
1 ‘ =6# 0= rango(A) =2y rango(M) > 2.

Estudio de la matriz M.
Menores de orden tres de la matriz M:

1 -3 5
2 1 =3|=14#0= rango(M) =3 # 2 =rang(A), sistema incompatible.
1 1 -8
Se trata de un sistema homogéneo, por tanto es compatible.
13 0 1
. , . 1 10
Estudio de la matriz de los coeficientes: A=
1 -3 2 0
-2 2 -1 1
3 0 1
, . 10
La matriz A es de orden 4, veamos si su rango es cuatro: 3 2 0 =0= rango(A) < 4.
-2 2 -1 1

El rango de la matriz de los coeficientes es menor que el nimero de incdgnitas; el sistema es compatible,
indeterminado.
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Menor de orden dos:

3
1‘ =-8+#0=rango(A)>2

13 0
Menores de ordentres: |3 1 1|=-10= rango(A) = 3; sistema compatible, indeterminado uniparamétrico.
1 -3 2

Formamos el sistema con las ecuaciones que forman el menor de orden tres anterior:
x+3y +t=0 x+3y =-t
X+y+z =0=| x+y+z=0
x=3y+2z =0 x—=3y+2z=0

Hacemos t = A.

Resolvemos por Cramer: (X, y, z, t)=(-A, 4, 24, 1)

14. a) Se escribe la matriz ampliada asociada al sistema y se trata de escalonar.

a 1 1 A \cambiarfporf, (1 1 a a

1 a 1 a =1 a 1 a|-HL+f =
11 a & a 1 1 1 |-f+af

1 a a’ (I a a’
=|0 1-a a-1 a’-a =|0 1-a a-1 a’-a

0 a-1 a°-1 a*-1)fi,+f, |0 0 a’+a-2 a’+a*-a—1
X +y +Z = &
Esta es la matriz ampliada asociada al sistema: (1-a)y +@-1)z = a’-a
(a°+a-2)z = a+a’-a—1

Si en la tercera ecuacion el coeficiente de z fuera cero, esto es a* +a —2 = 0. Las soluciones de esta ecuacion
sona=1ya=-2

Primer caso: a=1, la tercera ecuacion queda 0z =0, por lo que el sistema sera compatible, indeterminado.
Segundo caso: a =-2, la tercera ecuacién queda 0z = — 3, por lo que el sistema sera incompatible.
Tercercaso: a#1 ya=#-2, sistema es compatible, determinado,

1) Solucién para a = 2.

X+y+2z=1
Sistema escalonado: —-y+z=2
4z=9

De la tercera ecuaciéon: z =

|

Se sustituye en la segunda ecuacion: —y + % =2,y=-2 +% = %
Se sustituye en la primera ecuacion: x + % + 2-2 =1,x=4 —? = —%
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e
b) Se escribe la matriz ampliada asociada al sistema y se trata de escalonar.
a a 6)\-af, (0 2a-a’ 6-3a
=
1 a-1 3 1 a-1 3
(2a—a’)y =6-3a
x+(@-1y=3

Solucién: (x,y,z):( 3 ] 9}

Esta es la matriz asociada al sistema: {

) Sien la primera ecuacion el coeficiente de y fuera cero; esto es, 2a—a” =0.
Las soluciones de esta ecuacion son: a=0ya=2.
Primercaso: a=#0 ya#2,laprimera ecuacion tiene solucion Unica, sistema compatible, determinado.
Segundo caso: a=0, la primera ecuacion queda Oy = 6, el sistema es incompatible.
Tercer caso: a =2, la primera ecuacion queda Oy = 0, el sistema es compatible, indeterminado.
1) Solucién para a = 2.
Oy=0
X+y=3
Se hace y = A y se sustituye en la segunda ecuacion: x =3 - A.
La solucién es: (x, y)=(3—-4, A)

Sistema escalonado: {

Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada:

1 -1 1 1T -1 1 6
A=-1 -1 a-4|, M=|-1 -1 a-4 7
1 1 2 1 1 2 M
Calculamos los valores del parametro a que anulan el determinante de la matriz A:
1T -1 1
|Al=|-1 -1 a-4/=-2a+4=0=a=2
1 1 2

Primer caso: a# 2= rango(A) = rango(M) = 3, sistema compatible, determinado.
Segundo caso: a =2, las matrices del sistema seran:

1 -1 1 T -1 1 6
A= -1 -1 2|, M=|-1 1 =2 7
11 2 T 1 2 1"

Menores de orden dos de las dos matrices: , =-2+# 0= rango(A)=2y rango(M) > 2.

El menor de orden tres de A se anula como hemos visto.

1 -1 6
Menor de ordentresde M: -1 -1 7|=-36 #0= rango(M) =3 # 2 = rango(A), sistema incompatible.
1T 1 1
Resolvemos por Cramer el primer caso, a # 2:
—17a+88 -27 17 -5a+28 -9 5 -36 -18
X= = +—,y= =4, Z= =—.
—2a+4 a-2 2 -2a+4 a-2 2 —2a+4 a-2
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16. Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada:

a 1 4 a 1 4 1
A=|-1 a 2|, M=|-1 a -2 1
0o 1 1 0 1 1 a
Calculamos los valores del parametro a que anulan el determinante de la matriz A:
a 1 4
|Al=|-1 a -2|=a’+2a-3=0=a=1y a=-3.
0o 1 1

Primer caso: a=1y a# 3= rango(A) = rango(M) = 3, sistema compatible, determinado.
Segundo caso: a =1, las matrices del sistema seran:

11 4 11 4 1
A=|-1 1 2|, M=-1 1 -2 1
0 1 1 o1 1 1

11
Menores de orden dos de las dos matrices: ‘ ’ 1‘ =2=rango(A)=2 y rango(M)=>2.

1 11
Menores de orden tres de M: |-1 1 1 =0= rango(M) =2 = rango(A), sistema compatible, indeterminado.
0 11
Tercer caso: a=-3, las matrices del sistema seran:
3 1 4 3 1 4 1
A=-13 2|, M=|-1 3 -2 1
0o 1 1 o1 1 3

Menores de orden dos:

1
3‘ =10 = rango(A) =2 y rango(M) > 2.

3 11
Menores de orden tresde M: |-1 3 1|=26 = rango(M) = 3 # 2 = rango(A), sistema incompatible.
0 13
Para a#1y a=# -3, resolvemos por la regla de Cramer:
43> -a+5 7 2a°-3a+1 -7 a’—1 a’+a+1
T F+42a-3 a+3 VT @12a-3 a+s T d12a-3 a+3

X+y+4z=1

Para a =1 formamos el sistema: {
y+z=1

El sistema es escalonado, hacemos z = 1.
Sustituimos en la segunda ecuacion: y =1-A.
Sustituimos en la tercera ecuacion: x =1 -1+ 1 —44 =-341.

Solucién: (x, y, z) =(-34, 1-1, 1)
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Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada:
1 2 -a 1 2 -a 1
A=l0 -1 1|, M={0 -1 1 0
a 0 1 a 0 1 a
Calculamos los valores del parametro a que anulan el determinante de la matriz A:
1 2 -a
|A={0 -1 1|=-a’+2a—-1=0=>a=1 raizdoble.
a 0 1

Primer caso: a # 1= rango(A) = rango(M) = 3, sistema compatible, determinado.
Segundo caso: a =1, las matrices del sistema seran:

12 - 12 -1 1
A=|0 -1 1], M=0 -1 1 0
10 1 10 1
, 1 2
Menor de orden dos de las dos matrices: 0 - —1# 0= rango(A) =2 y rango(M) > 2.
12 1
Menor de ordentresde M: |0 —1 0|=0= rango(M) =2 = rango(A), sistema compatible, indeterminado.
1.0 1

Para a # 1, resolvemos por la regla de Cramer: (x, y, z )=(1, 0, 0)
2y—z=1
Para a =1, formamos el sistema: {X+ N
-y+z=0
Hacemos z=A; y=A; x+24 -4 =1 x=1-A.

La solucién es: (x, ¥, z)=(1-4, 4, A)

Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada:
2 -4 -a 2 4 -a -2
A=|0 1 1|, M=0 1 -1 0
a 0 2 a 0 2 2
Calculamos los valores del parametro a que anulan el determinante de la matriz A:
2 4 -a
|A=l0 1 -1=a’+4a+4=0=>a=-2 doble.
a 0 2

Primer caso: a#—2= rango(A) = rango(M) = 3, sistema compatible, determinado.
Segundo caso: a =-2, las matrices asociadas al sistema seran:

2 -4 2 2 4 2 -2
A= 0 1 1|, M= 0 1 -1 0
-2 0 2 -2 0 2 2

Menor de orden dos de las dos matrices:

—4
1 ‘ =2# 0= rango(A) =2y rango(M) > 2.
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2 -4 -2
Menorde ordentresde M: |0 1 0 |=0= rango(M) =2 =rango(A), sistema compatible, indeterminado.
-2 0 2
Para a # —2, resolvemos por la regla de Cramer:
_ 2(a+2) _ 2(a+2) - 2(a+2)
a’+4a+4’ "~ a’+da+d4’ a'+da+d

, 2x—4y+2z=-2
Para a = -2 formamos el sistema:
y-z=0
Hacemos z = 1.
Sustituimos en la segunda ecuacion: y = A.
Sustituimos en la primera ecuacion: 2x —4A +24 =-2, x=-1+A.

Solucién: (x, y, z) =(-1+4, A, A)

18. Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada:

2 1 2 1 -1 2
A=[1 1 2 |, M=1 1 2 5
-1 0 m+2 -1 0 m+2 3
Calculamos los valores del pardmetro m que anulan el determinante de la matriz A:
2 1 -
|A|: 11 2 [=m-1=0=>m=1.
-1 0 m+2
Primer caso: m #1= rango(A) = rango(M) = 3, sistema compatible y determinado.
2 1 - -1 2
Segundocaso: m=1las matrices seran: A=| 1 1 2 |, M= 1
-1 0 3 -1 0 3 3

Menor de orden dos de las dos matrices:

1

1‘ =1 0= rango(A) =2 y rango(M
2 1 2
1 1 5 =0= rango(M) =2 = rango(A), sistema compatible, indeterminado.

-1 0 3

Para m #1, resolvemos por la regla de Cramer: (x, y, z) =(-3, 8, 0)

, 2X+y—-z=2 x—3z=-3
Para m =1 formamos el sistema: 1,
X+y+2z=5 X+y+2z=5

Menor de orden tres de M:

Hacemos z = A y sustituimos en la primera ecuacién, x = -3+ 3A.
Sustituimos en la segunda ecuacion: —3+3A+y +24 =5; y =8-5A.

Solucion: (x, y, z) =(-3+3A, 8—54, 1)
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19. Formamos las matrices de los coeficientes y la ampliada:

20.

2 1 1 2 1 1 3
A={0 1 1|, M=0 1 -1 -1
2 -1 A 2 1 A u
1

Menores de orden dos de las dos matrices: 1‘ =2#0

El rango de las matrices es mayor o igual a dos.
2 1 1

Menor de orden tres de las dos matrices: [0 1 -1=2A4-6=0=A1=3.

2 -1 2

Primer caso: A # 3= rango(A) = rango(M) = 3; con independencia de los valores que tome 1, el sistema es

compatible, determinado.

Para A =3, el rango(A) =2y rango(M) > 2, calculamos el rango de M para los distintos valores de .
2 1 3

Menores de ordentresde M: [0 1 -1=2u-10=0=u=5
2 -1 u

Segundocaso: A =4y u#5= rango(A) =2+ 3 =rango(M), sistema incompatible.

Tercercaso: A =4yu=5 = rango(A) =rango(M) =2, sistema compatible, indeterminado.

Para A # 3= rango(A) = rango(M) = 3, resolvemos por |a regla de Cramer:

3 1 1 2 3 1 2 1 3
-1 1 -1 0 -1 —1 0o 1 -1
‘o po =1 A A-u-2, 2 u A _u+l—4_z 2 -1 p| u-1
21 1 a3 YT 1T a3 TR 1 1 ass
1 - o 1 -1 o 1 -1
2 -1 2 2 -1 A 2 -1 2
, 2X+y+z=3
Para A =4y u =5= rango(A) = rango(M) = 2, formamos el sistema: y—z=—1
Es un sistema escalonado, hacemos z =«
Sustituimos en la segunda ecuacion: y = -1 +a.
Sustituimos en la tercera ecuacién: x = 2—-a.
Solucion: (x, y, z)=(2-a, —1+a, a)
Sean A, By C los tres numeros.
T?Cl;m A+B+C=210
Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema: % +—=95=1{2A+B+2C =380
B+C=160
%:30

Resolvemos por la regla de Cramer: A=50, B =40, C=120.
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Sean x, y, z las centenas, decenas y unidades, respectivamente, que forman el nimero que buscamos.

En forma polindmica el nimero se expresa asi: 100x + 10y + z.
Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema:

y:% =4 X+2y-z=0 = {-x+2y-z=0
—99x +99z =198 X +z=2

100z +10y + x —100x —10y —z =198

Resolvemos por regla de Cramer: x =5, y =6, z=7.
El nimero es: 567.

Sea x las fotos que realiza en calidad normal e y las que realiza en calidad 6ptima.
X+y=24 :{ X+y=24
0,20x +ay =9,2 2x +10ay =92
X+y=24 :>{ X+y=24
2x+10ay =92 E, - 2E, (10a —2)y =44
a) Si10a —2=0, a =0,20 el sistema es incompatible.
Para a # 0,20 el sistema es compatible determinado.
b) Si, para o = 0,20 megabytes.
c) Siocupd con 24 fotos 9,2 megas como el enunciado dice que o es fijo y el sistema es compatible, determinado
(solucion Unica), por tanto hizo el mismo nimero de fotos de los dos tipos en las dos semanas.

Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema: {

Resolvemos por reduccidn: {

Sean x, y, z las edades de los tres vecinos.
X+y+z=>54
. - . X y
Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema: 3 = 3
X _z
2 4
Resolvemos por sustitucion.
. . - X 4x
Se despejan y en la segunda ecuacién y z en la tercera ecuacion: y = ?; zZ= > =2X.

i . ., 3x
Sustituimos estos valores en la primera ecuacion: x + > +2x =54;

2x+3x+4x=108; 9x =108; x=%:12.

Sustituimos este valor en las incognitas despejadas:

, o312 36
2

Las edades de los vecinos seran: 12 afios, 18 afos y 24 afios.

17 RES 4»
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Todos los problemas, que admiten solucién mediante el planteo de sistemas se puede resolver mediante el planteo
de una ecuacién. En algunos casos plantear la ecuacion es sencillo, este es uno de esos casos.
3x

. , . , 2x-3
Sea x los kilometros que recorre Juan, Pedro recorrera 2x, y Luis recorrera e = >

Las condiciones del problema se traducen en la siguiente ecuacion:
x+2x+3?x=45 o 2Xx+4x+3x=90; 9x =90, x=%=10 km recorre Juan.
Pedro recorrera: 20 km.

Luis recorrera: % =15 km.

Sean x, y, z las partes P, Q, R que realizan Juana y Mercedes.
Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema:
X+ y+2z=2000 X+ y+2z=2000
0,04x + 005y +0,04z=85, 100E,= {4x+5y+4z=28500=
0,05x +0,06y + 0,04z =95, 100E, 5x +6y +4z=9500
Resolvemos por Cramer: x =500, y =500, z=1000.
Solucion: P =500, Q=500 "y R=1.000 .

Sean x, y, z las edades respectivas del mayor, mediano y menor de los tres hermanos.
X+y+z=37 X+y+z=32
Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema: Y = Y
X+2y+3z=69 E, -E, y+2z=32

a) De la segunda ecuacion: y = 32 —2z.

Se sustituye en la primera ecuacién: x+32—-2z+z=37; x=5+2z.

=32-25=22
b)1.Siz=5 = {yx 545210 no es posible, pues entonces el mediano tendria mas edad que el mayor.
_ y=32-24=38 , _ .
2.8iz=12 = 5112217 no es posible, ya que entonces el mediano tendria menos edad que el menor.

c) De las dos contradicciones anteriores se observa que la edad del menor debe cumplir, 5 < z <12, ser un nimero
natural, las edades se expresan en afios.
Para encontrar la solucién o soluciones vamos cerrando el intervalo en el que se puede mover z.

=32-12=20
Siz=6 = 4 , NO es posible por b) 1.
x=5+6=17
=32-22=10
Siz=11= 4 , NO es posible por b) 2.
x=5+11=16
=32-20=12
Siz=10 = Y , esta solucion es posible menor 10 afios, mediano 12 afios y mayor 15 afios.
x=5+10=15
. y=32-18=14 y U , o .
Siz=9 = 5rgotd esta solucién admite el siguiente razonamiento: es viable siempre que el mediano
X = =

y el mayor hubieran nacido el mismo afio, por ejemplo el mayor en enero y mediano en noviembre, siempre que la
pregunta se realice en dias posteriores a los cumpleafios del mediano y del pequefio.
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27. Sean x, y, z, los precios unitarios respectivos de los ingredientes A, By C.
2x+y+z=0,9
Las condiciones del problema se traducen en el siguiente sistema: { x +2y +z=0,8
X+y+2z2=0,7

Resolvemos por Cramer: x = 0,30, y = 0,20, z=0,10.
Solucién: x = 0,30 euros, y = 0,20 euros, z = 0,10 euros.

28. Sean x el nimero de las gallinas, y el de patos, z el de pavos que viven en la casa rural.

El sistema que resulta es:
{ X+y+z=10

7x+5y+2z2=39
Eliminamos z en la segunda ecuacién aplicando el método de reduccioén:
{x +y+z=10
5x+3y =19
19-5x
3

Despejamos x en la segunda ecuacion: y =

Por las condiciones que impone el enunciado, los valores de las incognitas son numeros naturales.
Damos sucesivos valores naturales a x para obtener valores naturales de .

19-5 14 . .
X=1loy=—-—= 3 el cociente no es un nimero natural.

3
x=2;:>y=@=§=3:z=10—2—3=5.

19-15 4 . .
X=3=>y= 3 = gel cociente no es un numero natural.
Solucién unica que cumple las condiciones del enunciado del problema: dos gallinas, tres pavos y cinco patos.
29. Resolvemos por reduccion:
2X+Y=3A 2X+Y=3A
=

3X+2Y=2BE,-2E, -X  =2B-6A

Despejamos X en la segunda ecuacién y sustituimos en la primera:
X=6A-2B;12A-4B+Y=3A; Y=-9A+4B.

Sustituimos A y B por sus valores:

X6 10 3 -1 2 _ 3 6
-1 2 3 1 3 15
Y__g 1 0+4 -1 2:—13 8
-1 2 3 1 21 14

30. Resolvemos por la regla de Cramer.
Determinante de la matriz de los coeficientes:
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A —3‘
1 0y (-1 2 0 6

x=? 1=A+3B=1(A+33)=i3 +3 1

2 3 14 14 14|l -1 2 3 1] 14/6 9

4 1

2 A‘
,_14 Bl _28-aa_1( (-1 2)_ (1 0))|_1(-6 4

‘2 —3‘ 14 1403 17721 2] 1810 -6

31. Resolvemos por la regla de Cramer.

2 0 1 2
Para simplificar expresiones ponemos: A:(1 1) y B :( 3 0}_

Determinante de la matriz de los coeficientes:

1
‘=—18.
3

1‘

3l 3l 2 0
I_3AB _1apig)=ts 1
117 18 18 18/ "1 -1
-3

A‘

_ 2 0
y=L3 Bl _SB-3A_ 1 54 sp- (3 -
5 1| -18 18 18/ |1 1
3 -3

18 12
Inversa de X: X :1( J

W o w oo >

700 42

18 -60
Inversade Y: Y = 1
41 =72 -6

32. Resolvemos por la regla de Cramer.

N : 1 -3 0 0 -2 3
Para simplificar expresiones ponemos: A = y B= .
12 =2 10 5

Determinante de la matriz de los coeficientes:.
A -3

1 -3 0 0 -2 3 2 129

2 =l(2A+3B)=l 2 +3 1
=3 1 "M (1 2 =2 10 5 "5 4 M
2
:
0 -2 3 1 -3 0 -3 7 3
Y= 8 =l(B—3A)=l -3 1
1 3 1 M1 0 5 1 2 =2 M -2 -6 1

3 2

X—2Y=12 -12 9 _2(=3 7 3 218 -26 3
Mms 4 1) 112 -6 1) 119 16 -1
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UNIDAD 4. LOS VECTORES

K o7
. v
g T -
T+V
3
— 3 <€
4 2V
7
2 A VV
2V
TN = 37
VT s

3. a) Son linealmente dependientes. Cualquier conjunto que contenga al vector cero es linealmente independiente por-
que se puede formar una combinacion lineal con los coeficientes no todos nulos que dé el vector cero.
b) Cuatro vectores del espacio siempre tienen que ser linealmente dependientes, porque el rango de esa matriz no

puede ser 4.
4, 11 2
Como (1 2 1|=-4,elrango es 3y son linealmente independientes.
2 1 1
De x(1,1,2)+y(1,2,1)+z(2,1,1) = (8,0,4), obtenemos el sistema
X+y+2z=8
X +2y +z =0 {que tiene como soluciones x =1, y =-3, z=5, luego w =, — 30, +5U,.
2x+y+z=4
5 (1 2 3) (1 2 3) y 12 3 U,
-1 0 1|~-|0 2 4 |u+uy ~[0 2 4 u, +U,

4 4 4 0 4 —8u;,—4u, |0 0 O Ju,—4u,+2u,+u,)

Como u, —4u, +2(u, +u,) =0, =20, +2u, +U, =0.

a 1+a 2a
Hallamos a para que determinante (4,v,w)=0, |a 1 a|=0, a°-a=0,—a(@-1)=0—
1 a 1

—a=0, a=-1 y a=1.Cualquier valor de a distinto de 0, -1y 1 hace que sean linealmente independientes.
De x(2,3,4)+y(2,1,2)+z(1,2,1) = (3, 3, 0) Sale el sistema:
2X+2y+z=3
. 3 3 - 3. 3. .
3x+y+2z=3} cuyas soluciones son: x =——, y=—, z=3.Luegot =——u+—V +3w.
2 2 2 2
4x+2y+z=0
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I a) U=+T+(=3)7+4°=26; b)V=+10; c) i-V=6; d)cos (i V)=L=681545- e) proyeccion
) ) 1 ) \/%\/ﬁ ) )
iV 6 o _ 6 1 -3 4 3
dedisobreV=—-=—— ; royeccion v sobre U = ; , , : h)| —=,—,0|.
i P mg’[mm@) ’(mm}
8. a)vw=-5 b)W-v=-5 c)w-f=2 d[7|=3, ||=+5, |f|=10; e)cos(V,vT/)=%=—0,7453,

angulo (v,w) = arco cos—0,7453 =138°11"22,8"".

cos (W,f) = N \/_ =0,2828, angulo (,t) = arco cos 0,28028 = 73° 34" 12,22"".

9. (1,30, (0,2,1),(20,-3).

10. T=xvV+yw=x(1,-1,2)+y (2, -2, 3) = (x+2y, -x=2y, 2x+ 3y)

(x+2y, —x=2y, 2x+ 3y)(3,5,-1) =0, 3x+6y—-5x-10y-2x-3y=0, -4x-7y=0, x=- %y

Hay muchos vectores que s: satisfacen las condiciones del problema, por ejemplo, uno de ellos se obtiene tomando y = -4
por tanto x = 7. El vector T=7 w—-4w =7(1,-1,2)-4(2, -2, 3) = (-1, 1, 2) es uno de ellos.

M. Si wLlv,w-v=0, (m, 6-8)(3, n-12)=0, 3m+6n+96=0. Ademas |W|=+/m’+36+64 =10,

Jm?*+100 =10 , m* +100 =100, m* =0, m = 0. Sustituyendo en 3m+6n+96 =0, 6n+96 =0,

n:_T%:—m. Luego m=0yn=-16.

-l
<i

- . )
12. cos (i, V)= =——— = ——— =—0,254, arco cos — 0,254 = 104° 42" 51,6
i &z
cos (j, V) = jv._ 8 _ 0,381, arco cos 0,381 = 67° 36" 15,62
a2
- kv -7 En e
cos (k, V) =— =——=-0,889, arco cos 0,889 = 152° 44" 52,6
K|-[7] V62
13. a) v-w=(-221)-m1,4)=-2m+2+4=0,m=3; \7-?:(3,1,4)-(—3,n,1):—9+n+4:O. Luegon=5;
w=(314)yt=(-351).
b) cos (\7,?) = 31% =0,9578, arco cos 0,9578=16° 41' 46,36".
14. |V + vT/| =(V+W)-(V+W)=V*+27-W+W* =V +W* =|V||[V|cos (v,V)+|w||W|cos (W, w) =9-9+6-6 =117,V +W|=
|7 — | =72 +20 -W+W* =® +W* =117, |7 — | = /117. Los médulos son iguales y los vectores tienen sentidos opuestos.
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UXV y VXU sonortogonalesa u y v

i j ok
ixv =[1 -1 2|=(-7,-7,0), Vxii=(7,7,0)
-3 3 1

IxV| =742 y |7xi]=T72.

Los vectores son: —i —i 0 i i 0
. \/El \/5: ’ \/5/\/5! .

i ok
wxt =1 3 0/=(3,-1-5), ‘Wx?‘=\/£. El vector unitario y perpendiculara w y t es i_—1_—5
. NG
i j ok
a)ixV=|-1 1 5|=(=6, 11, 1)
-2 1 -~
10
b) |(=6m,—11m, m)| =/36m? +121m? + m? = m158; m158 =10, m=——:
) |( ) 58
c) Area=|(—6, 11, 1) =+/36+121+1=+/158 u. cuadradas;
d) Area del triéngulo:%|\7x(ﬁ—\7)|;como V=021-1y i-vV=(10,6),
i j ok —
VX(@-v)=-2 1 -1=(6,11,-1); [Vx(d-V)|=+158, Area del triéngulo:g unidades cuadradas.
1 0 6

\/158
—

e) Area del triangulo = %|U><\7| =% 158 =
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-1 15
Como |1 3 0|=-29, entonces Volumen paralelepipedo = |—29| =29 unidades cubicas.
2 11
-1 1 m
Son coplanarios si 4 -(Vxw)=det (u,v,w)=0—|-1 1 1|=m-1, sim-1=0,m=1.
-2 1 -
i j ok
Wxvi=[1 3 —2/=(-3-1-3)esortogonalawyv, ¢ =(—3m,—m,—3m)también es ortogonal. Por tanto,
10 -1

1 3 =2
12 12
1 0 -11=12, 19m =12, m=—. El vectores —(-3,-1,-3).
19 19
-3m -m -3m

-m 0 0
0 -m 0 |=-m° volumen paralelepipedo = |—m3| =8 m =8 m=38=2
0 0 -m

UNIDAD 5. PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

1.

~ »

M,

M;

1

0 =(0,0,0), 0(0,0,0)
AB=(3,—5,2), CD=(x, y+1, z—2), como deben ser iguales (3,-5, 2) = (x, y +1, z—2),
luego x =3, y =—6, z=4. El punto D(3,-6,4).

El triangulo ABC es rectangulo en C si los vectores CA 'y CB son perpendiculares, y su producto escalar sera cero:

CA-CB = 0, (5-x,-3,1)(x,2,0)=0, x2-5x-6=0, luego x=6, x=—1. Hay dos valores de x para los cuales el
punto C es el vértice del angulo recto en el triangulo ABC.
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6. a) Son vértices consecutivos de un rectangulo si AB y BC son perpendiculares, AB = (0,4,0), BC = (0,0,-2). Evidente-
mente AB-BC = (0,4,0)-(0,0,-3) = 0. Son perpendiculares, luego son los vértices consecutivos de un rectangulo.
b) Las coordenadas de D cumplen que AB=DC luego: (0, 4, 0) = (1-x, 1=y, -1-2), x=1, y=-3, z=-1.

7. Se trata de hallar las coordenadas de un punto C (x, y, z) tal que el segmento AC es tres veces mayor que CB.
Luego C, Xy 2)=(1,-2,3)+ % (4-1, 2-(-2), -1-3) = ("%, 1, 0)
Las coordenadas de C son (*¥/,, 1, 0).

8. a) Las ecuaciones paramétricas y continuas son:

(X, y, 2)= (3434, 4-50,-2+74) y ‘F3_y4_2z%2

3 5 7
b) (X, y, 2)=(4-42,~142,-1-21) y X_“‘:y+1zz_+21_
¢) (X, y, 2)=(1-2, 34,~1-81) y X;%:Z_?

9. Sustituimos las coordenadas de los puntos en las ecuaciones paramétricas y si obtenemos en todas el mismo valor
de A, pertenecen, si no, no pertenecen. El punto A no pertenece porque: 0 = -1+ 4A, =1 =4 -10A, 1=-5+ 3A, dan
diferentes valores de A. Sin embargo, B pertenece porque al sustituir las coordenadas obtenemos en todas A = 1. C
no pertenece, pero D si pertenece.

10. AB=(8,2,-2) , AC =(—4,-1,1), dividiendo: % =31=_—i =-2.

Es decir, AB = -2 AC. Son proporcionales, tienen la misma direccion; luego los puntos estan alineados.

11. Larecta (x, y, 2) = (-1+A, 2, 3) es paralela al eje OXy (x, ¥, 2) = (-1, 2, 3 + A) es paralela al eje OZ.
12. Larecta pedida pasa por A (4,—2, 3) y tiene como vector director v=(1, 2, 6), luego seran:

;ii;—fu x—-4 y+2 z-2
7=3+61 2 6

13. Los vectores de direccion son v = (1,—1,2) y W = (1,—4,2); las rectas pasan por los puntos A(4,—2,3) y B(~3,-2,0),
respectivamente, luego AB = (—7,0,-3).
1T -1 2
Estudiamos rango (v,w) = rango“ :‘1 EJ =2 y rango (V,W,AB)=rango| 1 -4 2 |=3.
-7 0 -3
Las rectas se cruzan.

14. Se cortan en un punto si rango(V, w) = rango(v, w, AB) = 2. Sabemos que v =(1,—4,5), w =(2,-2,1) y

— 1 -4 5
AB =(-3,0, m+1), luego tenemos: rango(v, w) = rango Jz 2 yrango(v,w, AB) =

2 -2
1 -4 5 1 -4 5
=rango| 2 -2 1 |=2,si|2 =2 1 1=0, 6m-12=0, m=2.Param =2 se cortan en un punto.
-3 0 m+1 -3 0 m+1
Ponemos a las dos rectas en paramétricas.
X=2+1 x=-1+2u 2+ A =-1+2u
y=-3-41 y=-3-2u yresolvemos el sistema -3-41=-3-2u
z=-1+51 Z=2+u —1+54=2+u
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A—2u=-3
—42 +2pu =0
54 -u=3
Y resulta A =1,u = 2. Sustituyendo en las ecuaciones paramétricas encontramos las coordenadas del punto de
corte (3,—7,4).
15. Es el plano que tiene de ecuaciones paramétricas:
x=1+A(3-10)+u(0-1) X=1+21-p x-1 2 -1
y=1+12-1)+u(1-1) y=1+4 y la ecuacion generales [y—1 1 0[=0, x-y+z-1=0.
z=1+20-1)+u(2-1) z=1-A+u z-1 -1 1

16. Con el punto P(2,0,—1) y el punto A(1,—4,2) de la recta formamos PA = (-1,-4,3). Tomando P(2,0,—1) y como
vectores paralelos v = (—3,2,1), delarecta, y PA tenemos una determinacion lineal del plano buscado, cuyas
ecuaciones paramétricas y general son:

X=2-32-p x=2 =3 -
y=21-4u , y 2 —4=0, 10x+8y+14z-6=0, 5x+4y+7z-3=0.
z=-1+1+3u z+1 1 3

17. Una recta pasa por A(0,0,—3) y tiene vector director v = (2,1,1), la otra pasa por B(1,4,1) y su vector director
w =(—4,-2,-2). Con el punto A, vV y AB = (1,4,3) tenemos una determinacion lineal del plano buscado,
cuyas ecuaciones paramétricas y general son:

X=2A+u x 21
y=A+4u : y 1 4=0, —x-5y+7z+21=0.
z=-3+1+3u z+3 1 3

18. Una recta pasa por A(0,1,—2) y tiene como vector director v = (3,2,—1), la otra pasa por B(4,2,—1) y su vector director

3 2 -
W = (1,—1,2). Observamos que rango (v, w) = 2 y calculamos el rango(V,w, AB)=rango| 1 -1 2 |:
4 1 1
3 2 -1
como|1 -1 2[=0,
4 1 1
rango(V, W, AB) = 2. Las dos rectas se cortan en un punto.
Igualamos las ecuaciones paramétricas y resolvemos el sistemaen A y u
x =31 X=4+u AN-u=4
y=1+21, y=2-u |, 2A+4u =1, A =1y u =-1.Elpunto de corte es (3,3, 3).
z=-2-1 z=—14+2u —A—-2u =1

19. La recta que pasa por By C tiene como vector director BC (2,-4,2)y este vector sera perpendicular al plano buscado.
La ecuacion del plano buscado es
2x—4y + 2z + d=0; como pasa por A(3,4,-1) , entonces tenemos: 2:3 44 +2:(-1)+d=0,-12+d=0,d=12.
La ecuacion del plano es 2x 4y +2z+12=0 o x-2y+z+6=0.

20. Larecta s y el plano 1 proporcionan dos vectores paralelos al plano pedido: v’(1,1,3) y 7 (2,-1,1); como ha de pasar
por A(4,0,—1) ecuaciones paramétricas y general son:
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X=4+21+2u x-4 1 2
y=A-u y 1 -11=0 4x+5y—-3z-19=0.
z=-1+34+p z+1 3 1

21. El plano pedido pasa por A(0,1,5) y es paralelo a los vectores
AB = (3,3,-2) v=(13,1). Las ecuaciones paramétricas y general son:

X=31+pu x 31
y=1+31+3u , |y=-1 3 3 =0,9%-5y+6z-25 =0.
z=5-2A+p z-5 -2 1

22. El plano buscado pasa por A(1,—3,—3) y tiene como vectores paralelos AB =(-3,7,—1) yii = (6,5,4).
Sus ecuaciones paramétricas son:

x=1-31+6u x-1 -3 6
y=-3+7A1+5u ysuecuaciongeneral |y+3 7 5/=0, 33x+6y—-52-186=0.
z=-3-A+4p z+3 -1 4

23. Sies paralelo a x - 3y + z-15 = 0, el plano pedido tiene de ecuacion x — 3y + z + d = 0; como ha de pasar por
A(2,-3,4), entonces 2-3:(-3) +4+d=0,15+d =0, d = -15. La ecuacion del plano buscado es x - 3y + z-15 = 0.

24. si son paralelos los vectores normales, n, =(1,-m,2) y n, =(3,-3,n) son proporcionales:
1_-m_2 De donde m =1, n=6.
3 =3 n

25. El haz de planos de eje la recta dada es: x+2y—z-9+8(3x+y-2z-3) = 0. El plano del haz que pasa por el origen
0(0,0,0) se obtiene sustituyendo en la ecuacion del haz las coordenadas del origen:
0+20-0-9+6(3:0+0-20-3)=0, -9-36=0, 6=-3.

Sustituyendo: x+2y-z-9-3(3x+y-2z-3)=0, -8x-y+5z=0.

26. Enelhazx+ 2y +2z-7+6(3x—y—z+1)=0 buscamos aquel plano que sea perpendiculara z : x—y +2z—1=0.
Si esto ocurre, los vectores normales de uno y otro son ortogonales y, por tanto, su producto escalar es cero.

Llamamos n, = (1+38,2—8,2—8 ) el vector normal del haz y n, = (1,-1,2), entonces

(1+35,2-5,2-6)(1-12) =0, 3+25 =0, 6 =-3

El plano buscado es x+2y+22—7—g(3x—y—z+1) =0, —7x+7y+7z-17=0.

27. Resolvemos el sistema:
2X—y+2z=5
L 2 5 .
X+y—2z=4 ,cuyasoluciones: x=3, y=——, z=——. Esdecir, los tres planos se cortan en un punto cuy
X—5y+4z=3 3 6

28. Hallamos el valor de m para que el sistema

X+ ) tenga infinitas soluciones dependientes de un parametro. Esto ocurre si rango (A) = rango (A*) = 2.
y+z= . ; : .

Encontramos que para m =7 el rango de la matriz de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada
es 2y, por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones dependientes de un parametro que son las
mx+10y +4z =11 gcyaciones paramétricas de la recta comun a los 3 planos.

2x+3y+z=3
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29. En el haz x+2y-z+0 (2x-3y+2z-5)=0, el vector normal es (1+25,2 -3, —1+23) y el vector director de la recta es
AB (2,4,-3). Si el plano es paralelo a la recta (1+29, 2-36-1+28)(2,4,-3) =0, 13- 146=0, 6=13/14, el plano buscado
serd x + 2y—z+13/14(2x-3y +2z-5) =0, 40x-11y +12z-65=0.

30. De (6, a, 4)(a, 2, -6)=8a—24 =0, a=3. Para a=3 la recta y el plano son paralelos porque el punto de la recta
(0, -1, 3) no pertenece al plano 3x+2y — 6z+7=0. Para a # 3 la recta corta la plano.

Si a =5, las ecuaciones paramétricas de la recta son:
(X, ¥, 2) = (6A, =145\, 5+4)\). Sustituyendo en 5x+2y—6z+7=0, obtenemos A=25/16. El punto de corte es:
(75/8, 109/16, 45/4).

31. Se trata del plano que pasa por A(1,1,1) y tiene como vectores paralelos AB= 1,11y CD= (0,-1,0), cuyas ecuaciones
paramétricas y general son: (X, y, z) = (1+A, 1+A—p, 1+A) y x-z=0.

32. Lo resolvemos con ayuda del haz de planos. La ecuacion del haz es x— 2y+1+3 (y— z)=0. La recta t en paramétricas
es (x, ¥, 2) = (=A, 3\, = A). El plano del haz paralelo a t se obtiene del producto escalar nulo entre el vector normal del
haz y el vector directorde t. (1,-2+9, —9):(-1,3,-1)=0,5=7/4.

El plano del haz buscado es x-2y—-1+7/4(y - z) =0, 4x- y-7z- 4=0.

La interseccion de este plano con s: (x, y, z) = (4, —1+2y, 3) nos da el punto:
4u—(-1+2u)-7-3-4=0,2u-24=0, u=12.

El punto es: (12, 23, 3). Ahora la recta pedida pasa por este punto y tiene vector director (—1,3,-1); es decir,
(X, y, 2)=(12-A, 23+3A, 3-A).

33. La ecuacion del plano que contiene a M(1,- 8,—3), N(2,0,1) y Q(3,8,1) es 8x— y— 16=0. La recta que pasa por
P(1,2,- 1) y es perpendicular al plano es :
(x,y,2) = (1+8A, 2— A, = 1). El punto de corte de la recta y el plano: 8(1+8A)— (2— A)- 16=0, A=10/65,
(1+80/65, 2 10/65, — 1) = (145/65, 120/65, - 1).

e @,@,—1 = x_+1y_+22_—1 obtenemos las coordenadas del simétrico.
65 65 2 2 2

34. Las recta dadas en paramétricas son r: (x, y, z) = (\, A, A) y s: (X, ¥, 2) = (1, ¥, 1/3+1/3p). Un punto genérico de r es
RN y de s, S((u, b, 1/3+1/3p). El vector RS = (= A, p— A, 1+p/3 = \). Como RS - (1,1,1)=0y RS- (1,1, 1/3)=0,
resulta:

M=AP=-AN1+p3-N-(111)=0, — Tu-9A+1=0
(M=Ap=AN1+pB3-N-(11,13)=0, > 19u-21A+1=0
El sistema en Ay y tiene como solucion A =1/2 y p =1/2. Los puntos son R(1/2,1/2,1/2) y §(1/2,1/2,1/2), es decir, el

mismo punto. Luego las dos rectas se cortan en (1/2,1/2,1/2) y la perpendicular comun pasa por este punto y tiene
como vector director (1,1,1)x(1,1,1/3) = (- 2/3,2/3,0). La recta buscada es (x, y, z) = (1/2 = 2/3\, 1/2+2/3A, 1/2).

35. La recta r en paramétricas es: (x, y, 2)=(—1+A, 2+\, 3+4A), y P(1, 2, 1) y sea R(-1+A, 2+, 3+4A) un punto genérico
de r. El vector PR=(-2+A, A, 2+4\) es ortogonal al vector director de r que es v'=(1,1,4), luego

(-2+AA,2+4N)-(1,14) =0, 6+18A=0, A=-1/3.

Las coordenadas R son: (—1-1/3,2—-1/3, 3+4(-1/3)) = (- 4/3,5/3,5/3). La recta que pasa por Py R es la recta pedida
(X, ¥ 2)=(1-7/3p, 2 = 1/3p,1+2/3p).
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36. La recta,r en paramétricas es (x, y, z)=(=1+A, 2+\, 3+4A) y es M(-1+\, 2+, 3+4\) un punto genérico de r. El
vector PM (-2+\, A, 2+4)\) es ortogonal al vector director de la recta v’(1,1,4), luego (-2+\, A, 2+4\)-(1,1,4)=0,

A==1/3.
Las coordenadas M son (—4/3,5/3,5/3). De la igualdad

4% 24y 1
(=413,5/3,5/3) =(%¥¥] obtenemos P'(11/3,413, 7/3), simétrico de P.

37. Hallamos el plano m, que contiene al origen y a la recta r. En el haz x—z+ 1+ 8(y+3z-2) =0, sustituimos las coordenadas
del origen (0,0,0) y resulta 1-26=0, 8=1/2. El plano 1, es (x—z+1+1/2(y+3z-2)=0, 2x+y+z=0.

Hallamos , plano que contiene a s y pasa por el origen. En el haz x—5z-4+8 (y—4z+3)=0,sustituyendo las coordenadas
del origen, se obtiene 6=23/4. El plano m, es 4x+3y-32z-7=0.

2 =0
La interseccion de los planos XTy+z nos da la recta pedida que es: (x, y, z) = (7/2+35/2A, 7+ 34A, A).
4x+3y-32z-7=0

UNIDAD 6. ANGULOS, DISTANCIAS, AREAS Y VOLUMENES

4 Los vectores directores son u=(1,11)y w=(-11,1), entonces

el _joa (1)
P T VaB

:% . Por tanto, o = arco cos %: 70° 31°43,61".

2. Los vectores directores de r y s son, respectivamente, v = (2,1,1) y w =(3,0,1).

2 11
Calculamos rango (v, w) =2 y rango (v, w, AB)=rango| 3 0 1 |=3, como son distintos, las rectas
-3 -1 1

(211)-(301)] _ 7
B e

Por tanto « = arco cos L =25°21'6,34".

60

se cruzan. Ahora el angulo: cos o =

3. Sison perpendiculares forman un angulo de 90° y los vectores normales nj =(4,-3,5)y
n: = (1,—m,1) también. Luego (4,-3,5)-(1,-m,1)=0 ,4+3m+5=0, 3m=-9, m=-3.

4. Elvector director de s es nTxE =(3,-1,-1)%x(1,1,-1) =(2,2,4). También podia hallarse resolviendo el sistema.
El vector normal al plano es n (2,2,-1), entonces
[2.2,4)-(2.2-1) 4 2
JaJ3  6J6 3v6

Por tanto, o =arco seni= 15°47' 35,4".

3.6

Sena = ‘coséngulo(V,ﬁ)‘ =
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1.

Los vectores normales son n, = (1,2,—1) y n, =(2,—1,3), entonces

cos & :‘coséngulo(ﬁ,n—z)‘ _la2-9-2-13) _ 3

V614 2421
Por tanto, a = arco cosi =70° 53' 36,22".

2421

d(AB) =22+ 22 +2¢ =23

d(AC)=~/3 +42 +52 =52

d(B,C) =P +22+3° =14

Es evidente que ~14<24/3 +5v2 ya que 3,74...< 346...+ 7,07...
Debe estar alineados, es decir, pertenecer a la misma recta.

Dados P(3,—2,—1) y larecta (x, y, z) = (5+24, 4, 3), que por A(5,0,3) y tiene vector director v =(2,1,0),
x| _|(210)x(-2-24) _|(-48-2) _2/2i
T TR T

entonces tenemos: d(P,r) =

Si P pertenece al eje OY, entonces P(0,y,0). Para que la distancia a A(2,3,4) sea igual a 6, debe ocurrir que:
J2+(3-y) +42 =6 ,20+(3-y) =36, (3-y)’ =16,

3-y=24.Si3-y=4 > y=—1sid3-y=—4, > y=T.

Hay dos puntos: (0,—1,0) y (0,7,0).

Calculamos el valor de A en:
J=2Y +(1=2) +(3+4) =4, 14+327 =41 1 =143
Hay dos puntos : (—1,0,5) y (5,6,—1).

Calculamos el valor de A en :
J@=2) +(4=2) +(=1431) = J(1-A) +(2-2) +(1+31) , 21-18% +1122 =6 +11A%, A =506
El punto buscado es (2—5/6,3—-5/6,1+3-5/6) = (7/6,13/6,7/6).

El punto es (0,y,0), para que equidiste del punto M (1,1,1/ 2) y del plano x + y + z =0, tendra que cumplirse que:

1+1+21/42
frocmsr{ ] el -2
V2 ?+17+ (\/5)2 2
3/1241-2y+y*=9/4 , %—2y+y2=0, 1-8y +4y* =0, y1=2+2\/§, yzzﬁ.
Hay dos puntos (0,2+\/§/2 ,0) y (0,2—*/5/ , 0).
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12.

13.

14.

15.

16.

De la ecuacion del haz de planos x —3z-2+6(y +z—3) =0 obtenemos la ecuacion : x +5y +(6 —3) z—2-36 =0
que representa a un plano del haz. La distancia del punto P(1,1,1) a este plano es:
[14+6 +6 -3-2-35] 1
?4+5%+(6 -3) |
-6 —4] =267 —66 +10, (~(5 +4))" =26° 66 +10, 6°—146 -6=0, & =7++/55.
Hay dos planos que cumplen las condiciones del problema:

T, =x+(7+\/575)y+(4+\/5_5)z—(23+x/%)=0
T, :x+(7—\/%)y+(4—\/%)z—(—23+3\/%):0

N 2141=(-1) 4
La distancia del punto A al plano es d (A7) = —
24 f (1) 6

-5 —4| = 252 -65 +10,

El punto del plano que esta a la minima distancia de A es el pie de la proyeccién de A sobre 7.
Este punto se obtiene de la interseccion de la recta que pasa por A y corta perpendicularmente a 7.
La recta perpendicular por A es (x,y,z) =(1+2A,1+ A,—1— 1) e interseccién con 2x + y —z =0,

se obtienede 2(1+24)+(1+A)—(-1-1)=0, 61 +4=0, A=—§.

El punto buscado es:| 1+2- 2 ,1—2, 13 > = —1, 1 - :
3 3 3 3 3 3

x+3 1 0
La ecuacion generalde z,es | y -1 1|=0, x+y+z+9=0.
z+6 0 -1

El punto P(1+24 ,—1+ A ,31) buscado debe cumplir que d(P,x,) =d(P,x,), luego
142 -1+ 2+34+3 [1+22-1+2+31+9

V3 V3

BA+3=—(61+9) > A =—1.
El punto P es (1+2(=1), —1-1, 3(-1) = (=1,-2,-3).

, |64 +3|=[62+9, 64 +3=67x+9 — no tiene solucion

Un punto del primer plano es (1,1,1), como se puede comprobar a simple vista. Como los planos son paralelos,
la distancia de (1,1,1) a 3x+3y +3z—-5=0 es la medida buscada:
de 3-1+3-1+3-1-5 _ 4

33 33

Es paralelo al eje OZ si el vector normal n = (2,—3,0) y vector director del eje k =(0,0,1) son perpendiculares;

evidentemente n-k = (2,-3,0)-(0,0,1=0

Luego el plano y el eje son paralelos. Tomamos un punto del eje, el mas sencillo es el origen (0,0,0), entonces

tenemos: d = |2'0_3'0+5| = >
J13 J13

unidades de longitud.
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-4 2 =2
Si B(4,1,0) es un punto de la otra, entonces tenemos:

TB-(5,22) y dr.o)-diag) -8 _|@AxE22) _[oA)]_ 1

2
17. Son paralelas por qué rango (

1
]= 1. Un punto de la primera es A(—1,3,-2).

Voo fRe(per VB VB
X—2y+z=-3
18. Larectar y el plano 7 son paralelos si el sistema 4x —3y +4z=-1!.

2X—y+cz=2

Es incompatible y esto ocurre si rango (A) = 2 y rango (A*) = 3. Hallamos C para que rango

3 -2 1
(A)=2, |4 -3 4/=0, C=-2
2 1 ¢

Si C =-2, rango (A) =2y rango (A*) = 3, sistema incompatible, recta y plano paralelos.

x-2y+z=-3

4x -3y +4z =1

(x,y,2) =(-7+51,-9+84,A). La distancia de A(—7,-9,0) a = es:
B |2(-7)-(-9)-2-0-2] 7

) - \/5 — g

Si resolvemos el sistema } obtenemos las paramétricas de r y son

d(r,z) =d(Ax

19. a) SeaP(-1-24, 3+4, 1+A) unpuntode ry M(4+2u, 4+4u, 2+u) de S.
Formamos el vector PM = (5+ A +2u, 1—A +4u, 1— A + 1) que debe ser perpendicular a
v=(-1110 y w=(24,1), luego
(5+A+2,u,1—l+4u,1—l+u).(—1,1,1)=0} -32+3u =3

A=-2,u=-1.
G+A+2u1-A+4u1-2+u)240)=0 | -32+21u=-15

Las coordenadas de P son (—1+2,3—2,1-2) = (1,1,—1) y las de M son (2,0,1) y el vector PM = (1,—1,2).

La recta que las corta perpendicularmente es: (x,y,z) = (1+4,1-1,-1+24).

-1 1 1
det| 2 4 1
. ) — -1 2
b) Ladistanciader as, d(r,s) =‘PM‘ = |( 11 1) (2 2 1)| =6.
— , 1 x 4,
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20.

21.

22,

23.

24,

25.

La recta r tiene de ecuaciones paramétricas (x,y,z) =(3/2—1,A,4) ylarectas, (x,y,z) =(—1+u,u,2—2u).
Sea P(3/2—A,A,A) unpuntode r y S(—1+ 11,2 —2u) de s. El vector PS =(=5/2+ A +p1,~A+u, 2— A —2u)
ﬁ-&:o} 34—y =-9/2
PS-w=0| 2A+4u=13/12
es P(3/2—-23/20,23/20,23/20) = (7/20,23/20,23/20).

Las d(r,s) =d(P,s)=d(P,S). Como PS =(-3/10, —1/10, —5/4)
d(r,s) =d(P,S) = \/Ts\ = J411/10.

} A=23/20 y wp=21/20. El punto P que cumple las condiciones del problema

La interseccion del plano con el eje OX es, haciendoy =0 y z=0, (3,0,0); con el eje OY, haciendo x =0y
z=0,(0,6,0); con el eje OZ, haciendo x =0 e y =0, (0,0,2). Se trata de calcular el area del triangulo de vértices
A(3,0,0), B(0,6,0) y C(0,0,2). Luego

Area ABC :%‘Exm‘ =314,

Hallamos las coordenadas de A',B' y C'. La recta que pasa por A(1,1,1) y es perpendicular al plano tiene como
ecuaciones paramétricas (x,y,z) = (1+ 1,1+ A,1+ A). Sustituyendo en la ecuacién del plano x+y +z—-1=0,
1+A+1+A+1+A1 -1 = 0, A =-2/3. Las coordenadas de A' son (1-2/3,1-2/3,1-2/3)=(1/3,1/3,1/3).
Procediendo de la misma forma obtenemos B' (0,0,1) y C'(0,1,0).

El area del triangulo A'B'C" es:

Areazl‘A'—B'xW‘=1 _1,_1,_1 :ﬂ_
2 2 3 3 3 6
Las coordenadas de C son (4,4,—3+24) y los vectores AB=(-3,3,3) y AC=(A—1 A,~1+24).
El area del triangulo ABC es:
AreaABC=%|(—3,3,3)><(/1—1,),,—1+2),)|:@

g 1407 120+ =—3*£3_8

1422 -12A.-32=0, A=2 y A=-8/7.
Hay dos puntos (2,2,1) y (-8/7,-8/7,-5717).

a) En el paralelogramo AB=DC, (2,2,2)=(-7—x, 1-y, 5—z), x=-9, y =—1, z=3, luego D (-9,~1,3).
b) Area ABCD = ‘Ex@‘ =24/302 unidades cuadradas.

Los planos paralelos al dado son x + ¥ + z+d = 0. Los puntos de corte de este plano con los ejes de coordenadas
son: A(—d,0,0); B(0,—d,0); y C(0,0,—d)

2
Area ABC = %\Kéxi\d = %|(d,—d,0)><(d,0,—d)| = %\(dz,dz,dz)\ = # =83

2
%:8, d? =16, d=+4. Hay dos soluciones: x+y+z-4=0y x+y+z+4=0.
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26. sabemos que el volumen es

-1

1
V= 1‘det(@,m,ﬁj‘ 1 0 0 unidades cubicas.
6 6 1 9

N —

0
1l =
2

27. Sillamamos A(0,a,a), B(a,0,a) y D(a,a,a) a los vértices del tetraedro. Sus caras si lo representamos sobre
unos ejes de coordenadas tres triangulos rectangulos iguales ADB, ACD, BDC 'y triangulo equilatero ABC.

Area = %-AD -BD = %az, los tres tridngulos rectangulos = gaz.

2
AreaABC——‘ABxAC‘ —‘ABxAC‘ |(a,-a,0)x (a,O,a)|=;|(az,az,a2)| a;/g.
2 3++/3)a’
Area del tetraedro— a'V3 ( )
2 2 2
3
Volumen = %‘det(ﬁ,ﬁ,ﬁ)‘ = % unidades cubicas.
28. Volumen (ABCP) =%\det(A7§,7\6,7fP)\ =%
1 -1 10 1
SiP(x,y,z),entoncesE -1 0 1:5, |x+y+z—1=1, que conduce a dos planos:
x-1 vy z
X+y+z-1=1 > x+y+z-2 =
—(x+y+z-1) =1> x+y+z =
29. Los puntos P(x,y,z) del lugar geométrico cumplen que:
JEC+yr+ 2 _\/x 3 y+5 (z—6)2.
Elevando al cuadrado y reduciendo términos resulta:
3x-5y+6z-35 = 0.
30. Sean P(x,y,z) los puntos del lugar geométrico, entonces se cumplira que:
x—y+z+6]  |5x—y-z+]|
JEH(-1) +2 5+
3 1
X=y+z2+6=—=bBx-y-z+1), x-y+z+6=—(5x-y—-z+1
y ﬁ( y ) x=y 3( y )
J3 1
X—y+zZ+6=—=(OBx-y-2z+1), x-y+z+6=— Bx—y—-2z+1
y ﬁ( y ) y 3( y )

El lugar geométrico esta constituido por los planos:
—2x-2y+4z+17 =0
8x—4y+2z+19 = 0.
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31.

32.

Los puntos P(x,y,z) del lugar geométrico cumplen que:

|2x+y—-2z+1
2> +1 +(-2)?
2x+y-2z+1=9, 2x+y—-2z-8=0
—2x-y+2z-1=9, -2x-y+2z-10=0
Son dos planos paralelos al dado:
2x+2y—-2z-8=0y 2x+y-2z+10=0.

=3, [2x+y-2z+1=9

En los 3 planos hay dos paralelos, 7, y =,, y el tercero los corta transversalmente, como puede observarse
de las ecuaciones y confirmar estudiando el sistema formado por sus ecuaciones. Segun esto, el lugar
geométrico buscado esta constituido por dos rectas paralelas.
Los puntos P(x,y,z) del lugar geométrico buscado cumplen que:
x—y+4 |x-y-2| |x-4y+Z|
NN RN

Cogemos dos igualdades:
|x—y+4|=|x—y—2|
2 V2
Yy X-y+4 =—(x-y-2) —> x-y+1=0

—  |x-y+4=[x-y-2 — x-y+4=x-y-2 (absurdo)

x—y-2 |x-d4y+7|
V2 32
2x+y—-z-6=0y 4x-7y+z-6=0.

3|x—y—2|=|x—4y +2|, de donde salen dos ecuaciones:

Ahora resolvemos los sistemas:
x=y+1=0 Xx—y+1=0
{2x+y—z—6=0 {4x—7y+z—6=0
El primero da la ecuacion de la recta (x, y, z) =(-1+A, A,—8+31) y el segundo el de su paralela
(x,y,2) =(=1+2, 1,10+ 34) .

UNIDAD 7. LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES

1.

X =Tx+6_0 . UHE 37 5

DI o) T e Ty
X+ -9x+5 0, 2% Gxif 12 JL"?%=:T?=‘°°
D) m s a1 o) T MG T 0T exes 12
lim =—=
- 6x—6 0
9 I x3+2x2—11x—12:9(i v 34 dx =11 _ 21
-4 x3+8x*+11x=20 0 x4 3x% +16x +11 5
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X*—Tx+6 —oo . x° 1

a) lim ————=—_(ind)= lim — = lim —=0.
) X——o0 X4_16 oo( ) x—>—eox4 X——eo ¥
3 3

b) Iimx—-l-5 — (ind) = lim X3 = I|m1=1

o= 2x° —x? 45X oo o 2X° xo=2 2

Ux® +2x =Tx _ —ootoo % X
c) lim = ind)= lim =—= lim =— = lim /x* = .
) X—>—o0 3x+8 —co ( ) x—— 3x xo—o 3 X—y—o0

1 —

1
4—Jx+16 0 L Hoptl _TXHG—Hm L N o5 xx+16 0

a) lim ind) = lim = =—
)x—>0 X2 O( ) X0 2x x—>o4X1/X+16 0 lim —1 —1__00
—0" x/x+16 0°
L'Hdpital
b) i \/1+3x 2 O(nd) o _3_
x—>1 X—1 0 x—>12‘/1+3x 4
/ / _ L'Hépital
c) | 24X X 0(lnd) = lim L —1+1:1.
x—>2 x=2 0 X2 2\/2+ 2\/ -x ] 4 4 2
xX*=25  —oo . x°
a) lim ——=——=——(ind) = lim = = lim x* = .
)x—>—°°x3+2x—7 —oo( ) Koo X3 e
1-x* - -x* 1
b) lim ———=—(ind) = lim =—_.
)Hw16—3x4 —oo( ) o= -3xt 3
) conjugado n? + 3n— n?
c) lim (vx*=3x +x)={cambio x =-n} = lim (Vn* +3n—n|=co—oco (ind) = |iM ———=
Jim (Vo =3x-+x)={ b= im (V430 —n) oo o () =" Jim e
; 3n . 3n 3
= lim = |im =—.

e +3n+n "entn 2

1
[im (x~e%)=0‘-e4 =0-e” =0

x—0"

a) Ilm(x e/) O-e%:

x—0

lim x~e%)=0*-e%* =0-e” =0-c0(ind)= lim e—=—(ind) =

x—0" x—0" y =)
X

_ 1
lim /Xz = lim &% = oo, b) Ilm(x e/) 00-g" =c0-1=00, ¢) lim (x-eyx):—oo-e":—oo.

x—0t yz x—0* X—>o0
X

1 In(2x —1 — L' Hapital
a) 1 (ind)=y = (2x 1)1 = Iny :%ﬂlein(lny):Ixiinﬂln(j)i1 Y :%(ind) i Lim2X2_1 —=2—
:!(im(lny):In(lximy):Z:IXimyze ,
. . o L' Hopital
b) lim x% =eo® (ind) = y =x** = Iny = 2% 5 lim (Iny) = lim 27X —*° (ind) = lim (Iny) =
X—>o0 X X—o0 X=X oo X—o0

—lim2=0= Iim(Iny)=ln(|imy)=0:>|in}y=e°=1.

X—eo X X—>o0 X—>o0
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10.

1.

12.

13.

. X oy A _X-Inx e XX o e
c)lm(x/;) —O(Ind):>y—x2:Iny——2 :lm(lny)—Lm = (—eo)(ind)=
. 1
L'Hoépital / X
— — i X _ _|i —— |= i = i 1 = 0=
= lim (Iny) 1@ = (ind) = m_y _m( 2) 0= lim(Iny) /n(my):my e’ =1,
X2
L'Hépital
x> —8x+12 0,  2veces 6X-2 5
a) I|m#=—(md) = lim——
=2 -3x°+4 0 26X -6 3
L"Hépital
b) tim—2=8 _ing) =" im — 2 i 20X+ 10
H4\/6X_+_5 0 x—4¢ B x—>4 3 3
2+/6% +1
restamos — 3 — 2 — Y — — 3
a) co—co(ind) = lim 2 S X iy 2;( =-2.
o x° +AXP +8x+5 o= X
L'Hépital
_ 3 3veces —_
b) lim x* 3x2+x +4=9(ind) =i 24x 18=5.
-2x° —2x* —4x+8 0 -2 6
L' Hépital
\/5+ -2 O(nd) i lim 1.
x—>—1 0 x—>12,/5+ 4
— — — L'Hépital _
b) lim 4x2 19x 14:9(ind) . 3x2 —8x— 19 72 36_
=T x°—49 0 x=7 2x 147
[im —3 —i—
1/ — L'Hépital Y0 [ - - —
a) ”m—3x+29 3:g(ind) 4 Iim—3 :§:> TAxy3x+9 0
o 0 SV axBx+9 0 | 3 3 _
o0 4xJ3x+9 0
im 3x2—4x-2 3
L' Hepital 2 gy T
b) lim -2x*-2x-3 g(nd) il im 3x2 4x 22E2>:> 5 3x5—10x+3 0
=3x* —5x2+3x+9 0 =33x*-10x+3 0 m 3x2 —4x -2 13
o3 3x2—10x+3 0"
) restamos 2X4—3X3+X2—(X4+5X3+4X+20) X4
a) co—co(ind) = lim — = lim = =co.
X X° +5x X X

multiplicamos 2 —
b) 0.0 (ind) " = lim X =3) 54
=3(x-3)(2x+5) 11

n°e  jim -6x%-12x 2 veces L' Hépital 2 _ —
a) 1° (Ind) — e"lﬂwﬁx2+2xf1 =e—1 =1. b) g(lnd) — "mw :g_
e 0 =2 12x°-18x 3

a) 1" =exp ) b)— = lim =0.

|im5();2_4) e by O 2003 +x+3)
-2 X x—-3 2( X+3+1)
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14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

n°e — 0 LHopital —
a) 1°°:exp{lim 3";‘enzx}ze(’(ind) z exp{ll'm—&oszx}:e‘szi.
gx

x—0

=0 1+1g°x

b) (ij =oo, pOrque i>1.
T T

e x* —23x* +4x-35 x*

a) o—oco = l|im = [im — =oo.
) X x° +5x xen x°
multiplicamos 10 1
b) wo0(ind) = lim xxet) 1
> (x+1)(x=1)(3x-7) 2
e 7x% —x I
a) 17 (ind) =exp{lim ————— ! =e® =3/e’.
) 1 (ind) p{H“’S(XZ—4x)}
L' Hopital 3_ny2
b) g(ind) i Iim4x3 3x2 14x+4: .
0 -1 4x° —3x° —-8x+4
211
a) posibles puntos de discontinuidad x =-2, 1.

_ 9. T _ _ T T 2_ _ _
b) x=-2: lim f(x)= lim (-4x+a)=8+a= lim f(x)= lim (x*~5)=—-1=a=-9

x—-2" x—>-2
VT T r A T _ _
x_1.XI|_)n11f(x)_IX|D1)1(x 5)_ 4_XI|_)n11+f(x)_IX|£n>1(bx+3)_b+3:>b— 7.

Posibles puntos de discontinuidad x = —1 (DEN =0), x =1.

im 2 "2,
x=—1f(N)="2= T S\ % = discontinuidad inevitable de salto infinito; x =1:

im = "=
o x+1 07
lim £ (x) = im 2% =1= fim f(x)=lim(2x° ~1)=f (1) = es continua. Luego, f es continua en R —{~1}.

X1 x->1 X +1 x—1*

i = |j 2_ =a= | =i " = =
Xll_)ngif(x)—lm(x 4x+a)=a lim £(x) 1@0(1 K)=1=a=1.

1

2_ .
Queda f(x)=1" 24X?|'1,SIX$0.
1-x%,8i x>0

Posibles puntos de discontinuidad DEN =0= x = 1.

f(x1)= 0% = lim f(x) = o= f es continua en R —{+1}, y presenta discontinuidades inevitables de salto

infinito en ambos puntos.

Como f es continua f (0) = lim f 1 = lim 1 =0.
noe (n ) ne=2n+3
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22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

lim f(x)=f(-1) , . _
= s6lo es correcta si f(—1) =1,

x—2 x——1
jm f x+2)=f(2)}:>C°”e°ta ) {| m (x—1)=—1

x—0

} = Correcta; d) XILnJSf (x)=f(-5)= Correcta;

limf =5=lim[f(x)-5]=f(1)-5=5-5=0
&) 1. = Correcta;
lim[f (x)-5]= :>I|mfx(_>)1():5
im  (x) = (4 f
- | tasif(4)=—4
f) im (h—4) =4 = s6lo es correcta si f (4)

f(x) = 2sen2x — x> cos 2x —1= continua porque lo son las funciones que la componen;

f(0)=—1<0;f(%)=

Bolzano

1>0 = Jce (0%) tal que f(¢) =0.

a) I|mf —I|m|3 X|=|-4|=4; I|mf( )—Iim7(ax+4)=7a+4:>7a=0:>a=0.

|3- X|,SIX<7

, y su grafica es la que aparece a la derecha.
4,six>7

b) La funcion queda f(x) = {

[f (0)|<[0]=f(0) =0, porque un valor absoluto o es positivo o nulo;
lim |f (x

x—0

)| < lim|x|=0= limf(x)=0=F(0)=f es continua en x =0.

Para que sea continua, x = 3x —x*> = x> —2x = 0= x =0, 2 son los Uinicos puntos en los que la funcién es continua.

a) DEN=0= x*-3x+2=0= x=1,2= en principio Dom f =R-{1.2}.

b) posibles puntos de discontinuidad x =1y x = 2.
x(x=1) x|

(x=1)(x-2)  x-2|,_

Factorizando

x=1f(1)= % (ind) = =—1= discontinuidad evitable.

x=2:1(2)= % = discontinuidad inevitable de salto infinito.

Redefiniendo la funcion su dominio seria Dom f = R —{1}.

¢) Asintota vertical x =2, se aproxima: lim f(x) = —=—co, lim =—=co,
x—2 x-2" Q0
2 _ x2
Asintota horizontal: lim — = lim —2 =1=y, =1. Se aproxima como:
xote X2 _3x 42 xobe X

sgn(f - )_Snxz——x_1 — san 2x -2 ~sng <0,cuando x 5 —eo = f <y,
’ V)= X*=3x+2 =% x*=3x+2 =59 x ||>0,cuando x > eo=f >y,

X =4 [NUM=0=x=+2
=53 o |

DEN = 0 x = +1 = Domf =(~===2]U(-

11)U[2,%)
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(oo, =2)| (=2,-1)| -1, 1) | (1,2) | (2, )

(x+2)(x-2) | + I I
e I I e I B

b) Asintotas verticales x = —1, x =1. La funcién siempre tendera a <, porque siempre es positiva.

2
lim = lim \/g =1=y, =1. Lafuncion f va siempre por debajo de y,,, porque x> —4 < x* —1.

x>t | ¥% —1 x>t \| ¥

29. DEN=0= |x|=1=x=t1=f(-1)= %2 = discontinuidad inevitable de salto infinito; f (1) = % =

discontinuidad inevitable de salto infinito.

lim 2_x -2 2__ . 2X 2 2 __
AAVV B 1 x——1" 1 |X| O_ h . _1 x—1 1 |X| 0+ -
== % -2 it I N
lim — =—o0 lim —=—=—o0
X1t ] — |x| o+ ot 1—|x| 0

—x* +1

flixX)= —2 "

30. f(x)= 112
a) DEN =0= 2x*+2x-12=0= x=-3,2= Dom f =R -{-3,2}
b) Los posibles puntos de discontinuidad son x =-3 y x =2.

x=-3=f(-3)= % = Af(-3) = discontinuidad inevitable de salto infinito.

x=2=1f(2)= %7 = Af(2) = discontinuidad inevitable de salto infinito.

f es continuaen R —{-3,2}.
¢) Asintotas verticales x = -3, x = 2, comportdndose en sus proximidades como:

) —x*+1 28 . —x*+1
||m72—:—_:—oo _2—:_00
>3 2x“+2x-12 0 .o 2x°+2x—12
. —x® +1 28 o —x% +1
im ——————=—=0 lim —————— =0
x—>-3"2x“+2x-12 0 x—>2" 2X° +2x =12
2X—+1z [im izz [im X = Feo = no tiene asintota horizontal.
it QP4 2 =12 xoke 2p% x| 2
. f(x) —x*+1 =Xt
m=lim = lim —z||m_3=__
ot xore Qx% 4 Ox? 2% xo 2x 2 =y 1x+
2 2 [ S Y
n= lim (FO)=mx) = lim [ X2 X8 1 22
xteo okl %2 +2x =12 2| o2’ 42X =12 xo=2x* 2

La asintota oblicua se acerca a la funcién del modo siguiente: sgn(f —y,, )= sgn(jx—ﬂj =~ sgn(_—”) =

-7 >08iXx > —co=f>y,,
=sgn| — |= ) .
2x <0six >eo=f<y,,
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Bolzano

31. f(x)=x+2x+1=> continua por ser un polinomio; f (1) =-2<0;f (0)>0 = Jce (-1,0) tal que f(c)

0.

10 1 10 10 7

a) limf(x)=lim(x*=3x+2)=20=limf(x)=> —=20=a-3=—= limf(x)=limM—=——=a=—.

32' ) x—3" ( ) x—>3( ) x—3" ( ):3—3 = 2:>X—>3Jr ( ) x=3g—X 3—3:> 2
x*—3x+2,six<3

b) f(x)=1 10 Separamos la funcion en sus dos componentes: f.(x) = x* —3x +2 no tiene asintotas
s six>3 1

.10 10
lim =—=

: e 10 , o i d—x 00 . . 10 B
detlpoalguno.fz(x)——4_x:>asmtotavert|calx—4:> - 0 10 ,le—4_x—0=>yH—0.

—_— =00
4 d—x 0"

La funcién va por debajo de la asintota horizontal, porque sgn(41—0

J< 0 cuando x — .

33, lim f(x)=lim(e"") =1 lim f(x )—Ilm(x+a) =(1+a)’ = lim f(x) = lim f(x):>(1+a)2=1:>1+a=i1:>{a=

X1 x—1 x—1" x—1 x—=1 x—1 a=-2

34. Continuidad : posibles puntos de discontinuidad x =5y x =6.
x=-5:i) f(-5)=0;ii) Iirr;_f(x) = IinJS(x2 +5x) =0; lim = lim x=-5= A lim f(x) = no es continua;

x—-5" X—-5 X—-5
x=6:i) f(6)=06;ii) limf(x)=Ilimx=6; I|r761 f(x)= Iin})( ! 5 =oo:>£|imsf(x):>no es continua =
X—6" Xx—6 X! X— X_ X—>!

f es continua en R —{—5,6}: en x = -5 presenta una discontinuidad de salto finito y en x =6 de salto infinito.
Asintotas : Asintota vertical: x =6y Iim+ f(x)=

AH: lim f(x)= lim (x*+5x)= lim x* =eo; lim f(x) = lim . Ilmi_0:>no tiene asintota horizontal

X—>—o0 X—>—c0 X—>—c0 X—>o0 X—>o0 (X _ 6) X—>o0 X

. L 1 : .
cuando x — —oo pero si cuando x — oo, de ecuacion y,, = 0. Como ﬁ >0, f se aproxima por encima a
x—6

¥y,- No tiene Asintota oblicua cuando x — —eo, porque ahi f es un polinomio de segundo grado (x2 + 5x).

35. y(1)=-1y(3)=9 peroy =0= x> =0= x =0¢ (1,3). No contradice el teorema de Bolzano porque la funcion
no es continua en [1,3], pues tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito en x =2¢ (1,3).

36. Posibles puntos de discontinuidad x =—1, x =0.
lim f(x) = lim (x +a)=1+a= lim f(x)= Il'rr]1(—2x3+b)=2+b:>1+a=2+b

x—=1" x—-1 x—-1"
lim £(x )_m(—zx +b)—b—JLrEl'f( )_m(e —a)=1-a=b=1-a.

Resolviendo el sistema a—b=1 se obtienea=1, b=0.
a+b=1
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37.

38.

39.

2

Continuidad : f(x) = Xz *2
X" —4

= posibles puntos de discontinuidad x = 12.

x=2.f(2)= 4 = discontinuidad inevitable de salto infinito.
0 4 f es continua en R —{+2}.
x=-2.f(-2)= 0 = discontinuidad inevitable de salto infinito.

Asintotas: AAVV: x=2,con lim f(x)=(;i_=—oo; lim f(x):(%:oo; x=-2,con: lim f(x):i=oo;

xX—2" x—2" X—-2" X

fm )= ==

o x* 42 . 6 . .
AH: lim — 1 =1=y, =1, se aproxima sgn(f—yH): sgn| — 2 >0= f seaproxima porencimaay,.

X—teo Y& X -
(x-3)° 36
Continuidad : g(x) = e = posible punto de discontinuidad x = -3: g(-3) = 0 = discontinuidad inevitable
X+
de salto infinito; g es continua en R —{—3}.
2 2
Asintotas: AV: x=-3, con lim M = ﬁ =—oo; lim (X _3) = ) =oo,
-3 x+3 0 -3 x+3 0"

2
AH: lim f(x) = lim X _ lim x =+e0 = no tiene AH.

X—>too X—teo ¥ X—>too

AOb:m = lim 1% = jim (x=3) lim X—2=1;n= lim (f(x)—mx)=lim M—xJz

Xote ¥ Xx—teo ¥ 4 3y X—>Feo XZ X—>+oo X—>Foo X+3
x> —6x+9—x*—3x —9x 36
lim = lim —=-9= vy, =x-9, consgn(f — =sgn| — |=
X—>too X+3 Xt ¥ yOb g ( yOb) g ( 3\)

36 \|<0,cuando x — —e=f <y,
x ||>0,cuando x > e =f >y,

Continuidad : DEN = 0= x* — x —2 = 0 = Posibles puntos de discontinuidad x = —1,2. x =—1:f(-1) = %3 =

discontinuidad inevitable de salto infinito.

factorizando 2 -2
f(2)=9(ind) “y (x2)(x )=X+2| =£=> discontinuidad evitable.
0 (x+1)(x=2)  x+1|_, 3
Asintotas : AV: x =~1: m £(x)= 8—3 = <o i £(x)= ;_3 —oo;

x* -4 x? X—2 1
AH lim = lim —=1=y, =1, se aproxima: sgn(y — =sgn =sgn| — |=
Jim = im Y p an(y—yu)=s9 (XZ—X—ZJ 9 (X]

_{<Ocuandox—>—oo:>y<yH

. No tiene oblicua por tener horizontal.
>0cuando x > o=y >y,

40. En un polinomio de grado impar cambian los signos de los limites en co y en —c0. Asi, podemos encontrar un intervalo

en el cual el polinomio cambia de signo. Como es continuo, de acuerdo con el teorema de Bolzano, se anulara en un
punto del interior de dicho intervalo. Por lo tanto, al menos tendra una raiz real.

Los polinomios de grado par no cambian de comportamiento de oo a —co, por lo que no podemos afirmar que vaya a
tener alguna raiz.
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UNIDAD 8. DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)
1 3sen2x —1 . 12c0s2x
A yr—/——— Y ———;
3sen2x +1 (3sen2x +1)

b) y=x2~lnx:y'=2x~lnx+x2-1=2x-lnx+x=x(2Inx+1);
X

—senx (cosx” +senx” ) —2x(—senx’ +cos x* ) (cos x +1)

o= (cosx2+senx2 )2

[2x cos x +2x — senx | senx® —[2x cos x + 2x + senx | cos x*

(cos X2 + senx? )2

3 (X2 +1)-x*-2x  x*(x*+3
P e = o )
X +1 (x*+1) (x*+1)
' -1 -1
b) Iny=3arcsen(x—1)lnx:>y—: 3Inx +3arcsen(x ):>y': 3inx +3arcsen(x )‘X3arcsen(x—1);
Yo 1=(x=1)° X —x(x+2) X
NS 0 _alei-dx 4 A4 )-8 164
TN IO B (e (4]
—x* +1 —x* +1 =3x% (X +x=6) = (=" +1)(2x+1)  —x* —2x* +18x% —2x -1
3. ay=— = =y'= ( )~ I )= ;

2x% +2x —12 2(x2+x—6) 2(x2+x—6)2 2(x2+x—6)2
b) y =xe™ =>y'=e‘*2 +x(—2xe‘*z)=(1—2x2)e‘

iox . (Bx=1)(x+2)-(3x —X) 3y 112x—2
c)y= =>y'= 5 = .
X+2 (x+2) (x+2)
15x* —12x

4. a)y=h(5x°-6x’+7)=>y'=—V0r " -
)y ( ) y 5x° —6x2+7
2x-5
b) y=vx*-5x+3=y'=———;
2Ux*=5x+3

2,2 1 eZX —862X
5 a O X = y'=2xtg2x* —; b) y= =y'= ;
)y cos 2x° y'=2x1 082X )y -4 ) (ezx_4)2
8(x—1Y ' 1 4 3 - 8(—x*+4x-3
C) y: ( 3 ) —8(——— } [ \):>y =8(—2+—3——4J:>y =¥.
X X X X X

—3x

, X+ 5x° (X +1 T\
x«/ﬁ; c) Iny_ In(x ~1)=y'= {%In(x _1)+2(x(5——1))].( X —1) :

7. a) y=7e""-3x"+5x=y'=14e""-12x> +5;

1 3-2x
b) y= =y'= . ¢) f'(x)= : - _
)y ¥—3x+2 (x2—3x+2)2 ) (%) X x(xP 1)

6. a)y=xe¥=y'=e>-3xe=(1-

b) y'=




10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

x—1)(x=2) x*-3x+2  (2x=3)-x"—(x"=3x+2)-2x 3x*—4x 3x-4
R [ I NI o) i i ) o O Q- 3
X X X X X
o 2(x*-4)-2x-2x  -2(x*+4)
) y=mF—=VY'= = 7
AT ()
5x° . 15x3(5x°—7)=5x"-15x"  _105y2
) y=—p—==y'= - = =
o =1 (5x°-7) (5x°-7)
a) y =sen(x* +2x) = y'=2(x +1)cos(x* +2x); b) y=X\/;1_1:>
X =)= (x/x 1 ﬁ_i_ xx_3x
:>y'=( 2&( ) ( ): X\/_+1:>y'= 5 5 +1=x\/;—3\/§+2
(x=1)’ (x—1) (x =1y’ 2x-1
a) y'=(6x2+10x+3)exz"; b) y'=ixz.
(4x*-5)
a) y'= —senx b) y' = 1
1+cos’ x 2f—x(x+1)
a) Y'=1|n(1+x2)+ 2 :1In(1+x2)+1' b) y'= ¢
2 1+x* 1+x* 2 \ 1—e
X+3y 7
'= =y'(2)==,y(2)=4.
V=3 @)=3 @)
X+3 3
=2 "(3)==,y(3)=-3
V=5, (3)=5v03)
1
a) d—f df dx =T X COS Tyt 1| —E :1cos ﬂ ; sale lo mismo que derivando f(t):sen ﬂ :
dt  dx ot 2 Zﬂ 2 2 2
T
p F_dxd 'iz-(—Ze‘z‘) = 2; sale lo mismo que derivando f (t) = 2t.
dt dx dy dt  x(x-1) y
a) y escontinuaentodo R ; y'= —;2: DEN =0=> x =-5= Ay '(-5)= y es derivable en R —{-5}.
33(x+5)
" six<0
b) f(x)= ; X es continua en R porque lim f(x) = Iirgj(x):o. Sin embargo,
X ,Six=0 . -
4+2x
12 3 12 3
{07 )=- =——#f"(0")= =—=f es derivable en R —{0}.
©) (4-2xy| 4 ©) (4+2x)'| 4 o
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17. lim F(x)=a-+1= lim f(x)=—>:f (07)=a=f'(0 ):Z:>a

18. a) y=v2x* +5=y'= 2 .Como DEN #0=> es derivable en R.

V2x* +5

b) f(x)=In(4x*—1)= Dom f ={xe R/4x’ -1>0} = 4x* ~1=0=

(—OO ’_1 /2)

1))

(1fp,00)

1
X=15= [sgn (@) |+

+

Domf = (—oo,—%) U(%,oo) = f es continua en su dominio.

fi(x)= 7 8 1 Vemos que ' puede ser calculada en todos los puntos del

2

dominio de f, por lo que podemos concluir que f es derivable en (—oo,—%)U (% ,oo).

¢) Escribimos la funcion usando la definicion de valor absoluto: y = {

Continuidad: f(0) = Iin;f(x) = Iirg f(x) =0= es continua.

Derivabilidad: f'(07)=—4x|  =0;f'(0")=4x| _ =0=f'(0)=0= f es derivable en 3.

ax?—b,six<—1

19. f(x)={3+ax,si—1<x<1. Posibles puntos de discontinuidad x

bx +2a, si x >1
Continuidad
_ , — i 2_
¢« x==1= lim f(x) XIerL(ax b)

o x=1= Iimf(x):lim(3+ax):3+a;Iirr11f(x)=Iirr}(bx+2a):b+23:>3+a:b+2a

a-b=3-a {2a—b=3
= _s =

Por lo tanto, {

3+a=b+2a a+b

=a-b;

lim f(x)=lim (3+ax)=3-a=a-b=3-a

2,b=1

Para estos valores de a y de b la derivabilidad queda asi:
fi(-1)= 4x|x=_1 =—4;f'(-1")= 2|X=_1 =2=Af'(-1)

fi(1r)=2 _ =2;f(1)=1 _ =1=3af'(1). Porlo tanto, f es derivable en R —{-1,1}.

1+x

1—|X| 1—,SiX<0
20. y= ==X . Posible punto de discontinuidad x = 0.
T+x|  [1-x _
——,six=0
1+x
_ , 1+ , ,
Continuidad: f(0) = lim f(x) =lim——=1= lim f(x) = lim
x—0" x—0 1 —X x—0" x—0
2 -2

Derivabilidad: 7'(07) =

(1x)

x=0

=2:f(0)=

(1-x)

345

. El inico punto problematico es x = 0.

1—x .
—— = es continua.
1+

=-2= 3f'(0). f es derivable en R —{0}.
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21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

. Posible punto de discontinuidad x = 2.

{xz—ax,sixsz
5x+b,six>2
Continuidad: Xll_)n; (x):Li_)rr;(xz—ax)=4—2a;Xli_)n;f(x):le’_>rr;(5x+b)=10+b:>4—2a:10+b
Derivabilidad: f'(27) =2x—a|x=2 =4-a;f'(2")= 5|X=2 =5=4-a=>5

{2a+b=—6

=a=-1,b=—4.
a=-1

Continuidad : limf (x) = lim (—x2 ) < Iim(x2 cole <lim (x2 ) N Iim(x2 coslj =0=f(0)=> es continua en x =0,
x—0 x—0 X

x—0 x>0 X x—0

Derivabilidad : f’(x) =2X cos1 + sen1 = ﬂf'(O) pues no se puede calcular Iirr(l) senl. f no es derivable en x = 0.
X X x> X

El Unico posible punto de discontinuidad es x = —2.

Continuidad: f(-2) = X@Z_f(x) = lim f(x)=4-2n=m-8.

Derivabilidad: f'(-2")=f'(-2")=n-4=12

La solucién del sistema es m =—-20, n =16. Los puntos del intervalo son x, = x/§, X, = 2.

Aligualar por pares f (x,) =f(x,),f(x,)=f(x;)...f(x,,) =f (X, ), establecemos n —1 igualdades. Aplicando el
teorema de Rolle en cada uno de los intervalos [x;,x,,,] obtenemos que existen n—1c tales que f'(c;) =0.
Luego f' tiene n—1 raices.

El que f' tenga n—1 raices no se debe a que f tiene n raices, sino a que f toma el mismo valor en n puntos, que es
lo que exige el teorema de Rolle. Por lo tanto, no se puede afirmar el resultado inverso.

Teorema del valor medio:

f'(c):%:ﬁ(m)=f(1)+50-f'(c)2f(1)+50-2=>f(51)21+100.

f’(c)=%:ﬁmm)=f(1)+100-f'(c)2f(1)+100-2:>f(101)2201.

f(x)=x°+3tgx—5= f es continua y derivable en R— {i 2”2+ 1 ﬂ}_

Th Bolzano
f(0)=-5<0; f(1)=0,672>0 = 3ce (0,1) tal que f(c)=0.

Th Rolle

R
Supongamos que 3d tal que f(d)=0 = 3x, tal que f'(x,) =0, perof'(x)= 3(x2 +1+tg2x) >0Vxe R=Ad
tal que f(d)=0= f solo tiene una raiz.

Lsi
a) Hf(0)=01—4:>noescontinuaenx:O. b) g'(x)={_’1sls);;20 39'(0).

p()=a+b+c+d=0;p(0)=d=2;p'(1)=3a+2b+c =0

4 b:E,c=—ﬁ,d:2.

"(2)=12a+4b+c=0=a=——,
4S - 5 5 5
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29.

30.

31.

32.

33.

Unico posible punto de discontinuidad x = 2:
Continuidad: lim f(x) =lim[ x(x—-2)]= lim f(x)=limx-2=0= es continua,
x—2" X2 x—2* x—2

:%:> Af'(2)= f escontinuaen Ry

Derivabilidad : f’(2’ ) =2X —2|X:2 =2, f'(2+ ):

3 (x—2)2

x=2

derivable en R —{2}.

1
J(x-2)

Recta tangente: f'(3)= =1=riy-1=x-3=r:y=x-2.

2

x=3

T Th Bolzano T
f’(x)=—2xsenx+(1—x2)cosx:>f'(O)=1>0,f’(5}=—7r<0 = Elce(o,a) tal que f'(c)=0.

12 : 1 AL 1 ,

y0=Zx0+4x0+4,f (x0)=§x0+4:>r.y—zx0—4x0—4= §x0+4 (x=X,);

(0,0)e r:—%xﬁ —4x, -4 =—%x§ —4x, = x; —16=0=> X, =4 = los puntos son (—4,—8),(4,24)

y las tangentes: r, :y =2x,1,: y =6x.

Th Bolzano

F(1)=-1<0,f(2)=2" 22 +2-1=1>0 = 3are(12) tal que f(at)=0.
F'(x)=(x")=2"n2+%y =x",Iny =xInx=y' = (Inx+1)x" = f'(x) = (Inx+1)x" 2" n2+1=

Th Bolzano
g(x)=f'(x)-3=g(1)=-1-2In2<0,9(2)=2>0 = 3IBe(12)talque g(B)=f'(B)-3=0=f"'(B)=3.

De 1) se obtiene que p(x) =ax* + bx* +¢; como p(0) =5=> ¢ = 5. También:

p(1)=a+b+5=O,p(—\/§)=253+5b+5=0; (~o0,=V3) | (-V3,0) | (0N3) | (V3,00)
a=1b=-6=p(x)=x"-6x"+5. sgn p’ - * - +
a) p’(x)=4x(x2—3)=0:>x:0,i\/§. P D gl D| cr
Minimos en (—\/5,—4),(\/5,—4) (~oo,—1)| (- 1,1)| (1,00)
c) y méximo en (0,5). sgnp” + -
b) p"(x)=12(x*~1)= p u n | v

V I \/ p"(x)=0=x==1.

Puntos de inflexion: (—1,0), (1,0).

5n

T
2cosx—1 INUM=0=x=—=—,—
= 2 3 3.

2
(2—cosx) DEN >0

Z\/g 57 3

3

(O,T_I:) (%,m) (Eﬂ 2n) Maximo relativo en (3 T); minimo relativo en {?—?J Los extremos

sgnf| * - * | absolutos se buscan en los extremos del intervalo: f (0) = f (2 ) = 0. Luego,

f Cr D 4l los extremos absolutos coinciden con los relativos.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

f()=a+b+c=-3;f'(x)=2ax+b=f"(0)=b=2,f'(-1)=-2a+b=0==a=1b=2,c=-6.

f’(x)=e*(x2+3x—9),‘f”(x)=ex(x2+5x—6):>f"(x)=0:>x=—6,1.

(—00,~6)|(=6,1)|(1,00)
sgn f* * i Puntos de inflexion (—6, 2}, (1,-9e).
f u n | u ©
f'(x)=0=> x=1,4(doble), 7. (=0, 1) | (1, 7)-{4}] (4,00)
Méximo en (1,f(1)) yminimoen (7,(7)). sgn f' - + ¥
En x =4 no hay cambio en la monotonia. f i Dy .l

F'(x)=2(x—4)(x* =8x+7)+(x—4) (2x-8) =2(x—4)(2x* ~16x +23) = "(4) =0 y
cambia la curvatura ( f"(4”) >0, f"(4")<0) por lo que es un punto de inflexion.
x+1)(4x-1)

f'(x)=ln(2x2—x+1)+( 7y (0)=—1<0."(1)=In2+3>0.Como " es continuaen [0,1]

(2x2 -x+1>0Vxe R) y cambia de signo en los extremos del intervalo, de acuerdo con el teorema de Bolzano,
Jece (0, 1) tal que f (c) =0. Ademas, como f es decreciente (f' < 0) a la izquierda de ¢ y a su derecha creciente,
f tiene un minimo relativo en c.

x*  |DEN =0=> x =0(triple)

f,(x):1—21nx{NUM=0:>x=\/g O0E) | (V8.00)

sgn f' + -
Dom f =R* =(0, ). Maximo en (\/E,zij f 1 by
e
ax 1 0 é’zggistal 2 jax 2
im&—" = "(ind) = Im&E =& _ga=4
x—0 X 0 x—0 2
f'(x)=(1-x)e™=f'(x)=0=x=1=f">0 (f creciente) en (—eo,1) y f'<0 (f decreciente) en (e, 1).

) iy 1
Tiene un maximoen | 1, — |.
e

f'(x)=(x-2)e”" =f"(x)=0=>x=2=f"<0 (fN)en (-, 2) yf">0(fU)en (2 ).
Tiene un punto de inflexion en (2, %J
e

No tiene asintotas verticales; Asintota horizontal:
X oo,  LHopita 14
lim (xe™) = (—eo)oo = —oo; lim = =—(ind) = lim — =0=>y, =0 cuando x — o,y ademas f >y,
X—>—o0 X @ oo X—e @
pues f (x) >0 Vxe R*. No tiene Asintota oblicua.

f(0)=limf(x)=0 yf tiene un maximo relativo en (1, %):f(x) < % Vx e (0, ). Por reduccion al absurdo:

supongamos que 3¢ #1 tal que f(c) > 1 sic< 1, f seria creciente de (0, ¢); sic >1, f seria decreciente de (c, <)
e

Ninguna de ambas cosas, luego no existe tal ¢ y f tiene un maximo en (1, 1) porlo que f(x)< 1 Vxe (0, 0).
e

QES 4>
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42. ) f(a)=a’+m,f'(a)=2a=r:y—(a’ +m)=2a(x—-a)=r:y=2ax—a’+m; (00)er=a’=m=a=1/

2a=1 1
b) y=xestangenteaf < , =m=—.
m-a“ =0 4

UNIDAD 9. APLICACIONES DE LA DERIVADA (l1)
1 1 1 1 1 2
1. a) f(a)=—,f'(a)=—==r:y——=——(x—-a)=>r:y=——x+-.
) Ha)=_.f(a)=-m=ry——=—m(x-a)=riy=-x+

b) rﬂOX=>y=0=>x=2a=>A(2a,0);rﬂOY:>y(0):§:>5[0’§j_

2
dist(A,B
=u=az+i2:>f'(a)=za—%:a4=1:>a=1;
a

c) dist(AB)= 4a2+i2=>f(a) Z
a a

f'(a)=2+ 24 = f"(1) =8> 0= minimo para a =1, siendo los puntos A(2,0), B(0,2) y la distancia minima 22 u.
a

2. Funcionaoptimizar: V(x)=x(80—-2x)(50—2x) = 4x’ —260x* +4000x =
« 80-2x . V'(x)=12x* —520x +4000; V'(x) =0 =

»

X
X 1 50-2x

X, :%(absurda); x,=10;

V"(x)=24x—520:>V"(?J=280>0.

=18000 cm®.

V"(10) = —280 < 0 = el volumen de la caja es maximo cortando un cuadrado de lado 10 ¢cm y vale V.

max

3. Funcidnaoptimizar: A(x,,y,)=X,-y, Relacionentrelas variables: y, = iz +1;
Xo

A(xo)=Xi+x0:>A'(xo):—%+1:>A'(x0)=0:>x0 :2;A"(x0)=%:>A"(2)=1>0

0 0 0
el rectangulo de area minima A, = A(2) =4 u? es un cuadrado de lado x, =y, =2.

4. a) dist(P,Q)= X2V+h2+ (d=x) +h = f (x) =vdist(P,Q) = x* + h* +J(d —x)" +h?

v
X d-x 4 A 5"
f'(x)= - =f'(x)=0=seni=senr=i=r;
) Ny \/(d—x)2+h2 )
h? h?

f"(x =f"(x)>0VxeR=

= +
\/X2+/‘l2 \/(d—x)2+h2

el tiempo invertido es minimo cuando i =r.

%
(%)
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Prisma de base cuadrada:

Funcion a optimizar : S(x,y)=4xy + 2x°.
1000 4000

X

2 2

Re lacion entre las var iables : x*y =1000= y =

—=3S(x)=

S'(x)=- 4000 "(x)=0=x=10;8"(x)= 8080 +4=35"(10)=12>0= el gasto minimo es
X
S, =S(10) =600 cm* para el cubo x =y =10 cm.
Prisma de base octogonal :
Funcion a optimizar : S(x,y)=28xy +4x’ -tg 67° 30".
Re lacion entre las var iables :
500 4000
2x*tg 67°30"y =1000= y =——————— = S(x) = —————— +4x*1g 67°30";
I / = g 6730 () xtg 67° 30" g
() =0 Btg 67030' = S (x) = 0= X = 3| — 0 24,4103,
x“tg 67° 30’ tg” 67° 30’
S"(x)= 38& +819 67°30'=S"| 3 f& =249 67° 30' > 0 = el gasto minimo es
x°tg 67° 30’ tg° 67° 30"
S, =S| 3 1000 =563,5114 cm? para un prisma octogonal de lado x = 3 25$ =4,4103 cm y
tg 22° 30" tg? 67° 30"
altura y = 3/500-tg 67° 30" = 10,6475 cm.
Funcionaoptimizar: V (r,h) = -r’h.
. . 2 150 - 27 - r? 3
Relacion entre las variables: 27 -r°+27-r-h=150=h :2—=>V(r) =T75r—m-r’;
Ter

V'(r)=75-3zr*=V'(r)= O:r—i v(r )——6nr=>V"(¥]=—30~/;<0=>

el volumen maximo V., = V( 5\/_) 250Jn =141,0474 cm® se tiene cuando el radio es r = i
T /
y la altura doble que el radio h = 10V =2r=5,6419 cm.
T

Funcion a optimizar : U(x,y)=100x]y.

Relacién entre las variables : 1800x + 3000y =81000= y = 1% 5_ E ;

2
_ U(x
U(x)=100x /135 3X:>f(x):[ ( )] =135x" -3x* = f'(x)=270x - 9x* =
5 2000
)

=0= x=0(absurda), 30; f"(x)=270-18x =f"(30) = -270>0= la produccion maxima
u. =U (30) = 9000 unidades se tiene contratando 30 empleados y comprando 9 maquinas.
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VX2 +36000 800 X 2x

8. Funciénaoptimizar: S(x)=t, +t,= F(x)=100S(x)=f'(X) = ————==-1=

100 Jx2 + 360000

= f'(x)=0= 3x* = 360000 = x = /120000 = 200+/3; el tiempo invertido es minimo si se recorren
X =200~/3 = 346,4 km campo a través y 800 — 200+/3 = 453,6 km por la carretera.

9. Funciéna optimizar: A(x,b) = XTJ’b 60 =30(x+b).

2y+b:280:>y=&2_b

2
=60+ X221 5 20-b\ _gsng4[ X0
2 2 2
2_ 30(3x? — 5670x — 64000 180(x* —560x + 73600
_x-pa000 o 30 ):>A'(x)= ( ):A'(X)z():

= A(x)= ;
2x—560 2x— 560 (2x - 560)

=280 —40/3 = 210,718; x, = 280 + 40~/3 = 349,282;
A"(x)= 3456000

(2x—560)°
A = A(280 —40\/5) =10564,617 cm? se tiene cuando x = 210,718 cm, b=141,436 cm e y =69,282 cm.

Relaciones entre las variables :

= A"(x,)=—0,043<0; A"(x,) = 0,043 > 0 = El &rea maxima

nr?

10. Funcién a optimizar : A(r,h)=2rh+—— 10— (2+m)r

2

=h= :A:%[ZOr—(4+n)r2]

Relacion:P=2h+2r+zr=10

Alr)=10—(4+7)r = A(r) =0= 1 =0 A%r) = —(4+7)<0= méximoparar=— " m;h=—"_
441 447 41

1 1 1 (1Y 7 7 7 17
15min=—h=T| - |=2-——| = | =—: T(t,)=2t, - t’ =— =t -2t + —=0=t =—,—= hande
1. 4 [4) 4 [4} 16 (h)=2~% 16 " "% 16 4’4

pasar 90 min(%hj.

T(t)=2-2t=T(t)=0=1t=1;T"(t)=-2<0= latemperatura méxima se alcanza al cabo de 1 hora, valiendo
T+ =T(1)=1. Como no se obtiene ningtin minimo relativo, la temperatura minima debe encontrarse en alguno de los
extremos del intervalo: T(0)=T(2)=0=T,_, =0. Dicha temperatura minima se produce a las 0 ¢ a las 2 horas.

12. C’(x)=%—4—520:>C'(x)=0:> x = 313500 =3i/5oo;c"(x)=%+ﬂ:>c"(i/135oo) =%<0: el gasto

X

minimo C,,, = C(3\/50 ) jﬁ = 28,348 / se tiene para una velocidad de 33/500 = 23,811 nudos.
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13.

14,

15.

16.

Funcién a optimizar: A(x,y)=x-y

_5x =
Relacién:5x+6y:3000:>y=3000 5x
X
B2 ~
Am:w:A'(X)=M=>A’(x)=0:>x=3oo,

A'(x)= —g < 0= tiene un maximo para x = 300 m, y = 250 m, siendo el 4rea maxima cercada A_,, = 75000 m’.

C()_—+3+@ —C'(x)= ——@ =0=x2=400= x=20;C"(x)= 400
X

C”(20) = 1 > (0= minimo para x = 20 unidades, con un coste minimo que vale Coin = 6(20) =23.
20

Desechamos la solucion negativa x = —20, por no tener sentido en el problema.

Funcion a optimizar: C(x,y)=5x+10y. Relacién: x-y=8=y = §
X

C(x)= 5x+@:>C(x) S—Q:C(x) 0=>x°=16=

X x=4,C"(x)= 160 C"(4)-—>0:>e|coste

es minimo para x =4 m, y =2 m, valiendo C,,, =40 euros. EI marco vale 2- 40 =80 euros.

a) 1) Domy =9R.
2) y(-x)= (—x)3 -3(—x)=—x*+3x=—y(x)= Impar, simétrica respecto del origen de coordenadas.

)
3) FNOX = x(x* =3)=0=(~/3,0);(0,0);(~/3,0); fNOY = (0,0).
)

4) Signo: (=00,~V3)|(=~3,0)| (0,Y3) | (¥3,%0)
| sgny - + - +
5) No tiene Asintotas de ningun tipo por ser un polinomio. (-1,2)
6) y'=3x"-3=y'=0=x =11 (=00 =1)|=1, 1) (1,0)
sgny' + - +
y ¢t | bl |C
7) Maximo en(—1,2) y minimo en(1,-2). -3 B3
8)y"=6x=y"=0= x=0= Punto de inflexién (0,0).
(-00,0) [(0,00) (1-2)
sgny” - *
y n U
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b) 1) Domy =R-{£2}.

(%) __x

2) y(-x)=

(x4 x4

= = y(x) = Par, simétrica respecto al eje OY.

3) FNOX=y=0=x=0=(0,0)= La funcion corta a los ejes en el origen de coordenadas.

5 NUM >0 en % —{0} (~o0~ 2)|(= 2,20} (2, 00)
DEN=0= x =+2 | sgny + - +
X 4 X 4
T il T
B)AAW: x=—2= 177X~ X =2 X -
x4 X2 4
M ==~ M= =
x—-2% -4 0 x=2" x 4 0
X2 X2
AH: lim — i lim — =1=y,, =1. No tiene AOb por tener AH.
X—yteo ¥© — X—teo ¥
sgn(y—yH):sgn( 24 )>0,cuandoxeioo:>y>yH.
X —
6 y'= _8x NUM=0=x=0 (-00,0)-{2} | (0,00)-{2}
y _(,(2_4)2=> DEN>0en®i—{+2} sgny’ |+ -
Ct D]

7) Méximo en (0, 0).

8(3x* +4 NUM >0
8) y"= (—3) = { .= No tiene puntos de inflexion.
(x2—4) DEN = 0= x =2 (triple)
(-00,-2)|(- 2,2)|(2,00)
sgny" + - +
y U n U

17. a) 1) Dom y =R pues el denominador es positivo siempre.
1 1
2 —X) = =
) S e
3) fNOX =y +#0= Nocortaal eje OX; fNOY = y(0)=1=(0,1).
4) La funcion es siempre positiva, porque los son su numerador y su denominador.

= y(x) = Par, simétrica respecto del eje OY.

5) No tiene AAVV; AH: lim

=0=y,=0;y>y, porque y es positiva.

x4 x2
6) y'= _2X2:>{NUM=0=>X=0 (=00,0)| (0,00)
(1+X2) DEN >0 sgny'| + -
7) Méaximo en (0,1). y | ¢ | D
. BxP=2 NUM=0=>x=i£ o[ N33
8 y"= = 3 = Puntos de inflexion | ——,— |;
(1+%°)" |pen >0 34
oo -3 )| (F3-43) | o)
%~ 73 373 3™
sgny" + - +
y U n

V3 g}

(0.1)
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b) 1) Domy =%R-{0}.
2) No es simétrica.

{fﬂOX:(x—Dz = 0= x=1(doble) = (1,0)

fOY = Ay(0) = No corta al eje OY

4) (-00,0)  |(0,00)-{1}
| sgny - +
8(x—1)’
Illm, (X 3 ) :—_:—oo
5AAW: x=0={"" X 0
_8(x-1) 8
lim =—=o0
x—0" X 0*
8(x—1)’ 2
AH: lim (x=1) = [im 8%= lim §:0:>yH = (0= No tiene AOb por tener AH.
X—>Foo X X—>Foo X xaioox

8 <0,cuando x —» —=o =y <y,
sgn(y —yy)=sgn| — |= .
X >0,cuando X o=y >y,

; |_8(—x2+4x—3) NUM=0=x=13 (~00,1)—{0} (1,3) | (3,00)
VY = T T 0N s 0en - {0} sgny’ | - v -
y D} a1 D}

7) Minimo en (1, 0) y maximo en (3, %J

"_16(x2—6x+6):> NUM=O=>X1=3—x/§;X2=3+\/§: 32
/ x° DEN =0=> x = 0(quintuple) (3’Ej
Puntos de inflexion (x,,y,);(X,,y,) cony, =0,282;y, =1,052.

(1,0)
(-00,0) | (0x) | (xix) | (200)
sgny” i:_ i=+ ::_ i=+
- + + +
y n U n U

—2x* +8x,six <4 .
18. a) y= . Se trata de dos trozos de parabola, que se pueden
2x* —8x,six>4

representar usando el vértice y dos puntos mas.

1¥ trozo: x, = —2£ =2;y, =y (2)=8="V(2,8). Uno de los otros puntos debe ser
a
(4‘,0) y el otro puede ser (0,0). Con (4°, 0) se quiere expresar que [im (—2x*+8x)=0

x—4~

2° trozo: X, = —% =2,y, =y (2)=-8=V(2,-8). El vértice no esta en el trozo en el

que esta definida la parabola, aunque viene bien para ver la tendencia. Necesi-
tamos tres puntos. Uno debe ser (4, 0). Los otros pueden ser (5,10), (6, 24) .
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b) 1) Domy =% —{+2}.

19. a)

2) Impar, simétrica respecto del eje OY.

)
)
)
)

Z Corta alos ejes en (0,0). ~oo-2)20)] (02 [2.00)
| sgny - + - +
5 AAW:x=-2= {77 x=2= 17 :
Im;y oo Im; Yy =oo

AH: lim y=0=y, =0=sgn(y -y, ) =sgn—

X—>too

2 {<0,cuandox—>—oo:>y<yH
=

x |>0,cuandox weo=y>y,

No tiene AOb por tener AH.
-2(x*+4)  [NUM<0 _ y
6) y'=——F= = y'< 0=y es decreciente en su dominio.
(x2—4) DEN >0en R -{£2}
7) No tiene puntos criticos. | '
5 4x(x*+12)  (NUM=0=x=0 ourtefe s N (0.0 :
= 0 ,U). ! 1
)y (4] |DEN=0=x==2(trdle) unto de inflexion (0,0). :
oo~ 2)|(-20)] 02 |2.) o] O\ X2
Sgn yu _ A : i
y n u |l n | U : 5
X3 X3 N
y= T Usamos y = v (grafica de la derecha) como N

referencia cuando sea necesario.
1) Dom y =R —{1}.

3
1—x
(0,0) es el punto de corte con ambos ejes.

x3 NUM=0= x = 0
1 x> |DEN=0=x = +1
(~o0,~1)

— =4

y(=x)=

-1,0) | (0,1)

(
= ¥
J— _:+
+ +

sgny

5| = par, simétrica respecto de OY.

3

——,sixe (-1,0)U(1,)

Usando la tabla escribimos: y :‘ X -1 = 13_X . Esta funcién es siempre positiva.
- si xe (e, ~1)U(0,1)
1_X2 ) ) )
3 1 3 1
5 AAW: x=-1= lim|——|=—=00; X =1= liIM|——| = — =°.
—[1—x%|  0* =11-x*| 0°
e e
AH: fim el lim *—*= lim |x| =eo= No tiene AH.
X—>too _X X—too X X—>too

AOb: cuando x — —oo :
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3 3 3

=0=

. X X ,
= lim 3zI/m —3=—1;n=llm >+ X = lim

X X — X X—o—eo ) Xx——oo| 11— X X0 — X2

Yoo =—X:>sgn(y—)’0b)=sgn( 2jzsgn(j)>0,cuandox—>—°°=>y>y0b-
X

1-x
3 —x° -x°
Cuando x = o : m = [im =[lim—=1n=1lim| ———x |=Ilim 2=0:
xoem X —X© e —X x| 1 x? xo=1— X

1
Yoo =X=>59n(y — Y0, ) = QN ;J>0=>y>y0b cuando x — oo,

6) (=00,~V3 )| (=3 ,=1)| (=1,0)| (0,1) |(1,¥3 )| (V3 ,00)
sgny' - + - + - +
y Dy c1 Dl | C1| D] a1
7) Minimos en (—\/5, %J (\/5 3\/_]
2X(x2+3) .
-———5s -1,0)U(1,e0
g | (X7 XeEOUE=) im0 x =0 e oo de e
= no tiene pun inflexion
A PRI T | DEN = 0= x = #1(triple) o P €6 IO
———, Sixe (—o, =1 U(0,1)
(1=x%)
(el valor absoluto convierte el punto (0, 0) en un minimo). N ' , A
oo 10 [ 01) [ (1,00 N/t N
sanv' | =+ | T=+ oy | Z=4 N | é//
il SN R I
y [ u [ v u | U _ 3 A\ 3
3
— -,8ix<0
b) y={ 1-X 1) Dom y =R —{1}.
—,8ix=0
1-x
2) Par, simétrica respecto a OY .
3) Corta alos ejes en (0,0).
(-eo,=1)| (= 1,1)|(1,00)
| sgny - + -
4) Signo de la funcién
x° X
5) AAW: x=—1= - 3’( 0 x=1= e 0
| _ X
[im =— =00 - =
- 1—x2 0+ =t 1-x2 0
)l e .
AH: lim —— = |im ~— = lim (—|x|) = —eo = No tiene AH.
Xt | — x X—ykeo ) X—>oo
AOb: cuando X — —oo:
X x° 3 _
m= lim 7= lim —=1,n= lim >—X |= lim >=0=
X=X — X X——eo X X——c0 —X x—>—oo1 X

X 1
— = sgn " <0,cuando x = —= =y <y,,.
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Cuando X = oo ;

=0=

X X [ X .
m=lim 7= lim—=-1;n=Ilim +Xx |=lim 5

X0 ¥ — X x—)oo_x3 X—oo 1_X2 x>0 ] — X

1
Yob =—X=>5g0(Y — Y0 ) = sgn(—xj<0=> Y <Y cuando x — eo.

M six<0
6 y'= (1—x2)? " _ NUM = 0= x = —/3,0 (doble),\/3
X (x* +3) DEN >0en R —{x1} '
TR 0 (~00,~V3)|(= V3,0)| (0,V3)|(V3,00)
sgny' + - + -
y cr Dy | ¢ | DJ
7) Maximos en (—f,—#jy[f,—?} : minimo en (0, 0).
2
_2x(x +3),six<0 , !
8) y— (1-x?)° NUM=0=x=0 E i
y'= 2X(x* +3) DEN =0= x = +1(triple)’ : i
———,six>0 ' i
(1-x*)? : :
(~oo~N)[ -1,0) | ©1) [ (1,0)
sgny” | T=- [Toa|Eov|ETae :. Y
g .y __ + + __ mi i \\\
y n U U n '

No tiene puntos de inflexidn, pues no cambia de curvatura en (0, 0). En la tabla del crecimiento se observa que

(0,0) provoca un cambio en la monotonia.

20, 4 y=| 00 Ihsxe (1 1) Domy
: _xz(x2—1),sixe(—°°,—1]U[1’°°).

Par, simétrica respecto del eje OY.
Cortaalosejesen(-1,0),(0,0), (1,0).

4) y siempre es positiva.

5) No tiene asintotas de ningun tipo, por ser un polinomio.

R

2
3

—_— = = —

—4x% +2x,sixe (—1,1 —00,— 2
R | (=11) N (-oo.~1)| (A1~ 75)
4x7 —2x, s x € (—o0, = 1)U(1,0) sgny'| - *

y Dy cr

y':Oix:ig,O,pues
y'(-1)==22y'(-1)=2 y'(1)==22y'(1")=2.
V2 1] (\/5 1

—_— = —,— |; minimo en (0, 0).
2 4 2 4

—12x* +2,si xe (-1,1)
12x2 2, 5i x € (o0, ~ 1)U (1,e0)

7) Méximos en (—
8) yII —
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(~oo)| (-1,-Y8 ) | (Y6 Y6 ) |(VE 1) (1,00)
6 6’ 6 6
sgny"| + - -
y U n U n U
b) 1) Dom f =(—eo,2]U[3, ) —{0}.
2) No es simétrica.
3) Corta al eje OX en (2,0), (3,0) ; no corta al eje OY.
4) f positiva en su dominio.
. (x=2)(x=3) .
5)AAW:x=0:>I|rr(1)f(x)=oo;AH: lim ~————==lm = =0=y, =0 yf>y, puesf >0.Notiene A Ob.
X— X—too X X—teo ¥
g o2 152 NUM 0= x, = 533 _15+738

=2,314¢ Domf; x, =

1 =5,186
; :
XN(x=2)(x=3) | pey =0 x = 0(triple) (2 y 3 no cambian el signo)
(0,00 | (02) | Bx) | (x,0)
f' : =+ :
sgn ~ N
f Ct D] Ct D|
Aunque ni 2 ni 3 cambian el signo de la derivada, tienen
que aparecer en la tabla sustituyendo a x;.
7) Mé&ximo (xz,f(xz)) = (5,186;0,137).

8) La derivada segunda es impracticable.

+ f—
=— — =+ —_=—
+

21. a) 1) Domy =K.
2) No es simétrica.
3) No corta a los ejes.
4) Siempre es positiva.

lim i =1=y, =1cuando x — —eo
5) No tiene Asintotas verticales; AH: +e
lim ——=0=y, =0cuando x —
=1t e

X

Cuando x — —oo, sgn(y—1):sgn(1_e X]<0:>y<yH.Cuandox—>oo, y>y, puesy>0.
+e

X

6) Monotonia: y' = ( )2 < 0= y siempre es decreciente.
1+e"
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(0,00)

7) no tiene extremos relativos. (~00,0)

e (e 1) [NuM=0=x=0 | sgny" | -
Oy'=""—% : n | u
(1 +ex) DEN >0 y | n | v | \|¥
Punto de inflexion (O%) .

b) 1) Domf =R.
2) No es simétrica.
3) No corta al eje OX; fNOY = (0,1).
)
)

4) f >0 siempre.
5) No tiene asintotas verticales ni horizontales; A Ob: se separa en—oco y en oo:

X——eo| X X——o0

m= lim (e——1j=—1;n= lim (" —x+x)=0=>y,, =—x ycuando x — —eo sgn(y —yo, ) =sgn(e”)>0=

. e* oo, LHopial .
m=lim| —-1|=—(ind) = lime" =eo= notiene A Ob cuando X — co.

6) y'=e"-1=y'=0=x=0= y esdecreciente en (—o=,0) y creciente en (co,0). "\
7) Minimo en (0,1) .
8) y"=e" >0=y siempre es U y no tiene puntos de inflexion.

22. a)1) Domf=%R.
2) No es simétrica.
3) No corta al eje OX; fNOY =(0,1).
4) f >0 siempre.
)

5) No tiene asintotas verticales: AH: lim [e‘* (x2 + 1)} = oo = N0 tiene cuando x — —oo:

X——oo
L’ Hopital
2 veces

lim [e‘x (x* +1)] = 0=y, =0 cuando x — o} y >y,, pues y > 0; no tiene A Ob.

6) y'=—e"(x —1)2 = y'>0en R {1} es creciente en R —{1}.
7) No tiene extremos relativos.

8) y'=—e" (X' —4x+3)=y"=0=x=13, (~00,1) | (1,3) [(3,00)
sgny" + - +
b) 1) Domf =9R. y U n U
2) No es simétrica; es periddica de periodo T =27 Rad.; se restringe su estudio al intervalo [0, 2 |.
3) fNOX = senx =—cosx = X =3Tn,77ﬂ:> 3%0)(7%0) fNoY =(0,1).
4) Signo de la funcion 0.3 | BTy, 7% | (T 2r)
sgny + - +

359 mé 4>




(0.7 | (Mg, hg) | (y,2m)

5) No tiene asintotas de ningun tipo.

sgny' + - +
6) y':cosx—senx:>y'=0:>cosx:senx:>x:%,57ﬂ. y cr Dy cr
o T o 5t
7) Maximo en (Z\/E) minimo en (T—ﬁj 05 | @47 | szm)
" n Sﬂ 77T Sgny” - + Y
8) y"=-senx—cosx=-y=y"=0o0=x=—,—.
4 4 y n U n

AW A ANAY

N

23. a)1) Domf=%R-{0}.
oS X

2) Impar, simétrica respecto a OY’; no es periddica: f(x +27 )= 5
X+21

#f(X).

3) Corta al eje OX en (+kx,0), ke N; no cortaa OY.

4) Va alternando el signo: f >0 en 0,Z ,f<0en 1,3—7T ,f>0en 3—”,1
2 2 2 2 2
(al contrario para x <0, por ser impar).

. COSX
lim —— =—c0
, x—=0" . , . . .
5) Asintotas; AV: x=0= X : no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
COS X
[im —— =
=0t x

6) Monotonia: y'=—

NUM =0= x =—cotgx
w{ ¢ . Usando el teorema de Rolle, dado que f s

DEN >0 en % —{0}

anula en ...%,——, s existen infinitos puntos c; tales que f'(c,. ) =0.

7) Los méximos estaran donde f sea positiva y lo minimos donde sea negativa.
8) Curvatura: f" es impracticable. Hacemos uso del hecho de que la amplitud va disminuyendo:
1 1

€

f(2m)= o> 1 (4n) =~ \
; ‘ JaUlVA /\ /\ N\

A VA%
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In(1-x*),sixe (-1,1)
b) g(x)= ( ) | .
In(x* ~1),si x€& (=o0, =) U (1,0)
1) Dom g =R—{+1}.
2) Par, simétrica respecto del eje OY.

X +1=1=x=0

3)gﬂOX:>{ =(0,0)=gNOY =(0,0).

X -1=1=x=0
4) Signo: (=e0,~1)|(=1,0){ (0,1) | (1,00)
| sgng| + - |+ | +

5) Asintotas: AV: x =—1= lim g(x) =—oo; x =1=>limg(x) =o; no tiene ni asintotas horizontales

x—-1

i (1 ol i In(x2—1) i L'Hopital i 0
im In(x* —1) = o, ni oblicuas: m = lim =—(ind) = lim =0, pero
X—teo ( ) X—roeo X oo( ) X—te X2—1 P
n=lim In(x* ~1) = e, (=00 =1)] (1,00 | (0.1) | (1,00)
- - + - +
NUM:() =0 "N —=— —_= —_ = —_=
6) Monotonia: g'(x)= 22X enR-{t1}= =X S9ng | T i ¥ P
x“ -1 DEN=0= x =1
g | bj | C | D] C1

7) Maximo en (0,0).

=2(x* +1)
8) y"= E 1)2 enR-{t}=y"<0= yes en R—{=1}.
X j—

1 -3 3 -3
2) a,=1(0)=12,='(0)=— | =1/ (0)=— > | =T24-"5
24. 3 %=/(0)=14=""(0) (14x)% ( 4(1+x) T8
x=0 x=0
21 217 3., 2
mo)y=—21 0 2B T )z tex- 2 e
(e 6@ ()= tex—gat X
x=0

b) a,=Sh0=0,a,=f'(0) = ChX|X:0 =1,1"(0) :th|X:0 =0,a,=0,f"(0) =Chx|X:0 =1,

3
a3=%:>8hxzx+x—|.

c) a,=Ch0="1a,=f'(0)= th|x=0 =0,f"(0)= Chx|x=0 =1a,=1f"(0)= th|x=0 =0,

X2
a.=0=Chx=1+—.
’ 2!
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UNIDAD10. LA INTEGRAL

4 3 A
1. a) J.(x3+4x2+7x%)dx:x—+4i+3sx +k.
4 3
3 9X2
b) [(—x* +9x+1)dx=—2+ 2 4 x+k.
JETE
2. a) _[ 324 Tl e dX:3x—gIn|x|+£+%+k_
3x 4 3 2 ' x

b) _[[ 5 —7cosx+9e" — 8 de=5arctgx—7senx+9e*+8arccosx+k.

1+ x° J1=x2
3. a) J( cos72 ; —x —2x7de = 7tgx—8§/;+#+k.

4 3
b) j(3x3—7x2+8x—4)dx=3i—7i+4x2—4x+k.
4 3

1-x°

4. a) J.(gx%+5$enx+ ]dx:§W—5cosx+3arc senx +k.

., 5 . 9x?
b) _[ 8e* —=+9x+6 |dx =8e" —5In|x|+——+6x+k.
X 2

N

3
X+ X+k.
4 3

5. ) J(6+6tgzx—5x% +xy2)dx:6tgx—

b) f gx'%+4x‘5—33enx)dx=g\/;—x1—4+?>cosx+k.
3 2 53, 2 ¥ xt X
6. a) J(x +1)(x —1)dx:f(x —x*+x —1)dx:g—7+?—x+k.
, 4 41 7x* -5
b) [4x(7x" -5) d;(7x* ~5) =14x:aj14x-(7x2—5)3dx=ﬁ-z(7x2—5)4+k=%+k.

7x , 7 6x 7
c) jmdx;(4+3x2) =6x:>gjmdx=gln(4+3x2)+k.
z=1-9x" . 5 1
3 2 _ _ — —
7. ) J.5X\/1—9X dx = S A8y d = dz —J.5X-Z 3T8X_—EJ.Z Sdz =
—18x
2\%
——iz%+k:_5(1_gx ) 3 +k
24 24
4 1
b) [———dx=_In[5+8x|+k.
5+8x 2

c) |3xcosx’dx = gsenx2 +k.
2
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— 8y? 2
oy z=8x"+1 5 dZ 3(8X2+1)A

8. a) _[ dx = I2x -z ®

38x% +1 Z'=16x=dx =

16x

J' /dz=—z/+k—
16

+Kk.
16

b) '|.3xe’x2 dx = —%e*z +k.

5cos x

J- 3cos X
5senx —8

5senx —8

9. a f?es““dx = %e“*“ +k.

dx;(53enx—8)':5cosx=>%f dx:gln|53enx—8|+k.

b) f3e‘*dx =-3e " +k.

O [ —dx=—Linfs-5x+k
3-5x 5
z=x"+6x-4 Scrd) . .
- | = . =_|nz+k=_|nx2+6x_4+k.
0 =2 J z  2(x+3) 2 2k =3 | |
2x+6
z=7-3x* J . .
b) dz .[SXG z =—_ez+k=__e7—3x2+k.
dx = ()¢ 3 3
—6x
z=¢e"
d 9¢” 9z dz
C dx = dx = =222 —9arc taz + k =9arc toe* +k.
) J.eXJre_X '[ R v J.zz+1 z g 9
eX

1. a) J.sen4x(1—cos2 4x)dx :J‘sen4xdx—J.sen4xcos2 Axcl = - cosdx +—cos? Ax + k.
4 12

cos14x +1 1
b) j—

ax :—sen14x+£+k.
2 28 2

c) Isenz 3x-(1 —sen’ 3x)-cos 3xdx = _[senz 3x-c08 3xalx —J.sen4 3x-c0s 3x-cx :%sen3 3x —%sen5 3x +Kk.

12. a) J' w :—J. cos’ 10x+200310x+1 :—J. cos20x 200310x+§ ax =

2 2

1 1 3 1 3 3 3
=—sen20x + —sen20x +—X+k =—sen5x-cos’ 5x + —sen5x-cos5x +—x + k.

160 8 20 40 8

=sent
b) 6'[ / :121\/1—sen2t cost-dl‘=12fcos2 tdt =6I(c032t+1)dt=33en2t+6t+k:
dx 2cost-dt

2 [ 2
=6sent-cost+6t+k =3x /1—(%} +6arc sen%+k:¥+6arssang+k.
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u=x*-5= du = 2xdx _(X2_5)e—2x U=x=du=adx
13. a) _e—ZX =—+'|.X6—2de; J.XG_ZXdX — _e_zx —

dv=e¥dx=v= 2 dv=e¥dx=v=
_ 2K g e (9-2x-2x*
xe’ + I‘zxdx_ X ¢ :>_[e‘2x 2—5)dx: ( )+k.
2 2 4
dx
=hx=du=— s 4 4 4
4Inx -1
b) X =xInx_lj-xsdxlenx_x_+k=w+k
X 4 4 16 16

dv=xdx=>v="
4

—2arc cos x

— xarccosx
1—x? t=x(arccosx Y,
V1-x ( ) +2f —=—= = ¢

u=(arccosx)’ = du=

dv=dx=v=x

—adx
u=arccosx = du=
2
J-xarccosx B Vi-x =_«/1—x2-arccosx—_|.dx:>
NES'S dv=—2 = v=—1-x°
V1=x?

= j(arc cosx)” dx = x(arc cos x)” —2v/1—x?-arc cos x —2x +k.

ax

u=arctgx = du=

1+x% | xtarctgx 1; x° X X
a) s = g ——J zdx;f > dx=.|. X—— X =
) X 3 391+ x X°+1 X +1
dv=x dx:>v=?

X2 1, ) xarctgx  x* 1
=?—§In(x +1):>Ix -arc tgx-dx = ) Eln(x +1) +k.
=Inx:>du:%
X 3Inx - 3lnx 9
b) 2 o=
5 3)(_5 .[ 2\/72 4\/_
dv=x3dx=>v=-— 5

c) jesxsenSde = (Asen3x +Bcos3x)e*™ +k. Derivando se obtiene:

A+5B=
(3Acos3x —3Bsen3x +5Asen3x +5Bcos 3x ) e™ = e™send3x = 3A+58=0
5A-3B=1
5sen3x —3cos 3x)e™
=>A:£,B=—£=> e5xsen3xdx=( sen3x —3cos3x)e k.
34 34 34

X+2 A B
2 = + 2
X =2x+1 x-1 (x—1)

:>{X:1:>B:3}:>J-X—+2dx=|n|x_1|_i+k.
x—1

15.a) x*-2x+1=(x-1)=

=A(x-1)+B=x+2=

x=2=A=1 X* —2x+1

2 _ 2_

-1, 5(x—1) 5 :>J x* -1
4

=1+ >
X =5x+4

O eea +(x—1)(x—4) X—

dx =x+5In(x—4)+k.
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17. &) x*-1=(x-1)(x +x+1)=

3 _ _Av?
X +2 2-4x° JX+2d_+J24X _24x A B C
X+

D e T e 9% g
x=0:>B=1
_ 3
Ax(x+4)+B(x+4)+Cx* =2-4x* = x=—b=C=2 :>'|.—f +22dx=x—1ln|x|—i—ﬂln|x+4|+k.
8 X +4x 2x 8
x=1=>A:—1
8
2 A Mx+N
b) X —x?+x—1=(x=1)(x?+1) = — 7 A
) (r=1)(x+1) (x=N)(¥+1) x=1 x+1
x=‘|:>A=%
:>A(x2+1)+(Mx+N)(x—1):x+2:> x=0:>N=—% -
=— -_3
x=-1=M= 5
X+2 3 3X+1 3 3 1
ifm=§|| 1|—— =Eln|x—1|—zln(x2+1)—§arctgx+k.
z=¢"(z>0)
dx az 1 A B
= =I ; =—+ =
14" |dz=e'dx=adx=22| ‘z(1+2) z(14z) z 14z
z
=0,A=1
o) =>_|.L=Inz—ln(1+z)+k=x—|n(1+ex)+k.
z=-1,B=-1 z(1+2)

1 A Mx+N

e Rt B Sy :>:>A(x2+x+1)+(Mx+N)(x—1)=1=>

x=1:>A:%

2 ’ 1
X=0=>N=-2 I - X+ X4x+1) =2x+1=2| x+- [[-A=3=
A =1 -[x 2 x+1 ( ) ( 2)
x=—1:>M=—%
13 dx 1 2X +1
SX+2=X+-—+-= = Inx 1——Inx +X+1)——=arc t +k.
AP Pt L ) V3 g( ﬁj
Uu=x=du=dx
4x 4 _1 4x
b) o l=2 1 o= X
dv=e“dx:>v=T 4 4 16
x2
1, x 377 10 x dz 1 1 ¥
c) —J. ~dx = 3 =— s— =—arctgz+k==—arctg—+k.
9 [XZJ 2xdx 3dz| 671+z° x 6 6 3
14| 2= —=z=dx=—
3 3 2X
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X +4 5x —2 . Bx=2 A B x=2=A=-8
18, [——dx=|| 1+ d; === =
X*—5%x+6 (x=2)(x-3) (x=2)(x-3) x-2 x-3 Xx=3=B=13
J- X2+4
x> —5x+6
1 {—x,six<0 1

dx = x—8In|x —2|+13In|x - 3|+ k.

0 1
X six>0 :>_f1(|x|+x+1)dx=£(—x+x+1)dx+{(x+x+1)dx=

19. J(|x|+x+1)dx =|x|=
el
0 1
= Idx+j(2x+1)dx =X
0

-1

214223,
x=0

jf (x)dx

0

20. f(x)=x*-4x=f(x)=0=>x(x"-4)=0=x=-2,02= A= + =

.Tf (x)dx

F(x)==-2x"=1F(0)=0 == A=|F(0)-F(-2)|+|F(2)-F(0)|=4+4=8u".

FB)=2 |
:>'|. > 4dx=F(\@)—F(—\/§)=O.

21. a) J.%dx=_|.(3x+ 122_)(4)dx 3)2( 6In|x —4|

2 _ x=0,A=—1
p XH_qxt xt AL B A(x+1)+Bx=x—1:>{ }:>

X2 +x X +x o x(x+1) x x+1 x=-1B=2
=2+In2-2In3 2,2
= F(x)=x+In|x|-2In|x+1= :>I il dx:1+3|n2—2|n3=1+|n§ In8—e
=1-2In2 | x(x+1) 9 9
(2x-1)’ 4x* +1-4x 4x 1 2
22. a) j4 o k= YR dx—j(1—dex=x—§ln(4x +1)=
In17
F(2)=2-2L RN
- 2| i :j(sz 1: dx=F(2)~F(-2)=4.
F(-2)=—2-1 o
2
2
) {X z }f 6z°dz —GIZdz _[(z ~-7*+z —z+1—Ljdz:>
dx =62%z| Y 22+ 7 Z+1
F(z):%—%+22 -3 +62 - 6In|1+z|:>F() 6‘{5_ et ~6in1+x|;
47
F()==f-6n2| 1 2
=% :f\/,\/i/,dx=F(1)—F(0)=%—6l 2
F(0)=0 DNXFX
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23.

24,

25.

26.

-2x,8i x<0

f(x)=4x-1,810<x<2= Como los limites de integracion son x =1, x = 3, integramos

3x—5,8i x>2
f1(x):x—1,f2(x)=3x—5:>f1(x)=0:>x:1;fz(x)=0:>x=§<2. La funcién es continua en x = 2,

pues lim f(x )—I|m(x 1)= lim f(x )-i&n;(Bx—S)ﬂ.

x—2 x—2"

2 3 2 E()=——
El area vale A = [ (x—1)d|+|[ (3x - 5)dx:>F()=X7—x:> =3
| 2 F(2)=0
F,(2)=—4
Fz(x):3i—5x:> 3:>A:1+§:3u2.
2 HORE 2" 2

3
a) _([#dx:a:ﬂn(xﬂ)ﬁ::In4:a.
a1
b) | —dx=3=1 1
) e x=3=In(x+1)] .
3

c) 1= 5:>In(x+a)| X In(3+a)—|na=|n3 =5= =¢°=3+a=a-e’'=
o X+a =0 a a

=h(a+1)=3=a+1=¢’=a=6"-1.

=>3:a-e5—a:a(e5—1):>a:65_1.

f(x)=xex2 =>f(x)=0=>x=0=A=

2

2
fxe” dx
0

:>F(x)=%:>

=x*-3x*+3x-1=0=

3x XX 3

s+ |dx=H(x) == —-—=——arctg— a

8 16 3 NI

5\/§_t 5\/_71

H()=—-2 — == : = = =
:()16 3ang§ 16 18 (0)=0= 16 18
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2x—x2,si x <1 2X—x2=0=>x=0,2
=

ﬂOX:{

27. Alavista del grafico, h(x) =y —f(x)= {

1—Inx,six>1 1-Inx=0=x=¢

=A =.1[(2x—x2)dx+j.(‘|—lnx)dx H, (x)=x? —?=> ; H, (%) =f(1—|nx dx =

3
0 1 H,(0)=0

dx 1
_Ju=T=Inx=du X =x(1—|nX)+JdX=X(2—Inx); { 10) }:>
dv=dx=v=x Hy(1)=2 7
_ 1
= A=H, (1)=H, (0)+H, ()H, (0)=e—+ =24 1 3852,
2 2
28. h(x) =——\/7:>h o:%:@:x‘—8x=0:>x(x3—8)=0:>x=0,2=>A=fh(x)dx:>
0
x* /8x3 H(0)=0 4 ,
=H(X)="—- = 4t=>A==u",
6 3 H2)=—- 3
3
0 Ja
29. h(x)=x* —ax=h(x) =0=>x(x*~a) =0= x =—a,0,\/a= A=/ [ h(x)dx|+| [ h(x)ox|=
—Ja 0
aZ
H(—a)=-=
X' ax? 4 a> a* & a’
=S HxX)==—-Z-=1H(0)=0 =A=2 12 =2 "5 —4=a°=8=a=+8=22.
4 2 ) 4 4 2 2
a
H(va|=——
(Va)=-3
Ruffini -2 1 X4 5X
30. f(x)=x*+5x" +2x 8= f(x) =0 = x =—4,~2,1=> A=| [ F(X)dx| +| [ f(x)dx :>F(x)=T+T+x —8x=
4 _
16
F(—4
(4=
Y PP BN ‘___‘ ‘____ 253 ,
3 12 3
61
F(1)=—
=-2
4 4
3. F(x) = 27x =X+ 362 sk Ft) = 27— 1428 k= 26,75 =5 k = =28 s Fx) = 27x =X 4 S =38
4 2 4 2 2 4 2
3 1+X2:t2:>X2—t2 1 3 t t2—3
32, [—dx= - X—@_j gt = [(£2-1)ot = F(t) = t—t=u:>
1+ x2 2xdx =2tdt = dx = 3 3
X
25
Jred (e -2)  |F@=5 2 2(V5+1)
=F()=——p— = =/= ~F(0)=———=2187
0

368 mé 4>



33. h(x)=f(x)—g(x)=x3—x2—2x:>h(x)=0=>x(x2—x—2)=0=>x——1 0,2.A

2
Jh(x)dx:>
-1 0
H(—1)=—%
43
:>H(x)=%—%—x2:> /-/(0):08 :>A=|H(0)—H—1)|+|H(2)—H(0)|—12+§=$u2.
H(2)=—-=
(2) 3
=3x*+1= du =6xd.
34, j(3x2+1)e-de={“ e XX}=—(3x2+1)e‘x+6fxe‘xdx;
dv=e"dx=>v=—"
u=x=du=dx
fxe‘xdx= =—xe‘*+_|.e‘xdx=—e‘*(x+1):>F(x):
dv=e"dx=>v=—"
16
F(1)=- 1
=—¢7 (3x* +6x+7) ) = [(3x* +1)e~ax =F (1)-F(0) = LI
F(0)=— 0 ¢
i X H(—ﬁ)-%
35. h(x)=x"+1-3=x"-2=h(X)=0=> x=+2 = A= J.h(x)dx SH(X)="—-2x= =
-2 3 H\/E _4\/5
(V2)=-"
8v2
:A:‘H(ﬁ)—H(—ﬁ)‘:Tuz.
u=1-x%= dx = -2xdx 2\ o
1-x*)e
36, a) |e®(1-x*)dx= e =—(—— xe #dx:
I ( ) dv=ePdx=v=—2 2 '[
U=x=du=dx F(1)=i
, xe® 1, e (2¢* +2x 1) 42
'fxe’xdx: e = +—fe’”dx=>F(x): = =
dv=edx=v= 2 2 4 1
2 F(0)=7
. 3+¢6?
:>£e2 (1—x2)dx: o
z:(e*+1)2:e“+2ex+1(z>0)
b) J~e“+ex dx—J. e +e . _J-e2*+ex az
) a2 X T 2% X _ z - ) 2x X
(e +1) e” +2e" +1 2'=2(e" +e ):>dx_2(eZX+ex) z (e +e)
——f—:—lnz_ Ine +1) I(e +1 :>fe e e In(e” +1) . =In(e+1)-I2= e
o (e +1) x=0 2
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37.

38.

39.

40.

41.

fx)=x*+ax;9(x)=—x=>h(x)=x*+(a+1)x=h(x)=0=x(x+a+1)=0=>x=—(a+1), 0=

j‘ h(x)dx

—(a+1)

A=

3 2 (a+1)’ 3
:>H(x)=%+(a+21)x :‘H(‘(a“)): 5 }:AJ"”?) =36 (a+1) =6° =

a+1=6=a=>5.

3 2 2
A=J- X dx;J. X dx='|. 1 4x+3 - 4x+3 A N B N
) X (

+4x+3 X +4x+3 x+1)(x+3) | (x+1)(x+3) x+1 x+3

x=—1,A=—%
x=-38=9%

A(x+3)+B(x+1)=4x+3:>| ]:>F(x)=x+%|n|x+1|—gln|x+3|=>

F(3>:3+%_i;6 9 3 9 7in2
:>A:F(3)—F(0):>A=3+In2+—ln—:3+In2——ln2=3——n;0,574 u
9In3 2 6 2 2
FO=-=

f"(—/3) = -6+/3 <0_
f"(\/3)=64/3>0
=> maximo en (—\/5,6\/5) , minimo en (\/5,—6\/5) ; punto de inflexion (0,0).

a) f'(x)=0:>x=i\/§:f"(x)=6x=>{

F-3=-3
. ; Xt 9x? 4 81
b) f(x)=0=x=-3,0,3= A=|[f(x)dx|+|[f(x)ox = F(x) =" === 1F(0)=0 :>A=?u2.
-3 0
81
F(3)=—
(3) 1
0 ) y=x*-4x? +4x
h(x)=x*-x*-2x=>h(x)=0=>x=-102=A= _[h(x)dx + Ih(x)dx = \
-1 0
Hi—t)= =2
fox 12 37
Hx) =2 -L —x = H0)=0 |=A=24
4 3 g 12
H@)=—
@=3 /\\

>0 y =-3x%+6x

a) f'(X)=—1+%:>f‘(x)=0:>x:i\/§; f"(x):_i:>

minimo en (—«/§,S+2ﬁ)yméximoen (ﬁ,b’—Zﬁ).

2

ff (x)dx

1

2

F)=> 3
:>F(x)=3x—%—2|nx:> 2 = A= ~2n2" = 0137 "
F(2)=4-2In2

RES 4»

b) f(x)=0=x=12=A=
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42.a) f(-2)=g(-2)=-3=>4-2a+b=—4+c=-3=c=1;f1)=g(1)=0=>1+a+b=-1+c=0=>

—2a+b=-7
{ =a=2;b=-3.

a+b=-1

b) g'(-2)=-2x| _,=4=r:y—(-3)=4(x—(-2))=r:y=4x+5.

¢) h(x)=f(x)—g(x)=2x* +2x-4=h(x)=0=x=1-2= A= jh(x)dx =

H-2)=7

—=sent

43, y=Nr'-x* =y'= :>L —Z'NH dx 2_[\/_dx J dx— r =
—-r —r I’ X {
\/ r

dx =rcos t-dt

rf F(r)=r-arc sen1:7ﬂ
=I%= rdt =rt=rarc sen’ = =L =2(F(r)—=F(-r))=2mr u.
V1-sen't ! F(-r)=rarc sen(—1):—r£

2

dx = Zn-rj dx =2mr (2r)=4mr® @

' B 2rr? _[_Zn'rs ]_ 4rr? i’

_ r/2_2. r
S—27r:|.rr xm

V=7rj.(r2 —xz)dx=n{r2x—§J

3 3 3

—r _r

’ 1

44, (shx) =chx;L,,, = [\1+chxdx =

shxdx = chx|0—ch1 1=0,543 u.

1
ﬁS:n(ﬂ—q 2,555 .
0 2

1
V= njshzxdx Z(Shzx xj =—(ﬂ—1) 1278 .

2 ) T2l 2
45, V=7r_[i2dx=——
' X

1
4l ’I—1 =4_7r u.
X 5 5

o'—._\

1,175

S= Zanhxshxdx nj ch2x —1)dx = n(s"zzx j

R




Adjunto del elemento a;. Es el menor complementario de
a; precedido del signo + 0 —, seguin que la suma i + j sea par
o impar respectivamente. Se expresa de la siguiente forma:
A= (1) M,

Algebra de derivadas. Conjunto de reglas para derivar las
operaciones de funciones.

(f£g)' =f(x)£g'(x)
(f-9)(x)=1'(x)-g(x)+f(x)-g'(x)
(

(

k-f)(x)=k-f'(x), k constante

f f'(x)-g9(x)-f(x)-g'(x)

= (x)= , 9(x)#0
gj 9] )
%)( )=— k f(x) c R

()]
fog)(x)= f(g(X)) g1x)

Algebra de limites. Es el conjunto de reglas para el célculo
de los limites de las operaciones con funciones.

lim(f (x)£g(x)) = limf (x) £ limg(x) : el limite de una
suma o resta es la suma o resta de los limites

lim (- g)(x) = limf (x)-limg (x) : el limite de un producto
es el producto de limites.

lim[ kf (

X—a

una funcion es igual a la constante por el limite de la funcién.

limf
||m(LJ(X) :M

):| =k-limf (x) : el limite de una constante por

,limg(x) = 0 :ellimite de un cocien-

-l g ||m g(x) x—a
cociente es el cociente de limites.
lim ()" = (Iim f(x)),’i”ag ¥ - el limite de una funcion

elevada a otra es igual al limite de la base elevada al limite
del exponente.

Asintota. Es la recta a la que se acerca la funcién cuando no
esta acotada en un punto (asintota vertical), o larectaala
que se acerca la funcién cuando x— = oo (asintota horizontal
y asintota oblicua).

Base. Tres vectores u;, U y U; no nulos y no coplanarios
forman una base de los vectores del espacio.

Base ortonormal. Es una base de los vectores del espacio
en la que los vectores son perpendiculares entre si, y todos
tienen el mismo médulo; modulo que tomamos como unidad
de longitud. La simbolizaremos por {7, 7, k}.

372

Cambio de variable. Consiste en cambiarle el nombre a la
funcidn cuya derivada aparece, de modo que tras dicho cambio

f—z

quede una integral inmediata: dz ¢

ax — ?
Combinacion lineal de los vectores. Una combinacion lineal
de los vectores U7, U, ...,U, es una expresion del tipo k, U+
+ ki,+ ...+ ku,, donde k, k, ...k, son nimeros reales
llamados coeficientes de la combinacion lineal.

Conjunto de vectores linealmente dependiente. Un conjunto
de vectores {U;, U, U;,...,U;} es linealmente dependiente si
entre ellos hay alguno que es combinacion lineal de los demas.
Por el contrario, un conjunto de vectores es linealmente
independiente si ninguno de ellos se puede expresar como
combinacién lineal de los demas.

Coordenadas cartesianas. Las coordenadas cartesianas de
un punto del espacio son tres nameros (x,,y;,z;) que lo
identifican y localizan con respecto a un sistema de referencia.

Cota inferior de un conjunto. Un nimero real N es una cota
inferiorde Asia= N, VaeA.

Cota superior de un conjunto. M es una cota superior de
un conjunto ACRsia< M, Vae A.

Creciente. Una funcion es monétona creciente o simplemente
creciente en x = a cuando f(a+h) = f(a) y fla-h) < f(a), si
h>0 < fes creciente en x = asi f'(a) > 0.

Curvatura. Una funcion f es N (convexa por arriba) en
aquellos intervalos en los que f"(x) < 0 y U es (cdncava o
convexa por abajo) en aquellos intervalos en los que f'(x) >0.

Derivada de la funcion inversa.
’
1

(’H) (X)=m-

Derivada de una funcion en un punto.
f h)-f
f'(a) =lim M

h—0 h

Derivacion implicita. Una funcién se llama implicita cuando
no esta despejada en términos de la variable independiente.
Para derivarla hay que usar la Regla de la cadena.

Derivacion logaritmica. Si y =f (X )g(x) =

(Iny) =(g(x)Inf (x))

Derivadas de ordenes superiores o sucesivos. Se obtienen
al derivar la derivada de orden inferior:

Fr= () f= (0 = (0

RS

=Iny=g(x)Inf(x)=

-



Desarrollo en serie de Taylor. Polinomio mediante el que
aproximamos el valor de una funcién. Si es en un punto x=a
se obtiene mediante la formula:

f(x)=f(a)+f'(a)-(x—a)+f"T(a)-(x—a)z +f'"T(!a)-(x-a)3 ot

fu

M (a)-(x—a)" (’)f(x):g

n!

(!a)-(x—a)'.

Siesenx=0: f(x)=f(0)+f'(0)-x+%(o)-x2 +L(O)-x3 +...+

3!
fin n fl
L70) 3 1(0)
n!

ol

i

Determinante de una matriz cuadrada de orden dos. Es
el nimero que resulta del producto de los elementos de la
diagonal principal, menos el producto de los elementos de la
diagonal secundaria.

Determinante de una matriz cuadrada de orden tres. Es
el nimero que resulta al sumar los productos, de los elementos
de una fila o columna por sus adjuntos correspondientes.

Determinante de orden n. Es igual a la suma de los productos
de los elementos de una fila cualquiera por sus adjuntos
correspondientes, que seran determinantes de orden n-1.

Discontinuidad evitable. (Se evita redefiniendo la funcién
en ese punto). Existe el limite de la funcién en el punto
(aparece la indeterminacion Q, que resuelta da un limite finito),
y de ese modo se redefine la funcion.

Discontinuidad inevitable de salto finito. (Suele darse en
funciones definidas a trozos). Los limites laterales son distintos,
pero ninguno de ellos es infinito. Es decir, la funcién toma
valores finitos distintos a izquierda y a derecha del punto.

Discontinuidad inevitable de salto infinito. (La funcion
tendra asintotas verticales en los puntos en los que presenta
este tipo de discontinuidad). La funcién no esté acotada en el
punto.

Diferencia de matrices. La diferencia de las matrices (a;) y
—(b;) se obtiene al restar los elementos que ocupan el mismo
lugar en una y otra matriz: (a,)-(b;) = (a&—b;).

Diferencial.dy = im Ay = lim [y (x+Ax)=y (x)]=
=’Ili210[y(x+h)—y(x)}.

Distancia entre dos puntos. La distancia entre dos puntos,
A(X1,¥1,21) Y B(X5,Y22,), de R?, es el mddulo del vector AB.
Simbolizando la distancia de A a B como d(A,B), entonces

d(A,B)=‘/TB‘ Z\/(Xz _)(1)2 +(y2 _}/1)2 +(Zz _21)2-

W Q 4 b

Ecuacion continua de la recta. Despejando el parametro A
en las ecuaciones paramétricas se llega a las ecuaciones

X _Yh_Z7%4
Vi v Vs

. X
continuas:

Ecuacion general del plano. ax+ by +cz+d=0. La ecuacion
general del plano es Unica salvo un factor de proporcionalidad.

Ecuaciones implicitas de la recta. Estan formadas por las

ecuaciones generales de dos planos cuya interseccion es la recta:
axtby+cz+d =0

{ ax+by+c,z+d,=0

Ecuaciones paramétricas del plano, se obtienen conociendo
un punto y dos vectores paralelos al plano:

X=X, tAvtuw,
[y =y AW,

Z = Z, *Avstuw,

Ecuaciones paramétricas de una recta. Las ecuaciones
paramétricas de una recta las obtenemos conociendo un punto
X=X, HAvi+uw,
y vector de direccidn de la recta { y = y, +Av,+uw,
Z = Z, tAvstuw,

El rango de una matriz por el método de Gauss. Es el
nimero de filas de su matriz reducida o escalonada no nulas.

Entorno de un punto b de radio r.

E(br)={xe R/b—r<x<b+r}={xe R/|x—b|}<r.
Estrictamente decreciente. Una funcidn fes estrictamente decre-
cienteen x=acuando f (a+h)<f(a)yf(a—h)>f(a), si
h>0f es decreciente si f'(a) <0.

Extremo inferior. Es la mayor de la cotas inferiores.

Extremos relativos. Una funcién f tiene un punto critico en
X, cuando f'(x,)=0. Es un maximo relativo si f"(x,)<0 y un
minimo relativo si f"(x,)>0.

El entorno es reducido cuando se excluye el punto:
E*(br)=E(br)—{b}={xeRI0O<|x—b|<r}.
Extremo superior. Es la menor de las cotas superiores.
Funcion continua. Una funcién fes continua en un punto x=a

cuando Iimf(x) :f(a).

Funcion derivada. f’(x) = LIH’AM

Funcién primitiva o primitiva. F es una funcién primitiva o
primitiva de f'si F'(x) = f(x).
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Haz de planos. El conjunto de todos los planos que contienen
a una recta; tiene de ecuacion:
a(ax+by+cz+d)+p (ax+by+cz+d,)=0.

infimo. Extremo inferior.

Incognitas principales. Incdgnitas de un sistema lineal cuyos
coeficientes forman el menor no nulo que determina el rango
de la matriz de los coeficientes.

Incognitas secundarias o parametros. Incégnitas de un
sistema lineal que no son principales.

Integral casi-inmediata. Nombre que recibe una integral
cuando la funcién que debemos integrar puede convertirse
de forma sencilla en una integral inmediata.

b
Integral definida. Jf(x)dx.

Integral indefinida. Jf =F+ké ff(x)dx =F(x)+k.

Integracion por partes.

Judv:u-v—fv-du.

Linealmente dependiente. Fila (columna) de una matriz que
se obtiene mediante combinacion lineal de otras filas
(columnas)

Linealmente independientes. Filas (columnas) que no se
obtienen mediante combinaciones lineales entre ellas.

Lugar geométrico. Un lugar geométrico del espacio es un
conjunto de puntos de R® que cumple ciertas propiedades
geomeétricas.

Matrices regulares. Las matrices cuadradas que tienen
inversa se las llama matrices regulares.

Matrices singulares. Las matrices cuadradas que no tienen
inversa se llaman matrices singulares.

Matriz. Es una disposicion en tabla rectangular de m x n de
numeros reales dispuestos en m filas y n columnas.

Matriz adjunta. Dada una matriz cuadrada A su adjunta se
representa por adj(A), y es la matriz que resulta de sustituir
cada elemento a; de la matriz A por su adjunto correspon-
diente A;.

Matriz ampliada del sistema. Matriz que resulta al afiadir a
la matriz de los coeficientes la columna de los términos
independientes; la designamos por M.

Matriz cuadrada. Matriz en la que el nimero de filas coincide
con el de columnas.
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Matrices de informacion. Resumen informaciones muy
diversas.

Matriz de los coeficientes del sistema. Matriz formada por
los coeficientes de las incognitas del sistema. La designamos
por A. multiplicada por la matriz de las incognitas X el resultado
es la matriz de los términos independientes B. La igualdad
anterior se simboliza asi: A-X' = B.

Matriz inversa. Dada una matriz cuadrada A de orden n, no
siempre existe matriz inversa de A, talque A-B=B-A=1,
La matriz inversa se designa asi: B=A".

Matriz inversa por determinantes. La inversa de una matriz
regular A es igual a la transpuesta de su adjunta multiplicada
por el inverso del determinante de A.

Maximo relativo. (Ver extremos relativos).

Menor complementario del elemento a;. Es el determinante
de la matriz de orden dos, que resulta al suprimir en la matriz
de partida A de orden tres, lafila iy la columna j, alas que
pertenece el elemento a;; se simboliza por M;.

Menor de orden h de la matriz A. Es el determinante de una
matriz cuadrada de orden h formada por elementos de h filas
y h columnas de la matriz A.

Método de Gauss. Se fundamenta en el método de reduccién
para tratar sistemas de cualquier nimero de ecuaciones y de
incognitas, para obtener un sistema escalonado equivalente
al inicial, que facilita la clasificacion y solucion en su caso del
sistema objeto de estudio.

Método de la biseccion. Método numérico de resolucion de
ecuaciones, basado en el teorema de Bolzano.

Método de sustitucion (Ver cambio de variable).
Minimo relativo. (Ver extremos relativos).

Monotonia. Consiste en el estudio del crecimiento y
decrecimiento de una funcién.

= fim (14 x)*.

x—0

Numero e. e = lim (1+1)

X—>o0 X

Operar con matrices. Las matrices resultado de operar con
matrices de informacion dan lugar a nuevas informaciones.

Optimizacion de funciones. Consiste en buscar los extremos
relativos de las funciones.

Planos bisectores. Los planos bisectores son dos planos
perpendiculares que dividen a los cuatro diedros, que aparecen
en la interseccion de planos, en dos partes iguales.

Plano mediador. Se llama plano mediador de un segmento
AB, al plano que divide perpendicularmente al segmento en
dos partes iguales.
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Potencias de matrices. Como el producto de dos matrices
cuadradas es otra del mismo orden; esto hace que una matriz
se pueda repetir como factor cuantas veces se precise, dando
lugar a las potencias de matrices, esto es:

AA=ALAAA= A% L AA-Lees A=A
Producto de matrices. El producto de la matrices A,,, Yy B,
es otra matriz C,,, de orden mx p con m filas (las del primar
factor A) y p columnas (las del segundo factor B). El elemento
¢; de la matriz producto C es el resultado de multiplicar la fila
i de la matriz A por la columna j de la matriz B consideradas
ambas como matrices fila y columna respectivamente:

k=n
¢, (a,1b1j+a,2b2]+ +ambnj) Y a,b,.
k=1

Producto de matrices cuadradas. Las matrices cuadradas
de orden n se multiplican entre si y el resultado es una matriz
de orden n.

Producto de un nimero por una matriz. El producto k(a;)
se obtiene al multiplicar por k cada elemento de A = (a)): k(a;)
= (k.a;).

Producto escalar. El producto escalar de los vectores V' (v, v,,vs)
y W (w,,w,,w,) respecto ala base B ={i, j, K}, y lo simbolizamos
por V- W, es el nimeroreal: V- W=V, Wy +V, Wy+ vy Wy

Producto mlxto Producto mixto de tres vectores V' (v;,v,,v;)
W (W Wo W)y T = (t1, t,, t,), se representa por [V, W'_t’ es
el nimero real V- (WxT) que es igual a det(V’, W, T).

Producto vectorial. Producto vectorial de los vectores V' (v;,v,,vs)
y W (w,,w,,w;), se simboliza por V'x’, es el vector:

IR A R A I 1% B}
pxiv=|? Bl Bl Velk -
W, W, W, W, w, W,
Vo Ve |Vy Vil (Vi Y,
W, wyllw, wy|'lw, w,

Propiedades de linealidad.

f(f +g)= _[f +fg =la integral de una suma es igual a la

suma de las integrales.

'[(/lf) = /IJ.f = la integral del producto de una constante

por una funcion es igual a la constante por la integral de la
funcién.

En resumen, J(),f +ug)= /ljf +ufg.
Punto anguloso. Punto en el que las derivadas laterales son
distintas, pero finitas.

Punto critico. (Ver extremos relativos).
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Punto de inflexion. Una funcién ftiene un punto de inflexion
en x, cuando f"(x,) = 0 y cambia de curvatura en el entorno
del punto x,

Rango de una matriz. Es el numero de sus filas o de sus
columnas linealmente independientes. Si la matriz es A de
orden ny su rango es h con h<n, se escribe: rango (A) = h.

Rango de una matriz por determinantes. Es el orden del
mayor menor no nulo.

Recta normal. y -y, :m(x—xo).
0

Recta tangente. y —y, =f(x,) (X=X, ).

b
Regla de Barrow. If(x)dx =F(b)-F(a)= F(x)|i::

Regla de Cramer. Procedimiento que permite encontrar la
solucion de un sistema de n ecuaciones con n incognitas, i
el determinante de la matriz de los coeficientes es no nulo.

Regla de la cadena. (f og)/ (x)=f"(g(x))-9'(x).

Regla de L'Hopital. Método para la resolucién de indetermi-

. 0 o . .
naciones de las formas 0 0-oo . Consiste en cambiar en
(oo}
un cociente el numerador y el denominador por sus respectivas
derivadas, y calcular a continuacion el limite. Si vuelve a salir
una indeterminacion, se procede de forma analoga hasta que
ésta desaparezca Puede enunciarse como:
m1(X)

/mm =~ 62 entonces lim -~ fx)
x—a g(x) O oo x—a g(x) xaa g (x)

Resolver problemas. Para resolver un problema mediante alge-
bra se deben seguir los pasos siguientes: lectura comprensiva
del problema, eleccién de incégnitas, planteo, resolucion y
discusion.

Sistema compatible. Sistema que tiene solucién.

Sistema con parametros. Se trata de un sistema en el que
algunos de los coeficientes de las incdgnitas o términos
independientes se expresan mediante variables; nos
encontramos en realidad ante el estudio de infinitos sistemas
uno por cada valor del parametro.

Sistema determinado. Sistema que tiene una Unica solucion.

Sistema de referencia. Esta constituido por un punto O'y una
base de los vectores { 7, 7,k }; a partir de él se pueden
asignar coordenadas a Ios puntos del espacio.
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Sistemas de ecuaciones matriciales. Sistemas en los que
las variables son matrices.

Sistemas equivalentes. Aquellos que teniendo el mismo
numero de incognitas ( el numero de ecuaciones puede ser
distinto) tienen la misma solucion.

Sistema escalonado de m ecuaciones con n incégnitas.
Tiene la forma:
ayX, tayX, +..+a X, +..+a,x, =b
AypX, +...+ 8y X, +...+8,,X, =b,

a,X, +..+a,x=>b,

Sistema homogéneo. Sistemas en los que los términos
independientes b, son todos ceros.

Sistemas incompatibles. Sistemas que no tienen solucién.

Sistemas indeterminados. Sistemas que tienen infinitas
soluciones.

Sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas. Se
escribe de la forma:
ay X, +apX, +...+a,x, =b,
Ay X, +axpX, +...+a,,X, = b,
+ ot + L=

a, X, +a,,X,+..+a, x, =b,
Sistemas no homogéneos. Sistemas en los que algunos de
los términos independientes b; son distintos de cero.

Suma de matrices. La suma de las matrices (a;) y (b;) se
obtiene al sumar los elementos que ocupan el mismo lugar
en unay otra matriz: (a,) + (b;) = (a, + by).

Supremo. Extremo superior.
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Tabla de integrales inmediatas.

Integrales inmediatas

n+1
J.x"dx=:+1+k,neR—{—1} fd—;(zln|x|+k
fexdx =e" +k [senx-dx =—CcoSX +k
J(1+tgzx)dx:f d); =tgx +k fcosxdx:senx+k
Cos” X
I 1_XX2=arcsenx+k=—arccosx+k f1+x2=arctgx+k

Teorema de Bolzano. Si la funcion f es continua en un
intervalo real [a,b] y sgnf(a) # sgnf(b), entonces existe al
menos un ¢  (a,b) tal que f(c)=0.

Teorema de los valores intermedios. Si la funcién f es
continua en un intervalo real [a,b y k es un valor comprendido
entre f(a) y f(b), entonces existe al menos un ¢ € (a,b) tal que
f(c)=k.

Teorema de Rouché-Frobenius. Teorema que nos da la
condicién necesaria y suficiente para que un sistema de m
ecuaciones con n incognitas tenga solucidn; esta es que el
rango de la matriz de los coeficientes, A, coincida con el rango
de la matriz ampliada, M.

Teorema de Weierstrass. Si la funcidn f es continua en un
intervalo real [a,b], Icy Adtales que f(c) es el maximo y f(d)
es el minimo de fen [a,b], esto es, f(d) <f(x) <f(c) V xe [a,b].

Teorema fundamental del célculo.ff(t)dt =F(x)+k.

Tetraedro. Un tetraedro es una piramide triangular, es decir,
un poliedro constituido por cuatro caras y seis aristas.

Vector de direccion de una recta. Es un vector paralelo a
la recta.
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