DETERMINANTES

a) |[1-x 1 0 by| 4 -2 3 0
1 1-x 1 2 0 1 -1
EJERCICIO 1 : Calcula el valor de los siguientes determinantes:
0 1 1-x -3 3 2 2
1 -50 1

Sducién:
a|l-x 1 0

1 1-x 1 |=(t f‘—(}>)—(1r>)=(1—»)3—2(1-X)=(1-X)[(1-X)2‘2]=

0 1 1-x
=(z 9{[} 2% ¥ - 4:(1— x)(x2—2x—]):—x3+3x2—x—1
FILAS
by| 4 -2 3 0 2 |4 -2 3
4 -2 3
2 0 1 -1 22+4| 3 -5 1 olf
3 3 2 2| #_2m|-5 13 2.0 | 21
et _5 13 2
1 -50 1 £ |1 -5 0
FILAS

?-32| -5 13 0

-5 13
- » |3 -5 1@ =—(- 115+ 143=-28
-11 23
¥-22°|-11 23 0
(1) Desarrolla mosporla4 columna. (2) Desarrolla mosgporla3 columna.

EJERCICIO 2 : Halla el valor de los siguientes determinantes. En el apartado a), calcula, ademas, los posibles valores de

a1l 1 1-t byl 2 -1 3 4
1t O 1 1 2 5
para que el determinante sea cero:
2 4 t -1 4 0 3
1 3 31
Solucién:
11 1-t
a) Calculamos el valor del determinante: t 0 |= 2+ @3: )— 2@1— )— = C+ 4 4t- 2t+ 2t - t= 3t° - 7t+4
2 4 t
(=8-4
+ ./ 49— + 6 3
Veamos para que valores dese anula el determinantedt® - 7t+4=0 - t= £V 49 48:7_1
6 6 6
t=—=1
6

Etleterminan tevaleercuandot =g ycuandot =1.
FILAS
-2 0 -7 -3 2

3 4

o L -7 -3 2 0 0 6 -2 -1] ~

1 1 25| 20-4]0-2 14(%)__2 _14(%)__2 _14@)—%7 3‘——d—6+7)——6
0 3| 3°+4° |0 7 3 4

7 3 4 7 3 4
1 3 31 42 1 3 3 1
(1) Desarrollamos por la1® columna.  (2) Sumamosalal® filala3®.  (3) Desarrollamos por la1* fila.

12-10

x 13 23 1 -1

EJERCICIO 3 : a) Resuelve la ecuacién:1 x 2|=0 b) Calcula el valor del determinante: 31 1 2
1 x 3

12 0 3

Sducion:
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a) Desarrollamos el determinante y lo igualamos a cero:

FILAS
x 1 3 * |x 1 3 < 1 H uci _ -1
1 x 2= 2 |1 x 2= ‘:xz—lzo L x2=1 . x=#1— Haydosolucionesxy =-1 X3 =
X
1 x 3] 3-2/0 0 1
FILAS
b)[1 2 -1 0| 1°42°| 4 3 0 2
23 1 -1 2-z|-120 -3 * 2yt 3?2 4 2/_ 12 3= a10=40
—_ 2¢ —-3%| — - = = =
- J_1 2 3@ 0 4 0/@19 5
31 1 2 3¢ 3 11 2
1 2 3 1 2 3
12 0 3 42 1 20 3
(1) Desarrollamos por [a2%olumna. (2) Sumamos I&8laala®  (3) Desarrollamos por |8Zila.

EJERCICIO 4 : Hallar los valores det que anulan el primer determinante, y calcula cuanto vale el segundo determinante:

a) |t 2 2 by |[-2 1 -2 1
2t 0 0 2 31
1ttt -1 3 0 2
4 -2 1 0
Sducién:
a) Desarrollamos el determinante e igualamos a cero el resultado:
t 2 2 t=0
2 t O=t3+4t—2t—4t=t3—2t=[(t2—2)=0 I oy )
?-2=0 - t?=2 . t=+/2
1t t
Hay treslucionest; = 0; t2=—\/§; t3=\/5
FILAS
b)|-2 1 -2 1 18 -2 1 -21
o 2 3 1| 22-2*|{2 1 5 O 2 15
,_1,
= Y_|3 1 4=
-1 3 0 2| #-20* 3 1 4 0
4 -2 1
4 -2 1 O 4° 4 -2 1 O

(1) Desarrolla mosporla4 columna. (2) Desarrolla mosporla2 columna.

1
=11+ 8=19
11

EJERCICIO 5 _: Resuelve la ecuacion propuesta en a) y calcula el valor del determinante propuesto en b):

a) |la a 1 by|[-2 1 0 3
1 1 a|=0 1 0 2 1
0-11 -11 1 4
3 1 -1 -2
Sducion:
a) Desarrollamos el determinante e igualamos a cero el
COLUMNAS
Id_aal 1?5101al G o
resulta Oy 1 al=»-12|1 0 a@ —R2-1=0 - a=+1" Haydosolucionesg =-1;ap =1
a
0 -11 3 |0 -11
(1) Desarrolla mogporla? columna.
FILAS
b)[-2 1 0 3 1 (-2 1 0 3 -2 |0 1 O
) . 1 2 1 (2)1 1
1021_2—10211_111 22 -1 1 1 55=—5—5=—10
-11 1 4| F-2#1 01 1 2 -1 -
5 1 -5 3 5 -1 -5
3 1 -1 -2| 4-1*l' 5 0 -1 -5
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(1) Desarrolla mosporla2 columna.

EJERCICIO 6 : Desarrolla el siguiente determinante;;

Solucioén:

X X X X x 0 0 0

X 1 0 Xx (2 X 1-x =X 0 @x
x 0 x 1 X =X 0 1-x

Xx x 10 x 0 1-x =X

X.(2 = 3¥ + 3x — 1)
(1) Restamos la3icolumna a las demas.

- X

x x x X

(2) Desarrollamosporlal® fila.

X O B X
B X O X
Ok X X

0

-X

EJERCICIO 7 : Halla el valor de los siguientes determinantes:

0 1-x|= x[><3—(1— x)3]= x[x3— (- 3x +3x 2 -x3)
1-x

(2) Desarrollamos pof klal

a) b) C)
-1 2 0 3 1 2 -3 1
2 1 3 =2 2 0 1 -3
5 -11 2 0 -2 1 1
1 3 2 4 1 1 2 -1
Solucién:
Filas
-1 2 0 3 12 -1 2 0 3 _1 3
al 2 1 3 -2 2-3.32|-13 4 0 -8|@
) = (=)—13 4 -8|=17
5 -11 2 3? 5 -11 2
-9 5 0
1 3 2 4 £-2.331-9 5 0 O
Filas
1 2 -3 1 12 1 2 -3 1 _4 7 -5
by 2 0 1 -3 -2.1210 -4 7 -5
) = Z-2:1 (:) -2 1 1|=38
0 -2 1 1 32 0 -2 1 1
-1 5 -2
1 1 2 -1 4% -12 0 -1 5 -2
Filas
2 -1 1 -1 £-2.210 -5 -3 3
1.2 2 -2 2 1 2 2 -2l |72 733
c _ a _
) - Q13 1 1|=-(-24=24
0 3 1 1 3 0O 3 1 1
-5 -5 4
2-1-1 0 £-2.2|10 -5 -5 4
1 x X X
., i X 1 X X
EJERCICIO 8 : Calcula, en funcién dex, el valor de este determinant :x < 1 x
X X x 1
Solucién:
1 x X X [|1+3x x X X 1 x X X
X 1 X X 1+3x 1 x X|@ 11 x X
= :(1+3x) =
X X 1 X 1+3x x 1 X 1 x 1 X
X X x 1 1+3x x x 1 1 x x 1

2 -1 1 -1
1 2 2 =2
0 3 1 1
2 -1-1 0

(1) Desarrollamos por I1&2olumna.

(1) Desarrollamos por l&tolumna.

(1) Desarrollamos por l&tolumna.

Da el resultado factorizado.
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Filas
1 1 X X X
20 -1 01-x 0 0| x 000
=77 (1+3x) Qs3] 0 1-x 0 |=(1+3x) (1-x)3
3F-1° 0 0 1-x O
0 0 1-x
4°-1° 0 O 0 1-x
(1) Sacamos (Bx) factor comun de lafcolumna. (2) Desarrollamos por R dolumna.
a aa a
ab b b ab-c 2a 2a
EJERCICIO 9 :Demuestra que: a) ab c c =e(b—a)[(c—b)[(d—c) b) 2b b-c-a 2b =(a+b+c)3
x x c-a-b
abcd
Solucion:
aaaa a a a a
b-a b-a b-a
abbob 0 b-a b-a b-a
a) @ (%) b-a c-a c—a(é)
abc 0 b-a cca c-a
b-a c-a d-a
abocd 0 ba ca d-a
1 b-a b-a 1 b-a b-a
2 a(b—a) 1 ca c-a (é)a(b—a) 0 c-b c-b (g) a(b-a)(c— b)(d—c)
1 ca d-a 0 0 d-c
(1) Restamoll filaalamtragres. (iDesarroIIa mosporla columna. (3) Sacamcﬂsb— a)factorcomt’m.
(4) Restamoala3 filala2 yala2 lal®. (s) Esefleterminan tedeunamatriz triangula.
a b c 2 2 & B c at btc atb+c
b) 2b b-c-a 2b @ 2b b-c-a b =
o Yo c-a- x o c-a-b
COLUMNAS
1 1 1 1° 1 0 0
(%)( +b+c) 2 b-c-a 2b :29—9(a+b+c) 2 -a-b-c 0 (é)
x Yo c-a—-b| 3#-1° 2 0 -a-b-c

W a bk &b f-ab g=(arbrcf

(1) Sumamoaldl filalamtrasios. (2) Sacam((sa+ bt Qfactorcoml’m. (3) Esafleterminan tedeunamatriz triangula.

X a a a
. a x a a
EJERCICIO 10 : Calcula el valor de este determinante
- a a x a
a a a x
Solucién:
FILAS
X a a a ¥ 3 a a a a a a a
% L x aa 1° 1 a a a
a x a a x+ X a a
l . :h (%)(X+ 31) 1 :2§_1§ (X+$) 0 X—a 0 O —(X+ QJ)EGX a)3
a a x a X a x a a x a = -
= 3 —12 0 0 x-a O
a aa X x+ a a X a a X
4% —1° 0 O 0 x-a

(1)  Sumamoafal columndastrasres. (2) Sacamdsx+ 3j factorcomin. (3) Esefleterminan tedeunamatriz triangula.

= o

EJERCICIO 11 : Calcula el valor de este determinante, dando el resultado factorizado;

= O
o r o R
=)
v P O R
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Solucion:
alol1 atr2 1 0 1 1101 1 0 0 O
1a10£a+2a10(%)(a+2)1a10§)(a2)1a—11—1(é)
01a1il a2 1 al 11al1 1 0 a O
101a a2 01 101a 1 -1 1 a-1
a-11 -1 _1 -1
@W@ard| 0 a o 2)(a+2)%a_1 _1‘=( w)ofha B-Je(a 2d@-2)=( 8 A& 2= &(a A(a-2)
-1 1 a-1 a
(1)  Sumamoalalcolumndademas. (2) Sacamdsat+ 3 factorcomun. (3 Restamotlcolumnala2 yala4®.
(4) Desarrollamogporlal® fila. (5) Desarrollamosporla 2 fila.
a-a-1-1
o : 1 a 1 1
EJERCICIO 12 : Halla en funcion de a, el valor de este determinante 11 a o
0 -1 -1 a
Solucioén:
FILAS
a-a-1-1 18 a -a-1-1
1 a 1] _2*+1*latl 0 0 0| ca bl
= ~-(a+1) 1 a 0=
1 1 a O 3 1 1 a O
-1 -1 a
0 -1-1 a 4° 0 -1-1 a
a 1 1
Oy 1 a of=( a )i 1 & d=(ar i -1)
-1-1a
(1) Desarrollanosporla 22 fila. (2) Sacamos 1factorcomun.

EJERCICIO 13 : Indica si son ciertas o0 no las siguientes igualdades. Razona tu respuesta:

a) |x y z 2x b2y 2z b) | 3x 3a 3p Xy z
abc=%+pz+q§+r 3y 3b 3q(=3a b c
p qr p q r 3 X 3r p qr
Solucién:
FILAS
a) 2X 2y 2z 1? 2X 2y 2z X y Z y
a b c . al@a b c]_ Ell _ Por tanto, es verdadera la igualdad.
—+p —+q —+r|=28-3*=- — —|=2 a b c|= b
2 2 2 . 2 2 2 2
p q r 3 p q r pqr pqr
X A 3 X ap Xy Xy
b) Falsa,yaque: |3y 3 3 =33 y b g =3%a b c|zda b ¢
X X 3Ir z cr p qr p qr
EJERCICIO 14 :
a) Justifica cuéles de las siguientes igualdades son correctas y cuales no:
aga b|_|a bj aab_azab_ aaab_azab
ac d| |c d |c ad| ~ |c d| |ac ad| = |c d
ab c 2a+2b b
b) Si = 3, calculael valordelosiguientesdeterminantes: ;
c d 2+2d d
Solucion:
a) |loaa b

=a ad-a be O((ad— bc):cx
ac

a b‘
- VERDADERA
cd
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b b
oa :azad—bc,taza :az(ad—bc) - FALSA
c ad c d

b b
%8 9142 ¢ a2 bea?(ad-bo)=a?| 2 - VERDADERA
oc ad cd

b) la ¢ ab

= =3
b dl |cd
2+ 20 b 2 bl |20 bj@y a b

= + = + 0=20(B=6

2+2 d 2 d d d cd

(1) E$egundieterminan  teesor tenelagiosolumnagroporciomales.

EJERCICIO 15 : Indica, razonando tus respuestas, si son ciertas o no las siguientes igualdades:

a) |2 2 2 1 1 1 b) [1 a a?
Xy z|=| 2X 2y 2z 1 a2 a%|=0
a b c at2 b+2 c+2 1 a® a*
Solucioén:

a) L&l filalahemosnultiplica dopor 2 ylaZ por% . Ala3 llhemasumaddal®.

2 22 1 1 1 1
Portantofx y z :E 2X 2y 2z . Lagualda@é<ierta.
abc atr2 b+2 c+2

b) Observamos que I&% la 2 columna son proporcionales, puesto quedil®btenemos multiplicando I&pora. Por tanto, el
determinante es cero. La igualdad es cierta.

EJERCICIO 16 :
a) Si A y Bsordosmatrices 2talesqud A= 2 y|H = -4, calcula, justificando la respuesta:

|A2|; |-Al 24 |AB‘|; |BtA|; |A'1| (Brepresentalatraspuestajelamatriz B)
a
c

. b 2a+b -b
b) Si = -2, calcula .
d 2+d -d

Solucion
a) Vamos a tener en cuenta estas tres igualdades:
ConsideramosA y B dos matrices:2. 1) |A[B| =|A/[B

Por tanto:
A=A =[ A (A =[A" =27 =4
¢ A=Y = (1) T =1 = A =2

« 2A=2°0A=4[A=42=8
ABY|=|A B! =|A (B =2{-4)= -8
-+ B =[B! A =[BT = (-4) 2 = -8

. Paraf{alliﬂ" A ,vamosteneertuentague AJ Al= l; yquesxisteA_l, puestque| AI: 2# 0. Ast:

‘Am_l‘=|l| . |A|[.]A_1‘=1 . ‘A‘ﬂ:iz1
Al 2

2a+b -
b) Sumamos a la 12 columna la 22y sacamos 2 y (-1) factor c}o%{ind j =

- 2) k=K T

. 3)|AY=[A

1
SN

2c -d c d

MBI

EJERCICIO 17 : Sabiendaue = 4, hallael valor delosiguientesdeterminantes:

'Oxm

b
y
q

=
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a) | x-a y-b z-c b) |la x 3p+x
2p 2q 2r b y 3q+y
X y z C z 3r+z
Solucion:
a) Restando alal® filala 3® y sacamos (—2) factor comin:
x-a y-b z-c| |-a -b -c abc a b c
2 29 2r|=|2p 29 2r|=-2p q r (*z)(—z)Eﬂ—l X y z|=22=8
X y z X 'y z Xy z p qr
(*) Apermutafa2 ¥ 3 filasd@rdenglieterminan teeambialesigno.
b) Restamodla3 columndd?2 , gacamoSactorcomin:
a X 3p+x a x 3 a x p a b c
by3q+y=by3q=byq(§)xyz=3D4=12
cC z 3r+z cz X c zr p qr

(*) Tenemosrtuentguesdleterminan tedeunamatrizoincideonel de su traspuesta.

EJERCICIO 18 : Calcula el rango de las matrices:

1 -120 2 -1 3 2 3
2 -1 3 4 2 3
-1 2 3 2 -1 2 1 -1 1
ajA={ 1 0 -1 3 1 -1 b) M = c)M =
0 1 0 3 0 -1 3 0 3
3 2 1 -1 2 4
-4 11 1 4 -1 1 -1
2 3 -1 5 2 3 -1 2
1 -2 3 1 -11 1 2
d A= e)M =
1 12 -11 7 0 3 4 -1
o 7 -7 3 5 5 -3 2
Solucion:
2 -1
a) TomamosirMmenoderden2nonulo: 10 =1£0
Por tanto, ranX) = 2. Las dos primeras lineas son linealmente independientes.
Veamos si la tercera fila depende linealmente de las dos primeras:
2-1; 3
|
1 0! “1= 14 0- Ladredilasonlinealmementéndependiates. Luego, ran4) = 3.
32 1
1 -112 0]
| |
pm=|"t 2 132
0 1 0 3
3 -4 11
2 0
Tomamos un menor no nulo de orden2: |=4#0 - ran(M)zZLasdosprimerasﬁlasson linealmente independientes.
3 2
Veamosila3 filalependmealmentddadloprimeras
1120 1 2
-1 | - - Lagreprimeragilasson
! L?’__Z_'%_l 3“157:0 = lineaimenndependiates ran(M)=3
0 03

Comprobamos si el determinante be es distinto de cero o no:

1 -1 20 1 -1 2 3
1 2 3

M= 12 32)Q-1 2 3 -4@Q_) ) 5 4o 1540
0 103 |0 100
3 1 13
3 -411 |3 -41 13
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(1) Restamoala4 columnala2 multiplicala por3. (2) Desarrollamosporla3: fila.
Por tanto, ran\]) = 4
c)

v T

1] 4 |=1[1][=1

Observamos géelad columnaoincideontal yqueld5 esguahuea3.
Por tanto, podemos prescindir de las dos Ultimas columnas para calcular el ravigdsie ran () < 3.

Tomamosimenod@rden2nonulo: =3#£0

Luego, rani) = 2. Las dos primeras filas son linealmente independientes.

2 -13
Veamosila3 filalependmealmentddadloprimeras| -1 2 1(=1420 - ran(M)=3
0 -13

d) Tomamosirmenoderden2nonulo:

3‘
=-7#0
-2

Luego, ranA) = 2. Las dos primeras filas son linealmente independientes.
Veamos si la tercera fila depende linealmente de las dos primeras:

2 3, -1

1 —2E 3|= ( 0 puessiestambialcolumnmenoddzobtenemoElSi“)
112 -1

2 3 5

1 -2 1|= 0. Asila3 filaesombinacié nlineaddagioprimeras.

1 12 7
Comprobamos si la cuarta fila depende linealmente de las dos primeras:

2 3 -1 2 3 5

1 -2 3|=0 |1 -2 1|= 0.Tambiérlecuartafilalependddasioprimeras.
o 7 -7 0 7 3

Por tanto, ranX) = 2.

e) TomamosimMmenoderden2nonulo

ﬂ
=520
1

Luego, rani) = 2. Las dos primeras filas son linealmente independientes.
Veamos si la tercera fila depende linealmente de las dos primeras:

2 3 -1
| _ Lagreprimeragilasson
-11) 1=1720 - Iinea[m%nrpgepen Totas —  ran(M)z3
03 4
Comprobamos si el determinante bk es distinto de cero o no:
COLUMNAS
2 3 -1 2 12 2 51 6
5 1 6
-11 1 2 22412 |-1 0 0O O
IM|= = =3 4 -1/=0
0 3 4 -1 3#+12 |0 3 4 -1
10 2 12
5 5 -3 2 #£+20° 5 10 2 12

Por tanto, ranM]) = 3.
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EJERCICIO 19 : Estudia el rango de las siguientes matrices para los distintos valores de los parametros:

a 1 3 0 1 0 4 2 1 1 A+1 1
aM={1 a 2 1 byM=| 0 t 4 0 c)A=| A 0 0 2
2 2a 5 a -1 3 t =2 0 A 2 0
1 2 3 1 1 0 -1 0
dM=| 1 t 3 2 e)A={ 0 a -3 0
1 8-3t 3 -2 4 1 a O
Solucion:
a) TomamosimMmenoderden2distintodecera (1)‘ =3%£0

Luego, rani) = 2. Las dos primeras filas son linealmente independientes para cualquier valor de
Buscamos los valores d@ que hacen que el determinante formado por las colurfna@ y1 42 sea igual a cero:
a; 30
v 16— a=3
1121z ?2m -6 = & = 5(2%— 4&}0 L R-tar3=0 _ a- V16712 422 {

————— 2 2 a=1
2 5 a
e Sia=1l - Sabemoguelal columndependmealmergddasiogiltimas.
Veamogu®curreonla? columna
1130
|
1:21= -0 ¢ La2 columndependmealmergddasiosiltimas.
2 51
Por tanto, ranil) = 2.
e Sia=3 - Sabemagudal columndependmealmergddasiogiltimas.
Veamogu®curreonla? columna
1130
|
312 1|= 8 0.Por tantoran(M)zB
6 53
b)

[1] o[4] 2
m=[0] ¢[4] 0

-1 3 ¢ 2
r 4
Observamos ? quelad columnaseldobfaelal Lueggodemasrescindideellgparabteneetango.
4
Tomamosirmenoderden2distintodecera 4‘ =4%£0 Asi, ran M) = 2.
Buscamos los valores deque hacen cero el determinante formado por las tres primeras columnas:
1 0 4
- — t=2
0 t 4|= @+ 4t-12=0 . t=_£V16+48_-448
2 2 t=-6
-1 3t
+ Sitz2ytz-6 - ran(M):S
. =Sit Zet -6 3 a2 columndependmealmentdelal® y 3°.

Por tanto, ranil) = 2.

c)
1>\+1
A:A@ o
0

A 2 0

TomamosimMmenod@rden2distintodecera;

1
2‘ =2#0 Luego, rank) = 2.
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Buscamos los valores de que hacen cero el determinante formado por las colurdnad p 42

1 A+1 1

0 0 2=—2{1 At =—2{2—>\(A+1)]=—2[2—A2—A]==2[ﬁ>\2+>\—2]=0 = A:"]i*/m:_li3 {)\:1
A 2 0 A2 2 2 A=-2
e SiAZly AZ£-2 - ran(A)=3

. A= Sb 1 * La3columndependmealmentdéla2®y4 Veamogué®curreconlal columna

111

10 2/=-120 - ran(A)=3

010

. A=-Si- 2 ? La3columndependmealmentdéla2?®y4 Veamogudcurreconlal columna
1 1 1

-2 0 2|/=8#0 - ran(A)=3
0 -2 0

Por tanto, ranX) = 3 para cualquier valor d&.

d)
M2 3[4
m=[1] ¢ 3 [2]
18-3¢ 3 -2

(N,
Observamos queld3 columnaproporcion alaléi esu tripl)apor tanto, podemasrescindideellgpar&alcularetango.

TomamosimMmenoderden2distintodecero

11
2‘=1¢O Luego, raniyl) = 2.

Buscamos los valores deque hacen que el determinante formado por las colurfna® y1 42 sea cero:
1 2 1

1 t 2 |=—- 2t 8 3 4 (28 j;& 4 0 paraualquiervalorde t.

18-3 -2

Por tanto, la 32 fila depende linelmente de las dos primeras para cualquier valor de t. Asi, ran 1) = 2.
e) Podemgwrescindidéla3 columnguesoinfluyeenelango.

TomemosimMmenoderden2distintodecera

0
L ‘ =1#£0 Luego, rank) = 2.

Buscamos los valores d& que hacen cero el determinante formado por las tres primeras columnas:

10 -1
_ - 4+416-12 _-4%2 {a=—1

0a-3=4+4+3=0 - a =
2 2 a=-3
4 1 a
* Siag-lya#z-3 - ran(A):S
. =Sia %tea -3 la2 filalependmealmerdddawtrasios - ran @) =2

5 -4 2
EJERCICIO 20 : Dadalamatriz A= 2 -1 1 |, compruebaque AZ = 2A- I,siendo | la matriz identidad. Usando la
-4 4 -1
formula anterior, calcula A4,

Solucion:
Comprobamos quqé\2 =2A-1
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5 -4 2 5 -4 2 9 -8 4
A=l 2 -1 1|2 -1 1|=|4 -3 2
-4 4 -1){-4 4 1) (-8 8 -3

Soniguales.
10 -8 4 100 9 -8 4
2A-1=| 4 -2 2|-]0 1 0|=| 4 -3 2
-8 8 -2 001 -8 8 -3
Utilizando queAZ = 2A - I, calculamosA®A% = (A2)2 = (2A — 2= 4AA2— 4A + | = 42A — 1) — 4A + | = 4A — 3|
5 -4 2 100 20 -16 8 300 17 -16 8
Portanto:A* =4A-31=4| 2 -1 1|-3/0 1 0|=| 8 -4 4|-|l0o 3 0|l=| 8 -7 4
-4 4 -1 001 \-16 16 -4) (0 0 3) |-16 16 -7
EJERCICIO 21 :
3 -1-1 2
a) Calcula el rango de la siguiente matrizA =2 1 1 =2
01 1 -1

b) ¢Cuantas filas hay en la matrizA que sean linealmente independientes? Razona tu respuesta.

Solucién:

a) Tomamosirmenoderden 2 nonula =5#£0

Luego ran (A) = 2. Las dos primeras filas son linealmente independientes.

3 -11 -1 3-1 2
| |
Veamos si la tercera fila depende linealmente de las dos primgrag: ! 1 [=0; (2 1! -2|=520
01 1 01 -1

Por tanto,ran (A) = 3.
b) Comoran (A) = 3, las tres filas d& son linealmente independientes.

EJERCICIO 22 : Halla el rango de la siguiente matriz y di cual es el nimero de columnas linealmente independientes:

2 -1 0 2
m={1-2 3 1
0 3 -60
Solucién:
-1
Tomamosirmenod@rden 2 nonula 2‘ =-3#£0
Luego ran (M) = 2. Las dos primeras filas son linealmente independientes.
2 -11 0 2 -1} 2
| |
Veamos si la tercera fila depende linealmente de las dos primgras2! 3 [=0; |1 -2 1|=0
0 3 -6 0 3 0

La tercera fila depende linealmente de las dos primeras. Por tantf\) [ 2.
Asi, el nUmero de columnas dé linealmente independientes es 2.

EJERCICIO 23 :
-3 5 4
. . -1 2
a) Averigua el rango de la matrizM =
1 3 8
0 1 1

b) ¢Cual es el numero de columnas linealmente independientes en la mathki? Justifica tu respuesta.

Solucién:
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a) TomamosimMmenoderden2nonulo: =-7%£0

Luego ran (M) = 2. Las dos primeras filas son linealmente independientes.
Veamos si la tercera fila depende linealmente de las dos primeras:

-3 51 4
2 —1i 2|= 0 %a3 filalependmealmentddasioprimeras.
1 3 | 8
-3 5, 4
Veamos si la cuarta fila depende linealmente de las dos pri @as:—lj 2|=7%£0
0 1 1

Por tanto,ran (M) = 3.
b) Comoran (M) = 3, las tres columnas dd son linealmente independientes.

EJERCICIO 24 :
-2 0 2 1
a) Halla el rango de la siguiente matrizA=| 3 1 -2 1
1 -1 -2 -3

b) Averigua el nimero de columnas de A que son linealmente independientes.

Solucién:
-2 0

a) Tomamosirmenoderden2nonula 1 =-2#0
Luego ran (A) = 2. Las dos primeras filas son linealmente independientes.

-2 01 2 -2 0f 1

| |
Veamos si la tercera fila depende linealmente de las dos primedasl | —2|=0; 3 1/ 11(=0
1-1 -2 1 -1 -3

Por tanto,ran (M) = 2.

b) Comoran (A) = 2, hay dos columnas d& linealmente independientes.

EJERCICIO 25 :
2 0 -2
. - . 3 -1 0
a) Obtén el rango de la siguiente matrizM = s -1 1
0 2 3

b) ¢Cuantas columnas hay en la matrial que sean linealmente independientes? Razona tu respuesta.
Solucién:

a) TomamosimMmenoderden2nonulo: =-2#£0

Luego ran (M) = 2. Las dos primeras filas son linealmente independientes.
Veamos si la tercera fila depende linealmente de las dos primeras:

2 0} -2
3 —1J 0= 0. 3a3 filalependmealmentddasioprimeras.
2-1 1
2 0 -2
Veamos si la cuarta fila depende linealmente de las dos pri erasli 0|=- 18 O.Portantoran(M)z .
0 2 3

b) Comoran (M) = 3, las tres columnas dd son linealmente independientes.

12
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EJERCICIO 26 : Calcula el valor de los siguientes determinantes:

-2-4 0 2 2 -1 1 1 3 1.2 1
-1 0 1 -1 0 -2 3 1 2 0 -1 2
a) b) <)
2 3 -2 1 -1 2 -10 -3 1 1 -2
0 -1 1 =2 -1 0 4 3 -2 2 0 1
2 -1 0 3 -1 2 0 3
1 -1 2 4 2 1 -1 1
d) e)
1 3 -12 -1 -2 3 1
01 21 o 1 1 2
Solucion:
FILAS
-2-4 0 2| £-22°/0 -4 -2 4 _4 -2 4
-1 0 1 -1 * |-1.0 1 -1
a) _ a2 @ 1 -2 3= (1) Desarrolla mosporlat columna.
2 3 -2 1 F+1* | 0 -1 -2 3
-1 1 -2
0 -1 1 -2 4* 0 -1 1 -2
FILAS
2 -1 1 1| #+2¢*| 0 -1 9 7
-1 9 7
byl 0 -2 3 1| 2 0 -2 3 1 @_2 3 1|2 (1) Desarrolla mogporlat columna
-1 2 -1 0 3-4*10 2 -5 -3
2 -5 -3
-1 0 4 3 4° -1 0 4 3
FILAS
3 -1 2 1 1 3 -1 2 1
2 -1 2
ol 2 o -1 2| 22 |20 -1 2|0 0 3 -1=6 (1) Desarrolla mogporla2 columna.
-3 1 1 -2 3+ |0 0 3 -1
4 4 3
-2 2 0 1| #+20%4 0 4 3
FILAS
2-1 0 3 -2°|0 1 -4 -5 1 -4 -5
1 -1 2 4 2° 1 -1 2 4
d) _ O_1ds -3 > -~ 1{- 39 =30 (1) Desarrolla mogporlat columna
1 3 -12] 3-22|0 4 -3 -2
1 2 1
01 2 1 4° 01 2 1
e)
-1 2 0 3 1 -1 2 0 3
2 1 -1 1| 2+200l0 5 -1 7|00 > L
= = =(—1) -4 3 -2 =—1[ﬂ—13=15(1)Desarro||amosporlaicolumna.
-1 -2 3 1 ¥-1* | 0 -4 3 -2
1 1 2
o 1 1 2 4* 0o 1 1 2
EJERCICIO 27 : Halla, en funcién del parametro, el valor de estos determinantes:
1 1 1 1
2_
1 a-1 a 1 x 1 1
a)| 1 26-2 2a-1 b)
1 0 a2 -1 -1 x 1
-1 -1 -1 x
Solucion:
1 &-1 a | |1 #-1, a 11 a
0,
a1 20-2 2a-1=|1 2€-1 2-1/={a%-11 2 2a-1|=
1 0 a® 1 0 a® 10 a°
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FILAS
18 11 a
2 - 2
=2%-1° (az—) 0 1 a-1 (:)(az— )‘ ! 3 ' :(aZ_ Xaz_]):(az_l)
X 2 -1 a“-a
3% -1° 0-1a-a
() Sacamo(szf - ])factor comurdela2 columna. (2) Desarrolla mosporlat columna.
1 1 1 1 1 1 1 1 L 11 L1 1
b) “lox 1 1@_1 x 1 (5)(x+1)—1 X 1(i)(x+1)—1 x 1 (i)
-1 -1 x 1 -1 -1 x 1
-1 -1 x 0 0 x+1
-1 -1 -1 x 0 0 0 x+1
Do 1 L= (e PP )= (1)
(1) Sumamos a al ultima fila la primera. (2) Desarrollamos por la ultima fila

EJERCICIO 28 : Resuelve la siguiente ecuacion (operando en el determinante antes de desarrollarlo):
-1 x x X

x =1 X X
X Xx =1 X
X X x -1

Solucién: Sumamosfal columnda®otragres

-1 x x X -1 x Xx X 1 x x X
x -1 x x| |3-1-1 x X (i)(3x—1)1 -1 x X
X X -1 x -1 x -1 x 1 x -1 x
X x x -1 |3&-1 x x -1 1 x x -1
FILAS

18 1 X X X

_2*-1 40 -1-x 0 0 (o AV 1 N3_
T3 _q2 (3X 1) 0 0 -1-x o |~ (3X ])( 1 X) =0
4*-1° 0 O 0 -1-x
(1) SacamoéSx— :I)factor comurdelai columna. (2) Es el determinante de una matriz triangular.
x-1=0 - 3x=1 - X =1
(ax-1(-1-x)3=0 - 3

(--%°=0 - -1-x=0 - x=-1
La ecuacion tiene dos soluciomegz%; Xp =-1

X+ 2 1 1 1

x+2 1 1
EJERCICIO 29 : Desarrolla el siguiente determinante:
- 1 x+2 1
1 1 x+2

x+2 1 1 1 x+5 1 1
» . 1 X+ 2 1 1 X+5 X+ 2 1
Solucién:Sumamos a la primera columna las otras fres; =
1 x+2 1 x+5 1 x+2
1 1 1 x+2 x+5 1 1 x
FILAS
1 1 1 1 12 1 1 1 1
1 1 x+2 1 1 2% -1° 0 x+t1 O 0 ({2
W xr5) 2 & e a3
1 1 x+2 1 3% -1° 0 0 x+1 O
1 1 1  x+2| 4*-2° 0 O 0 x+1
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(1) Sacamobx+ 3 factor comdrdelalcolumna. (2) Es el determinante de una matriz triangular.

x—a-b a b
EJERCICIO 30 : Resuelve la siguiente ecuacion: c X=b-c b =0
c X—a-c
Solucién:
FILAS
x-ab a b X a b R
-b-c b ('1') X X—b-c = X 2 b
¢ X T =2°-17| 0 x-a-b-c 0
c a X—a-c X a X—a-c #_12| 0 0 we 8- b-c

(1) A la primera columna le sumamos las otras dos.

=0
>(x—a—b—c)2=0 L
xab-c=0 - x=atb+c

Por tanto, la ecuacion tiene dos soluciongs: 0; x» = atb+c

EJERCICIO 31 : Indica si son ciertas o0 no las siguientes igualdades. Razona tu respuesta:

a)la b c 2 2 2 b) X y z
a x vy =gb X p a b c |=0
apq c vy qQ 2x-a 2y-b 2z-c
Solucién:

a)ja b c 1bec 111 2 2 2
@ @ _a
a X y|¥4al x y|¥ab x p =5 b x p
apaq 1poq cyq cydq
Por tanto, la igualdad es cierta.

15

= {x-a- b—c)2=0

(1) Sacamosfactor comurdelal columna. (2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

b) La3 filaesombinacio nIineaUeIasjosprimeréesZElf‘ - 2?).
Por tanto, el determinante es cero. La igualdad es cierta.

Xy z
EJERCICIO 32 : Sabiendogque|a b c|= 2, hallaelvalordelosiguientesdeterminantes:
P q

-

a) |la=x b-y c-z b) | x+y+z 2y z
22 2b 2 atb+c 2b c
p q r p+g+r 29 r
Solucién:
a)|la-x b-y c-z a-xXx b-y c-z -X -y -z Xy z
2 2 2 [=2 a b c (*E) a b c|==-2la b c|=-2k=-4
p q r p q r p q T q r

(*)Hemos restado ala1® filala 22,
b) | xty+z 2y z| |x 2y z| |y 2y z| |z 2y z Xy z
atbtc 2b c|=|a 2b c|+|b 2o c|+|c b c=(§) a b c|+0+0=22=4
ptq+tr 29 r P29 r| |q 2 r| [r 2T p g r
(*) El2determinan teespor tener dosolumnésla’“l yIa2)proporcioraIes.
Eltercerdeterminan teeserpor tener doeolumnaiguale@ra y3§).
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EJERCICIO 33 :
12 -1 3

a) Justifica, sin desarrollar el determinante, que20 4 4|es mdltiplo de 7.
3 35 4

b) Prueba, sin desarrollarlos, que el valor de los siguientes determinantes es cero:
2 1 3 2

2x -1 x/2
Xx-2 y-1 z-3 t-2| N 2 v/2
2 -5 0 3 Y Y

2z 3 z/2

X y z t

Solucién:
12 -1 3 14 -1 3 7 -1 3 2 -1

a) Sumamoafal columndastraslos |20 4 4(=|28 4 4|=|74 4 4|=74 4
3 35 4| (42 35 4 76 35 4 6 35
Por tanto, el determinante es mdltiplo de 7.

b) Primer determinante— La 2es combinacion lineal de I&# la 12 (es igual a la@menos la ). Por tanto, el determinante es
cero.

Segundo determinante- La 22y la @ columna son proporcionales (I&ds 4 veces 1a33. Por tanto, el determinante es cero.

EJERCICIO 34 : Indica, razonando tu respuesta, si son ciertas o no las siguientes igualdades:
b) la b ¢ 2a 2p 2x

a) | x+2y y+22‘= X y‘_'_‘Zy 22‘ o q rl=d 2q 2
P q P a P Xy z 2 2r Z

Solucion:

a) | x+2y y+2z Xy 2y 2z
2L e 2 by 3 e - oy 2es= (o o) (-t Y|V 2

Por tanto, la igualdad es verdadera.
b) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta. Ademas, si multiplicamos una fila (o una columna) por un nd

2a 2p 2x ap x a b c
el determinante queda multiplicado por ese niumero. Por @ngh: 2q 2y|=8[@8b q y|=64p q r
2 2r 2z cr z Xy z

Por tanto, la igualdad es falsa.

EJERCICIO 35 : Sabiendo que Ay B son dos matrices de orden 2 tales que |A| =- 2y |B| = 4, calcula, justificando la
respuesta: {AB t‘ )A t) F _1} ‘A _lB‘; I3A|

Solucién:
Tendremos en cuenta que:

D |ae|=|a| 2 |at=lA

3 Amta )Am\_l‘:|A|E.JA_l‘:1 - ‘A_l‘:ﬁ ($i|/x O;es:iecir,sbxisteA_l).

a a ez} ez}
4) Si A:( 1 12) entonces‘.BA:( 11 12)

azy az2 31 A2
Por tanto:

‘ABt‘:W‘Bt‘:MH:—ZEﬂ:—S ‘At‘:|A|:—2 ‘B_l‘z—z—

‘A_]'B‘ =‘A_1‘|B|=ﬁ|8| = Llm-o 134=F|A=9A=o(- 29=-18

-2



