Examen de calculo diferencial e integral
Opcion A

Ejercicio 1. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Sea la funcién f (x) =2x/4- ¥
a. Estudiar su continuidad y derivabilidad.
b. Dibujar su grafica.
c. Calcular el area del recinto acotado por la grafica y = f (X) , lasrectas x=0, x=5yel eje
OX.

ox(4- i x<4 - i
f(X): X( X) S? X N f(X): 8X 2)(2 Sf X< 4
2x(x~4) si x>4 2x% - 8x si x>4

Las dos ramas de la funcién son pardbolas, con lo que sabemos que son continuas y derivables en todos los puntos salvo
quizds en x=4. Estudiemos, en ese punto, la continuidad y derivabilidad de la funcién.

lim f (x) =lim (8x-2x) =0
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4 im () lim £ (x) =lim (2 -8x) =0 (4)=lm () )
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f'(4)#f,(49 = f(x) no es derivable enx4
Vamos a representar grdficamente la funcién teniendo en cuenta que estd compuesta por dos trozos de pardbolas.

 y=8x-2x corta al eje OX en los punt¢®,0) (%,0
y' =8-4x = tiene un maximo en el pun(a,8)
la grafica se corresponderia con la parabola de trazo rojo

y =2x° - 8x corta al eje OX en los mismos pun{@0) (4,0
Yy’ '=4x-8= tiene un minimo en el punf@,- 8

| la grafica se corresponderia con la parabola de trazo azul

La gréfica de f( )) la representamos en negro y steste a parti
' de la primera parabola en el interval()—oo,4] y de la segunda

en(4,+o)



El area pedida se corresponde con la zona coloreada

A:j:(sx—sz) dx+j:’(2 %-8) dx{4 %—%XTO {%—4%1 -

{3 2w 22

Ejercicio 2. (Puntuacion maxima: 3 puntos)

Calcula:
_ senX1- senk 2 1
a) lim b) | xIn x)” dx c
) X2 (cosx)’ ) I {inx) ) I x®+2X
a) lim senX1- ieﬂ)( lim SE€N X szeﬁ X (L' Hépital) = lim COSX — €N XCOSX_ ST ¥ Zenx
x-7 (cosx) x-7 (cosx) .7 —2COSXSenxX .7 —2senx 2

b) J'x(ln x)° dxzxé(ln >§2—I§E2Inx[-l)lzdx=xg(ln x)z—j xn >Jdx=

N N
u:(lnx)Z:du:ZInxG)lzd u=lnx = duzid

NG NG
dv=xdx => v=— dv= xdx = v:?

X X X X
E(MX —{—Inx j Bldx}—— In %° —In xt—+ C

C)I ! dx:jixdx—j% dxz—;J.;l dk—iszi” dxr—;_m x—j]n( 2x+2)+ C

X3 +2x
s A+M=0 1 1
1 A Mx+ N _(A+ M) X+ Nx2A B A== M=-=
X3+ 2X _X+ X+2 X(X2+2) =N =0 - 2 :
2A=1 N=0



Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 2 puntos)
Se consideran las curvas Y= X e y=a, donde a es un nimero real con 0<a<1. Ambas curvas

se cortan en un punto (XO, yo) con abscisa positiva. Hallar a sabiendo que el area encerrada entre

ambas curvas desde X =0 hasta X = X, es igual a la encerrada entre ellas desde X = X, hasta X=1.

Se trata de encontrar el valor de "a para que=A ,

_ XO( _XZ)d_ XSXO_ _)é
AL—L a X= ax—g = ax 3

L -0

- -
AZ:J';(xz—a) ix=| X - ax :%— a—(ﬁ;— a3<j

entonces ax—

Ejercicio 4. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

1
1+¢€

Sea la funcién f (t) =

Se define la funcion g(X) = J:enx f (t) dt. Calcula |)!rr3¥

g(x)=[""t(f)dt= g(0)=[ () dt=0
segun el teorema fundamental del calculo integra(l( =xL E:osxzﬂ
1+ esenx 1+ esenx

cosx _ 1 1

entoncedim 9(¥ = (L' Hépital) =lim 9(¥ =lim
x-0 X x-0 1 x-01+e>*™ 1+1 2
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Opcion B

Ejercicio 1. (Puntuacion maxima: 2 puntos)
Sea la funcion f (X) = Xzser( X—4) +17. Demuestra que la funcién derivada f'(X) posee al menos

una raiz real en el intervalo (O , 4).

f (x) es una funcién continua y derivable Bn  por sema y producto de funciones continue

y derivables en particular ( k es continua f4] vy derivable@nd)  y aden{@ = (4) f
f (0) =0’ Ben(0- 4 + 17= 17

f (4) =160sen 0 + 17= 17

entonces estamos en las canones del teorema de Rolle por lo que podemos concluir que
existe ¥0(0,4) tal que f{ J=0= "{ X posee al menos una raiz en el inter{@|d) .

También puede resolverse aplicando el th de Bolzand(a)f x en el intdath

Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Dada la parabola y =4 - x?, se considera el tridngulo rectdngulo T(r) formado por los ejes
coordenados y la recta tangente a la parabola en el punto de abscisa x=r,con r >0.

a. Hallar r paraque T(r) tenga drea minima.
b. Calcular el area de la regidn limitada por la pardbola, su tangente en el punto de abscisa

X =1,y el eje vertical.

Calculemos la recta tangente a la parabola enpeinto x= r
punto de tangencia E( - 2r); F¥-2 x> m'ly)E-2
=y —(4-r)=-2(x-r) ,r,=y =-2x +r’+ 4

cortamos la recta con los ejes de coordenadas

x=0 5
a=r,NOY = , =a=(0,r"+4)
y=-2rx+r-+4

=0 2
b=r,NOX = Y ,  =b= ' +4,O
y=-2rx+r°+4 2r

El triangulo T(r) tiene por base b y por altura a

r2 +4 I:qrz + 4)
la funcion area sera A ¥= 2r -

(r2+a)
ar

 Ar) =



16r? (r"’+4)—4(r2+£92 . K(1)=0

Busquemos el minimo de la funcién area ( A—r 67

2(r24 4\ = 2, 2 _ N 2, 2_ y— _ :_,_i
167 (r2+ A) - 4r?+ 4 = 0= 4+ }( 8°- 4= 0> B~ 4 & -

) . . 2
como r>0 = el area del triangulo es minima cuandGH\E

La recta tangente a la parabola en el pur{tn3)
y=-2X+5

el area pedida es la region sombreada A

A= [(—2x+ 5) - (4- XZ)J dx= Iol( X =2 x1) de

Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

Calcula:

2) jf’xa/1+3x2 dx b) fim 4+

X — +oo 3)( 6X

% % %

4, (5
4+ 5 6 6/ 0+0_

b) lim =(dividiendo todo po6*) = lim -
X — +0o 3X 6 X — +0o (3) O+1
6) !

o [ivat oL oy oed EFV ] Ay 5.

7



Ejercicio 4. (Puntuacion maxima: 3 puntos)
2
(2x-1)
4" +1
a. Calcula las asintotas, los puntos extremos y esboza la grafica de f (X)

Se considera la funcién f (x) =

b. Calcula el area de la region limitada por la grafica de f (X) y la recta de ecuacién
4x+5y-5= Q.

., 2x—1)° . . .
La funcién f( >§:(427+)l no tiene asintotas verticales puesto que [Qor)1:R , (4 2+ O)
X
5 4- 4 + 1
- (2x=17 . AP -4x+1_ X @
lim *——"—=1lim 3 =lim
X - 00 4X +]_ X 00 4X +l X 00

=1 = y=1es asintota horizontal
4+=

X
no tiene asintota oblicua

(8X‘4)(4X2+])2‘ 8"2( i 16)22_42 L f'(x)=0 = 16¢ - 4= 0= x=+2
(4x +1) (4X +1) ?

f'(x) =

) f"(1j>0 =en x:1 hay un minim{} j
_32x(4c+) -4+ 8166 B oex-128¢ | |2 2 2

2 4 2 3
(4x*+1) (4x*+1) f"(—%) <0 = en x= —% hay un méximc{—% , Zj

£(x)

f (x) corta a los ejes efos puntos0, 1) y(%

Dibujamos las gréficas y calculamos el area pedida

,Oj; 1 ¥= 0= 32k3 4%= 0; enx 0, :xg ,:x—g hay puntosde inflex

—1)? 1
1A:r(‘r’" 4dex-j1(zxz Y dx:lisx—zx’-]l—[x—lln(4>%+1)} :§-(1-'LSJ: SInS=4_ 5= SIS 4
27775 0o 4+ 1 o |72 , 5 2 10 5

2x-1)° 4% - 4x+1 4x 1, 8x 1
I(4X2 +1. dX:J 4X2 1 dX:I(l—mjdX:de_Ej4X2+1d)(: X—Eln(4)€+l)



