22 BACHILLERATO (LOMCE) — MATEMATICAS Il - TEMA 9.- INTEGRACION DE FUNCIONES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

1.-INTEGRAL INDEFINIDA. PROPIEDADES

El Célculo Integral o integracién consiste en hallar la funcidn f(x) cuando se conoce su funcion derivada f'(x).
Por eso se dice que la integracion es la operacién inversa de la derivacion.

Mientras que las reglas de derivacidén nos permiten hallar la derivada de cualquier combinacion (suma,
producto, composicién) de las llamadas funciones elementales, con la integracién no podemos decir lo mismo.

. . . . —x 1
Por ejemplo, no existen funciones elementales cuyas derivadas sean f(X)=%(x); g)=e"; h(x)= )

Primitiva de una funcién. Integral indefinida
Dada una funcién f(x), diremos que F(x) es una primitiva suya si F'(x) = f(x).

La primitiva de una funcidén no es Unica. Por ejemplo, si f(x) = 3x2, entonces F1(x) = x3, FaX) = X3 + 2y .etc, etc son
primitivas de f(x).

En general, si una funcién f(x) tiene una funcidn primitiva F(x), entonces tiene infinitas primitivas cuyas expresiones seran
Fk(x) = F(x) + k, siendo k € R.

El conjunto de las infinitas primitivas de f(x), se llama integral indefinida de f(x) y se denota medlante.[f(x)dx.

Se lee "integral de f de x diferencial de x". Por ejemplo: I3x2dx =x>+k, conkeR.

Integrales inmediatas

Puesto que la integracion es el proceso contrario al de la derivacion, de la tabla de derivadas vista en el tema anterior se
deduce una tabla de integrales inmediatas:

n+l 1 ¢ X X
.[x”dx:x +k (n#-1) I—dx=1n|x|+k Ie dx=¢"+k jaxdx: a_ i
n+1 X Ina
ISCI’I)Cde—COS)C-Fk j S—dx=tgx+k J ! dx = arcsen x+k
cos” x 1= 2 J > dx=arctg x+k
J-cosx dx=senx+k J-(l ) 3 ) 1+ x
+tg x) dx=tgx+k | =—arccos x+k
Ejemplos.
3 -4 X
2 —x— L — -5 _x_ ___1 X 7. 2
D [xde="rk 2)jx5dx_jx dv="prk=—o+k 3 [2rde= otk

_% _5
th=—2 4k
5
5 2

% [3
);24—](:2 a +k 5) J.Sde:
g2 : V'

Propiedades de la integral indefinida

4 [ dv=[x"2a - [ 75 ae=

1) La integral de la suma o diferencia de dos funciones es igual a la suma o diferencia de las integrales de dichas
funciones.

[r@ +g)ax=[ rxyax + [ g0 ax [lr@ - e@) = rerdv — [ g(x)dx

2) La integral del producto de un nimero por una funciéon es igual al producto del nimero por la integral de dicha
funcion.

jaf(x) dx = a jf(x) dx

3 —
Calcula: a)j[3x4 _i}+iJ dx b) j X 27x v
RN Q=

2

—X, si 0<x<3

Ejercicio 2/ Sea f: [0, 4] — R una funcidn tal que su funcién derivada viene dada por f"(x) =< 3 o S *
—2x+8, si3<x<4

(a) Determina la expresion de f sabiendo que f(1) = 16/3.
(b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.
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Ejercicio 3| Determina una funcién f: R - R sabiendo que su derivada viene dada por f'(x) = x2 + x — 6 y que el valor que
alcanza f en su maximo relativo es el triple del valor que alcanza en su minimo relativo.

Halla la funcion f: R — R sabiendo que f”'(x) = 12x -6 y que la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abscisa x = 2 tiene de ecuaciéon 4x -y -7 = 0.

Practica tu:

Calcula: a)I9 dx b) j% C)I[3 \/7— ?/_ J X d) I(4x2 —5x+7)dx

e) Ix(x—l) dx f) I > 0(3)5 i 9) j(x—senx)dx

5.4 7/ 11 2
Sol:a) F(x) = 9x+c b F) =S VX 1o o Ry < 2L T 6N X gy gy oA X o
4 1 x 5 2 3 2
3

e) F(x) :X3—X22+c f) F(x) =

2

> sen Xic g) F(x) :X?+cos X +C

De una funcién f: [0, 5] —» R se sabe que f(3) = 6 y que su funcion derivada esta dada por
09 5x-2, si O0<x<1
X)=
¥? —6x+8, si 1<x<5
(a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 3.
(b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de fy calcula sus extremos relativos o locales (puntos en

los que se obtienen y valores que alcanza la funcion).

Sol:a)rtg: y=9—x b) f es creciente en (%, U (1,2) U (4,5) y decrec. en (0,%) U (2,4) Méax. :M(2,23—0) Min N1(3 @) N, (4, 7)

Determina la funcién f: R — R sabiendo que f'(x) = 2x® - 6x2 y que su valor mi{nimo es -12.
Calcula también las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréafica de f en los puntos de inflexidon de su gréfica.

4 3
&:f(x):x_tixw;en x=0, rtg: y:% ;en x=2, rtg: y:%

@ Determina la funcién f: R — R sabiendo que f”’(x) = x> - 1y que la recta tangente a la grafica de f en el punto de

abscisax=0eslarectay=1 = g,: f(x):w
o 12
Halla la funcién f: R — R para que su grafica pase por el punto M(0, 1), que la tangente en el punto M sea paralela a la

recta2x -y +3=0 y quef’(x) = 3x2 Sol.: f(x) = x”+ iX+ 4

2.- INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Para calcular una integral del tipoj f [g(x)] . 2'(x) dx se hace un cambio de variable

t=g(x)
dt=g'(x) dx

de forma que queda '[ @) dt

En la practica se busca en el integrando una funcién t = g(x) cuya derivada g’(x) (salvo una constante) aparezca

multiplicando en el integrando y de forma que j f(t) dt se sepa integrar.

Ejemplos:
3
t=x
) sz " dx = ! =je’.l dz:lj ddr=t viy=Le” 1k
dt =3x% dx — x* dngdl 3 3 3 3

t=x*—4x+5
Z)I(x—2)oos(x2—4x+5)dx j (eost) 3 L= j tcﬁ:—(sent+k)——sen(x2 A4 5) 4K
dt =(2x—8)de=2(x~ ke —>(x—2) dic = 2dt

Bercicio § Halla: a) [ 23+ g ) [

o)
x> +1 X +49 '[ex+l
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1
Sea f la funcion definida por f(x) :nzLx) para x > 0 y sea F la primitiva de f tal que F(1) =
b
a) Calcula F'(e). b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = e.
Sea f la funcion definida por f(x) :;4. Halla la primitiva F de f que cumple F(0) = 3.

4—-9x

Practica tu:

dx b)J- N1+ 2x dx c)j cos (5x+1) dx d)j x? cosx® dx e)J- (x+1) sen (3X2+6)C+1) dx

@ Halla: a)j ﬁ
X+

f)j6x—+36dx 9 J.(x—l)e"z_z“sdx h)_[ a’x2 DI 1+2x )J- cosxdx k)J- sen x +tgxdx l)J- ln3xdx

x> +x— 4+x 1+x sen’x cos x X

Sol:a) F(x) = ——2—+¢ b) F(x) = @m O F(x) =L sen(x+1)+c  d) F(x) =50

o Jx+2 3 5 3

_ 3x246x+1 xZ-2x+5 arctg(i)
¢) F(x) = COS(Xé x+1) | £) F(x) =3 In [x2+x-6+c o) F(x):%Jrc h) F(x):%+c

4
i) F(x) =arctg x + In(I+x2)+c¢ j) F(x) = -1 +c k) F(x)=1n|7cos X|+ ! +c ) F(x)zln Xic
sen COoS X
: y In(x)
Considera la funcién f dada por f(x):\/; + ——= parax>0.
X

a) Halla todas las primitivas de f. b) Determina la primitiva de f que toma el valor 3 para x = 1.

con ceR

Sol:a) Fe(x) = 2\:{x73+h122(x)+c b) F(x) = 2\:{XT+IH2(X)+7

3

2 2

Determina la funcién f: R — R tal que f'(x) = =2 sen(2x), f0)=1 vy f(%) =0 Sol:f(x)= sen(2x) _2x 4
T
. . - sen(x) -
@ Considera la funciones f :(0,t) — R definida por f(x)= 3( ) . Halla la primitiva de f que toma el valor 1
cos”(x
cuando x = z (Sugerencia: Se puede hacer el cambio de variable t = cos x).  Sol.: F(x) = B S 1
3 T 2 cos’x
1
Sea f: D - R la funcion definida por f(x)=———
X (1n(x))

(a) Determina el conjunto D sabiendo que esta formado por todos los puntos x € R para los que existe f(x).
Sol: D=(0,0)=R*

(b) Usa el cambio de variable t = Ln(x) para calcular una primitiva de f. Sol.: F.(x) = ;1+ ¢, con ceR
- In x

3.- INTEGRACION POR PARTES

Tiene por objeto transformar una integral en otra mas sencilla aplicando una expresién deducida a partir de la derivada
de un producto de funciones.

Sean u = u(x) y v= v(x) dos funciones derivables. Aplicando la regla de la derivada del producto:

d(uv)zudv+vdu - udv=d(uv)—vdu M)Iu dv=u v—J.vdu

El método consiste en expresar el integrando como producto de dos factores u y dv, de tal forma que la nueva
integral Jvdu sea mas facil de calcular.

Podemos usar el esquema siguiente:

J.u dv=u V—J.vdu

Si una de las partes del integrando no se sabe integrar, se tomara esta funcion como u

u - du=udx
Iu . v'dxzju .dv —> =
dv=vidx —> v= J.v'dx
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Halla: a)j (x* 1) e " dx b)J- e*sen(2x) dx C)I x* cos3x dx d) I x Inx dx

e)I arcsen x dx f)I sen (In x) dx g)j 25—-x? dx (Sugerencia: Hacer el cambio x = 5 sen t)

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = e* cos(x).
a) Calcula la ecuacidn de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x = 0.
b) Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 0).

Determina la funcién f: (0, c0) — R sabiendo que f”(x) = In(x) y que su grafica tiene tangente horizontal en el
punto P(1, 2).

Practica tG:
Calcula: a) j (x—1e" dx b) J‘ ¥ e dx c)j ezxsen(x) dx d)J‘ e “cosxdx e J‘ xcos x dx
f) .[x3 In x dx g).[ arctg x dx h) J. cos’ x dx
Sol.: a) F(x) = eX(x—2)+c¢ b) F(x) = eX(x3-3x2+6x—6)+c¢ ¢) F(x) :§ e?X(2 sen X — €coSs X)+¢

x*(4Inx - 1)
16

d) F(x) =%e*"(sen X— COS X)+¢C e) F(x) = x sen x+ cos Xx+c f) F(x) = +c

h) F(X)ZX + Seén X CcosS X+C

2

2
g) F(x) =x arctg x — M+c

Sea f la funcién f: R — R definida por f(x) = x2 cos(x). Determina la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto (t, 0).
Sol.: F(x) =x2 sen x+2xcos x—2 sen x+27
Sea la funcién f: R — R definida por f(x) = (1 — x2) e™. Determina la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (-1, 0)
Sol.: F(x) =e * (x2 +2x+1)
Sea f: (0, ) — R la funcion definida por f(x) = x [ 1 — In(x) ]. Determina la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto

2 _ 2
P(l, 1) M F(X) — 3x 2X4 In x+1

Sea f: R - R la funcién definida por f(x) = x? sen(2x). Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el
Sol: F(x) = 2X7008(2x) + 2xsen(2x) +c0s(2x) +3

punto (0, 1).

Sea f: R - R la funcién definida por f(x) = (x — 1) e2*. Calcula la primitiva de f cuya gréfica pasa por el
e?x(2x-3)+5¢?
4

punto (1, €?).  Sol:F(x) =
Determina la funcion f:(-1, +o0) — R tal que f(x) = 1/x y su grafica tiene tangente horizontal en P(1, 1).
Sol.: f(x) :x(ln x| -1 )+ 2

4.- INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Supongamos que queremos calcular una integral del tipo J‘%dx , donde p(x) y g(x) son polinomios.
q(x

pO)_ )
() =c(x)+ ey quedando

reducida la integral inicial a la de un polinomio mas una integral racional donde el grado(7(x)) < grado(g(x)).

Sigrado( p(x)) > grado(g(x)) se efectda la divisidn y se expresa en forma mixta:

Solo consideraremos entonces integrales de este Ultimo tipo.

r(x
Para resolver esta, descompondremos

q(x)
suma de integrales mas elementales.

en fracciones simples lo que equivaldra a sustituir la integral inicial por una
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Descomposicién en fracciones simples
p(x)

q(x)
polinomio q(x). Supongamos que q(x) tiene todas las raices reales. (S6lo se estudia este caso que es el mas
simple).
Una vez factorizado q(x):

Para descomponer una fraccién algebraica propia en suma de fracciones simples se factoriza el

A cada factor de q(x) del tipo (x —r) le corresponde una fraccion simple
—-r

X
. ) M N
A cada factor del tipo (x — r)2 le corresponden 2 fracciones: -+
(x—=r)y x-r

N P
(x—=ry (x=rY x-r

St el factor fuese (x — r)3 le corresponderian 3 fracciones:

El esquema es el siguiente:
pix) 4 N B N C

F e (factores lineales simples)
q(x) x—a x-b x-c
+ M >+ N SRR (factor lineal doble)
(x—-m)> x—m
+ 5 T+ T >+ Y, (factor lineal triple)
(x=p)y (x=p) x-p

Para la determinacion de las constantes A, B, C,....M, N,.....,S, T, U.... se hace lo siguiente:

1°) Se multiplica la igualdad anterior por q(x), obteniéndose la igualdad entre polinomios

2°) Se dan valores numéricos en ambos miembros, tantos como constantes haya que determinar.
Por comodidad se utilizan las raices, obteniéndose un sistema de ecuaciones.

39) Se resuelve el sistema y las soluciones obtenidas se sustituyen en las fracciones simples.
3x+5

2

Ejemplo:Vamos a descomponer en fracciones simples la funcion racional f(x) = — "
X —Xx —x+

El denominador se descompone usando la regla de Ruffiniy queda (x + 1)(x — 1)2.

3x+5 A B C
32 - + 7t
x=x"—-x+1 x+1 (x-1)° x-1

Entonces podremos descomponer ast:  f(x) =

Multiplicando la igualdad anterior por (x + 1)(x — 1)2 resulta 3x + 5 = Ax —1)2+ B(x + 1) + C(x + 1)(x - 1)
Dando valores:
Parax = 1tenemos 8 =2B=B =4

Para x = -1 tenemos 2 = 4A = A = %

Para x = 0 (por ejemplo) tenemos 5 = A+B - C :%+ 4-C=>C= _?1

3x+5 _%Jr 4 +_%
x*—x?—x+1 x+1 (x=1)%* x-1

Entonces la descomposicion en fracciones simples es:

Integracién de las fracciones simples

. . , . A .
- Fracciones correspondientes a raices reales simples: I dx = A. ln|x—r| +k (Inmediata)

xX—r
. . , S A (x=r)"" .
- Fracciones correspondientes a raices reales multiples: — = dx=A4-~"—"2 41k (Inmediata)
x—r) -n+1
-1
Por ejemplo, _[ 3 3x+5 j / j 5 dx+j A dx =— 1n|x+1|————-1n|x—1|+k
X — x+1 (x-1) x—1 b
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3 X
Ejercicio 11 Determina: a) j i +2x —2x+3 dx b I (erl—)ixxl)
e —1)e* +

x2 -1
9 I V2x +1
2x+1++/2x+1

De la funcién f: (-1, +o) — R se sabe que f’(x)= ( 31)2 y que f(2) =
X+

. (Sugerencia: efectta el cambio t = &%)

dx (Sugerencia: t=+/2x+1)

(a) Determina f. (b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

Practica tu:

2 3,2
Calcula: a)I EaRd N b) j _a (x” +x7)dx d)_[ x+2 i
%1 x(x—1)° XX +x-2 X —x?—4x+4
Sol.: a) F(x) =Xz—2+x+2 ln‘x—l‘ +c¢ b)Fx) = ln‘x‘ _ L—ln‘x—lh— c
x—1

¢)F(x) = X22+§ln‘x—l‘+ §1n‘x+2‘+ ¢ dF®x) = ln‘x—2‘ —1n‘x—1‘ +c

ln‘\/x+ - 2‘ - ln‘\/x+2 + 2‘
+c
2

dx
Determina: a).[ ———————  (Sugerencia: vJx+2=t) Sol:F(x)=
(x—=2)Vx+2

(Sugerencia: cambio de variable t = \/;) Sol.: F(x) :ln‘\/; + 1‘ ~In+Jx - L+ c

dx

dx (Sugerencia: Se puede hacer el cambio de variable f = \/_ )

)J+J—

[.3
Sol.: F(x) -2 3X —x+4\/;—41n‘\/; + 1‘ +c
— 3"
d)'[%dx (puedes hacer el cambio t = €¥)  Sol.: F(x) =eX — 4ln(ex+1) +c
e +

Sea la funcidn definida por f(x) = x In(x+1) para x > —1. Determina la primitiva de f cuya gréafica pasa por el

punto (1, 0). Sol.: F(x) = 2x2 In(x +1)—x2 Z2x—2ln(x+1)—l

Dada la funcién f: R - R definida por f(x) = Ln(1 + x2), halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el origen de

coordenadas. Sol.: F(x) =x In(1+x?) — 2x + 2 arctg X
x?+1

Sea f la funcion definida por f(x) :ﬁ, parax # 0y x # 1y sea F la primitiva de f cuya gréafica pasa por el

x“(x—-1
punto P(2, In(2)).
a) Calcula la recta tangente a la gréafica de F en el punto P. b) Determina la funcién F.

Sol.: a) rtg: y:%(x—2)+ln 2 b) F(x) :l—ln ‘x‘ + 2 ln‘x—l‘ +2In2 - %
X

1
Sea la funcion f dada por f(x)= 5 ,parax #-1 y x # 0. Determina una primitiva F de f tal que F(1) = 1.
X

+x
Sol: F(x) =In ‘x‘ - ln‘x+1‘ +In2+1

. Calcula una primitiva de la funcion f definida por f(x) _Ll());, parax # 1lyx # 3.

x4+ 2x—
Sol.: F(x) =2x+3In |x—1| + 31n|x+3| +c

Sea g: (0, +o0) — R la funcion definida por g(x) = . Determina la primitiva de g cuya gréfica pasa por el

1
x++/x

punto P(1, 0). (Sugerencia: Se puede hacer el cambio de variable t = Jx ) Sol: G(x) =2ln(\/;+1) - 2In 2
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6| Sea [ = 2 dx . (a) Expresa | haciendo el cambio de variable t = X, (b) Calcula I.
Sol.: a) I:I 2 dt b) 1= ln(ex) — In (2—ex)+c
t (2-t)
27| Sea I = >dx (a) Expresa | haciendo el cambio de variable t2 = e *. (b) Determina I.
p

Sol: a) Izj_lo dt b) I= —IOIn(\/e_X) + 10 In [1+Je—7j+c

t (1+1)

5.- INTEGRAL DEFINIDA

. . b
Sea una funciéon f:[a,b] — R. La integral definida de f en el intervalo [a,b] se representa por J- f(x) dx.
a

- Sif(x) > 0 en el intervalo [a,b], entonces la integral definida es el area comprendida entre la grafica de fy el gje X:

Ib f(x)dx=4

- Sif(x) < 0 en el intervalo [a,b], entonces la integral definida es el area comprendida entre la grafica de f y el eje X pero

b
con signo negativo: I f(x)dx=-4
a

- Si f(x) cambia de signo en el intervalo [a,b], entonces la integral definida es la suma de las areas de los recintos
situados por encima y por debajo del eje X (positiva si la grafica estd por encima del eje X y negativa si estd por debajo):

a

Y
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Teorema fundamental del calculo integral

Dada una funcién f continua en [a,b] , se llama funcion area a la funcion F:[a,b] — R, F(x)

Il
—_—
\,.:
<
~
3

f(t)

Geométricamente, sif(t) > O en [a, x] F(x) es el area comprendida entre la gréfica de fy el eje X en el intervalo [a, x]

El teorema fundamental del calculo integral dice que F(x) es derivable y su derivada es la funcién f:  F'(x)= f(x)

Si f(t) > 0, en [a, b], entonces F(x) es creciente en dicho intervalo
Por tanto,
Si f(t) < 0, en[a, b], entonces F(x) es decreciente en dicho intervalo

Regla de Barrow

b b
Si f es una funcion continua en [a,b] y F(x) es cualquier primitiva de f entonces If(x) dx = [F(x)] =F(b)-F(a)
a
a

3
Considera la funcién f dada por f(x)=+/x + Inx) para x > 0. Halla jl f(x) dx
x
Sea f una funcién continua en el intervalo [2, 3] y F una primitiva de ftal que F(2) =1 y F(3) = 2, Calcula:

@ [ fds ® [° 657 dx © [ [F@T 10 dx
2 2 2
2
Calcula las siguientes integrales definidas: a) I” sen(~/x) dx (Sugerencia: Haz el cambio  =+/x)
0

T, 1 i
b) .[ A )26 dx (Sugerencia: integrar por partes) C)J. Zx— dx
0 cos“(x) Vv

Se sabe que la funcion f: ® — R definida por f(x) = ax? + bx + c tiene maximo absoluto en el punto de

3 2
abscisa x = 1, que su grafica pasa por el punto (1, 4) y que j | f(x)dx =3?. Hallaa, by c

Calcula los valores de a y b sabiendo que la funcién f: (0, 1) — R definida por f(x)= ax? + b In(x), tiene un

4
extremo relativo en x = 1y que L f(x)dx=27-81In(4)

Calcula el valor de a > 0 para el que se verifica Ia al 5 dx=1

02+x

Practica tu:

-1 dx

1
Determina las siguientes integrales definidas: a) Iﬁ xzsen(x) dx b)J‘ In(4 —x) dx c)j —S
0 -1 -2 (X =-x)(x-1

dx  (Sugerencia: se puede hacer el cambio de variable f = \/eTC)

o

)J-l 3x% +1 ax e)jz e

0 x*—x-2 1+e*

Sol: a) 2+ 4 b)5I5-3I3-6 o L+mm3-—m4 d2-2m2 ) 2¢2-2e+2In1*tC
6 2 3 1+¢2

1
Sea I :-[0 # dx . (a) Expresa la integral | aplicando el cambio de variable  =+/1—x
—X

(b) Calcula el valordel.  Sol.: a) J'O(th -2tdt  b) %
1
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6
Sea f: R - R la funcién dada por f(x) = ax2 + b. Halla los valores de a y b sabiendo -[0 f(x) dx =6 y que la pendiente

de la recta tangente a la gréfica de la funcion f en el punto de abscisa 3 vale -12.  Sol.: a=-2 , b=25
Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = ax3+ bx2+ cx + d. Se sabe que f tiene un maximo local en x = 1, que el

1
punto (0, 1) es un punto de inflexién de su gréaficay que IO f(x) dx:%. Calculaa b,cyd. Sol: a=—1 b=0 c=3 d=1

De la funcién f: R — R definida por f(x) = ae* - bx, donde a, b € R se sabe que su grafica tiene tangente horizontal

2e-3
2e—1

1
enx =0y que J.O f(x) dx:e—%.Halla los valoresdeayb. §ol: a=b=

6.- PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

b
a Si f(x >0,Vxela,b|=|f(x)dx>0
1 )J.f(x) dx =0 , para cualquier funcién f 2) ) 2] Z[ )

b
Si f(x)<0 ,Vxe[a,b]:.l.f(x)dx<0

a

V4

5 ) Si Vxe[a,b], f(x)Sg(x):_}if(x)de

a

6 )Si a<c<b= j.f(x)dx+jjf(x)dx=jzf(x)dx

|

a (o b

2
Ejercicio 19 Dada la funcién g: R — R, definida por g(x) = 2x + |x? - 1|. (a) Esboza la grafica de g. (b) Calcula X) dx
g g g g g
0

Consideremos F(x) = J.z f(@) dt

(a) St f fuese la funcidn cuya gréfica aparece en el dibujo, indica si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones,
y

razonando la respuesta: }0 d‘.;\ TX

1

N+l

) Fla) =0 W F =0 iit) F es creciente en (0, o) (b) Calcula F(1) siendo f(¢)=
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(24 .
—, si —2<x<-1

Sea f: (-2,0) - R la funcion definida mediante f(x)=1 ", 5
2o
2

, si—1<x<0

1
(a) Determina O y O sabiendo que f es derivable. (b) Calcula I ) f(x) dx

Practica tu:

In(x), si 0<x<1
In2-x), si 1<x<?2
(a) Estudia la derivabilidad de f en el punto x = 1. Sol: No es derivable (aunque si es continua)

Sea f: (0, 2) » R la funcion definida por f(x) ={

3
(b) Calcula j f F(x) dx Sol: In(2) — 1
2

1+mx, si x<0
Sea f: R — R la funcion definida por f(x)=
e ™, six=0
(a) Determina el valor de m sabiendo que f es derivable. Sol: m=-1 (b) Haz un esbozo de la grafica de f.
1
(c) Calcula I f(x)dx. Sol: Se -2
-1 2

JE, si 0<x<8

Se sabe que la funcion f: [0, ») — R definida por f(x)=1,2 _3» es continua en [0, ).
, Si x>8
x—4
10 206
(a) Halla el valor de a. Sol.: a=8 (b) Calcula Io S(x) dx sol.: 5 +16In(2) — 161n(3)

7.- APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA: CALCULO DE AREAS

Calculo del drea comprendida entre la grafica de una funcién y el eje X en [a, b]

Lt
|0

Yi

y=f(x) __a

En todo caso, cuando la grafica de f no atraviese al eje X el drea es

Y.

c d b
A:A1+A2+A3:J.f(x)dx - J.f(x)dx + .[f(x)dx
a c d

En todo caso, cuando la grafica de f atraviese al eje X en los puntos cy d, el area es:

A= + +

jf(x) dx

j f(x)dx

If(x) dx
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Calculo del drea comprendida entre las graficas de dos funciones en un intervalo [a, b]

b

Sif(x) > g(x) en el intervalo [a, b], eldreaes [A4= J.[f(x) - g(x):l dx

a
y‘b

=100

Si fuese f(x) < g(x) en el intervalo [a, b], el area seria
b

Azj.[g(x) - f(x):ldxzjz— [f(x) - g(x)]dxz—j‘ [f(x) - g(x)]dx

a

En todo caso, sea f(x) > g(x) 6 f(x) < g(x) en el intervalo [a, b]

A:

Zj[.f(X) — g(x)]dx

Si las graficas se cortan en un punto de abcisa b, entonces
yd

.

y=100 4

& L,

> ¥= 00

C

JL1(x) - g]ax

b

A=A1+A2=J[f(x) - g(x)}dx +

a

Sea f: R — R la funcion definida por f(x)= —%xz +§x+1

(a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en un punto de la misma de ordenada y = 1, teniendo en cuenta
que dicha recta tangente tiene pendiente negativa.

(b) Calcula el area de la region del plano limitada por la grafica de f, la recta tangente obtenida y el eje de ordenadas.

Se sabe que la gréfica de la funcién f: R — R definida por f (x)= x>+ ax?+ bx + c es la que aparece en el
dibujo.

(a) Determina f. (b) Calcula el area de la regidon sombreada.
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1
La curva y =Ex2 divide el rectangulo de vértices A = (0,0), B = (2,0), C=(2, 1) y D = (0, 1) en dos recintos.
a) Dibujar dichos recintos b) Hallar el area de cada uno de ellos

Dada la funcién f: R — R definida por f(x)= -2x% + 3x - 1

(@) Prueba que las rectasy = -x +1 e y = 3x — 1 son tangentes a su grafica.
(b) Halla el &rea del recinto limitado por la grafica de f y las rectas mencionadas en el apartado anterior.

En la figura adjunta puedes ver representada en el intervalo [0, 2] la gréfica de la parabola de
ecuacién y = x2/4. Halla el valor de m para el que las areas de las superficies rayadas son iguales.
I

Considera la funcion f: R — R definida por f(x) :3x(2—m3—x)l conm > 0.
m

Calcula el &rea del recinto encerrado por la grafica de f y el eje OX.
Determina b sabiendo que b > 0y que el area del recinto limitado por la parabola de

2
ecuacion y = (Ex—bj y los ejes coordenados es igual a 8.

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x3 - 3x% - x + 3.
a) Halla, si existe, el punto de la grafica de f en el que la recta tangente esy = 3 - x.
b) Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de fy la recta del apartado anterior.

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x*. Encuentra la recta horizontal que corta a la gréafica de f
formando con ella un recinto con area 8/5

2

xz—

Sea la funcién f definida por f(x) =

(a) Halla una primitiva de f.
(b) Halla k para que el area del recinto limitado por el eje de abscisas y la grafica de f en el intervalo [2, k] sea In(2)

parax#z-1 y x# 1.

Calcula el valor de b > 0, sabiendo que el area de la regién comprendida entre la curva y=+/x y la
recta y = bx es de 4/3 unidades cuadradas.

Sea f: R — R definida por f(x) = | x2 =4 |.

(@) Haz un esbozo de la grafica de f.  (b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de fy larectay = 5.

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) ={ .
6—x, six>2

(a) Esboza la gréafica de f. (b) Estudia la derivabilidad de f.
(c) Calcula el area comprendida entre la grafica de fy el eje de abscisas.

x|x|, si x<2

e* -1, si x=0

Sea f la funcion definida por f(x) ={ R

xe ", six<O0

(a) Estudia la derivabilidad de f en x = 0y, si es posible, calcula la derivada de f en dicho punto.
(b) Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de f, el eje de abscisas y la recta x = - 1.

Sea f: (0, ) — R definida por f(x) = 1 + In(x)
1
a) Comprueba que larecta y =1+—x es la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = e
e
b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisa y la recta tangente del apartado a)
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Ejercicio 37 bis| Sea f: R - R la funcidn definida por f(x) = xe™. Esboza el recinto limitado por la curva y = f(x), los ejes
coordenados y la recta x = —1. Calcula su area.

Considera la funcion f: R — R definida por f(x) = e + 4e™%.

(a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y halla sus extremos absolutos o globales (puntos en
los que se obtienen y valores que alcanza la funcion).

(b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y lasrectasx =0 y x = 2.

Sean f, g: R — R las funciones definidas por f(x) = sen(x) y g(x) = cos(x), respectivamente.
(a) Realiza un esbozo de las graficas de fy g en el intervalo [0, Tt/2].
(b) Calcula el area total de los recintos limitados por ambas graficas y las rectasx = 0 y x = /2.

Seanf:R—> R y g:R — R las funciones definidas por f(x) = | x(x-2)| y g(x) =x + 4.
a) Esboza las graficas de f y g sobre los mismos ejes. Calcula el punto de corte entre ambas graficas.
b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de fy g.

Sean fy g las funciones definidas por f(x) =2 - x 'y g(x) =i1 parax # -1.
X+

a) Calcula los puntos de corte entre las graficas de fy g.
b) Esboza las graficas de f y g sobre los mismos ejes.
¢) Halla el &rea del recinto limitado por las graficas de fy g.

2
Las dos graficas del dibujo corresponden a la funcion f: (0, ) — R definida por f(x) =

X

+2 In(x)

y a la de su derivada f”: (0, ) — R

[

a) Indica, razonando la respuesta, cual es la grafica de fy cual la de f".
b) Calcula el &rea de la regiéon sombreada.

2
El 4rea del recinto limitado por las curvas y=>— e y=+ax,cona > 0, vale 3. Calcula el valor de a.
a

Calcula O > 0 para que el area del recinto limitado por las graficas de las funciones
fR- R y g R - Rdefinidas por f(x) = x2 y g(x) = -x2 + 202 sea 72 (unidades de area).

Practica tu:

De una funcién f: R — R se sabe que f(0) =2 y que f'(x) = 2x. (a) Determina f. Sol.: f(x)=x2+2

(b) Halla el &rea de la region limitada por la gréfica de f, el eje de abscisas y por las rectas de ecuacionesx = -2 y x = 2.
.40
Sol: —u
3

Considera la funcion f: R — R dada por f(x) = X2 + 4.
(a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1. Sol.: rtg: y=2x+3

(b) Halla el &rea del recinto limitado por la grafica de f, el eje de ordenadas y la recta la recta tangente anterior. Sol.: % u?

Halla el 4rea de la regién limitada por larectay = 1 + x y la pardbolay =1+ x2 Sol: é u?

onswaera la tTunclon 1. K - erinda por 1(x) = X= — d>X + 4.
B9 Considera la funcion f: R - R definida por f(x) = x2 - 5x + 4

(a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 3. Sol: rtg: y=x-5
(b) Calcula el area de la region acotada que esta limitada por el eje de ordenadas, por la grafica de fy por la recta
tangente obtenida. (Dibuja dicha regién) Sol.: 9 u?
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@ Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = — x2 + 2x + 3.
(a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2. Sol.: rtg: y=7-2x
(b) Calcula el area de la regidn acotada que esté limitada por el eje de ordenadas, por la gréfica de fy por la recta

tangente obtenida. (Dibuja dicha regién)  Sol: g u?
La recta tangente a la grafica de la funcién f: R — R, definida por f(x) = mx2 + nx - 3 en el punto (1, -6), es paralela a

larectay = —-x.
a) Determina las constantes my ny halla la ecuacion de dicha recta tangente Sol.: m=2, n=-5 ; rtg: y=—-x-5

b) Halla el &rea del recinto limitado por la grafica de la funcién, la recta tangente anterior y el eje de ordenadas g. 2 2
3

Calcula el valor de a > 1 sabiendo que el area del recinto comprendido entre la parabola y = —x2

es 4/3. Sol.: a=3

+ax y larectay = x

Sea g: R — R la funcién definida por g(x) = (1/4)x® - x? + x . (a) Esboza la grafica de g.
(b) Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de g en el punto de abscisa x = 2. Sol.: rtg: y=0

(c) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de g y el eje de abscisas. Sol.: % u?

@ Sea la funcion f: R — R definida por f(x) = 2x3 — 6x + 4. Calcula el area del recinto limitado por la graficade fysu

recta tangente en el punto de abscisa correspondiente al maximo relativo de la funcién. Sol.: ?7 u?

Dada la funcién f definida por f(x) :2;4 parax #1 y x # 4. Calcula el area del recinto limitado por la
x°=5x+
grafica de f, el eje de abscisas, y las rectas x = 2, x = 3. Sol: 2 In(2) u?

@ Sea f: R — R la funcidn definida por f(x) = x | x—4 |
(a) Esboza la gréfica de f. (b) Estudia su derivabilidad en x = 4. Sol.: No es derivable en x = 4 (aunque si es continua)

(c) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas ~ Sol.: % u?
Seaf:R—>R y g:R—R las funciones definidas por f(x) = x2 + | x|, g(x) =2
a) Determina los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza dichas gréaficas. Sol:(-12) y (1,2)
b) Calcula el area del recinto limitado por dichas graficas g, 3 2

3
2x+4, si x<0

(x—2)2, si x>0

(a) Calcula los puntos de corte de la grafica de f con el eje de abscisas y esboza dicha grafica. Sol: (-2,0) y (2,0)

Sea f: R - R la funcién definida por f(x) :{

(b) Halla el &rea de la regién acotada que esté limitada por la gréfica de fy por el eje de abscisas. g1 20 2
3

Sea f :(-1, +0) — R la funcidn definida como f(x) = In(x + 1).

(a) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, el eje OY y larectay = 1.

(b) Calcula el punto de corte de las graficas. Sol: (e — 1, 1)

(c) Halla el area del recinto anterior. Sol.: (e — 2) u2

Dada la funcién f: (0,+c0) — R definida por f(x) = In x, se pide:
a) Comprueba que la recta de ecuacién y = —ex + 1+ e2 es la recta normal a la gréfica de f en el punto de abscisa x = e.

b) Calcula el area de la region limitada por la gréfica de f, el eje de abscisas y la recta normal del apartado (a). g . 2¢+1
T 2e
Sea f la funcion definida por f(x) = | In (x) |, para x > 0.
a) Esboza el recinto limitado por la gréfica de fy larectay = 1.
b) Calcula los puntos de corte de la gréficade fconlarectay = 1.  go- (y, Dy (el
- €

c) Calcula el area del recinto citado. gg. ¢4 17 2
T e

Considera la funcion f: R - R definida por f(x) =2,

(a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisax = 0. Sol.: rtg: y:;lx+1

T 2
(b) Calcula el area de la regién acotada que esté limitada por la grafica de f, la recta de ecuacién x = 2 y la recta tangente
obtenidaen (@). go1.1-2 2

€
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Halla el area del recinto limitado por la gréafica de la funcidn f(x) = sen x y las rectas tangentes a dicha gréafica en los

2
puntos de abscisas x =0y x = 1. Sol: % -2 u?

Sean f, g: R — R las funciones definidas por f(x) = x2 = 2x y g(x) = — x2 + 4x, respectivamente.
(a) Halla los puntos de corte de sus graficas y realiza un esbozo del recinto que limitan. Sol: (0,0) y (3,3)
(b) Calcula el &rea de dicho recinto. Sol:9 u?

Considera la funcién f: R — R dada por f(x) = -x? + mx siendo m > 0. Esboza el recinto limitado por la gréfica de fy
la rectay = —mx y calcula el valor de m para que el &rea de dicho recinto sea 36. Sol.: m=3

Se considera el recinto del plano situado en el primer cuadrante limitado por las rectas y = 4x, y = 8 — 4x

ylacurvay = 2x - x2.  (a) Realiza un esbozo de dicho recinto. (b) Calcula su area  Sol.: % u?
Seanf:R— R y g:R — Rlas funciones definidas por f(x) :L;C' y gx)= i
+Xx
a) Esboza las gréficas de f y g sobre los mismos ejes y halla los puntos de corte entre ambas gréficas. Sol.: (1, %) y (-1, %)

b) Calcula el &rea del recinto limitado por las graficasdefy g.  Sol: %_1 u?

Sean f:R — Ry g:R — R las funciones definidas por: f(x) = 4 - 3|x| y g(x) = x2.
(a) Esboza las graficas de fy g. Determina sus puntos de corte.  Sol:(1,1) y (-1, 1)

(b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de fy g.  Sol.: ? u?

Se sabe que las dos gréficas del dibujo corresponden a la funcién f: R - R definida por f(x) = x2e* y a su funcién
derivada f".

(a) Indica, razonando la respuesta, cuél es la gréfica de fy cual la de f". Sol:1>f 2-f

(b) Calcula el area de la region sombreada. g,1.2_-0 2
— 2
€

ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

x—1, si O0<x<2

—x+3, si 2<x<3'y

@ Se sabe que la funcién f: (0; 3) - R es derivable en todo punto de su dominio, siendo f'(x) :{

-2 .
que f(1) = 0. Halla la expresion analitica de f. S()L:f(X)J(X 2 L, si0<x<2

—x24+6x-7
2

, S1 2<x<3

. ., . . , x2—2x, si x<0
@ Determina una funcion derivable f: R — R sabiendo que f(1) = -1y que f'(x)=

e* -1, six=0

X2 e s
Sol: f(x)=1 3 x“+1-e, si x<0
eX—x—e, six>0

Sea f: (-1, 1) » R la funcién definida por f(x) = Ln(1 - x2). Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).
Sol.: f(x)=x In(1-x?)-2x—In |x—=1| + In|x+1| + 1
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Determina la funcién f: R — R tal que f'(x) = (2x + 1)e™ Xy su grafica pasa por el origen de coordenadas.
Calcula también la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0. Sol.: f(x)=e™*(-2x—4) + 4 , rtg: y=x

@ Sea f :(—2, +o) — R la funcién definida por f(x) = In(x+2). Halla una primitiva F de f que verifique F(0)= 0.
Sol: F(x)=x In(x+2)—x+In |[x+2| — In2
Sea f: (0, ) - R la funcion definida por f(x) = (x — 1) Ln(x). Calcula la primitiva de f cuya gréafica pasa por el
—4x)Inx—x"+ 4x - 9
4

punto (1, -3/2). Sol: F(x):(2X2

3x° +x2 —10x+1 2 z
@ Calcula: a).[ 3 5 dx Sol.: F(x) =%+4X +3In ‘X—Z‘ - 31n‘x+1‘ +c b)J.OA x sen(2x) dx  Sol.: g
X —x—

3 0 1 3
c)jle ¥ In(x) dx  Sol.: % d) j_l In(2+x) dx Sol: 2In(2) — 1 e) joxe‘“dx Sol: €4

9¢?
4 2 0 1
2 x"—6x+5 4 -2 x"+2x-3 2
@ Sea f: (-1,3) — R la funcién definida por f(x) =%. Determina la primitiva de f cuya grafica pasa por el
x+1)(x—

punto (1,0).  Sol: F(x) = 3ln‘x—3‘ - 2ln‘x+1‘ ~1n(2)

1
1+\/}

(a) Exprésala haciendo el cambio de variable 1+ Jx =t Sol: I= J'4
- 2

dx

9
E Considera la integral definida /1 =L

@dt (b) Calculal.  Sol.: 4 — 2In (2)

8
@ Considera la integral definida I=I3 S dx

1+x — 1

(a) Exprésala aplicando el cambio de variable \/1+x — 1=f Sol.: 1= jz 2(%“)& (b) Calcula I. Sol.: 2 + 2In(2)
- 1

E_I De la funcién f: R — R definida por f(x) = ax3 + bx? + cx + d se sabe que alcanza un méaximo relativo
1
en x = 1, que la gréfica tiene un punto de inflexién en (0, 0) y que J.O f(x) dx:A . Calculaa, b, cyd

Sol.:a=-1 ¢=3 b=d=0

EZI Se sabe que la funcién f: R - R definida por f(x) = x3 + ax2 + bx + c tiene un extremo
relativo en el punto de abscisa x = 0 y que su grafica tiene un punto de inflexién en el punto de abscisa x = -1.

1 19
Conociendo ademas que -[0 f(x)dx=6,hallaa,byc Sol:a=3 b=0 c=-—"

2
Determina un polinomio P(x) de segundo grado sabiendo que P(0) =P(2) =1 y -[0 P(x) dx :%

Sol: P(x)=2x2 -2 x +1
4 2

Sean las funciones f, g: R — R, definidas por f(x) = =x2 + 1 y g(x) = x - 1. Calcula el area del recinto limitado por

sus graficas. Sil.:% u?

@ Sean f: R —» Ry g: R — R las funciones definidas por f(x) = x2 -1 y g(x)=2x+2
(a) Esboza las graficas de fy g. (b) Calcula el area del recinto limitado por dichas gréficas. g, 32 2
-3
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9 —x?
4

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) =

(a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f en el punto de abscisa x = 1. Sol.: rtg: YZTX

(b) Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de f, el eje de abscisas y la recta tangente anterior. Sol.: % u?

@ Sea g: R — R la funcién definida por g(x) = -x? + 6x - 5.

a) Halla la ecuacién de la recta normal a la grafica de g en el punto de abscisa x = 4. Sol: ry:y= X ;L 2

b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de g y la recta normal anterior. Sol.: % u?

Egl Sea f: R - R la funcién definida por f(x) = X2 = 2x + 2.

(a) Halla la ecuacidn de la recta normal a la grafica de f en el punto de abscisa x = 3. Sol: ry:y = 234_ X
81

(b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, la recta normal obtenida y el eje OY. Sol.: 3 u?

Esboza el recinto limitado por la grafica de la parabola y = — (x — 2)2 - 2, la recta tangente a la grafica de la parabola

en el punto de abscisas x = 3, el semieje positivo de abscisas y el semieje negativo de ordenadas. Calcula su area

Sol: 27 w2
2

Determina b sabiendo que b > 0y que el 4rea de la regién limitada por la curvay = x? y la recta y = bx es igual
a9/2. Sol.:b=3

Calcula un niimero positivo a, menor que 4, para que el recinto limitado por la pardbola de ecuacién

y = x2 y las dos rectas de ecuacionesy = 4 ,y = a, tenga un area de 28/3 unidades cuadradas. Sol.: a=3/36

Calcula un niimero positivo “a”, menor que 2, para que el recinto limitado por la pardbola de ecuacion

y = x2/2 y las dos rectas horizontales de ecuacionesy = a e y = 2, tenga un area de 14/3 unidades cuadradas.

Sol:a= 3|
32

Considera la curva de ecuacién y = x3 - 3x.
(a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa x = -1. Sol.: rtg:y =2

(b) Calcula el area del recinto limitado por la curva dada y la rectay = 2. Sol: % u?

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = X3 — 4x

(a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1. Sol.: rtg: y=—-x-2
(b) Esboza el recinto limitado por la gréfica de f y la recta tangente anterior, determinando los puntos de corte de ambas

e . . . 21
gréficas. Sol: (1,-3) y (-2,0) (c) Calcula el area del recinto anterior Sol: " u?

Seanf:R—>R y g:R— Rlas funciones definidas mediante f(x) = x3 — 4x y gx)=3x-6
(a) Determina los puntos de corte de las graficas de fy g. Sol: (1,-3), (2,0) y (-3,-15)

. . . L 131
(b) Calcula el area del recinto limitado por dichas graficas. Sol: 4 u?

Sea f: R — R la funcién definida por f(x)= x(x — 3)2.
(a) Calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. Sol: creciente en (—o0,1) U (3,0) y decreciente en (1,3)
(b) Haz un esbozo de la grafica de f.

27
(c) Calcula el 4rea del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas. SOl I u?

2
Sea f: R — R la funcién dada por f(x)= ﬁ Calcula el area del recinto limitado por la grafica
XT+

def elejedeabscisasy lasrectasx =0 y x=1.  go .1 2
2
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Considera la funcién f dada por f(x) = 5 - x y la funcién g definida como g(x) = —, para x # 0.
X
(a) Esboza el recinto limitado por las graficas de f y g indicando sus puntos de corte. Sol.: Se cortan en los puntos (1,4) y (4,1)

(b) Calcula el area de dicho recinto. Sol.: %781n(2) u?

Considera la funcién f: R — R definida por f (x)= x| x |.
(a) Dibuja la regién acotada del plano que esta limitada por la gréafica de f y la bisectriz del primer y tercer cuadrante.

(b) Calcula el area de la region descrita en el apartado anterior. SLL% u?

» ) _ﬁ, si x<-1
Sea f:R - Rla funcion definida por f(x)=< x

x2+1, si x>—1

(a) Halla el valor de a sabiendo que f es continua. Sol:a=2 (b) Esboza la grafica de f.
(c) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y lasrectasx +2=0 y x-2=0.
Sol.: 6+2In(2) u?

Considera las funciones f: (0, +o0) - R y g: R — R definidas, respectivamente, por f(x) = Ln(x) y g(x) = 1-2x
Calcula el &rea del recinto limitado por lasrectasx =1 y x =2 vy las gréficasde fy g. Sol:1+2In(2) u?

Sea f: R — R la funcion definida por f(x) = e2X,

(a) Justifica que la recta de ecuacidon y = —2ex es la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = -1/2.
(b) Calcula el area el recinto limitado por la gréfica e f, el eje de ordenadas y la recta tangente del apartado anterior

SLLZ% u2

1
Se consideran las funciones f: (0, ©) — Ry g: R — R definidas por f(x) =3x , g(x) :§x2
a) Haz un esbozo de sus graficas

, . - s . 11
b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones. Sol: 9 u?

Sean f, g: R — R las funciones definidas por f(x)= x2 - 2x + 3 'y g(x)= (1/2)x? + 1.
(a) Esboza las gréficas de fy g, y halla su punto de corte. Sol.: Se cortan en el punto (2,3)

(b) Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de ambas funciones y el eje de ordenadas. Sil.:g u?
Dadas las funciones f: [0,+ ©) - R y g:[0, +) — R definidas por f(x) =/x
g(x)= \3/; Calcula el &rea del recinto limitado por las graficas de fy g. &:i u?

Considera las funciones f, g: R — R definidas por f(x) = 2 — X2, g(x) = [x].
(a) Esboza sus graficas en unos mismos ejes coordenados.
(b) Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de fy g. &:g u?

Considera las funcionesf: R - R y g:R — R definidas por f(x) = X~ 1 y g(x) = el—x
(a) Esboza las gréficas de f y de g y determina su punto de corte. Sol.: Se cortan en el punto (1,1)

(b) Calcula el area del recinto limitado por el eje OY y las graficasdef y g. Sol: e+lo2 w2
€

Haz un esbozo del recinto limitado por las curvas y = e y= x? -1 y calcula el area de dicho recinto.

1+ x?
Sol.: 30arctg(2)—§ u?

Sean las funciones fy g: [0, +o) — R, dadas porf(x) =x2 y g(x)= Ax , donde O es un nimero real positivo fijo.
Calcula el valor de O sabiendo que area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones es 1/3.  Sol.: A=1
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