22 BACHILLERATO (LOMCE) — MATEMATICAS Il - TEMA 9.- INTEGRACION DE FUNCIONES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Sea f: R — R la funcién definida por f(x)z{z =l Si,xizz
—x, Six
(a) Esboza la grafica de f.

r|x|x=—xx=—x2, si x<0

Como | x |= , f(x)=3]x|x=xx=x", si 0<x<2

6—x, Si x>2

(b) Estudia la derivabilidad de f.
Para x+#0y 2, f es derivable (y por tanto continua) porque las funciones polinomicas

—2x, si x<0
son derivables; ademds f'(x)=42x, si 0<x<2.

-1, six>2

lim f(x)=lim (=x*)=0

Para x=0, f(0)=0" =0, o = [ es continua en x=0

lim f(x) =lim (_xz) =0
x—>0+ x—0

lim f'(x)=1lim (-2x)=0

x—0" =0

) ) = f es derivable en x=0 y f'(0)=0
lim f'(x)=1im (2x)=0
x—0 x>0

lim f(x)=lim (') =4
x—2 L
lim £ (x)=lim (6-x)=4

x—2

Para x=2, f(2)=2>=4, = [ es continua en x =2

lim f(x)=1lm (2x)=4
Y2~ x—2
= [ no es derivable en x =2

lim /()= lim (~1)= -1

x—2
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(c) Calcula el area comprendida entre la grafica de fy el eje de abscisas.

iy

(3,

S

¥<

2
2 x’ 8 base .altura 4 .4
A= x*dx="— =— A, = A(tridngulo) = = =8
= 3 3 b Alnangulo) 2 >
0
. . 8 32 ,
Por tanto, el drea pedida es A =4+ 4, = §+ 8 = 3 u

e* -1, si x=0

Sea f la funcién definida por f(x):{ .

xe ¥, six<0
(a) Estudia la derivabilidad de f en x = 0y, si es posible, calcula la derivada de f en dicho punto.

Para x#0, f es derivable (y por tanto continua) porque las funciones elementales
e, si x>0 {ex, si x>0

son derivables; ademas ['(x)= )
e (1-2x%), si x<0

le™ +xe™ (—2x), si x<0 -

lim f(x)=lim (x e )=0

Para x=0, f(0)=e’"-1=0, =0 = [ es continua en x =0

lim f(x)=Ilim (¢ -1)=0
50 x—0

lim f"(x)=lim e (1-2x%) =1

- x—>

0 = [ es derivable en x=0 y f'(0)=1

lim f'(x)=1lim (¢')=1

x—0 x>0
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(b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y la recta x = -1.
Para esbozar la grdfica de f podemos basarnos en que:

e —1=0
* Los puntos de corte con el eje de abcisas: f(x)=0<<0 < x=0; 0(0,0)
xe ™ =0

e’ =0 (imposible, pues e* > 0) 1
* La monotonia y extremos: [f'(x)=40 S1-2x"=0>x= _\/;
e (1-2x*)=0

l
! 1 1
Intervalo (-0, —,[— —, 0
____________________ I 3 I P
Signo de f'(x) | — +
comportamiento de f(x)_i decreciente | creciente
. : 1
Minimo relativo para x =— 5
[ Y
-1
0
0 1 #
|

0 [ ]
A =—I xe " dx

-1

[ = —Xz 1 1 e_xz

2 —_ f— —

[ xe™ dx— 1 = edt=—c" 4k = +k
dt:—2xdx—>xdx:7dt 2 2 2
0 0
. : —e " e
Por tanto, el area pedida es A =- 5 = -
-1 -1

B G Y Ci O KO S S [
2 2 2 2 2 2e 2e
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Sea f: (0, o) — R definida por f(x) = 1 + In(x)

a) Comprueba que la recta y=1+lx es la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x = e

rtgty = f'(x,).(x—x,)+ fe(xo); en este caso, x,=e; f(x,)= f(e)=1+1In(e) =2

Como f’(X)Zl—, f'(xo):f'(e)zl__) Vtg:y=£(x—e)+2—> Vtg:y=£+l
X e e e

b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisa y la recta tangente del
apartado a)

Para esbozar el recinto tenemos en cuenta:
1
* Donde corta la grdfica de f al eje X : f(x)=0=1+In(x)=0 In(x)=-1< x=e ' ==
e

* El punto de tan gencia de la grdfica de [ con la recta tan gente:(e,2)

* Donde corta la rtg al el eje X:0=241e x=—e
e

1
* Que f es creciente porque f'(x)=—>0, pues x>0
X

—e —e

11 1 1 ) 1 1 & 1 1 e 1 1 e
=l —+—|-| —(-e) —e|=—F+———+e=—F5+———te=—5+—+—
2e e e 2e 2¢0 e 2e 2¢ e 2 2¢0 e 2

e

A, = [(£+1j—(1+1n(x))]dx:je (i_ln(x)jdx
1/e e 1/e e

Por partes (ya hecha en el tema)

2
[ (f—ln(x)j dv=[ Zdv— [ In(x)dx L ()= x] + k=% — xIn(x) + x4k
e e e 2 2e
e Vale —1
A, :(sz —xln(x)+xj = (Lez —eln(e)+ej— LL—lln(lj+l =
2e 2e 2ee, e \e) e
/e

— 2_
Por tanto, el 4rea pedida es A:AI+A2:(21—3+1 +§j +(£—L—gj:—l+e: € lu2
e e

- Pagina 4 -



22 BACHILLERATO (LOMCE) — MATEMATICAS Il - TEMA 9.- INTEGRACION DE FUNCIONES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Ejercicio 37 big Sea f: R - R la funcién definida por f(x) = xe . Esboza el recinto limitado por la curva
y = f(x), los ejes coordenados y la recta x = —1. Calcula su area.
Para esbozar el recinto tenemos en cuenta:

* Donde corta la grafica de f a los ejes :
Eje X: f(x)=0cxe" =0 x=0 EjeY: x=0, y=f(0)=0.

Luego, solo corta en (0,0)

x=-1
* Donde corta la grafica de f a la recta x =—1 :{ > y= —1le "V =—¢
y =xe
Es >0
——

* La monotonia y extremos de f: f'(x)=le"+xe " (-1)=e " (1-x)=0<=x=1

Intervalo l (—o0,1) (1,00)

comportamiento de f(x) | creciente | decreciente

Madaximo relativo: M (1,f(1))—> Como f(1)=1le ' = l, el maximo es M(l,l)
e e
: & M
-1 0 X
y = xe ¥

0 Ly 0 y . —x or partes U==x du:_dx
A:—Lxe dx:j_l—xe dx; I—xe dx—Lrp ,{dv:exdx pm

xe" —je‘xdxzxe_x —(—e ) =e"(x+]).

0
Por tanfo, A=e " (x+1) ] lzeO(O+1) —e(-1+)=|1u’
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Considera la funcién f: & — R definida por f(x) = e + 4e™

(a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de fy halla sus extremos absolutos o
globales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).

(b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y lasrectasx =0 y x = 2.

a)yb) f(x)=e"+4e"(-)=e"—de " =0 =4e " :ix e =4 2x=In(4) =2In(2) < x =1n(2)
e

Intervalo

comportamiento de f(x) | decreciente | creciente

4
Minimo relativo: M (In 2, f(In 2))—) Como f(In2)=e™ +4e™™* =2 +t—>=2+2=4
e
El minimo relativo es M (In 2,4). (Observa en la grdfica que es un minimo absoluto)
Para esbozar el recinto tenemos en cuenta ademas donde corta la grdfica de | al eje X :

f(x)=0e" +4e " =0 =—4e " = _—x4 & e =—4 (im posible) (no corta al eje X)
e

Sirve de ayuda conocer los limites en el inf inito :

lim (e* +4e ") =1lim (e +ix):oo+i:oo+O:oo
X—> 0 e o0

X—> 0

lim (" +4e)=0+0=00

X—> —0

y=e" +4e "

12
A= '[02 (e +4e ") dx=(e" —4e™) - (e’ —4de?) — (" —4e’) =

2 2
e e

=ez—i— 1+4= (62—i+3j u’
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Sean f, g: R — R las funciones definidas por f(x) = sen(x) y g(x) = cos(x),
respectivamente.

(a) Realiza un esbozo de las graficas de fy g en el intervalo [0, T/2].
(b) Calcula el area total de los recintos limitados por ambas graficas y las rectas x = 0 y x = /2.

a) v b) Para esbozar las grdficas tenemos en cuenta:
* Los puntos de corte con los ejes :

<x<
sen(x)=0 Como 0<x<7/2(x €l cuadrante)

>x=0= f corta en (0,0)
_ Como 0< x<7/2 (x € I cuadrante) _
cos(x)=0 >X = A = g corta en (77,0)

x=0—>y=f(0)=sen(0)=0= f corta en (0,0)
x=0—>y=g(0)=cos(0)=1= g corta en (0,1)

Eje X : [
EjeY:{

y = sen(x) Como x € I cuadrant x:A
* Los puntos de cortede [y g: — sen(x) = cos(x) —Comoxel cuadrante

¥ = cos(x) ~ —sen(77)

f(x)=cos(x)>0 , pues x € I cuadrante = f es creciente

g'(x)=—sen(x)<0 , pues x € [ cuadrante = [ es decreciente

ol

* La monotonia y extremos de [ y g: {

sen(x)

A = J & [cos(x) —sen(x)] dx

A=4+4, >
A4, = j sen(x)—cos(x)] dx

Vale 0 Valel

A, =[sen(x)+cos(x)] ]:/4 = {sen (%) +Cos (%ﬂ — | sen(0)+cos(0) | = % - g ~1=+2-1

Vale 0 Vale 1

4, = [—cos(x) —sen(x)] ]ﬁji = —cos(%)—sen(%) - {—cos(%)—sen(%ﬂ = —1+72+72 —2-1

A=A+ 4, =(22-2) u’
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Sean f:R — R y g:R— R las funciones definidas por f(x) = | x(x=2)| y g(X) = x + 4.
a) Esboza las graficas de f y g sobre los mismos ejes. Calcula el punto de corte entre ambas graficas.
b) Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de fy g.

Podemos obtener la expresion de f(x) como funcion definida a trozos

deter min ando el signo de x(x—2). Como x(x—2)=x"-2x=0<x=0,x=2

Intervalo l (—0,0) (0,2) (2,0) x> —2x, si x<0
Signo de x> —2x |+ — + = f(x)=-x"+2x, si 0<x<?2
________________ '________________________
expresion de f(x) | x*=2x | —(x*=2x) | x> =2x x> —2x, si x>2

a) y b) Para esbozar las grdficas tenemos en cuenta:
* Que la grafica de g(x) =x+4 es una recta

* Los puntos de corte con los ejes :

, {f(x):o@\xz—zﬂw@x:o,x:2:>(0,0)y(2,0)
Ee X:
gx)=0=x+4=0x=-4=(+4,0)
, {x=0—)y=f(0)=0:>(0,0)
EeY:
x=0—>y=2(0)=0+4=4=(0,4)

y=f(x) X =2x=x+4=x=4, x=-1
* Los puntos de cortede | y g =
y=g(x) —x2+2x:x+4:>,ZT solucion
Si x=4, y=4+4=8 (punto (4,8)) ; Six=-1, y=—1+4=3 (punto (-1,3))
2x—2, si x<0
* La monotonia y extremos de f: ['(x)=<-2x+2, si 0<x<2

2x—2, 81 x>2

Intervalo | (~0,0) (0,1) (1,2) (2,00)
) 2x—-2=0 R et e R i et
f (=0 <x=1| Signode f'(x) | — + — +
_2x+2:0 ________,_ _______ _| ______ ._________. __________ ._________.____
Monotonia de f(x) | decreciente | creciente | decreciente | creciente

S(©)=0—>Min. relativo:(0,0); f(1)=|I" =2.1| =1 M. relativo: (1,1); f(2)=0—>Min. relativo:(2,0)
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<
Il
X

+
s

y = [x(x —2)|

) EEFISES TSN I S E S R S

4=[ [@+4-@"-20]de=[ (- +3x+4) dx

2 r 2 2 2
A=A+ A4, +4,— A2=j (x+4)—(—x" +2x) | dx=j0 (x> —x+4) dx

4= [ [+ - 20 do = [ (2" +3x+4) dv

| = 3 O oy =D 3D, o3, 13
A{ + A ] - (0) { e +4(1)}_ TR~

.3 2 ) 3 2
A= | T oA an|—0)=2 24820
2 : 2 3 3

.3 2 1 24 [ _43 2 "3 2
A, = i+3i+4x ] . +3'4 +4.4 | - 2 +3'2 +4.2 |=
2 2 2 3 2

i 3
=_T64+24+16 + %—6—8= 22

A=A+ A4, + A :%+236+232: 129 g
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Sean fy g las funciones definidas por f(x) =2 - x vy g(x)=il para x # —1.
X+

a) Calcula los puntos de corte entre las graficas de fy g.
b) Esboza las gréaficas de fy g sobre los mismos ejes.
c) Halla el area del recinto limitado por las graficas de fy g.

y=2-x 2 ) x=0-y=2=(0,2)
Q) 2 <:>2—x:—1<:>(2—x)(x+1):2<:>—x +x=0&
= X+

x=1->y=1=(,1)
x+1

b) y ¢) Para esbozar las grdaficas tenemos en cuenta:
* Los puntos de corte con los ejes :

2-x=0=>x=2=f corta en (2,0)

Eje X : 2
——=0=2=0 (imposible)
x+1
_ x=0->y=f(0)=2= f corta en (0,2)
Eje Y
x=0->y=g(0)=2= g corta en (0,2)

* La grdfica de [ es una recta

-2
* La monotonia y extremos de g : Como g'(x) = D) <0, g es decreciente
X+
. 2 2
llm —1 = E = —
xo—— X+
* lim —= =0
. 2 2 xote x4
lim ——=—=
x_)_1+ X+ 1 O+
i
i
= X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 - 6
i

1 ) 2 1
A=|| Q-x)——— |dx=Q2x——=2In|x+1|) | =
Io{( X) x—l—l} (2x 5 | x+11) ]0
Vale O
12 02 —_— 1 3
=(@21-==2In[1+1)) = (20-=-~2In[0+1) =2~ ~ 2In2 =
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Las dos gréficas del dibujo corresponden a la funcién f: (0, ©0) — R definida por
f(x)=%+2 In(x) y a la de su derivada f”: (0, ©) — R
X

O

[13

a) Indica, razonando la respuesta, cual es la grafica de fy cuél la de f'.

@ es decreciente en el intervalo (0,1) y creciente en (1,), luego su derivada
debe ser negativa en el intervalo (0,1) y positiva en (1,o).

Observamos que b tiene las caracteristicas de la derivada de @

Por tanto, @(—)f y @(—) I

b) Calcula el area de la regién sombreada.

A:f[f(x)—f'(x)]dx:ﬂ2+21n(x) (_2 2)}& 2f (ln(x)Jr—J
1 1 X X

Vale xInx —x

-1
j (ln(x)Jr—jdx j Inxdx + I —dx xIlnx — x +

X

_1 3 1 ValeO 1
A=2 [ | xInx - x+— ]1:2 33 -3+ |- 11nl—1+T -

X

2(31113—E+2j (61n3 —§j u’
3 3
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El area del recinto limitado por las curvas y=>— ¢ y=+/ax, cona > 0, vale 3.
a

Calcula el valor de a.
Para esbozar el recinto tenemos en cuenta:
2

x /4 14 . 14 .
* y=— es una parabola con las ramas hacia arriba y de vértice (0,0)
a

* y=+ax es creciente y corta a los ejes en (0,0):
2
X

y x*
* Los puntos donde se cortan las curvas : 0 = = Jax Hevandoal cuadrado X __

2
a a
y=+Jax
x=0;y=va0—->y=0; (0,0)

Y=dxox'-dx=0=x(x-a)=0

x=Na' =a; y=Jaa—->y=a; (a,a)

x° x% 1 x° a | 2\Jax® X a
A= f ax—— dx=|Va ———— ] - — ] —
a % a 3 0 3 3a 0
2 S 20° a® a’
3 3a 3 3 3
2

7

Como A=3, %:3:&:9 Comoa>0 [ "_3
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Calcula O > 0 para que el area del recinto limitado por las gréficas de las funciones
fR-NR y g:R - R definidas por f(x) = X2 y gx) = %2 + 202 sea72 (unidades de area).

Para esbozar el recinto tenemos en cuenta:
2 4 ’ . r .
* f(x)=x" es una pardbola con las ramas hacia arriba y de veértice (0,0)

* g(x)=—-x"+2"es una parabola con las ramas hacia abajo y de vértice (0,23%)

:x2
* Los puntos donde se cortan las curvas : 4 =x'=—x"+28°
y=-x"+2p°
x=p
2x* =2 =16 ; y=p" Puntos (B,B°)y (=5.5°)
x=-0

Como el recinto es simétrico respecto del eje Y

, el area que se pide es 2 A4
A= ["T(~x*+2p8*)-x*|dx = [  (-2x* +2%) dx =

—2x° po(-2p° _4p°
——t2f0x I, = T2 |- (0) = =]

3
Como 24=72= 24§ =72= p°=27T=1|B=3
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