SOLUCIONARIO

5 Primitiva de una funcion

EJERCICIOS PROPUESTOS

ly 2. Ejercicios resueltos.
3. Utilizalatabla de derivadas para calcular estas integrales:
a) Jx’dx:ix’*ﬂc (reR,r=-1)
r+1

b) jx*ldx =In|x|+C

c) J-exdx =e*+C

d) J- Xdx— (aeR>0,a=1)
e) Icosxdx:senx+C

f) J-senxdx =—cosx+C

dx = arcsenx +C

g)lef7

h) J- 12dx:arctgx+C
1+x

4, Calculalas siguientes integrales indefinidas.

—+1

X
a) j(senx—ex +x/;)dx =—-COSX—€e"+

—+1
2

+C =—-cosx—e* +§\/x—3+c

1

37 X2+t
b) J‘(Q/;—X—lzjdx=i— \/—+ +C

1. —2+1

+C— 9/@+C

o) j\/idx J'«Fdx— ~
6
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5. Calcula, en cada caso, la funcion f(x) que verifica las condiciones dadas.

a) f'(x):cosx+x«/;yf(n):0
3
f(x) = I(cosx + X\/;)dx = ‘[(cosx + xzjdx = senx +§«/x—5+c
Para calcular C utilizamos, f(n)=0=0=senn +§\/n75+c =C= —%x/r?5
2 5 2 5
f(x) = senx +§x/x>—§\/n>
3
b) f'(x) = >—e yf(0)=1
1+x
1
f(x):SI dx—'[e*dx:3arctgx—ex+c
1+x?
Calculamos C, f(0) =3arctg0-e’+C =1=C =2
f(x) = 3arctgx —e* + 2
c) f'(x)=x-2cosxy la gréfica de f corta a la bisectriz del Il cuadrante en el punto de abscisa x =7 .

6. Prueba que F(x)=sen?’x y G(x)=

f(x)=J-(X—ZCOSX)dX=%X2—ZSEHX+C
1, 1,
Sabemos que f(n)z—n:f(n)zzn —ZSenn+C=—n:>C:—ETc -7,

f(x) = lx2 - 2senx —lnz -n
2 2

COos 2X

diferencian? (Recuerda que sen2oa = 2senocosa ).

Bastara comprobar que las derivadas de F y de G coinciden con f.

En efecto, esto es asi ya que:

2sen2x

F'(x) = 2senx cosx =sen2x y G'(x) = TN sen2x

Para encontrar la constante que las diferencias restamos ambas expresiones:

F(x) - G(x) = sen®x + ———

COS 2X ,. Cos?’x-—sen’x cos’x+sen’x 1
=sen’x + = ==

2 2 2

7. Ejercicio resuelto.

son primitivas de f(x)=sen(2x). ¢En qué constante se
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8.

10.

11.

12.

Unidad 5] Primitiva de una funcién

Calcula las siguientes integrales indefinidas.

a) +C

t+1 dt—J. 6t+6 J' 6t+6 dt_x/Stz+6t—5

J3t2+6t—5 6«/3tz+6t—5 23t +6t-5 3

b) Jll__\/X; dx=J-(1_\/1;_)f/1;&) dx=I(1+&)dx=x+§Jx—3+C

c) I(x3 +1)12 -4x2 dx = %I(ﬁ +1)12 3x%dx = 3ig(x3 +1)13 +C

d) jww:—cosﬂmhc
e3s

e

) J‘1+eGS

8x B 8x X :§ 6x
) IJ1—9X“ dxj\/l—(sxz)2d 6I\/1—(3x2)2

3e3S 1 .
3! :Earctg(e3 )+C

dx = iarcsen(sz) +C

Halla las primitivas de las siguientes funciones.

a) f(x) =2x(sen x?)(cos* x?) b) g(x)=tg(3x+2)

a) IZx(sen x?)(cos?* x*)dx = —%IZX(— sen x?)(5cos* x2)dx = —%cos5 x?+C

-3sen(3x +2)

= —lln|cos(3x +2)|+C
cos(3x +2) 3

b) J.tg 3x+2)dx =- 3I

Calcula las derivadas de f(x) =tg?x yg(x)= 12 , simplificalas al mdximo y explica qué observas.
COS® X

1 2senx . 2senx
y 9'(x)=

cos’X  Cos® X cos® X

f'(x)=2tgx-

. . N 2senx
Sus derivadas son iguales, luego son dos primitivas de h(x) = 3
cos’® x

. Comof(x) =g(x)+C , mirando su valor en

x =0tenemos que 0=f(0)=g(0)+C =1+C.

Ejercicio interactivo.

Ejercicio resuelto.
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13. Obtén las siguientes integrales indefinidas.

a) I(xz —5x +1)cosxdx

f g'
x2-5x+1 COSX
2x -5 senx
2 —COSX
0 —senx

J-(x2 -5x +1)cosxdx = (x* —5x +1)senx —(2x —5)(-cos x) + 2(~senx) +C = (x* —5x —1)senx +(2x —5)cos x +C

b) J‘ arctgxdx

f g'
arctgx 1

1 X
1+ x?

jarctgxdx:x‘arctgx—.[ X dx:x~arctgx—£|n(1+x2)+C
1+ %2 2

c) J.arcsenx dx

f g'
arcsenx 1
1
V1-x? X

—X
J‘ fx+5d
X

— 2 — —
x=j 10t zdt:—ij 1 dt+£j 12dt+5jidt+ij—lzdt:
(t2 _1) 2 (t-1 2J)(t-1 2J (t+1) 2J) (t+1)

=§(—In|t—:Ij+i+ln|t+]j+ij+c=E —InJX+5 —j‘+ 1 XS +1‘+ 1 +C=
2 t-1 t+1 2 X \/x+5 X \/x+5
X+ g X9 4
X X
5 |Vx+5+x
2 XA VXL [x(x+5) +C
2 |Jx+5-+/x

d) jxsen(Zx)dx

f g'

X sen(2x)
1

1 ——cos(2x
> (2%)
1

——sen(2x
0 4 (2x)

I xsen(2x)dx = —%x cos(2x) +%sen(2x) +C
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e) J.(x7 —3x +1)senxdx

f g'

X" =3x+1 senx
7x% -3 —COSX
42x° —senx
210x* COoSX
840x3 senx
2520x? —COSX
5040x —senx
5040 COSX

0 senx

J.(x7 -3x+1)senxdx = (X" —3x +1)(-cos x) - (7x° —3)(-senx) + 42x° cos x — 210x* sen x + 840x*(-cos x) -

~2520%*(—sen x) + 5040x cos x —5040sen x +C = (—x" + 42x® —840x* +5043x —1)cOS X +
+(7x® —210x* + 2520x* ~5043)senx +C

f) Ie” cos xdx

f g'
e cosx
3e* senx
9e* —COSX

J.e:“ cos xdx = e* senx +3e* cosx + J. 9e*(-cos x)dx

e*(senx +3cosx) N

Despejando, J‘e“ cos xdx =
10

C.

14. Hallala primitiva de f(x)=(x +1)?senx que cumpla F(0)=1.

F(x) = I(xz +2x+1)sen xdx

204

f g'
x2+2x+1 senx
2X +2 —COSX
2 —senx
0 COSX

J.(x2 +2x +1)senxdx = (x* +2x +1)(—cosx)—(2x +2)(-senx)+2cosx +C =

=—(x*+2x+1)cosx +(2x +2)senx +2cosx +C

1=-1+0+2+C=C=0

Luego F(x) = —(X*+2x+1)cos X +(2x +2)senx +2cosx

Unidad 5] Primitiva de una funcién
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15. Determina las siguientes integrales indefinidas.

a) J'&|nxdx
f g'
Inx Jx
1 2/
X 3

3
I\/;Inxdx :glnx\/xT—I 2\/;dx :glnxeT—ix/xT+C :Ex/x—3(lnx—£)+c
3 3x 3 9 3 3
b) J-x(lnx)zdx

f g' f g’

(Inx)? X Inx X

2Inx 1. 1 2
X X

jx(lnx)zdx =%x2(lnx)2 —lenxdx =%x2(lnx)2—%lenx+j%xdx+c =%x2(lnx)z—llenx +=x*+C

c) J.x2 (Inx)dx

f g f g’
(Inx)? X2 Inx 2y
3
2Inx x3 2,
— =X
X 3 X 9

1 2 |2 2 1 2 2
x2(Inx )’ dx = =x3(Inx 2—J-—lenxdx:—x3 Inx —[—x3 Inx —J.—xzdx}:—x3 Inx)" ==x3(Inx)——x®+C
[ nx)? ax = Semxg? - [ 2 20 (I - | 2% - [ x|~ 2 (Imx) - 2x(nx)

d) J.x/;(lnx)zdx

f g'
(Inx)? Jx
2Inx g\/x—3

X 3

2 2 nx)’ 4 2Jx¥ (inx)’
J.«/;(Inx) dx—T—J‘glnx\/;dx === = _

_ 2% (Inx)’ _§JX—3(|nx_3j+c
3 9 3

3

%[%\/X—{Inx —%jj+c =
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e) J.(l— x)edx

f g
1-x e
-1 —-e
0 e

J.(l— x)edx = —(1— x)e* — (~De* +C = xe* +C

f) Ix“ezxdx

f g'
X4 e2><
1
3 e
4x 5
1
2 e
12x 2
24x Lo
8
1
24 _e2x
16
1
0 —e*
32

Jx“ezxdx:lx4e2x—x3ezx+§x2e2x—gxe2x+§ezx+c:ezx lx“—x3+—x2——x+— +C
2 4 2 2 2 4

16. Calcula, utilizando la férmula de la integracién por partes, una primitiva F(x) de la funcién f(x)=x2Inx?

que cumpla F(1)=0.

f g'
Inx2 X2
2 x
X 3

J.lenxzdx :1x3lnx2—J.§x2dx+C =%X3Inx2 —§x3+C =éx3(3lnx2 —2)+C

0= F(D:é(—2)+C =C =§y F(X)=éx3(3|nxz—2)+§

17 a19 Ejercicios resueltos.
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20. Calculalas siguientes integrales indefinidas primitivas previa descomposicion en fracciones simples.

a)j dx =1In|2x+5|+C
2x+5 2

x—-1

2x -1 -1 3
b) .[(x Dix— 2) I dx+I 2dx_—lnlx—JJ+3In|x—2|+C

c) I dx :jx(gx_l)dx:j dx+j—dx Inlx -2 —Inlx|+C

J' = —dx_—lnlx JJ——InIx+3I+C
" 4] x- 1 X+3

)J-x 212x-3 J.(x 1)(x+3)

xdx 5 1 1
e =— X+~ X — — dx = —(In|x =1 +9In|x + 3| - 10In|x + 5]) + C
)J.(xfl)(x+3)(x+5) 24J x-1 8.[x+3 12J x+5 24( | | | )

5 _ 2 _ 3 2 _
) Ide I(x +x+4)dx+jwdx:x—+x—+4x+.[£dx+j 5 dx+I 3
- X(X=2)(x+2) 3 2 X X—2 X+2

dx =

=X—+X?+4x+2In|x|+5|n|x—2|—3In|x+2|+C

21. Determina las siguientes integrales indefinidas.

a) J- I_dx+ _dX2+J‘ I _ inlx -1+ —2 sinlx—2l+C
(x - 1) (x 2) Jx-1 J(x-1 X—2 x—-1
b) j1+8x = dxz 8de—arctgx+4ln|1+x2|+c
1+x 1+x
1
c) J. X' —3x -3 dx:I -1 dx+I =2 4y - _inlx— J. _2x=2 4 J. — 2 4x=
(x-D(x2-2x+5) x-1 X2 —2x+5 2 x2 —2x+5 2 ( 1)
2

= —InIx—]J+§In|x2 —2x+5|+larctg(x—_1j+c
2 2 2

2
d) J. J. 3dx_ In|x+]J——J. 2x 1
x3 +1 (x+1)(x —x+1) 3 x+1 x? —x+1 X2 —x+1

% 2 j%d _§In|x+JJ—EIn|x —x+ﬂ+£arctg(7x—\/_j
L. (X_E)

J3
3
e)J‘ X X=de+j -X+2 X (x 6) J‘
X3 +x-2 X3 +x-2 4 x? +x+2 4
:X—l ﬂdx_l_li ij‘ \/— dx+_|n|X :[]_
8J x?+x+2 8 7 7 ( j 4
+1
-
—x—Linlxz+x+2/- 1\/7arctg X+, Lnix—1+c
8 J7 4
x3 -6 x* -6 -Xx-3 2x+3
) I dx = x=I I dx =
X4 +6x%+8 (X2 +2)(x?+4) X2 +2 X2 +4
1

-

I —— dx+J. 2x dx+§I 22

2 x+2 ( j x2+4 2 (XJ
=+
2

=—Eln(x +2)—iarctg(%j+ln(x +4)+2arctg(2j+c

NG
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22y 23. Ejercicios resueltos.

24. Calculalas siguientes integrales indefinidas.

1
a t =1++/X, dt =—=dx = 2(t —2)dt = dx
)J-l+\/ 24X -3

1-+/x 2-DC-2 . [0 v ofO o ~
I1+J_ : dt = I(Zt 6)dt 4It =—t?+6t—4Int|+C =

—(1+\/;) +6(1+x/;)—4ln‘1+x/;‘+0

1
mj——4x t = ¥x, dt = ——dx = 3t2dt = dx
Ix+1 3(@

J.\/;+1 J.—dt It—1)dt+3j:11dt:%t2_3t+3|n|t+q+czgz/x_Z_gg&+3ln|g/;+]J+C

1+e* dt
c) J.:—dx t=e* dt =e*dx = —=dx
e>+1 t
1+e* 1+t 2t
dx:‘[ dtf.[ dt+J. Int J-—dt+J. dt Intf—lnt2+ +arct =
[+ -5 [ e+ [zt =ikl -k g s arctg (1) +
1
=x—-—=Ine* arctg(e*)+C
X= +1|+ g( )+
-1
d Isenx cos x dx t = senx,dt = cos xdx
senx+1

senx -1 t-1 2
J.—cosxdx =j—dt=jdt—.[—dt=t—2ln|t+1|+c =senx—2|n|senx+1|+C
senx+1 t+1 t+1

25. Determina las siguientes integrales indefinidas.

Jx N dx
a) jg/;+1dx t:x/;,dt:G(E/;)s

= 6t°dt =dx

5 3
J- _Jet ! dt_G'[ (t°- +t2—1)dt+61idt =§t7—§t5+§t3—6t+6arctgt+c =
3,X+1 t2 + t2 +1 5 3

7
:gxg/;—gﬁ/xis+2\/;—6§/;+6arctg(5/;)+c

b) J-,/X+5dx (toma X—+5=t2j
X X

2
X+5 2y 2o 1+E 2tdt = 5dx=—1(§j dx = dx = —0
X

it
5\ x tZ_)

X+5 10t2 5 1 5
.[\l I :_EI(t—l)dt+E.[t 1)’ 2I(t+1) zj

( In|t—]j+ +In|t+]j+ L ]+C=E i,/ X3 —1‘+ ,/ J‘ L +C=

+1 2 X \/x+5 \/x+5 41
X
\/§+\/_ X(x+5)+C

26. Ejercicio interactivo.

i
Unidad 5] Primitiva de una funcién



SOLUCIONARIO

27. Transforma estas integrales en otras polinébmicas o racionales.

a) JSEI’]SX cos? x dx
t = cosx, dt = —senxdx

jsens X cos? X dx = —I (1-cos? x)? cos? x(—senx )dx = —I (1-t?)*t2dt

) J‘SGI"IX

cos®x

t = senx, dt = cos xdx

sen* x sen’ x
dx = cos xdx =

cos® x cos’ x

sen” x
(1-sen?x)?

C)J-ldx
COS X

X 2dt
t=tg| —|, dx =
9(2) X 1+t2

J‘ 1 2dt
dx = | ——
CcoS X 1-t2

28. Transforma en polindmicas o racionales estas integrales:

a) J' Zsenxcosx

1+sen?x
2senxcosx 2senx
t:senx,dt:cosxdx:.[ 5 dx = 5 cosxdx:J.
1+sen®x 1+sen®x 1+
b) J-sen“xcoszxdx
dt . ) t*
t=tgx, dx=—- = | sen*xcos*xdx = | ———
1+t (1+t%)

c) J-tg“x dx

dt
t=tgx, dx =
g 1+t2

1+t2

t4
sxdx = I—dt
L-t2)?

dt

t2

29. Utiliza las propiedades de las derivadas y prueba el reciproco del teorema de Liouville, es decir:

“la derivada de f(x)e%™ con fy g funciones racionales, es R(x)e?™ con R funcién racional”.

F(x) =f(x)e?® = F'(x) = f'(x)e +f(x)g"'(x)e?® = (f'(x) + f(x)g '(x))e*™®

Si f(x) y g(x) son funciones racionales, entonces, R(x)=f'(x)+f(x)g'(x) pues la derivada de una funcién racional

es racional y producto y suma de racionales es racional.

Primitiva de una funcién] Unidad 5
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30. Utilizando la no elementalidad deJ.x2n -e®’dx , prueba que no son elementales las primitivas:
a) J-x/Inxdx b) j c) J.e—dx
Jinx JIx
Indicacion: pon Inx =t?enayby x =t?enc.
a) J.x/In xdx . Llamando x =e", dx = 2te“dt = j\“ﬂ xdx =J. In(e‘z)Zte‘zdt = 2J‘t2e‘2dt que no es elemental.

b) de Llamando x =e", dx = 2te”dt = —dx I—dt—zj‘e'zdt que no es elemental.

eax
c) j—dx . Llamando x =t?,dx =
VX

= Zjea‘zdt gue no es elemental.

31 a 36. Ejercicios resueltos.

EJERCICIOS

Primitivas e integral indefinida. Propiedades

37. Asocia acada funcion f(x) una primitiva F(x).

f(x) F(x)
6sen®(2x +1)cos(2x +1) sen(2x +1)°
cos(2x +1) lsen(ZX +1)
2 3 2
6(2x +1)*cos(2x +1) sen[3(2x N 1)]
6cos(6x +3)
sen’®(2x +1)
f(x) F(x)
6sen®(2x +1)cos(2x +1) sen*(2x +1)
cos(2x +1) %sen(Zx +1)
6(2x +1)? cos(2x + 1) sen(2x +1)°
6cos(6x + 3) sen[3(2x +1)]

38. Comprueba que F(x)=arcsenx y G(x)=-arccosx son ambas primitivas de la misma funcién. ¢;De qué
funcion se trata? ¢En qué constante difieren?

1 y G'(x) :# , luego son ambas primitivas de f(x) = 1

V1-x2 1-x? 1-x2

F'(x)=

Como F(x)-G(x) es constante, para ver en qué se diferencian basta calcular F(0)—G(0) = arcsen0 + arccos0 =g

Unidad 5] Primitiva de una funcién
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39. Una primitiva de cierta funcién f(x) es F(x) =x?-3x +1 . Encuentra otra primitiva de f(x) cuya gréfica pase

40.

41.

por el punto A(1, 5).

Las primitivas de f(x) son de la forma G(x) = x? -3x +1+C Haciendo x =1 tenemos:

5=1-3+1+C = C =6. La primitiva buscada es G(x) = x> -3X+1+6 .

. . . Senx +Ccos x 1-sen?x
Determina, razonando la respuesta, si las funciones F(x)=—— y G(X)=———
senx COS X senx
primitivas de una misma funcion.
Derivando ambas funciones obtenemos:
Fi(x) = (cosx—senx)senx —(senx+cosx)cosx  sen’x+cos’x 1
sen?x sen?x sen?x
G'(xX) = —2S€enx cos X - Cos Xsenx — (1— sen’x)(—senxsenx + COSXCOSX)  —2sen’x cos? X — cos? X(COos® X — sen’x)
= > = =
(cosxsenx) cos’ xsen’x
_ —2sen’x—cos’x+sen’x 1
sen?x sen®x
Como sus derivadas son iguales, ambas son primitivas de la misma funcion. Dicha funcion es f(x) = ————.
sen®x

Comprueba que:

a) IGsen(x +1)cos(x+1)dx =3sen’(x +1)+C

’

Comprobamos que, efectivamente, (3 sen®(x +1) +C) =6sen(x+1)cos(x+1).

dx 4
b) J‘Q/XT:NLC

Comprobamos que, efectivamente, (4(‘/;+C) = %

I
C) J-\/aX_+= 2(ax+b)\/ax+b +C

3a

' ’

2 b b 2 b)*?
Comprobamos que, efectivamente, [M-rcj :{(ax:a;)+c =+rax+b.
a a

son

E@ Primitiva de una funcién] Unidad 5

211



SOLUCIONARIO

Primitivas inmediatas

42. Calculalas siguientes primitivas inmediatas indicando de qué tipo son.

r+1

a) J-i/x—3dx Tipo: Ix'dx:x 1+C = j%dx:§%+c
r+
b) J.Ll_zidx Tipo: jade=|a—+c = I y-32y Iz*dx 3J.dx—
X na

_ r+1
c) jde Tipo: jx’dx X _icy J-idx =In|x|+C
r+1 X

3 _
J-X X +3 -5x+47, 5X+7 J.xdx+3J.dx—5J‘1dx+7J.i2dx=%x2+3x—5ln|x|—1+c
X X X

d) J‘senx+cosx Tipo: J.cosx dx =senx+C y Isenx dx =-cosx+C
senx+cosx 1 1 1 1
J. —J‘senxdx+—.|.cosx dx =—-=cosx+—=senx+C
2 2 2 2
\' — 2 p—
e) Iudx Tipo: j ! dx =arcsenx +C
V1-x? V1-x2
IZ 21X 23y ‘-3 —2]dx—3‘[%dx:2x—3arcsenx+c
1-x
f) je*xdx Tipo: J-e“x)-f’(x) dx=eM+C = J.e*xdx=—e*x+C
2
g) 2Ltdt Tipo: J- 1 dx =arctgx+C = J-zidt_J-dtJrJ.idt:tJrarctgHC
1+t2 1+ x? 1+t2
h) J.Ldt Tipo: dex =arcsenf(x)+C
V1-t° J1-(F())*

1arcsen(t3)+c

J‘x/l to 3-[\/1

x%2+3

JIx

43. Hallaunaprimitivade y =

2 3 1
'[X +3dx =J‘x5dx+3'|-x7dx=gx2 X +6vYx +C
- X 5

Luego una primitiva seria: f(x) = %xz X +6vx

44. Determina f(x) sabiendo que:
£7(x) = 24x; £(0) = 0; f'(0) = L; f"(0) = 2
f"(x) = 24x entonces f"(x)=12x*+C, comof”(0) =2, se deduce queC =2.
f”(x)=12x*+2 entonces f'(x)=4x*+2x+C , comof’'(0) =1, se deduce queC =1.
f'(x) = 4%+ 2x +1 entonces f(x)=x*+x*+x+C, comof(0)=0, se deduce queC =0.

Por tanto, f(x)=x*+x"+Xx.
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45. Calcula J.xln(1+x2)dx )

Comenzamos llamando t =1+ x? , dt = 2xdx = '[xln(l+ x2)dx = %J‘Intdt

Esta integral se realiza por partes tomando f(t)=Int y g'(t)=1.

f g
Int 1

t

~ P

lj.lntdt 1 tInt—J.}tdt =1t(lnt—1)+c
2 2 t 2

Asf pues, len(1+ x?)dx = %(1+ x?)(In(L+x?)-1)+C

46. Halla la ecuacion de una curva y =f(x), sabiendo que pasa por el punto (1, 1) y que la pendiente de la
recta tangente en el punto de abscisax es 3x +1.

Sabemos f'(x)=3x+1, luego f(x)=%x2+x+c y comof(1)=1 entonces C =—%.

La curva tiene ecuacion y =f (x) :%x2 +x—% :
47. De una funcion y =f(x), x >-1, se sabe que tiene por derivada y’:li donde a es una constante.
+ X

Determina la funcién si, ademas, se cumple que f(0)=1y f(1)=-1.

f(x) = J'idx —aln(l+x) +C
1+Xx

Sustituyendo:
f(0)=a-lnl+C=1=C=1
2
f()=a-n2+l=-1=a=-——
In2

_ 2In(1+x) 1

La funcién es f(x) = 1
n

=-2log,(1+x)+1.

48. Halla una funcion F(x) que verifique que x°F'(x)+x®+2x =3 para x #0.

3-2x-x°

X5

3-2x-x8 3 2 1
F(X =I—dx:——+—+—+C
) x® 4x* 3x® X

XF(X)+x3+2x=3=F'(x) =

3 2 1

Como nos piden una funcién, tomando C =0 tenemos F(X) = ———+—+—.
4x* 33X x
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49. Delafuncion f: (-1 +o) - R se sabe que f'(x):L)2 y que f(2)=0.

50.

51.

Unidad 5] Primitiva de una funcién

(x+1

a) Determinaf.

b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

a) f(x):j 8 —dx =— 3 ¢ como f(2)=0 entoncesf(Z):—iJrC:O:C:l
(x+1) 1 2+1

X+

Luego f(x) = —%4—1
X+

b) F(x) :j(—%+l}dx ~—3Injx+1+x+C

1=-3Inj0+1+C=C=1

F(x)=-3In|x+1+x+1

Calcula estas integrales.

a) J'—\’E’_Stgx dx = —%1/(5—3tgx)3 +C

cos? x

b) J-«/x+3 dx =§\/(x+3)3 +C

2 2
c) J‘Inxz dx = (Inx’) +C

X 4
d) IX+;/;dx:In|x|—i+C
X Jx
e) J. )2(+2 dx:lln|x2+4x|+c
X +4x 2
7
f) jsenxscosxdx:sen Xic

De todas las primitivas de la funcién f(x)=2tgx sec®x , hallala que pasa por el punto P(% 1].

F(x):thgxseczxdx= 12 +C
cos? x
Como P(%,l}, entonces F[E):;+C =1=>C=-1.
cosz(ﬁj
4
Luego, F(x)= 1
cos? x
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52.

53.

54.

55.

Calcula la primitiva de la funcion f(x) = xv¥x?—1 que se anula en el punto de abscisa x =2.

F(x) = .[X\/X —1dx = “X71)3

2 _1\3
Como x = 2, tenemos que 0:%+C:O:¥+C:C:—x/§.

Luego, F(x)= —“()(23_1)3—\@.

Calcula las integrales:

—1)? s
a) j%dx b) jezx >3 (1- 4x)dx

f

(3x -10x+15)+C

a) J'(X dx —J.\/_dx '[—dx j\/_

b) je”zw (1-4x)dx = 6> 4C

X

Halla la funcion F(x) tal que F(0) = 2, y que sea primitiva de la funcion f(x) =

F(x):J.e—dx=In(eX+1)+C
e +1

Como F(0) = 2, entonces IN2+C=2=C=2-In2.

Luego, F(x)=In(e*+1)+2-In2.

Calcula laintegral I[\/xz +20x +(x? +20x)}(x +10)dx .

J.[x/x2+20x +(x* +20x) (x+10)d :—J.\/x +20x -2(x +10) dx+—I (x? +20x)-2(x+10)dx =

(X + 20x)°

3 4(x +20x)° +C

e
eX+1’
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Integracion por partes

56. Calcula:

a) jln(x+l) dx

f g'

In(x+12) 1
1 il

X+1 *

Jln(x+1)dx:(x+Dln(x+D J'X—Jrldx (X+DIn(x+)-x+C

b) jx arctg(x + 1)dx

1 1 —2X -2
arct 1)dx = =x2arct ——j—d =—x2arct .[d I ):
.[X 9(x+1)dx = 2 X arctix+y Tr@ax? 2 g0x+D- [ ) a2

2 2
_X arctg(x+1)_i+ln(x +2x+2)+C

2 2 2
¢) J'Inx
J‘Inx __Inx J‘_d Inx+1
d) J-xlnxdx

2 2 2 2
lenx dx =X—Inx—J.X—~ldx:X—Inx—X—+C
2 2 X 2 4

e) J- X(Inx)2dx

f
(Inx)?

><N><(Q

2(In x)%

N

2 _X_z 2 _ _X_2 2 _ X_z _X_2
'[x(lnx) dx = > (Inlx]) J.xlnxdx = (Inlx) [ 5 Inlx| 2 }+C
J‘I (x+1j
x+1Y x+1 1., (x+1 1 ,, (x+1
Iln(mj dX=J‘X|n[mjdX=EX | ( ] I(X+l)(x 1) —EX In(x—_J'FIdX—J'

—len(x—fj+x—j 21 dx=%len(x+lJ J. 2 dx + 21dx 2x In(x+1j J. 2 dx +J. 2 dx =
X= X*= X+

1

2

%len(x+ij+x——ln|x ]j+—|n|x+]j:—(x+1)(x 1)In[ +ij+x+c
X_

dx=

i
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57. Determina laintegral indefinida J.xzsen(ZX)dx .

f g'
X2 sen2x
1
——C0S2X
2X >
2 —isen2x
4
1
0 —C0S2X
8

j x2sen(2x)dx = —% x2 cos(2x) +%x sen(2x) + %cos(zx) +C

58. Calcula con latabla auxiliar de integrales sucesivas:

a) I x® cos xdx

f g
x® COSX
6x° senx
30x* —COSX
120x3 —senx
360x° COSX
720x senx
720 —COSX
0 —senx

J.x6 cos xdx = 6cos X(x® — 20x3 + 120x) + senx(x® —30x* + 360x* — 720) + C
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b) _[x?e“dx

X7 eg;X
7x° %e“
42x° 7—126”
210x* 7—1367"
840x° 7—14e7*
2520x2 7—15e7x
5040x 7—16e7*
5040 7—17e7x
0 7—18e7*

7 7 T 7° 74 7 7° 7

7 6 5 4 3 2
Ix7e7x dx = e”(x x®, 6x° 30x* 120x° 360x*  720x 720]+ .

C) J.ealx cosbxdx

f g'
cosbx e
eax
-bsenxb —_—
a
eax
—b?cosbx —
a

e (acosbx +bsenbx) C

'[eax cosbxdx = 1eax cos bx —ieax(—b senbx) + Iieax(—bz cosbx) =
a a’ a’ a?+b?

2
(1+ b—z)J.e""x cosbxdx = 1eax cosbx —izeax(—b senbx) = J.e'slX cosbxdx = PR
a a a a’+b

d) J.(x3 +x? +1)e*dx

f g'
X2+ x2+1 e*
3x% +2X e
6Xx +2 e*
6 e

0 e”

.[(x3 +x? +1)e*dx = e*(x* - 2x* +4x-3)+C
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50.

60.

61.

62.

63.

Determina las funciones f : R — R que satisfacen la condicion de que la pendiente de la recta tangente en
un punto genérico (x,y) de su grafica viene dada por la expresion xe* .

f(x)= jxexdx = xe* —Iexdx ==*(x-)+C

Sea f:(-1,1) — R definida por f(x)=In(1-x?) . Calcula la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto

G 3.
2x? ) 1
1_ X2 dX = Xln(l— X )— ZIdX + ZIde

1-x
1+X

F(x) = Iln(l— x?)dx = xIn(1- xz)—I—

+C

xIn(l—x?) - 2x + idx+J. 1 dx = xIn(1-x?) —2x-In
1-x 1+x)

1-X

Como pasa por (0,1) se tiene que —In1+C =1=C = 1 y la funcion es F(x) = xIn(1-x?)-2x —In +1.

Calcula la siguiente integral indefinida J.eax (x2+bx +c)dx en funcién de los parametros a, b y c.

'[eax(x2+bx+c)dx =§ee‘x(x2 +bx+c)—§je“(2x+b) dx =™ (x? +bx+c)—a—12eax (2x+b)+a—12'[2eax dx =

ax(szrbXJrc 2x+b 2]
e - +C

a a’ a®

Hallar la primitiva de f(x) = x2Inx cuya grafica pasa por el punto A(1, 2).

f g'
Inx X2
1 x3
X 3

Ilenxdx :lxe’lnx—jlxzdx ~emx-twic :1x3(3lnx—1)+C
3 3 3 9 9

1 19
F)==(-1)+C=2=C=">
@ 9( )+ = 9

Luego una primitiva seria F(x) = éx3 (3Inx-1) +% .

Utiliza la integracion por partes para calcular la funcién f(x) que cumple f(0)=1y f'(x)=e*cosx .

f(x) :J-ex cos xdx = excosx+J‘ex senxdx = e* cosx +e* senx—J‘ex cos xdx .

e*cosx +e*senx N
2

C.

Despejando tenemos f(x) = Iex cos xdx =
f(O):1+C =1=C _1
2 2

Luego, f(x) = e?(cosx +senx+1).
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Integracion de funciones racionales

4x -5 A B
= +
x?2-1 x+1 x-1

64. Encuentrados numeros reales A y B tales que:

4x -5 A B
= +

= = AX-D)+B(x+1)=4x-5
x2-1 x+1 x-1 (x=D+B(x+])

En particular, si hacemos x =1 obtenemos 2B=-1=B= —% .

Y si hacemos x =-1, —2A=—9:A=%

1

2

4x
Luego, = .
1 x-1

x?2-1 X

9
-5 E
+

dx==|—- |x+]j——|n|x 1+cC

J‘4x—5 9 dx 1 dx
x?-1 2)x+1 2)x-1 2

65. Se consideran las funciones reales f(x)=12x®*-8x?+9x -5 y g(x)=6x

H(x):Jf(X) dx que cumpleque H(1)=1
a(x)

3_gy? —
H(x) = J-f(x)d J‘12x 8x“ +9x SdX:I(ZXH)dXJrIlZX—?dX X2 +X+In

66X —Tx +2 X +2
Como H)=1=1+1+Inl+C=1=C=-1

La funcion es H(x) = x? + X +In(6x? - 7x +2) - 1.

ycalcuIaJ.

4x -5
2

dx

(6x2—7x+2)+C

2_7x+2. Calcula la funcion

66. Resuelve las siguientes integrales que dan lugar a funciones tipo arco tangente. Para ello, primero debes

transformar las fracciones en otras de la forma:

1+(ax +b)?’
a
————dx =arctg(ax +b)+C
j1+(ax+b)2 o )
2
a) I > dx = 2arctgx +C
1+x
1 i, 1
b) J- dx:—j—dx:—arctg V2x)+C
wa Gy R
1
1 1 3 1 X
c d =—J—d =—arctg| — |+C
).[9+x2 *=3 (ij X=3 9(3]+
1+ —
I I :larctg[x_3j+c
4+(x 3 2 ( ) 2 2
e) J- —J.;dx—arctg(foHC
—4x+5 (x—2)2+1
1
f) j 2 dx:I 2 dx:lj%dx:larctg(HSJJrC
X% +10x + 41 (x+5)?+16 2 (x+5) 1 2 4
4

il
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_y2
67. Calcula J‘z;dx.
X“+X -2

X—2

— 2 p—
I;dx=J‘—dx+J‘x—2dx=—x+ —_—
X2 +X-2 X2+X-2 X-D(x+2)

:—x—lln|x—]j+iln|x+2|+c
3 3
68. Hallalaintegral racional J-—dx .
+ X

2
Jx fx 2 .[(x D(x+2) X:J‘xildXJr.[XJZrZ

69. Calculalaintegral indefinida J.);—_lzdx .
X3+ X

J'xfl dx=J‘ x-1 dx
X3+ x? X2(x +1)

dx =-x+

_1 4
_3dx+jid)(:
- X+2

dx:ln|x—]4+2|n|x+2|+C

=Igdx+j;;de+I;2dx:2In|x|+i—2ln|x+:lj+c
X X X+1 X

70. Determina estas integrales correspondientes alos diferentes casos de funciones racionales.

J‘ dx
a)
2X —
Esta integral es inmediata.
X _Linf2x-7)+C
2x-7 2

Caso C. Polinomio de 2.° grado sin raices reales.

dx 1 %dx 1 X
I > == 3 =—arctg(—J+C
x*+4 2Jr1 2 2
(5) +1

),[ 4x5

Caso A. Raices reales distintas.

J‘z;dx:
X*—4x -5

d j— dx
) X*+3x2+2
Caso D. Raices complejas de multiplicidad 1.

1 5

Jemes
xX+D(x-5)

1 1 1
'[ dx:J. dx:'[ dx
X4 +3x%+2 (X2 +1)(x?+2) x2+1

=arctgx — ﬂarctg (Lj +C
2 V2

+'[ -1 dx =
X2 +2

X = 6 dx I 6 dx——In|x+]j+—In|x 5/+C

_Ixzildx_gj- x\/lz2 o=
&)
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e) J‘ x+5 dx
-Xx+1

Caso B. Solo tiene raices reales, algunas de ellas iguales.

J. X¥5 gy X+5 dx:j = dx+I -1 dx+J. 3 2dx:ln|x+]j—|n|x—]j—i+c
X2 -x2-x+1 X+ (x-1? X+1 x-1 (x-1) x-1

f j—dx
) X2 +4x+7

Caso C. Polinomio de 2.° grado sin raices reales.

J- j 2x+4 j 2 dx:lln|x2+4x+7|—'|‘;dx
X2 +4x+7 2] +4x+7 X2 +4x+7 2 (x+2)2+3

:_|n|X2+4X+7|—2\/—J. . dx:lln|x2+4x+7|—zﬁarctg(x+2]+c
2 3 (x+2j 2 3 J3
+1
3
9) Ix ‘44
Caso D. Raices complejas de multiplicidad 1.
1 1 1 1
——X+— X+ =
J- : = |58 —AL dx+ |24 -
x*+4 X2 —2X+2 x +2xX+2

1 2x -2 J‘ J‘ 2xX+2 J‘
— | —=————dx+= dx+= X =
16J x*-2x+2 8 (x—])2+1 16 X2 +2X+2 8J (x+1)*+1

1 1
=——In X*=2Xx+2)+—arctg(X -1 +— In X*+2x+2)+—arctg(x+D+C
% (x? ) Sarcty (x -1+ (x? ) Sarctg (x+1)

h) J‘ 2X+1
3x+2

Caso A. Raices reales distintas.

J' 22X+1 dx = 2X+1 dx:I 5 dx+.[ -3 dx =5In|x-2|-3Injx-1+C
X2 —3X+2 (x-2)(x-1) x=2 x-1

Integracion por cambio de variables

71. Calculalas siguientes primitivas realizando el cambio de variable que se indica.

X
a dx , x2=t
) J.x4+1

X2 =t = 2xdx =dt
j j ——arctgt+C —larctg(x2)+c
2J x* +1 2l 2

, 2X—1=t?

b) J'
V2X—1+4x— 2’
2X —1=1? = 2dx = 2tdt

J. :—J :—J 2tdt2:1 2dt :lln|1+2t|+c:Eln(1+2\/2x—1)+c
Vox—1+4x-2 2Jax-1+22x-1) 2Jt+2?2 2)1+2 2 2

i
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72.

73.

74.

Calcula la primitiva Isen(ln x)dx .

Hacemos el cambio de variable x =e' = dx = e'dt

J.sen(ln x)dx = J.e‘ sentdt = e' sent —Ie’ costdt = e'sent —e' cost —J.e‘ sentdt = x sen(In x) — x cos(In x) —Isen(ln X)dx

x (sen(Inx) - cos(In x)) ‘0

J.sen(ln x)dx = 2

Sea laintegral Jezxsen(ex)dx:

a) Resuélvela mediante el cambio t =e*

b) Calcula la constante de integracion para determinar la primitiva que pasa por el origen de coordenadas.

a) t=e*=dt=edx
J.e2X sen(ex)dx = It sentdt = -t cost —I—costdt =-tcost+sent +C = —e* cos(e*) +sen(e*)+C

b) 0=-e°cos(e’)+sen(e’)+C = C =cosl-senl

Calcula las siguientes primitivas.

2 1
a dx x/;:t:>—dx=dt
) h& 2%

[2max= [ o= [HDar-af oot = at-aiied+C = adx - ain(1e V)
14X 1+t 1+t 1+t

b) .[ xl —dx e =t=edx=dt
e*+e”

= arctg(t) +C = arctg(e*)+C

j L dx=I 1 ogi-
eX +e* ( 1}

X =t% = dx = 6t°dt

1
c) J‘—\/;+%/;dx

I jets J.isdt—J. 6t2—6t+6)dt+J‘ ot _ s -3t?+6t—6Inft+1+C =
IX + J— t3 +12 t+1 t+1
=2«/§—3«/§+6&—6ln(\/§+1)+c:

1+ x3 =t2 = 3x%dx = 2tdt

X5
d) J' dx
V1+x®

3 2 21+ x3 (x3-2
J- X J- (1+x%)-1)3 :1J~(t -D2t t=—_[(t2—l)dt:£t3—gt+C: +x3 (x )+C
\/1+x K Ji+x? 3 9 3 9

2" =t = 2*In2dx =dt

1 1
t = —arcsen(t) + C = —arcsen(2¥)+C
In2 In2

2 1 1
———dx = —J—d
j\/1—4x In2J y1-t2

f) J‘ xarcsen x 1

t =arcsenx = dt = dx

\1-x2 1-x2

J‘ xarcsenx

\V1-x2

dx = It sentdt = -t cost + Icostdt =-tcost+sent+C = —/1-x?arcsenx +x+C
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X3

V1+x?

75. Utiliza el cambio de variable t? =1+ x? para calcular la integral indefinida J. dx .

t2 =14 x? = 2tdt = 2xdx = tdt = xdx

3 2 2 3
J‘\/X 2dx:j\/X 2xdx:JtTltdt:j(tz—])dt:%—HCf1\1 1+ x%)® —V1+x%2 +C
1+X 1+X

"3

76. Usando el cambio de variable t =e*, calculalas siguientes integrales indefinidas.

e
= X = X
a) J-—d(ezx—l)(ex+l) X t=e*=dt=e*dx

1 1 1

'[ o ; J, at J, gt J.4dt J.—4dt J.—Zdt

2x X X = 2 = P + + 2=
(e*-1)(e*+1) (t-y)(t+y) Je-ye+* Sy T+ Ity
1 1 11 T B 1
Zlnlt—].l—zlnlt'l'].l"';m"'c—Zlne 1| 4|ne +1|+—2(ex+1)+c

ex

b) J' dx t=e" = dt = e’dx

1-e>

J.e—dxzj.izj.Ldt =J.1+idt =t+Inft-1+C =e*+In ex—l|+C
1-e™ 21 Ji1 t-1

c) Ize—dx
e -1
Llamando t =e* = dt =e*dx :

J. ° dx:j . _lpd 1 i=1In|t—]j —lln|t+]jziln
e -1 t?-1 2Jt-1 t+1 2 2 2

-1
+1

e

+C

X
X

e* —]J—%In

e*+1+C=In

77. Calcula Jx(ln(1+ x%)+e™)dx .

Jx(ln(1+ x?)+e™)dx = Jxln(l+ x?)dx +J.xe*xdx

Para resolver la primera integral hacemos el cambio t =1+ x? = dt = 2xdx y después la hacemos por partes. La
segunda la hacemos por partes directamente:

len(l+ x?)dx +J.xe*xdx = 1J.Intdt —xe™*+ J.e*xdx = 1tInt —lj.dt —xe*—eX= ltlnt —it —xe*—e*+C
2 2 2 2 2

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos:

'[x(ln(1+ x?)+e™)dx = %(14— x?)(In(1+x?)-1)—e™ (x+1)+C

78. Usando el cambio de variablet =e*, calcula J‘e“e‘dx .

t =e* = dt =e*dx

J.e“exdx = J-exeexdx = J.e‘dt =e'+C=e*+C
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79.

80.

Calcula jsec*” xdx (el cambio senx =t lleva a una funcién racional).

senx =t = cos xdx =dt

1 1 1 1
[sec® xax = [ S Xax - | 1 gt At [ Ay _Agte [—4 dt-
cos® x (1—t2) t+1 (t+1) t-1 (t 1)
:iln|t+14—1i—— |—:Ij—ii+c:—In|senx+]j——;—lln|senx—]j—l;+c
4 4t+1 4 1 4 senx+1 4 4 senx-1
dx . .
Calculaj— (realiza el cambio Vx? -2 -x =t).
Vx?-2
2
\rz_z_x:tDdt:{L_l]dx:udx
VX2 -2 VX2 -2
X _zdx=j 1 X 2 4x = j—dt_—ln|t|+C——In‘x/x -2- x‘
\/x - \/x ~2 x- \/x - x—\/x2—2 \/x

Integracion de funciones trigonométricas

81.

82.

Dadala funcién f(x) =cosx —cos®*x :

a) Halla su integral indefinida.

b) ¢Cual es la primitiva de f(x) que pasa por [g OJ ?

a) Hacemos el cambio senx =t = cos xdx = dt

sen® x

J.(cosx —cos® xJdx = J.cos x(1—cos? x)dx = jtzdt = %t3 == +C

sen® [g)
by —2/4+C=0=>C=-=

3
_— sen®*x -1

La primitiva buscada es F(x) = —3
Calcula estas dos integrales.
a) jsen3xdx b) jcos3xdx

a) Haciendo el cambio cosx =t = —senxdx =dt :
J.senS x dx = J.senz X senxdx = J.(l—cosz X) senxdx = —J-(l—tz)dt = %t"' -t+C= %COSS X—-cosx+C
b) Haciendo el cambio senx =t = cosxdx =dt :

jcos3 x dx = Icosz Xxcosx dx = j(l—senz X)cos x dx = I(l—tz)dt :t—%ﬁ +C = senx—%sen3 x+C
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83. Calculalas siguientes integrales.

a) J(Zsenzx—fscosx) dx =2jsen2x dx—BIcosx dx

Para calcular Isenzx dx lo hacemos por partes:

jsenz X dx :—senxcosx+jcoszxdx = —senxcosx+J‘(1—sen2 X) dx = —senxcosx+x—jsen2 x dx

. X —Senxcos x
Despejando, obtenemos Isenz x dx = fﬂi .

Y por tanto: I(Zsenz x—3cosx) dx = 2J.sen2 X dx—3jcosx dx = x—senxcosx—3senx+C

b) Jcoss x sen? x dx

Hacemos el cambio senx =t = cosxdx =dt :

jcoss x sen?x dx = Icos“ X sen? x cos xdx = I(l— sen? x)2 sen? x cos xdx = I(l—tz)ztzdt = I(te —2t* +tAdt =

:1t7—£t5 1t3+C senx 2senf’x+lsen3x+c
7 5 3 7 5 3
0) J'cos X 4
sen? x

Hacemos el cambio senx =t = cosxdx =dt :

3 _ 2 2
jcoszxdxz @ sezn X)cosxdx:jl—tdt—Iizdt—jdt:—}—t+C:— —-senx+C
sen® x sen® x t t senx
d) J'cos X g
sen®x
_¢2
Hacemos el cambio tglzt:cosx:l—t;senx: g ;dx = 2dt
2 1+t2 1+t2 1+t2
2 1-12°
[ O R Y PP E O Y T R TR
sen® x 4t3 4 2Jt 4J¢ 8 2 8t2
X
cotgz(—)
1 X 1 X 2
==tg?| = |-=Injtg| = | -————=4+C
8 9 (2} 2 g(zj 8
84. Halla estas integrales haciendo el cambio tg%:t
x\1 2dt 1-t2 2t
Como |1+tg° = |=dx =dt = dx = COSX = senx = ——
( g 2)2 1+t2 y 1+t2 y 1+t2
1
1 1 2 2 t 2
a dx:j . dt:j j =—arctg| —— |+C =—arct
) J.2+cosx 94 1-t2) 1+t2 t2+3 NE) L J3 g J3 J3 g
1+12 \/g *
b) J‘ 1 dX:I 1 . 2 dt:I dt :J' dt2
2+senx 2t 1+t2 t2+t+1 1 3
2+ 2 t+=| +=
1+t 2 4
2 1 X
—=dt 2 t+= 2tg| = |+1
2 J‘ NE) 2 ( 2) 2
=—|—"———=—arctg| —=—=+ |+C =—=arctg +C
V3 2(t+1j E] V3 V3 V3
2
— </ 41
3
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85. Busca en tu libro de 1.° las férmulas de las sumas y restas de senos y cosenos y empléalas para calcular
estas integrales:

a) J-cos(5x -3)sen(3x-1) dx

a=0Bx-3)+(Bx-1)=8x-4

a-b a+b
Usamos 2sen (—) cos (—j =sena-senb = .
2 2 b=(Bx-3)-Bx-1)=2x-2

_ cos(8x —4) N cos(2x —2) L C
16 4

jcos(Sx -3)sen(3x-1)dx = %Isen(Sx —4)dx —%Jsen(Zx - 2)dx =

b) jcos(Zx +6)cos(4x —2) dx

a=6x+4

a-b a+b
Usamos 2cos| —— |cos| —— |=cosa+cosh = .
2 2 b=2x-8

sen(6x + 4) N sen(2x —8) e
12 4

J.cos(Zx +6)cos(4x—2)dx = %J.cos(Bx +4)dx +%J.cos(2x -8)dx =

c) Isen(Zx +1)sen(3x +5) dx

a=5x+6
b=x+4"

a+b

Usamos 2 sen(%] sen (—j =cosbh-cosa = {

sen(>2( +4) sen(5x +6) LC

sen(2x+1)sen(3x+5) dx = 1 cos(x + 4)dx _1 cos(5x + 6)dx =
2 2 10

d) J'sen(2x+1)cos(3x +5)dx

a-b a+b a=5x+6
Usamos 2sen cos =sena-senb = .
2 2 b=x+4

Jsen(2x +1)cos(3x +5) dx = L Isen(Sx +6)dx —%Jsen(x +4)dx =

-2 —cos(5x + 6) N cos(x +4) LC

10 2

Integrales no elementales

. e - .
86. Partiendo de que J.—ndx ,a=0,neN no es elemental, demuestra que las siguientes integrales tampoco
X

lo son.

a) J'I‘:]—))‘( b) I e”'dx 0) Jln(lnx)dx

t
a) Hacemos el cambio e' = x = e'dt = dx J.Id_x = J.ert )
nx

e®

X

t
b) Hacemos el cambio t = e* = dt = e*dx Iee“dx :J. eXdx = Iert .

c) Hacemos el cambio e' = x = e'dt = dx Iln(lnx)dx = Ilnt -e'dt .

t

Ahora, integrando por partes, tenemos jln(lnx)dx = .[Int -e'dt =Int - —Iert .
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87. Utilizando la tabla de integracién por partes demuestra que Je—dx , ho es elemental.
X

Si tomamos f(x):l y g(x)=e*:
X

f g'
1 X
— e
X
1 X
_7 e
2 X
F e

Sitomamos f(x)=e*y g'(x) = 1 :
X

f g

. 1

e =

X

e* Inx
e* X(Inx =1)

Se observa que tanto de una forma como de la otra se llega a sumas de infinitos sumandos vy, por tanto, la integral
es no elemental.

Actividades de sintesis

88. Resuelve las siguientes integrales por el método que creas mas conveniente.

2, 93y _ -2 o
a) J-de=lj. dx+J‘x3dx71J‘x2dx+§J‘1dx=1x2+33/;7x/;+iln|x|+c
2X 2 2 2Jx 4 2
b) J-sensxdx

Como sen® x =sen*xsenx, se pone cosx =t y —senxdx = dt , quedandonos:

Isens xdx = J(l—cosz X)* senx dx = —j(l—tz)2 dt = —éts -t +§t3 = —écos5 X —COS X +§cos3 x+C

c) J-\/;(lf x2)dx

3 7
Poniendo x =t? y dx = 2tdt, se tiene: Zj.t(l—t“)tdt = 2%—2%+C =§\/x—3—%\/x>7+c

d) j 21 dx=I dx =Iﬂ+ d—X=—In|x|+ln|x—ilj+C
X=X X(x =1 X x-1

e) jx2\/1+ X dx

Haciendo 1+x =t? y dx = 2tdt , se tiene:

7 5 3 2
J.(tz—])zt 2tdt = 2(%—2%+%] —2Ja+xy (@—ém x)+%j+c

2

= 1+ X)*(15x2-12x +8)+C
TR )
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x-22/x 6 2 6 1 6
f) J'[ - 7—;}1 —I( —W+?—;jdx:x—4x/;—;—ln|x|+c

9) J.tg(ax)secz(ax)dx

2 1
=—tg*(@ax)+C.
2a

Haciendo tg(ax) =t yasec?(ax)dx = dt, se llega a 1J.t dt = it?
a a

dx =

(@a+x) 1 _XIn@+x) 1. 1 @
2 B 2.[(X a)dx 2.[

x2In
h) len(x+a)dx = I
2 2J x+a 2 X+a

2| 1 » a 1 , o 1 )
=@——(x—a) —a?ln(x+a)+C=EIn(x+a)(x -a )—Z(x—a) +C
i) J‘ X J‘ _ 1 1 odx
(X =2)(x* - 9) (x- 2)(x 3)(x + 3) 5 X— 2 20 x- 3 10J x+3

= —Eln|x -2 +—In|x -3 ——In|x +3|+C
5 2 10

)] J-x sen(2x) dx

g
X sen(2x)
1
1 ——cos(2x
> (2%)
1
——sen(2x
0 a (2%)

jxsen(Zx) dx = —%x cos(2x) +%sen2x +C
89. Resuelve estas integrales por el método méas adecuado.

a 1 a+l 1 a+l 1 1 a+l 1 Xa+1 — 1 a+l 1
a) Ix Inxdx = +1x Inx +1Ix de_a+lx Inx a1l asl a+1X Inx +C

Sia=-1, Jxalnxdx I—dx:%(lnx)z+c

b) _‘-e*x cos(5x)dx = —e~* cos(5x) + 5e*sen(5x) — 25_“e*X cos(5x)dx = J‘e*x cos(5x)dx =

_—e cos(5x)2423 5e~*sen(5x) e

c) Ixmdx

Haciendo x -3 =12 y dx = 2tdt, se tiene:

J‘x\/xfs dx :j(t2+3)t»2tdt =2[E

5
d) J‘Inx

+t3] = %J(x -3y +2/(x-3)* +C

Se denomina f(x)=Inx y g’(x):X_l3

Inx 1 1 11 1 1 1 1
[P d=ginxss 3 [tk =g X -z +C
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4
e) I—X4_ldx
4 4 _Ax+B  C D (Ax+B)(x*-D+C(x* +(x-1)+D(x*+D(x +1)
x4 —1" (Z+D(x+D(x-1D) x2+1  x+1 x-1_ x4 -1

De la igualdad 4 = (Ax +B)(x? —1) + C(x? + D(x —1) + D(x? + J)(x + 1), haciendo:
x=1=4=4D=D=1

X=-124=-4C=C=-1

X=0=>4=-B-C+D=>B=-2

X=2=>4=6A+3B+5C+15D = A=0

Luego la integral pedida es:
J‘x“i—ldx =-2arctgx—In| x+1|+In|x-1]+C
f) len 1+ x2 dx
Como xInv1+x2 = %x N+ x?) = Ix InV1+x2 dx = %Ix In(1+ x2)dx . La integral se puede resolver haciendo
1 1 1
1+x2 =t y 2xdx =dt y se transforma en fjlntdt = E(tlnt -t)= it(lnt -1.
Asi que la integral pedida es Ix INV1+x2 dx = %(1+ x?)(In(@+x?)-1)+C .
g) Jx (ax? +b)" dx
Sin=-1 J’de=i|n|ax2+b|+c
"Jax?+b 2a

Si n#1, haciendo ax? +b =t y 2axdx =dt, se tiene que:

n+l

1 1
2 n ——— |t dt = - 2

Ix(ax +h) dX_ZaIt dt 2a(n+1)(ax +b) " +C

h) J.;dxft (nx-1)+C
cos?(nx—-1) 9
: Jx -1
) Jma®
. . t3-1
Haciendo x =t® y dx = 6t%dt, se tiene que resolver Gjﬁ_ﬂ' t5dt

Como t8 —t5 =(t2+(t° —t*—t*+t2+t -1+ (1-t) laintegral pedida es:

1-t
t2+1

:6[%W—%W—%W+%W+%W—Wj+6arcth—3In(W+1)+C

dt =

GI(tG St 42 4t — Dt +6j

senx
1+tg?x

k) j(ex_zeszdx

)

1
dx = Isenx cos?xdx = —§cos3x +C

ex—e>) 1
(—j =—(e*+e>-2)
2 4
Como
2
ex—e™ 171 ZX_E ox
nei [ 5 jdx_4(ze 2e 2xj+C
sf pues

il

Unidad 5] Primitiva de una funcién



SOLUCIONARIO

XZ
" Jx3+x2—2x dx

x2 3 X 3 X __A B _Ax-1)+B(x+2)
X34+x2-2x  xX2+x-2 (X+2)(x-D x+2 x-1  (x+2)(x-1
Como x—A(x—1)+B(x+2):>A—gB—1 or lo que J.X—zdx—gln|x+2|+lln|x—l|+c
- T3P T POTOA e et T3 3

1
x-3 X B 3 _1 B 3 _1 _ X
m) Jx2+9dX_Ix2+9dX IX2+9dx_2In(x +9) J—(x)z ldx_zln(x +9) arctg[3)+c
=1+

n) J‘x\/x2 —9dx Haciendo x2-9=t y 2xdx =dt :

w

J'x\/xz —9dx =%jﬁdt :%%\/t—3 =%1/ x2—-9)® +C
0) J(ese”ax)s cos(3x)dx

Haciendo es"¥*=t y es"*.3cos3xdx =dt , se tiene que:

J.(esem)3 cos3x dx = Ejtzdt = éﬁ :é(es‘*”3X )3 +C

p) Icos%cos X dx

a-b a+b a=5X
Usamos 2cos =5 |cos| =5~ =cosa+cosh =
b_

Jeos{ 5 Jeosax =5 foos( 5t a5 feos( 5 jdg(?’zj(z)c

I\J| RN W

a) Jx +X2+de——3|n|x| J 3X+24 dx y esta Ultima integral se resuelve como:
(“E) 2
2x+8 2X+1+2
_XH4 3018 g3 3 2 5
jx2+x+1 _2.[ x2+x+1dx_2.‘- rxr1 %73 In(x +X+1)+ZJ(X+1) +§dx Y. finalmente,
2 4
1 2 % 2 2x+1
3 X +
X =— | ——— ——=arct
I 1 3 SI 2 \/§J. B g( NE) j
(x+—) 2 X+L 14 2x+1)
2 4 1 2 3
"B
2
. 5 2x+1
Asi pues, Imdx -3In|x| + —In(x +x+1)+ﬁarctg( el )+C
x?+3x-2
X I(x+1)2(x+2)2 dx
x*+3x-2 A . B N C D AX+D(X+2)*+B(x+2)7+C(x+1)*(x+2)+D(x +17
(X+D%(x+2)> x+1 (X+1? x+2 (x+2)? (X +D?(x +2)°

X243 —2=AX+1)(X+2)°+B(x+2)?+C (x+1)*(x+2)+D (x+1)°

Six=-1=-4=B

Six=-2=-4=D

Six=0=>-2=4A+4B+2C+D

Six=1es2=18A+9B+12C + 4D

Por tanto, B=-4, D =-4, 4A + 2C =18; 18A + 12C =54, por lo que A =9, C = -9y la integral pedida es:
x2+3x-2

dx=91In|x+ 1|+ 4 -9In|x+2|+ 4 +C
xX+1 2
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@+x)®
N d

8 -1 1 3 5 3
(@L+x) = X7 4 3x? + 3x7 + X2 S|quej(1+x) dx =24x +24/x° +—11 +— x" +C

Jx

Imu+nd
Vx+1

. 1 .
Poniendo /x+1 =ty ——= dx = dt, se tiene que:
2

X+1

I'r\‘/()’%l)d _ZIIntzdt_4(tInt—t) 4 [x+1 [nVx+1-1)+C
5.2 43 _
u [251d

X X X
Operando: 52—+3 =15 [%) +3

x-1

X X X X
Asi pues Iﬁdx =15 J.(Ej dx + 3x = i(z) +3x+C
3 3 |n% 3

V) J' 2X+5
x? +x+1

2x+5  2X+1+4
X2+x+1 x2+x+1

Como , Se tiene que:

2x+5 o, 1 —In(x2 2 2x +1
IX2+X+1dX—In(x +X+1)+4.[x2+x+1dx_ln(x +x+1)+4\/§arctg el +C

eX—-e™ ex e™
w) I I x—I dx
e*+e™ e*+e™ e*+e™

Llamando t=e*;dt=e*dx y s=e7;ds =-e™dx

J.t2t+1dt+-[1+ssz ds :%In(t2+1)+%ln(sz+1)+c :%In((=3zx+1)+%ln(e‘2X +1)+C
x+2 X+1 1 _2 3
X) I \/X+1dx+J.\/X+1dx_3./(x+l +2Jx+1+C
X2
y) Imdx Llamando t = x® = dt = 3x?dx :
x2 o lpdt  lpdt 1pd 1 1 I TR ,
T3l el ot - =In|1 t|+gln|1+t|+C— Eln|1 X |+€In|1+x |+C
«/x+ dx
2) I sl x+1 =2Jx+1-In|x+1+C
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90. Sealafuncion definida f : R > R por f(x)= (1—x2)e’x. Determina la primitiva de f cuya gréfica pasa por el

91.

92.

93.

punto A(-1, 0).

u=1-x2 v =e™
-2X —e
-2 e
0 —e~

F(x) :I(l— x?)e¥dx =—(1-x2)e* +2xe* +2e* +C = (x+1)°e* +C

Como F(-)=0=0=(-1+1)’e'+C =C =0 la funci6n buscada es F(x) = (x +1)"e™.
A partir de los datos, halla en cada caso la funcién f(x).

a) f'(x)= (x-13x-3),f(0)=1

3 3 2 4 3 2 XS 3X4 3 2
f(x):j(x—D (x —3)dx :j(x —3x? +3x —1)(x — 3)dx :I(x —6x3+12x? —10x + 3)dx :?——+4x -5x2+3x+C

2

5 4
Como f(0)=1=C =1, la funcién buscada es f(x) :%—3%+4x3 —5x%2+3x+1.

b) f'(x)=(3x-2)*(x-2),f(2)=0

f(x) = I(3x—2)2(x—2)dx = J.(Qx3 —30x2 + 28x — 8)dx :%x“ —10x® +14x2-8x +C

Como f(2):O:O:%-16—10-8+14-4—8-2+C = C =4, la funcién buscada es:

f(x)= %x“ —10x% +14x%-8x + 4.

Dada la funcién f(x) = — +M,hanajf(x)dx.
x%? -4 X+1

X In(x +1) _ X In(x+1) . 1 ., 1,
j[x2—4+ X+1 jdX—IX2_4dx+J 1 dX—§|n|X 4|+§In (x+1)+C

Halla la integral indefinida J‘( i 33x +2;( S)dx.
x2—-3x +2)(x -
J‘ 3X+7 = 3X+7 dx
(x2=3x+2)(x-3) I (x-D(x-2)(x-3)

Debemos integrar una  funcién racion racional por lo que la escribimos
A N B N c 3xX+7
x-1 x-2 x-3 (x-D(x-2)(x-3)

A+B+C=0
Resolviendo {-5A—-4B-3C =3 obtenemos A=5, B=-13, C =8 y podemos escribir la integral como:
6A+3B+2C =7

3X+7 5 -13 8
I(x2—3x+2)(x—3) dx :I(x—l) dx+I(X_2) dx+I(X_3)dx =5In|x-1-13In|x -2/ +8In|x -3|+C

como:
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94. Calculalas siguientes integrales.

a) J‘\/l—4x2dx ) J.ﬂ/l—(2x—])2dx
b) J‘\/Gx—x2—8dx d) J‘\/S—x2+2xdx

(Pista: jdl—xz dx se calculacon el cambio x =sent).

a) I\/l— 4x2dx = J.\/l— (2x)%dx

Haciendo 2x =t y 2dx =dt , se tiene que J‘\/l— 4x2dx = %j\/l—tzdt .
Poniendo ahora t =senu y dt =cosudu se tiene:

1 ) 1(u sen2u) 1 > 1 5
2J.cos u du —2(2+ 7] j—z(arcsent+tx/l t )_Z(arcsen2x+2x\/1 4x )+C

b) IJGX—XZ —8dx

Como 6x —x2-8=1-(x—-3)?, se tiene que J.«/Gx—x2 —-8dx = J‘\/l—(x—S)zdx .
Haciendo x-3 =t y dx =dt se tiene:

J‘\/l—t2 dt = %(arcsen t+tVI-t%) = %(arcsen (x=3)+(x-3)I-(x=3)F)+C

) j,/l—(zx—nz dx

Haciendo 2x-1=t y 2dx =dt, se tiene que:
J-,/l—(2x —1? dx = %Jlxll—tz dt = %(arcsen t+tVI-t?) = %(arcsen (2x-D+@x-DJI-(2x -1 )+C

d) .‘-\/3— X%+ 2x dx

Como3-x2+2x =4—-(x-1?, se tiene que IJs—x2+2x dx :jJ4—(x—])2 dx .

Haciendo x-1=2t y dx = 2dt , se tiene:

2
2jx/4—4t2dt=4j‘\/l—t2 dt=2(arcsent+t\/1—t2)=Z[arcsen )(2_1+X2_1 1—(X2_lj J+C

234 Unidad 5] Primitiva de una funcién



SOLUCIONARIO

95.

96.

Escribe como integral de un cociente de polinomios J‘\/x2 —1dx y resuélvela (haz el cambio x :—t).
sen

, 1 —-cos t . cos’t
Poniendo x = y dx = >—dt , la integral dada se transforma en —f 3
sent sen’t sen’t

2
Haciendo en esta Ultima integral cost =u y —sentdt =du, se tiene que J‘(lquu , cociente de polinomios.

)
u? A B C D  A@ld+u)(1-u)’+B(l-u)’+C(1-u)d+u)* +D(1+u)?

A—u??  1+u (+uy 1-u  (@-uy A+ u)P(-uy
En laigualdad u? = A (1+u)@-u)>+B (1-u)>+C (1-u)(1+u)?+D (1+u)?, haciendo:

u:l:>1:4D:>D:%

u:—l:>l:4B:>B:%

u=0=0=A+B+C+D - 1
u=2=4=3A+B-9C+9D - 4
La integral sera:

J-Ldu——iln|1+u|——~i+lln|l—u|+1- 1 1 v _1,lwu
@-ud?>"" 4 4 1+u 4 4 1-u 2 1-u® 4 1-u

Deshaciendo el cambio, se tiene:

h-t
u _ cost X _ T

1-u? = sen?t 1

XZ

[ 1
1+, 1-— X7 1
1+u l+cost X2 _ X+/X 1_(X+m)z

1-u  1-cost —JIxZ-
1_\/1_)(712 x-/x?-1

LuegoJ‘\/x2 —1dx :Iﬁdu :%l_uT—%lni—E:%(xx/xz —I-In|x+xZ=1))+C

a) ¢Cuando una funcién F(x) es una primitiva de otra funcion f(x)?

b) Con el cambio de variable t =+/x -1, halla la primitiva de la funcién f(x)=x+x-1 cuya gréafica pasa por el
punto (1, 0).

a) Cuando F’(x) = f(x).
b) Llamando t =vx-1=x=t?+1 y dx =2tdt
2 2 2 5 2 3
F(x):jxdx—ldx =_[(t2+1)t-2tdt :I(2t4+2t2)dt =gt +3t+C =g(\/x—1) +§( x-1) +C

Como F(l):0:>§( 1—1)5+%( 1—1)3+C=O:>C:Oylafunci()n es F(x):%x/x—l(x—l)2+§\/x—l(x—l).
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CUESTIONES

97. Observando que si F(x)=f(x)g(x) entonces F'(x)=f'(x)g(x)+f (x)g'(x) , encuentra f(x) y g (x) en los casos
siguientes y decide quién es F(x):

a) F'(x)=2xe* +x%*
f(x)=x2yg(x)=e*yF(x)=x%*
b) F'(x)=2xcosx—-x?senx
f(x)=x2y g(x)=cosxy F(x)=x2cosx
c) F’(x):%senxﬂnxcosx
f(x)=Inxy g(x)=senxy F(x)=Inxsenx
d) F'(x)=e*senx+e*cosx
f(x)=e*y g(x)=senxy F(x)=e*senx
e) F'(x)=e*senx—e*cosx =—e*Ccosx+e* senx
f(x)=-e*y g(x)=cosxy F(x)=-e*cosx
f) F’(x)=l+lnx=%~x+lnx~l

f(x)=Inxyg(x)=xyF(x)=xInx

98. Un estudiante no maneja el método de integracion por partes y tiene que calcular Ixexdx . Como le han

explicado que todas las primitivas de f(x)=xe* son de la forma F(x)=Axe* +Be* con A y B nameros
reales, se ha basado en ello pararesolver el problema. ;Cémo lo hizo?

Como F’(x) debe ser igual a xe*, derivé F(x) y obtuvo:
F’(x) = Ae* + Axe* + Be* = xe* para todo x.

Si x=0 obtenemos A+B=0 y si x=1 obtenemos 2Ae+Be=e por lo que A=1y B=-1 y la primitiva
buscada es F(x) = xe* —e*.

99. ¢Qué curva pasa por (0, 8) y en cada punto (x, y) de su grafica la pendiente de la tangente es 3x2%y ?

f'(X) _ 5y
m—3x

La pendiente de la tangente en el punto (x, f(x)) es f'(x) por lo que f'(x) = 3x2f(x) =

Asi pues mdx = | 3x%dx .Luego In|f(x)| =x®+C = f(x)=e***¢ =e¥.D
f(x)

Como f(0)=1-D=8=D=8

La funcién buscada es f(x)=8e*’ .
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100. Justifica que si I

101.

102.

1

1
dx = dx , entonces
x%+bx +c »|‘(x+p)2+q2 I

| =

1 dX:l

rury vk o Tows e Ll [ e
e L T

dx

Comoj

T |

Llamando t = x;_p =dt= %dx se tiene que:

T |[Q|r

1J.—dx _1 dt dx :iarctgt+C :iarctg[uj+c .
q q q q

O .

Justifica que jln" xdx = xIn" x —nJ‘In”*lxdx y calcula Iln3 xdx .

n-1
Llamando f(x)=In"x y g'(x) = 1se tiene que f'(x)=n|nTXy g(x)=x.

nin"tx

Integrando por partes Iln” xdx = xIn" x —Ix-

X2 +bx +c

dx = xIn" x —nJ‘In"*1 xdx .

dx = larctg (ﬂj +C.
q q

Iln3 xdx = xIn3x—3J‘In2 xdx = xIn® x—3(x|n2x—zjlnxdx) = xln3x—3xln2x+6(xlnx—jdx) =

xIn® x —3xIn? x +6xInx —6x +C

Sea f una funcion derivable. Al calcular If(x)cost dx seobtiene:
J.f(x) coSs2xdx = %f(x)sen 2x — Iezx sen2xdx

Si f(0) =%e2, calcula f(x).
Hemos integrado por partes llamando f(x) = f(x) y g’(x) = cos2x.
Como g(x) = g(x) = %sen 2x la integral quedaria:

1

J.f(x)c052xdx— f(x)sen2x—j%f'(x)sen2xdx. Asi  pues, J%f'(x)seandx=J.e2*sen2xdx y, por

\9
f'(x) = 2 por lo que f(x)=e*+C .

Como queremos que f(0)=e**+C =1+C = %ez =C-= %ez -1 yla funcién buscada es f(x) =e* Jr%e2 -1.
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1
1 . 1 %2 1 . 1
103. Al calcular I dx , un estudiante observa que ——=—="—— y como —— es la derivada de —, se
1+ x? 1+x? 1+(1j x? X
X

dx no era arctgx+C? ¢Hay algan error en el

dice que J‘de=—arctgi+c. ¢Pero j 1
1+x?2 X 1+x?2

razonamiento del estudiante?

No, no hay ningun error en el razonamiento, lo que ocurre es que esas dos funciones solo difieren en la constante

1+x2°

(%] y, por tanto, ambas son primitivas de la funcion f(x) =

PROBLEMAS

senx +cos X
3 +sen2x
resolveria. Pero el calculo es mucho mas comodo si se busca una funcion g(x) tal que g'(x) =senx +cosxy

se hace g(x)=t y g'(x)dx =dt . Hazlo asi.

. . . . X
104. La integral I dx es una integral racional en senx y cosx por lo que el cambio t:th la

Si g'(x) =senx+cosx , entonces g(x) =-cosx+senx, por lo que g?(x)=1-sen 2x.

g'(x) dx
4-9%(x)

senx+Cosx

3+sen2x que, con g(x)=t y g'(x)dx =dt, se

Asi pues la integral I dx, se puede escribir como

Descomponiendo en fracciones simples:

transforma en J dt
4-t2°

1 A . B AR2-t)+B(2+t)
4-t27 24+t 2-t 4 —t2

se tiene que 1=A (2-t)+B (2+t) y haciendo t=2:>1:4B:>B:%y
1
t:—2:>1:4A:>A:Z

a1 1 1 |2+
Luego JW_Z|n|2+t|_Zln|2_t|_Zln 21|

Senx+Ccos X 1, 2+senx—cosX
dx ==In

Asi pues | ————— _—
P 3+sen2x 4 2+c0osSX-—senx

105. Halla I dx con un cambio de variable.

eX
B+e*We* -1

Si ex-1=12? y e*dx = 2tdt , se tiene que:

X

2+C

t
7 = arctg- = arctg

J‘ e dx — 2tdt ¢ 2dt _EJ-
(3+e)Jer-1 ~ J(E+ar Ja+tr 2 L
JF

o
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N . 1 _In(x2+1)
106. Calcula una primitiva de la funcion f(x)=1—2 de modo que F(2)=I|rr(1)—.
_X X—> X

dx dx 1 1 1 1 1 1
F(x):jl_)(2 :I(l—x)(1+x) :E.[l—xdx +§Imdx =—§In|l—x|+iln|l+x|+c

2X

In(x®+1) . Sei7 . 2X ,
Como F(2) = leirg " = le_r]g 1= le_r]g N 0, queremos que:

F(2) = —%In|1— 2|+%In|1+ 2/+C =%In3+C =0=C= —%Ins.

Luego F(x) = %In|1— X| —%In|l+ X| —%In3

107. Si para calcular If(x)sen xdx , donde f es una cierta funcién derivable, se aplica integracién por partes, se

obtiene:
jf(x)sen xdx = -f(x)cos x +J3x2 cos xdx

Sabiendo que f(1) = 2, encuentra la expresion de f.

Si jf(x) sen xdx = —f(x)cos x +J.3x2 cosxdx se tiene que f'(x) =3x2, porlo que f(x)=x3+C.

Como f()=2=2=P+C=C =1, luego f(x)=x®+1.

108. En un examen se ha pedido a los estudiantes que resuelvan la integral IZsen X cos xdx .

. Gemalaresolvio con el cambio de variable u =senx .
Il. Fernando utiliz6 el cambio de variable u =cos x .
I1l. Ivan lo hizo usando la formula 2sen x cos x = sen2x .

Aunque los tres alumnos dieron respuestas distintas, sin embargo, el profesor les dijo que los tres la
habian hecho bien.

Encuentra las tres respuestas dadas y explica por qué todas eran correctas sin ser iguales.
Gema: u=senx = du =cosx dx = IZsenxcosx dx = I2u du=u2+C=sen’x+C
Fernando: u =cosx = du=-senx dx = '[Zsenxcosx dx = —'[Zu du=-u?+C=-cos?x+C
. 1
Ivan: 2senxcosx =sen2x = IZsenxcosx dx = fsen 2x dx = —ECOSZX +C

Las tres respuestas son correctas, pues difieren solo en una constante.

1 1
En efecto, sen?x =-cos?x+1, —ECOS2X = —c0s? x+§ .
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109. Un punto se mueve en linea recta con una velocidad dada por la féormula v(t) =12t —5(m/s) .

Calcula el espacio recorrido, e(t), en cada instante t, sabiendo que e(0) = 10 m. ¢ Cuédl es la velocidad media
entret=0syt=2s? (Recuerda que la velocidad es la derivada del espacio respecto del tiempo).

Se sabe que e(t) = Iv(t)dt :J(th —5)dt =6t2 -5t +C .

Como e(0) =10 = C =10entonces e(t) = 6t> -5t +10.

e(2)-e(0)

270 =7m/s.

La velocidad media es v (0, 2) =

. o ~ 1
110. Se trasplanta un arbol y se observa que su tasa de crecimiento a los x afios es de 1—( 1 metros por
X +
afio. Si alos 5 afios media 5 m, ¢cuanto media al ser trasplantado?
. . L . 1 1
La tasa de crecimiento es la derivada de la funcion que mide la altura, luego C(x) = Jl—( 1)2 dx =x + x+1+C .
X+
1 1
Como 5:C(5):5+§+C =C = %5
Luego C(x)—x+i—1:>C(0)—E Por tanto, al ser trasplantado media ] m
g XtXT16 I ! P e
X3
111. Calcula J.—zdx :
(x-1)
a) Por fracciones simples.
b) Mediante el cambio t =x-1.
x3 3x-2 3x-2 3 1

a)

m =X+2 +m y descomponiendo la fraccion se tiene que -1 X _1+ T
X3
_1)2

dx+j s dx:%x2+2xf%+3In|xf]j+C.

Luego J-(x dX:I(X+2)dX+J(X1 =

_ 1)2

b) Sise hace el cambio t =x -1y dt =dx se tiene:

x3 O+ 3 1), 1, TN ) o
-[(x—l)z dx—j B dt—j(t+3+T+t—2jdt_§t +3t +3Inlt| T3 (X172 +3(x D+3In|x-1 —3+C

Observa que %(x—l)2 +3(x—1):%x2—x+%+3x—3=%x2 +2x+C.
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112.

113.

114.

Encuentra en cada caso la funciéon y = f(x) tal que:
a) f'(x)=-3xf(x) y corta al eje Y en el punto de ordenada 1.

_x
f(x) + xf(x)
c) Su gréfica pasa por (0, 0) y f'(x) = x2f2(x)+x2 —f2(x)-1.

b) fi(x)= y f(0) = -1

a) Como f'(x)=-3xf(x), entonces —3x_];,((x)) (Inf(x)) Asi pues, J‘—3xdx:.|.(lnf(x))’dx y por tanto

7§x2+ ,Exz .
—%xz +C =Inf(x) . Se tiene entonces que f(x) = e[ 2 c] =e 2 .C' ycomo se sabe que f(0)=1 se tiene que

3.0
C’' =1. Luego la funcion buscada es f(x) =e 2"

'

, _ X _ X X _
b) f(x)= 00100~ T0 A X)) y por tanto o f'(x)-f(x) == ((f(x)) )
Asf pues, jﬁ dx = %j((f(x))z) dx = %In(1+ x?)+C = %(f(x))z

Luego puede ser f(x) = +/In(1+ x?)+C y como f(0) = — 1, entonces debe ser f(x) = —/In(1+x?)+1.

c) f/(x)=Ff2x)(x?-1)+x2-1=(f2(x)+1)(x>-1), luego (x*-1) = % = (arctg (f(x))),

Asi pues, J.(xz ~Ndx = J(arctg (f(x))) dx y por tanto %x3 —x +C =arctg (f(x)) = f(x) = tg(%ﬁ —X +Cj
Como f(0)=0=C =0. Luego la funcién buscada es f(x)=tg ( - X3 — xj

Halla el polinomio de grado dos P(x) tal que P(0)=1, P'(0)=0 y I&dx sea una funcion racional.

1y

ax?+1
dx sea una funcion racional.

X3 (x -1
Si se descompone el integrando en fracciones simples, se obtiene:
ax2+1 A B C D E ax?+1
WZY+F+F+ 1" w1 y para que jm
A=0yD =0 porlo que la descomposicién tomaria la forma:

ax?+1 B C E  B(x-12x+C(x-1?+Ex?

-1 X2 Tx—pr X3(x 12

Se pide encontrar el polinomio P(x) =ax?+1, y tal que I

dx sea una funcién racional, deberia ocurrir que

Asf pues ax2+1=(B+E)x®+x?(-2B+C)+x(B-2C)+C, con lo que, identificando coeficientes, se tiene que:
C=1,B-2C=0,2B+C=ay B+E=0,esdecir,C=1,B=2,a=-3, E=-2.

Por tanto, el polinomio pedido es P(x) = -3x2+1.

La aceleracion de un mévil con trayectoria rectilinea viene dada por la

gréfica siguiente: 10

Si se sabe que parat =0, su posicion era x(0)=0 y su velocidad inicial
también era v(0) =0, determina las ecuaciones que dan la aceleracion,

la velocidad y la posicion de dicho moévil para cualquier instante de
tiempo. Recuerda que la aceleraciéon es la derivada de la velocidad
respecto del tiempo.

a(ms2)

N B O

A la vista de la gréafica, se deduce la ecuacion de la aceleracién es a(t)=2t.De 0 1 2 3 4 510
este modo:

v(t):ja(t)dt:jzt dt =t?+C Como v(0)=0=C =0 = v(t) =t°

x(t):jv(t)dt :jtz dt =§+c Como x(0)=0=C =0 = x(t) = —

E@ Primitiva de una funcién] Unidad 5
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PARA PROFUNDIZAR

242

115. Demuestra las siguientes férmulas de reduccién.

a)

b)

c)

Unidad 5] Primitiva de una funcién

1 n-1
Isen"x dx = —Fsen"*lx COS X +TJ. sen"2x dx con n par mayor que 2.
jsen“ xdx = J-sen”’lx senxdx , que llamando f(x) =sen"*x y g'(x) =senx, resulta ser:

jsen“ xdx =—sen"1xcosx+(n —1).[ sen"2 x cos? xdx = —sen"txcosx+(n —l)j sen"2 x(1-sen? x)dx =

=—sen"txcosx+(n —1)j (sen"2 x —sen" x)dx
Asi pues, jsen"xdx =—sen"xcosx —(n —])Isen”*zxdx +(n —Djsen“x dx , es decir:

n n-1 n-2 n 1 n-1 n_l n-2
n|sen"xdx =—sen"'xcosx +(n-1)| sen"2xdx = | sen xdx:—ﬁsen XCOSX +—— | sen xdx .

1 n-1
jcos” x dx = Fcos“x senx JrTJ.cos"*2 x dx con n par mayor que 2.
De forma analoga resultaria la férmula pedida, pero podria ser mas comodo si se escribe:

jcos“ xdx = J‘senn (E—x ] dx vy, llamando T x=t y —-dx =dt, quedaria —jsen“t dt . Luego volviendo al

2 2
apartado a:
- —lsen"’l X _x|cos| Z-x —n—_lj-sen"*2 I _x|dx =lcos"’1x senx+n—_1J'cos”’2xdx
n 2 2 n 2 n n

Obsérvese que estas férmulas son vélidas aunque n no fuera par. La observacion de n par tiene sentido pues
si n fuera impar seria mucho mas cémodo hacer la integral directamente sin acudir a ninguna férmula de
reduccion.

1 X 2n-3 1

1
I(1+ x2)n dx = 2n -2 (1+x2)"1 “on2 1+ x2)nt dx

1 1 x?

Se tiene que A+ X2 @+ x2)" T (L+x2)

1 1 x?
or lo ueI dx:j dx—I dx.
P a 1+ x3)" 1+ x?)"? (1+x3)"

2

Para resolver J-X—de ,seaf(X)=x,9'(x) = 1
1+x°)"

1 2y1n
n:>g(x)=5(1+x) E

_x
1+x?)
1 1 1 X 1 1
[ _.[ EECEA [2(1— n) @+ x3)" T 2n-1) I L+ x?)rt dx]

De este modo:_[

1 1 X 1 1 1
I Ty X mey f x> o2 I Txyp =

_ 1 LS P 1 J 1 dx = -1 X +2n—3 1 dx
T2-2n (1+x2)t 2n-2 JJ @+x2)" 17" T 2-2n @+ xA)" 2n-2) @+ xH)?



SOLUCIONARIO

116. Utilizando las formulas deducidas en los apartados a) y b) del ejercicio anterior, obtén:

1
a) Icos“ x dx = Zcos3 X Senx +%J.cos2 x dx

. 1 . L .
Finalmente, como cos? x = §(1+ cos2x) sustituyendo en la Ultima integral, se tiene que:

jcos“ x dx :%0053 xsenx+§(x+ ser;Zx)JrC

b) Isene xdx = —%sen5 X COS X +%jsen4 xdx .
1 3
Ahora Jsen“ xdx = —Zsen3 X COS X +Zj‘sen2 x dx
. 1 . L .
Finalmente, como sen?x = E(l—cos 2x), sustituyendo en la Gltima integral, se tiene que:

1 5( 1 31 sen2x
6 _ 5 _ 3 - .= - =
Isen xdx = —GSen xcosx+—6( 4sen xcos.x+4 Z(X 5 D

= L sens xcosx——-sen® xcos x + | x =381 2X | ¢
-6 24 6 >
117. Obtén J‘e*xxs dx de dos formas diferentes:

a) Por partes, utilizando el método de la tabla.

b) Utilizando que J‘e*Xxs dx =e™>(a, +a,x +---+a;x%) =1(x) y obteniendo los coeficientes a, por derivacién.

a) ¢ g
x> e™
5x* -

20x3 e
60x° -

120x e
120 e

0 e™

J‘E’XXS dx = —x%e™ —5x*e* —20x%e* —60x%e*-120xe™* —-120e™ +C =—e(x° + 5x* + 20x® + 60x? +120x +120)+C

b) J-e’xxf’ dx = (g, +a, X + a,x* + a,x* +a,x* +a;x°)e™

Derivando:
e™x% = (a, +2a,X +3a,X* + 4a,X3 + 5a; x*)e™ —e*(a, + a,X + a,X? + a,x* +a,x* +a;x°) =
=ex%dx = —e™ (a;Xx® +(a, —5a5)x* + (a; —4a,)x* +(a, —3a,)x* +(a,— 2a,)X +a, —a,)

Asi pues, identificando coeficientes, se tiene que:

a, =-1 a, =-5, a, =20, a, = 60, a, =120, a, =120

j e x%dx == —e (X% + 5X* + +20x° + 60x? +120x +120) + C
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118.

119.

120.

Unidad 5] Primitiva de una funcién

Expresa como integrales de cocientes de polinomios las siguientes integrales.
\/— X+3 Xi_l
a) j +24 b) J'— VX—-2 4y
x+J— , o [x-1
X?-2
X-2

8
a) Si x=t? y dx =12t"dt, se tiene jj:;f —12'['—tt12 Hdt = 12_“t 1+t29t
o ox-1 . 6 6 6 6 2t6 1
b) b) Si > =tf, esdecir, x - 1= t°x - 2t = 2t° -1 =x(t° - 1) =>x= 0 y, de este modo, se tiene
5046 1\ _ at5(916 _ _@At5
entonces: dx = 12e(t 12 6t2 (2t -Y) dt= 66t 5 dt
t°-1 t°-2
3' 2t6 +t2 t5
c) Por tanto, I j . dt, que es una integral cociente de polinomios.
-2,|2==

(2t6 ) _ot3 (t°-1?

Demuestra que las siguientes integrales se pueden reducir aintegrales de cocientes de polinomios.

a) [y b) [4x(a-xyex 0 [xia-xax

_ 3 _ 2 23 _ 3t3
a) Sil-x=t® y —dx =3t4dt, se tiene jx Y1-xdx = .[(1 oy 3t3dt .

b) Haciendo x =t* y dx = 4t3dt, se tiene JW(l— x)%dx = Jt(l—t4)24t3dt .

w|

c) J‘x%(l— x)3dx :J.(l_TXjaxzdx pues 2—%:

5
Asi J‘x%(l—x)g dx=jx23/ 1_TX dx y haciendo 1_Tx:t3, es decir, 1—x=xt3:>1=x(t3+1):>x=ﬁ y

-3t? t?
———7 dt , se transformaria en SI—t
G G+ B+

————dt, que es un cociente de polinomios.

Sean p y g numeros racionales. Demuestra que Jx"(l—x)qu se puede poner como integral de un
cociente de polinomios si se cumple alguna de estas condiciones:

I. p es entero.

Il. g es entero.

Ill. py q son no enteros pero p+q si.

En el ejercicio anterior, se ha visto que pr(l— x)4dx con p y q racionales se podria poner como cociente de

1 5
polinomios, al menos en estos tres casos: p=-2,q=2,p+( =3t3= 2

En general, procediendo exactamente igual que antes, si peZ, qeZ 0 p+qeZ, laintegral dada se convierte
en cociente de polinomios:

. m
En a, si qzﬁ,setoma 1-x=t".

. m . 1-x ) . m 1-x
Enc,sip =0 se toma x =t" en b se escribe x" (1 - x)q como (—j xP*a, ysig= —,setoma ——=t".
X n X

il
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121. El matematico ruso Tchebycheff (1821-1894) probd que las integrales pr(l—x)q dx solo son elementales

en los tres casos citados en el ejercicio anterior. Utiliza este resultado para demostrar estas afirmaciones:

a) J‘\ll— x3dx no es elemental.

1

b) j(l— x”)E dx con ny m enteros positivos es elemental siysolosimon=10m=n=2.

c) J‘x/senx dx no es elemental.

d) jsenpx cos?x dx siendo p y g niUmeros racionales, solo es elemental cuando alguno de los dos es un entero

impar o cuando p+(q es un entero par.

e)

g

f) Isenqx dx con q racional es elemental solo si q es entero.

dx con n entero positivo, es elemental solo sin =1, 2 0 4. Calcula la integral en los tres casos.

a) Bastaria ver que J'\/l— x3dx no responde a ninguno de los casos anteriores.

En efecto, haciendo x3 =t y 3x2dx =dt, se tiene J‘\/l—x3 dx :%Jl/l—t 3th2 es decir, %J‘t%(l—t)%dt en la

1
que p:—éeZ, q:EeZ y p+q:—%+—:—gez.

2

b) Haciendo x" =t y nx"dx =dt , se tiene j(l— x")rdx

Asi pues, sim o n =1, se esta en uno de los dos casos: a o b.

1 1-n

Sim=n=2, _+T:0 y se esta en el caso c.

m

. .1 . 1-n 1 1 . .
Sim=#1, n#1ni — ni —— son enteros y susuma — + — — 1 tampoco, si my n no son ambos igual a 2.
m n m n

L J‘(l—t)%tl’T"dt .

N

c) Haciendo senx =/t y cosxdx = itdt , la integral dada se transforma en:

2Vt
1 1 i 1 L 1 1, . 11 3

4t-—-—dt:—jt‘7 1-t)2dt ynipnigsonenteros (p=——,g=——=),Ni p+gq=————=——.

jfzﬁmz()ypq (P=-7 A== niprq=—Z-5=—7
d) Escribiendo Isenpx cos? xdx = jsenpx cos?cosxdx y haciendo senx =+t y cosxdx :%dt
Como cos®!x =(1—sen2x)%1 se tiene J‘t%(l—t)%l- 1t =1Jt°74(1—t)q74dt
24t 2

Sip 0 q es un entero impar, pT—l 0 9=1 e entero.
Si p+Q es un entero par, resulta que p2—1 + 3 “1_p+a _ 1 seria entero.
Pero si ni p ni g es un entero impar, pT—l ni g-1 es entero y si p + g no es un entero par pJqu -1¢ Z.
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. . 1 1 -1 in 1 2 -1
e) Haciendo x" =t y nx"'dx =dt , se tiene FItF(lH) ftodt :ﬁjti’l(lﬂ) *dt

1
q= —5 noes entero.

Sin=102, %—l es entero. Sin=4, %—1—%e3 entero.

. 2 2 1 2 3 .
Sinzl 204, ﬁ—leZ y F—l—E_F—E gue es entero solamente sin = 4.

Si n = 1 haciendo 1+x=t2 y dx=2tdt, se

X
, €s J‘ﬁdx y
jtzT_lZdt:Zj(tz—l)dt:Z(—\'(l;X)s—\/1+x]+c

. X . 11
Sin=2,es | ——dx y haciendo 1+x? =t y 2xdx =dt , se transforma en: = | —=dt =+t =+1+x? +C
.[~/1+ X2 y y 2 J Jt vt
Sin=4,es I X dx y haciendo x? =t y 2xdx =dt , se transforma en: lJ‘;dt
N 2J) J1+1?
. 1 1 1 cosu
Poniendo ahora t =tgu y dt = U du , resulta Efmdu =5 | T-cer?y
y dy =cosudu.
. A B - .
Finalmente como, 1 > = + _ A y)+BZ(1+y)l de la igualdad 1=A (1-y)+B (1+y), se
1-y l+y 1-y 1-y
' L1 1 1 1+y 1 1+senu
obtiene A=B = 5 por lo que Il—yz dy = 2In Ty~ 2|n1—senu .
. . 1 2 1 1 t
Sit=tgu setiene que 1+t*= , COsS“u= ,senu= J1-—— = ——
J q cos?u 1-t? 1+t% 1412

1+t
2 N 2 2
Lrsenu 1et? VLU AL (WH) , por lo que Lpiesenu =In(V1+t% +t)
l-senu 1___t \/1+t2 —t 2 1-senu

V1+t?

Asi pues,

J‘ﬁdx =%In(\/l+ x4 +x2)+C .

f) jsenqx dx

. -1
Poniendo Isenqx dx = jsen‘H senxdx = J.(senz X)7 senxdx .

Haciendo cosx =+t y —senxdx =idt , Se tiene Isenqx dx = —%J-(l—t)q% 73t

2t

1 1
du _Ej‘wdy con y =senu

246

Asi pues, como Jtp(l—t)q dt es elemental solo cuando p, q 0 p+Q son enteros, se tiene que esta integral

seria elemental solo si qT_l eZ o qT—l_% sea entero, es decir, q2—1 eZ o %e 7 ,es decir qeZ .

Nota: Obsérvese que, en cualquier caso, esta integral se reduce al apartado d, Jsenqx cosP xdx conp=0y alli se

vio que era elemental cuando alguno era entero impar, en este caso g, o cuando la suma era entero par, en este

caso ¢, es decir, Isenqx dx es elemental solosi qeZ.
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AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Calcular las primitivas de f(x) = podria no ser muy cémodo si lo intentas hacer directamente,

X
X —vx2-1

pero si racionalizas previamente te resultara muy fécil. Hazlo asi.

X X (x++/x2-1)
—-Ix2-1 x2-x2-1

=X%2+XxJx2-1.

Racionalizando se tiene f(x) =

X —[x2 R Tdx = %X R Tdx = X+ 2 (x2 1) X 1200 g oo
Ix— x2—1dx_.[x dx+jx X 1dx—3+jx X 1dx—3+2I(x 1) 2 dx =+ 3(x 1)?+C=

:%(x3+M)+C

2. Si f:(0,+0) > R es la funcion f(x)=x(1-Inx), encuentra la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto
Al Y.

2
Calculamos If(x) dx = X?—jxlnxdx .

2
Llamando u(x) = Inx y v'(x) = x , se tiene que jxlnxdx :%lenx— X?-%dx :%lenx—%x2

. ox* (1, x2) 3x* 1., . 1 ,(3
Asi que J.x(l—lnx)dx—?—[gx Inx—Tj—T—Ex Inx—ix i—lnx +C.

13
l—E'E‘FC =C=

1
Como la curva pedida pasa por (1, 1) resulta que 4 y la primitiva buscada es

1.,(3 1
g(x)7§x (E—Inx]+z.

3. Determina f(x) sabiendo que f'(x) =e* senx y que f (gj =1.

Para calcular Ie”sen x dx , se construye la tabla:

f g'
e senx
2ex —COSX
Le —senx

IeZX senxdx = -e? cosx + 2e%senx —4JeZX senxdx, por lo que 5J.e2x senxdx =e¥(-cosx + 2 senx)de donde
f(x)= J‘er senx dx =%e2x(—cosx+2 senx)+C

T

Como f(z

1 2
]—ge '2+C—1:>C—1—§e

Luego f(x)= %eZX(—cosx +2 sen x)+1—§e“
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4. Obtén j dx .

1
1+Vx +1

. . 1 2t dt 2
_t2 _ _ — 2t _
Poniendo x+1=t2 y dx = 2tdt , se tiene que J1+JX+1dx it J(Z 1+t]dt 2t 2In(1 +t).

Deshaciendo el cambio, nos lleva a

1
J-Hde 2Jx+1-2In(1++/x+1)+C

5. cCalcula j(xzmx ~xInx?)dx .

x2Inx —xInx2 = x2Inx — 2xInx = Inx(x? — 2x)

Escribiendo la tabla, se tiene que:

f g'

Inx X2 —2X
1 X3 )
X 3 X

x3 1( x® x3 x3®  x?
2 _ —| I _y2 I I IR} - = _x2 R T,
Ilnx(x 2x)dx (3 X )Inx Jx( 3 X de (3 X ]Inx 9 + 5 +C

6. Determina la funcion f:(+0) >R que verifica que f(2)=In4 y cuya derivada sea la funcién
x3-x-1

=X XX

X3 —x

Efectuando la division dada, tenemos que f'(x) = x — x;( +i2 asi que f(x) = 2 I X+l dx .

x*(x=1)

X+1 A B C

Por el teorema de descomposicion en fracciones simples, ———=—+—S+—
x3(x-1) x x* x-1

asi que
Ax(x -1)+B(x-1)+Cx? =x+1 y haciendo:

Xx=0=B=-1

Xx=1=C=2

X=-12A-2B+C=0=>A=-2

X+1 2 1
IXZ(X+D I dx+j—dx+dex——2 In|x|+;+2ln|x—:q
x? 1 xz 1 X
Luego f(x)=5-+2 In|x|—7—2In|x—]j+C =S5 - +2n—|+C
1 X 3
Como f(2)=In4, tenemos que In4 = 2—§+2In2+C =C _——y f(x)_——— +2In|—— 1" 2
- sen®x
7. Calculatodas las primitivas de f(X) = ———.
JJcos x
3 1-cos?x)senx . .
Ssen X :I( ) dx . Poniendo cosx =t y —senxdx =dt, se tiene que:
Jcosx Jcosx

ol

—j (1:/;2) dt = Jt% dt —jt'% dt = %t _ot

. . sen® X
Deshaciendo el cambio nos lleva a dx = \/cos5 —24Jcosx +C.
Jcos x

il
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8. Observa estas dos integrales:

a)j 2X5dx:|n|x2—5|+c b)J'

2X
N 5dx:ln(x2+5)+C

X2 +

¢Por qué en la primera integral es preciso tomar el valor absoluto y en la segunda no?

Porque x? -5 puede tomar valores negativos (por ejemplo si x =0) mientras que x2+5 es siempre positivo.

9. Calcula szezxdx .

Escribiendo la tabla:

f g'

X2 e
2x %e”
2 %ezx
0 %e”

J‘xze2x dx = %xze2X —%xe2x Jr%e2x +C

Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada caso

1. SiF(x)es laprimitivade f(x)= gue pasa por el origen, entonces:

1
A9 —4x?

3x

A. F(x)= %arcsen 5

2 b
B. F(EJ_E
C. F(x):arcsenz?X

D. FQ)= %arcsen%

w| N

1 1 1 1 2X
F(x) = f 79 —4x? dx :I \/9_(2)()2 dx —ijﬁdx = arcsen=—+C
3

VR

Como pasa por el origen, F0)=0=C=0
1 2
F@Q = Earcseng

La respuesta correcta es la D.
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2. Sea f una funcion derivable, definida en [1,+x)que cumple la condicién f(x)f'(x)=1, siendo f(8)=4.
Entonces:

A (F(x))* +F(x) = 2x
B. f(2)=2

2
c. im™® o

x—o X

D. f(x) =X

Integrando por ambas partes If(x)f '(x)dx = I]dx se tiene que %(f(x))2 =x+C

Como f(8)=4=C =0y f(x)=+2x

La respuesta correcta es la B.

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

3. Sea f(x) :Me I el intervalo (1,+o0):
2x2+x -3
1 1
A. Paratodo x el , f(x):—3+m.

X+5

B. La funcién F(x) = %In|2x +3|+2In|x -1 es primitiva de f en I.

C. Existe una primitiva F de fen | tal que F(2)=5.

D. Existe una primitiva F de f en | tal que F(2)==.

5(x +1) d 71_[ 5x+5 dx

z (x—l)(x+%)

— 7 dx=
2x2+x-3 2
Aplicando el teorema de descomposicién en fracciones simples:

3
—_— A B A(x+§j+8(xfl) _ .
= + = e igualando se tiene:

o] O Y e

5X+5= A(x +%) +B(x-1) y haciendo:

le:lO:gA:A:4

3 5 5
X:—ED—EZ—iBszl

5x+1) 1
F(X) = J-mdx = 2|n|X—1|+§|n|2X+3|+C

La respuesta correcta es la B.
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4. Seaflafuncion definidaen R por laformula f(x) =1L2y F la primitiva de f tal que F(0)=0:
+ X
s
A. F(l)_Z'
B.SiG: (7%% — R con G(x) = F(tgx) , entonces G(X)G'(x) = X .

C. Sea H:(0,4%) > R con H(x):F[ijJrF(

X+1

T
T 2) . Entonces H(0) = 7

D. Para todo x positivo, H'(x)=0.

F(x)= .[T1><2dx =arctgx +C. Como F(0) = 0 = F(x) = arctg x.

Si F(D =% entonces F(1) =arctgl= x

IN

{G(x) = arctg(tgx)

G =1 = G(X)G'(x) =x

Las respuestas correctas son la Ay B.

5. Las funciones primitivas de f(x) =6senxcosx son:

A. F(x)=3sen?x+C C. F(x):—%co_¢,2x+c
B. F(x)=3cos?x+C D. F(x)=3cos2x +C

F(x) = J'Gsenxcos xdx = GJ'senxcosxdx =3sen?xdx+C

Aplicando la formula del angulo mitad sen% = i,[l_c% se llegaa F(x) = —%cos 2x+C.

Las respuestas correctas son la Ay la C.
Sefala el dato innecesario para contestar

6. Laaceleracion de cierta particula viene dada por la expresion C(ij_\t/ =a+bt +ccos(2nt). Se pide la velocidad,

v,ent =2y sedispone de los siguientes datos:

1. v(0) 2. v(—%} 3. v(—lj 4. v(-)

A. Puede eliminarse el dato 1.
B. Puede eliminarse el dato 2.
C. Puede eliminarse el dato 3.

D. Puede eliminarse el dato 4.

v(t) = at +1bt2 +2 sen2nt+C = v(0)=C
2 2n

Con v(—%) y v(-1) se pueden hallar a 'y b. Por tanto el dato innecesario es 2.
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6 Integral definida

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio resuelto.

Obtén, con el método visto, el area del trapecio limitado por larectay =2x + 1, el eje X y las verticales x =0
y X =4, Calcula el area geométricamente y compara los resultados.

. . . : 1 .
Se divide el intervalo [0, 4] en 4n subintervalos, cada uno de longitud —. Se calcula la suma de las areas de los
n

rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo y como altura la ordenada del extremo
derecho.

- 2+4+6+--+2(4n-1)+8n
S, :i{(2£+1)+(2£+1j+...+(24n 1+1)+[24—n+1ﬂ—£{ ( ) +4n}—
n n n n n n

==|—2  44n
n n n

n

5 —+20.
n n

_i{(l+4n)4n +4n} 1{4n +16n2+4n2}_ 4n+20n* 4+20n 4
n n n

Se toma, como area del recinto, el nimero A= Ilim S, es decir, A= |im (—+ 20) =20 u®. Geométricamente, el

nN—+o0 n—>+0\ N

trapecio tiene altura 4 y bases 1y 9. Su dreaes A= 97+1 4=20 U, que coincide con la obtenida con el método

anterior.

Obtén una formula para 1° +2%+..+n®, procediendo como el ejemplo y desarrollando las potencias
cuartas de (n+1).

=1
20 =(1+1)"' =1+ 4.2 +6-2+4-1+1

(n+1)4:n4+4-n3+6~n2+4-n+1

Sumando los primeros miembros y los segundos miembros, se obtiene:

+2 4+ (n+1)? :(1"’+24 +~-~+n4)+4(13 +28 +---+n3)+6(12 + 22 +-~-+n2)+4(1+2+---+n)+n+1
Luego (n +1)* =4(13 +28 +---+n3)+6(12 + 22 +---+n2)+4(1+2+~-~+n)+n+1

Se despeja la suma de los n primeros cubos y se aplican las férmulas ya conocidas:

I I (N+1)" —6(12 +22 +--+n2)—4(L+2+--+n)— (N +1) :(n+1)4—n(n+1)(2n+1)—2(n+1)n—(n+1)
4 4

(n+1)(n®+3n”*+3n+1-2n*-n-2n-1) (n+1)(n®+n®) n’(n +1)°
4 - 4 4

Asipues, B +28 +...4+n% = =
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Usa el resultado del ejercicio anterior para calcular el area limitada por la grafica de Y| )
f (x) =x3+1, el eje Xy las rectas x =0y x = 1. Toma en cada subintervalo como C
el extremo derecho.

4

0| 1 X

- . , , 1 .
Se divide el intervalo [0,1] en n subintervalos, cada uno de longitud —. Se calcula la suma de las areas de los
n

rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo y como altura la ordenada del extremo
derecho.

M 3 3 3 3 3 3
Sn:i [ij +1+[£j +1+...+(ﬂj +1}—i[n+1+2++n}
ni\n n n n n

Aplicando la férmula encontrada en el ejercicio anterior:

" n n® n " 4n 4n? 4 4n?

il 13+23+...+n3} 1[ nz(n+1)2} 1{4n2+n2+2n+1} 5n+2n+1 5 2n+1
S, =—|n+———————|==|n+ s - = ==+
n

p . , . . . 5 2n+1) 5
El area del recinto es el nimero A= lim S, es decir, A= |lim (—Jr J; jz TS
n—+w no+ol 4 4an 4

Ejercicio resuelto.
4 4
Seaf contintaen [-1, 4] y g(x)=f(x)+2.Si j f (x)dx =5,ca|cuIaI g(t)dt.
-1 -1
4 4 4 4
J' g(t)dt:I (f(t)+2)dt=J. f(t)dt+J. 20t =5+ 2(4—(-1)=5+2-5=15
-1 -1 -1 -1

1 2 3
Si I f(x)dx =2 I f(x)dx=§yj f(x)dx =22 halla:
0 3 & 3 0 3

a) J.:f(x)dx b) Ilsf(x)dx c) J.Zsf(x)dx

2 1 2
a)jf:ff+jf=f+§=4
0 0 1 3 3
3 3 1
o [Cr-[r-[lr-tT
1 0 0 3 3 3

3 3 2
o [Ct-[lr-]r-1-8-2
2 1 1 3 3 3

8y9. Ejercicios resueltos.
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10. Para la funcion de la grafica, halla su valor medio y el valor ce[0,3] cuya Y

existencia asegura el teorema del valor medio. T

-

0 1

X

3
Se debe encontrar el valor f(c), siendo c el nimero del intervalo [0, 3], que cumpla I (§+1jdx =f(c)(3-0).
0

3

Como I

0 0

Entonces, f(c)(3-0) = % =f(c)= % es el valor medio de la funcion en dicho intervalo.

Por tanto, si f(c) = %+1: % , despejamos y concluimos que ¢ :% .

11. Halla el valor medio de las funciones g y h:

a) b) Y|
Y . h
PEER 1
o 1 X
0 1 X

9

3
(§+ljdx es el area de un trapecio de altura 3y bases 2 y 1, su valor es .[ (§+1jdx = %3 =3

5
a) Se debe encontrar el valor g(c), siendo ¢ el nimero del intervalo [0,5] que cumpla j g(x)dx=g(c)(5-0).
0

Se calcula esta integral hallando el area de las tres regiones (un cuarto de circulo que esta por encima del eje

X; un tridangulo que esta por debajo del eje X; un triAngulo que esta por encima del eje X).
2

. , Y
El area del cuarto de circulo es

=7 . El area del triangulo que esta por debajo del eje X es 271 =1. Esto

4
indica que J. f(x)dx = -1, ya que al estar por debajo del eje X, la integral es el opuesto del area. El &rea del
2

triangulo que esta por encima del eje X es 171 = %

5 2 4 5
Contodoesto:j g(x)dx:j g(x)dx+I g(x)dx+j g(x)dx:n—1+1:n—1
0 0 2 4 2 2

Por tanto, g(c)(5—0):n—%:>g(c):% es el valor medio de la funcion en dicho intervalo. Como

2n—-1

glc) = 10 =0,53, habrd dos valores de c: uno en la circunferencia x2+(g(x))2:22, es decir,

2
c2+(2251) =4, de donde sacamos que ¢ =193.Y el otro en la recta y =x -4, es decir, g(c)=c-4,

0,53=c—-4, c =4,53. Asi pues, hay dos valoresde c: ¢ =193 y ¢ =4,53.

b) El recinto limitado por la funcién h y el eje X en [O, g} se descompone en tres partes:

3 3
1+— 1 5 1+— 5
e Dos trapecios, uno de area S, = 2.2-2 yotro de 4rea S, = 2.1=2
2 2 8 4
L (1Y 8-n
¢ Un cuadrado menos un semicirculo: S, = 1—5 5) =78
5 3 3 5 5 8.7 5 23
Con todo esto J Zh(x)dx :I Zh(x)dx + .[f h(x)dx + J; h(x)dx =2+ 2% 2 22T
0 0 : 3 8 4 8
Por tanto, h(c)(%—o) B =h(c)= 23-m_ 0,99. Hay dos valores de c¢ en la circunferencia

correspondena c; =05 y c, =15.
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12. Calcula las siguientes integrales definidas.

1 4
a) I x(xz—l)dx c) J. Jx dx

-1 0
b) J.fcostdt d) J‘nsen(2xfl)dx

— 0

1
x2 1)
a) j x —1 = lu _1o-Lo-o (observa que la funcién f(x):x(xz—l):x3—x es una
2 2 4 4

-1
funcién impar y como el intervalo de definicién esta centrado en el origen, la integral ha de ser cero).

T TC_\/g_\/E

b) I costdt =[sent]® =sen— —sen— =
2 3 4 2

4
c) JA«/;dx_[z XS] _16
0 3 . 3

IS

d) j:sen(zx 1)k = {_ cos(2x —1)}" cos(2n-1) cos(0-1)

= — + =0
2 2 2

13. Determina el valor de estas integrales.

13 e? Inx
a dx j
) J:1X2+1 ¢

2 L3
b) I e *dx d) J“‘tgxdx
-2 0

1 3 3
a) le dx = [3arctgx] 3[%—(—%}}:%

b) J._zze’X dx = [—e’x ]Z =—e?- (—e’(’z)) =e? —iz

e? 2 2)? 2
0 J- |n_xd _{In;)} =(Inez) _(In;) :2_%:%

N

d JZ QU G- Y2 __ __ 1 _1
) Otgxdx [ In(|cosx|)]61 In > Inv2 +In2 2In2+|n2 2In2

'w Integral definida | Unidad 6 255



SOLUCIONARIO

14. Ejercicio resuelto.

15. Calculalas derivadas de las siguientes funciones con estos métodos:
1. Calculando laintegral y derivando.

2. Aplicando el teorema fundamental del calculo.

a) g(x):IXOtht b) g(x):thgtdt c) g(x):faeada

0 X
: . _ _ _ 27X 2 , _
a) Integral y derivando: g(x)_'[X 2tdt _—L 2tdt _—[t ]o =-x*=9'(x)=-2x

0 X
Teorema fundamental del célculo: g(x) = I 2tdt = —J. 2tdt = g'(x)=-2x
X 0

_ (=senx) ot
COS X

b) Integral y derivando: g(x)= I tgtdt = [—In(cost)]: = g(x)=-In(cosx) = g'(x) = gX
0

Teorema fundamental del calculo: g(x) :I tgtdt = g'(x) =tgx
0
c) Integral y derivando:

g(x) =J-eaeada= —Ixaeada: g(x)=—[ea(a—1)]: =—-e*(x-D+e®(e-1=g'(x)=—-xe*

e

e X
Teorema fundamental del calculo: g(x) = J. ae®da= —J. ae® = g'(x) = -xe*
X e

16. Hallalas derivadas de las siguientes funciones.

3 2
X X" +X 2

a) g(x):j ,sen2tdt b) g(x):j e dt

—X

x3
a) f(x)= {_CZS Ztl - %(—cos(2x3) + cos(—2x2)) , su derivada es: f'(x) = 3x’sen(2x? ) + 2xsen(-2x?)

También se puede calcular observando que g (t) =sen2t es continua y por ello:
f(x)=[G (t)]i2 =G (x3) —G(—xz) , donde G'(t)=sen2t

Por tanto, f'(x) =G'(x°)3x® - G'(-x?)(-2x) = 3x’sen(2x°) + 2xsen(-2x?)

X2+X

Loy (Xz + x) -H(3x-2),con H'(x) = e , por tanto:

b) La funcién h(t):e’12 es continua = g(x) =[H(t)]

9'(x) = (2x + H"(x? + x) - 3H"(3x - 2) = (2x + 1)3*(*”)2 e3P

17. Ejercicio interactivo.

18 a 20. Ejercicios resueltos.
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21.

22.

23.

24.

Calcula el area de laregion limitada por la graficade y = I X elejeXylasrectasx=1y x=2.
+

x?'
La funcion es positiva en [12] = A= j "X = 1[In(1+ xzﬂ2 = 1(In5 -In2) v’
11+x? 2 102

Calcula el area de la region finita limitada por el eje horizontal y la graficade y = x* —2x — 3.

La funcién es una parabola concava hacia arriba que corta al eje X en los puntos de abscisas -1y 3.

3 3 ? 2) 32
La regién queda por debajo del eje X = A= —J- (x2 -2 — S)dx = {X?— z_ 3x} = —[—3?] = % u?.
1
1

Dibuja el recinto encerrado entre las gréficas de las funciones y = x?> —6x ey =3x y calcula su area.

La grafica de f(x)=x*-6x =x(x-6) es una parabola concava hacia arriba que corta al eje X || Y |
en los puntos A(0,0) y B(6,0). La grafica de y = 3x es una recta creciente que pasa por el \ f
origen. Los puntos de corte entre ambas graficas se encuentran resolviendo la ecuacion /

x? —6x = 3x , es decir, son los puntos A(0,0) y C(9,27).

n—"

El recinto esta limitado superiormente por la recta e inferiormente por la pardbola y su area es: /

9 9 3 2P y X
A :J‘ [3x - (x* ~ 6x) ] dx :I (2 +ox)dx=| -5 201 28 40150 2 \

0 0 3 2 A 2

Calcula el drea de laregion limitada por estas cuatro curvas: y=x+5,y=2,y=-1, y2 =X

La gréfica de la curva y2 =X, que no es una funcidn, se puede obtener dibujando estas dos graficas:
y =x y =-x

Por tanto, la regién es la que se muestra.

Los vértices de la region son los puntos de interseccion de las curvas Y
gue se cortan: y=x+5 _ld
B c_l +—
A(-6,-1) B(-3,2) V=2 ) —
C(4,2) D(1-1) :
’ 01 X
La regi6n que esté a la izquierda del eje Y es un trapecio de altura3 | A | y=r1 D T
y bases 6y 3. I —
y=-1x
Suédreaes A, = 6+3 -3:2—27 ul
Otra region esté limitada superiormente por y = 2 e inferiormente por y = Jx , Su &rea la da la integral:
4 4
A =J. (2—&)dx:[2x—g\/2x3} _g_16_8
0 3 0 3 3
La otra region esta limitada superiormente por y = —/x e inferiormente por y = -1, su area:
1 1 1
A, :'[ (/% - (-D)dx :J (1-x)dx :[X—E\Z/xs} Sl o a-aca A -2 8,1 38 p
0 0 3 o 3 2 3 3 2

'w Integral definida | Unidad 6
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25.

26.

27.

Se considera el recinto del plano limitado por la curvay =—x%+2x y por lacurvay = x? = 10X.

a) Dibuja el recinto. b) Calcula el area del recinto.
a) Lafuncion y = —x2 +2x es una parabola céncava hacia abajo que corta al eje X [
en los puntos A(0,0) y C(2,0). A(0, 02
\ 5 X
La funcién y = x?> —10x es una parabola céncava hacia arriba que corta al eje X / \\ \ /
en los puntos A(0,0) y D(10,0).
y=x 10x
Los puntos de corte entre ambas se encuentran resolviendo el sistema formado / B(6,=24)
por sus expresiones y son A(0,0) y B(6,-24). y 2K + 2x
b) El area del recinto es:
6 6 2x3 ° 2
A =J |:—X2 +2x —(x2 —10x)}dx =J (—2x2 +12x)dx =[-=—+6x*| =72 V%
0 0 3 0

Dada la funcion f(x)= 3+2x2-x*, hallalos puntos de corte con el eje X y calcula el area de la regién del
plano encerrada entre esa curvay el eje X.

Los puntos de corte con el eje X se encuentran resolviendo la ecuacion

bicuadrada 3+ 2x? - x* =0 y obtenemos Gnicamente dos puntos:

A(—\/§,O) y B(\/§,O) . Como la funcién es pary lim f(x)=-o,

X—>+0

-

B(0,+3)

=

ya podemos realizar un esbozo de la gréafica y la regién de la que se habla.

"

Como la funcién es par el area pedida sera:

5 5

5
2% X5:|3 323

\/5 2
A=2J' (3+2x2—x4)dx:2 3X+T__ =222 21109 Ut
0

Calcula el &rea de laregién encerrada entre las gréficas de f (x)=2x —x* y g(x)=x? —g.

Primero hay que calcular los puntos de corte de ambas funciones: \ 2

0
N|w
)

3

-
el \\

x2—§=2x—x2:>4x2—4x—3=0:>x=—1,x=— \
2 272 y

La region esta limitada entre dos curvas: f(x)=2x - x® por arriba y g(x)=x _3 1

2 / \

por debajo; asi pues, el area pedida es:

3

b-S

T~/

8 3 . :
A:J-ZI[ZX—XZ_(XZ_gﬂdxzj.Zl(_ZXz_FZX_FE)dx:{_ZLerz+3_X} :§ G
> 2 - 2 3 2 7% 3

28y 29. Ejercicios resueltos.
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30.

31.

32. Sobre una particula a x metros del origen, actta una fuerza F(x) =3x2 +2x (N). ¢Qué trabajo realiza F al

33.

. ) e* +e™
Halla la longitud de la catenaria y = — entrex=-1yx=1.

, e —e 1 o2 14 +e® +e2* -2 1 1\/7,
f (x):T: L%’:IO’,:HF (x)] dx:joqffdx:gj.o e +e® +2dx =
1 1
:lj ,[(ex+e”‘)2dx=1j (e"+e’x)dx:1[ex—e’x]l=1(e—lj u.
2Jo 2Jo 2 o 2 e

L 1
Por ser una funcién par L', =2L; =e —=.
e

Calcula la longitud de la llamada pardbola semicubica (aunque no lo es su grafica se parece a una

3
parabola) y =x2 entrex=0y x=4.

3 1

La derivada de la funcién f(x)=x2 es f'(x) = %xz .
La longitud pedida es:

2 4

1 3
4 4 2 4 4 >
Lg:J- VI+[F(X) zdx:I 1432 dx:I ,}1+9—de:ij- 2,}1+9—de:i E[1+9—Xj2 =9,07 u.
0 0 2 0 4 9Jo 4 4 93 4

5
moverla desde x =1 hasta x =5 m? (El trabajo se calculacomo W =I Fdx).
1

5 5 .
W=I F(X)dX:J. (3x2+2x)dx:[x3+x2J -148 J
1 1 1

* Halla el volumen del sélido que se forma al girar laregion bajo la graficade y =1+cosx en [0,2x].
2n 2n
\Y :I n(1+cosx)? dx = n_[ (1+ cosx)?dx
0 0 v
J(1+cosx)2 dx =J1+ 2cosx +cos? xdx = x+23enx+jcoszx dx RN <
I N //
y, por partes: o 1 X
f(x)=cosx f'(x)=-senxdx
g'(x) = cosxdx g(x)=senx

jcosz x dx :senxcosx+Isen2xdx =SenXCOSX+I(1—COSZ x) dx = senxcosx+x—jcoszx dx

X +Senxcosx 4

Despejando se obtiene: Icosz X dx = >

C

2n 2n

X +Senxcos x
Portanto, V = | (1+cosx)®dx = n[x +2senx +—J =3 u®
0

2 0

'w Integral definida | Unidad 6
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34. Lapoblacién de Circulandia, una tipica ciudad, decrece conforme nos alejamos de su centro. En efecto, su
densidad de poblacién es 10 000(3-r) habitantes/km” siendo r la distancia al centro en km.

a) ¢Cuédl es el radio de la zona habitada de la ciudad?

b) ¢Cuél es la poblacion de la ciudad?

a) Como la densidad en los confines de la ciudad es 0, entonces 10 000(3-r) =0, es decir, r = 3 km.

N 3
b) P= Ilim ZaniArf(ci)=I 27tr10 000(3 —r)dr . Se calcula esta integral:
n—+wo = 0

3 3 2 373
j' 27r10 000(3 - r)dr = 20 000% I @3r —r2)dr =20 oom{%-%} =90 000x = 282 743 habitantes.
0 0
0

35. Ejercicio interactivo.

36 a44. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS

Area bajo una curva

45. Halla el area de la region sombreada utilizando los diferentes métodos propuestos en los distintos

apartados. Comprueba que siempre obtienes el mismo resultado.

a)

b)
c)

d)

a)

b)

c)

d)

Y

—

Dividiendo el intervalo [2,3] en n subintervalos de longitud —, tomando como altura de cada rectangulo la
n

ordenada de su extremo derecho y calculando, finalmente, el limite de la suma de las areas de los rectangulos

cuando N — +o0.

Procediendo como en a, pero tomando como altura de cada rectangulo la ordenada de su extremo izquierdo.

Hallando una primitiva F de la funcion cuya grafica es la recta oblicua que limita la regién y hallando

F(3)-F(2).

Utilizando la formula que nos da el area de un trapecio.

La ecuacion de la recta que limita superiormente el trapecio esy = x + 1.

2 2
S, :1[2+£+1+2+3+1+...+2+£+1}:E[Sn +l+2+—+nJ:i2{3n2+1-;n n}:i{w}:

n n n n n n n n? 2

7 1
—+—.
2 n

1 |7n+n| 7n+1
2 2n

nN—-+0 ns+o\ 2 N

. . 7 1 7
El area del recinto es: A= lim S, = lim [—+—J:E u.

Sn=1[2+1+2+£+1+...+2+n—_1+1}=1[3n+M}=%[3nz+w(n—1)}=
n n n n n n 2
2 a2 2 _
_Lfgn’+nfon) 1y7nion| -1 7 1 A jms = fim (Z_LJZZ o2
n? 2 n?| 2 2n 2 2n nowe 1 onowe(22n) 2

2

- X 3? 2 9 7 5

Una primitivadey=x+1es F(x)=—+x= A=F(3)-F(2)=—+3-|—+2|==-1=—u
2 2 2 2 2
h . P 4+3 7 2
La region sombreada es un trapecio de altura 1y bases 4y 3. Su dreaes A= 1= > u

'w Integral definida | Unidad 6
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46. Calcula el area limitada por lacurva y = x2+1, el eje horizontal y las rectas verticales x=-2y x = 2.

\L Y] =@t

0| 1 X
Se divide el intervalo [—2, 2] en 4n subintervalos, cada uno de longitud i

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo
y como altura la ordenada del extremo derecho.

2 2 2
Sn:l[[—h—ij +l+(—2+£} +1+...+[—2+4—nj +1}:
n n n

n
2 2 2
:i{4+(1) —i+1+4+(£] —§+1+~--+4+(4—nJ —J'G—n-rl}:
n n n n n n n
1 +22+--(4ny
:£[20n+ : (4n)” 4+8+--+16n
n n n
Aplicando las férmulas ya conocidas:
4n(4n+1)(8n+1) 2n(4+16n 2(4n+1)(8n+1
Sn=1{20n+ ( )2( ) _2n( )}=1{20n+w—8(1+4n)}=
n 6n n n 3n
1 2 28n?+2 28 2
=——|60n“ +2(4n +1)(8n +1)-24n(1+4n)|=————=—
Sz [60n7 + 2(4n +1)(8n +1) - 24n (L4 an) | = TS = T
. . 2 2 2
El &rea del recinto es: A= lim S, = lim (—8 —2]=—8 u?
n—>+o no+o\ 3 3n 3

(Como la funcién y =x?>+1 es simétrica respecto del eje Y y el intervalo [—2,2] esta centrado en el cero,
podriamos haber calculado el area entre 0 y 2 y luego hallar su doble).

47. Determina el area de la region limitada por la funcion f(x)= x3, el eje X y las rectas verticales x =0y x = 1.

2
8 n(n+1
Paraello, usalaexpresion 2 +2° +...+n% = [%} .

Se divide el intervalo [0,1] en n subintervalos, cada uno de longitud i.

y como altura la ordenada del extremo derecho.

2 2
n®(n+1)
1{(1)3 (2)3 (nﬂ 1{13+23+---+n3} 114 | n*+2n®+n?
Sy =—||=| +|—=| +..+]| =] |=— 3 =— =
n n n n n n

Se calcula la suma de las areas de los rectangulos obtenidos tomando como base la longitud de cada subintervalo

n® 4n*

1 2 1
—t—t+—
4 4n  4n?
Y /

-2y
4 4n  4n?

4
1

. . 1 2 1 1
El area del recintoes: A= lim S, = lim ( j—z u?

nN—>+0o n—>+0
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Integral definida. Propiedades

48. Esbozala gréficade f (x) = e en [LZ] y divide este intervalo en 5 subintervalos para probar que:
X

1 1 1 1 1 21 1 1 1 1 1
02| —+—+—+—+— <I —dX<02| =+ —+—+—+—
12 14 16 18 2 1 X 1 12 14 16 18

Y
1
Observando el dibujo se aprecia que el area bajo la curva es mayor F<
que la suma de las areas de los rectangulos inferiores y menor
gue la suma de las areas de los rectangulos superiores.
o’ 2 X

Teorema del valor medio. Regla de Barrow

49. Comprueba si se cumplen las condiciones para aplicar el teorema del valor medio a la funcién
2 . . . . . . .
f(x)=(x-2)" en el intervalo [0,2]. Si es asi calcula el valor medio de f en dicho intervalo y la abscisa del
punto en el que se alcanza dicho valor.

Como f es una funcién polindmica, entonces es continua en R, en particular, en [0,2] . Aplicando el teorema del

2
valor medio, se busca ¢ €[0,2] tal que I (x-2)%dx =f(c)(2-0).
0

2 4 23 2.3

2 o2 P
J‘(xz)zdx:{Ml :g,portanto,%zf(c)Z:f(c):%:(c—Z) :§:>c:2+ 3 ’sz_T’

0 3

pero solo la segunda pertenece al intervalo [0,2] .

50. Calcula una aproximacion por exceso y otra por defecto de In 2 utilizando una particién en cinco

2
subintervalos para calcular laintegral definida d_x
1 X
Por defecto: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo derecho.
Por exceso: Se toman 5 rectangulos de base 0,2 y altura el extremo izquierdo.
2
012(i+i+i+i+ij<j idx <0’2[}+i+i+i+ij
12 14 16 18 2 1 X 1 12 14 16 18

2
idx =In2-In1=In2<0,7456.
X

Operando: 0,6456 <'[
1

Por tanto, 0,645 6 <In 2 < 0,745 6.

S
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51. Lasiguiente regién esta limitada superiormente por la gréafica de la funcién y = e*.
Y|

T~
~—

4

0| 1 X

Halla la altura que debe tener un rectangulo de base 2 para que su area sea igual a la de la regién
sombreada.

Zede:[eXJz =e?-1.

El area de la region sombreada es I
0

El teorema del valor medio nos asegura que existe un nimero c del intervalo [0,2] que cumple
2

j e*dx =f(c)(2-0).
0

e?-1
T

Asi pues, e° -1=f(c)2=f(c)=

. -1 . . . L
Por tanto, el rectangulo de base 2 y altura tiene igual area que el de la region.

52. Determina el valor de las siguientes integrales definidas.

1 0 1
a) I (x3 —2x%+ 5)dx d) I 2% dx 9) J' _dx
-3 -2 114X
b) J. 2ﬂcos,(3x ~2)dx e) j X g h) J‘ 7 senx
o 03x%+1 0 cos? x

c) J‘gsen(Zx—l)dx f) J.l 4K i) sze’xzdx
- OJl_XZ -2

4

1
! x* 2x® 56
a x®—2x* +5)dx =| — - ——+5x| =-— I
) J-_S( ) { 7 3 }_3 3 \/ﬁ = [arcsenx]; =

n _ n 1
b) J cos(3x—-2) dx = sen(3x-2) =0 9) J >dx = [5arctgx]1 -5L_-785
—n 3 . 114 X -1 2
3 _cos(2x-1) T x 3
o J.zsen(ZX—l)dX={M} 054 n [52onx dx:[ 1 T:ﬁ‘l
-n 2 . 0 COS” X COSX |y
0 2 3 2 e e |
d) J 2% dx = ——2108 ) J xe X dx =| - =0
-2 In2|, 1Inl6 2 2 )
o) J‘3 X gy In(3x? +1) 3_In28~056
0 3x%+1 6 , 6 -
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53. Calculalas siguientes integrales definidas.

1 1 1

a) I xarctg x dx d) I xe*dx 9) J. 2x+1 ———dx ) I X dx
0 1 x +x+1 Iy1+x*
n 145 3

b) j x*senx dx e) I ;(+1 dx h) _[ dx
-n 12 X° - 2X 0 1+2e*
2 dx 1(2x—1)2 _ Iox

c f I ~———dx i J dx

) .[1 x2 +2x ) 0 4x%+1 ) ol+x*

1 x?

a) J.xarctgxdx. Integracion por partes: f(x)=arctgx, dg(x)=x, df(x):1 >
+X

2 2 2
J‘xarctgxdx:arctgx%—j 1 X_dx:arctgxx__i[x_."

x* 1.1
dx |=arctgx— —-—=x+—arctgx +C =
1+x? 2 2 2 2 2 2

1+ x?

1 x2 x 1 e
= I xarctgxdx = | —arctgx — — + —arctgx | =——-—
0 2 2 2 , 4 2

b) szsenxdx. Integracién por partes: f(x)=x>, dg(x)=senx, df(x)=2x, g(x)=-cosx, por lo que

szsenxdx:—xz Cosx+I2xcosxdx. Para obtener ahora IZxcosxdx, se procede de la misma forma:

f(x)=2x, dg(x)=cosx, df (x)=2 g(x)=senx, Por tanto:
J.xzsenxdx=—xzcosx-r[szenx—J-Zsenxdx}=—x2 COSX + 2Xsenx + 2cosx +C.

T n
I x2sen xdx = [—xz COSX + 2XSen X + 2C0S x] =0.
-7

-7

1 1
dx 2, 2 1 > 1,(3
c) jx2+2x:.[ L5 dx == (Inx In(x+2))+C:>J‘1 = +2X=E[Inx—ln(x+2)]1=5|n(5j
d) jxexdx. Integracién  por  partes:  f(x)=x, dg(x)=e*, df(x)=1, g(x)=e*, luego
1
Ixexdx:xex —Iexdx:xeX -e*+C =(x-1)e* +C. Por tanto, I xexdx:[(x—l)eqllzg
-1 - e
-1/2 3/2 1 3 1445 X +1 1 3 1445
TS AR S A O
X  x=2 2 2 142 x? - 2x 2 2 3

21— 2x 1
f) dex=‘[[l— éix jdx:x—ll (4x +1)+C:>I —)dx=[x—lln(4x2+l)} 1_In_5
4x° +1 4x° +1 2 0 4x?+1 2 0 2

2 2
9) J 2x+1 2dXz[— 5 1 } :—1+1:E
0(x2+x+1) 7 7

o 1+2e* 0 1+2e

h) J'S L dx:_[s(l Zexxjdx{x|n(1+e*)]zzo,38

i 1 X 1 1
) J.1+x 2.[1+ :Earctg(x2)+cj oI dX:g[arctg(xz)L:g

e[l 1] -0

=——In(| x*+1-x |)+C:>I

11+ x*

J.\/ljx“ dx:-[\/“zXZ)

S
'w Integral definida | Unidad 6
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266

54.

55.

s dx

> - Lailatrabajo asi:

Un profesor apresurado pidié a sus alumnos que calcularan la integral definida j

-3 X
2d_x_[_1T __l_[_i)__i
-3 x2 xls 2 -3 6

Y después razon6: “estoy segura de que hay algo mal porque sé que la funcion f(x) -1
X

> €s positiva en

- . : 2 dx . . .
todo su dominio y por tanto, laintegral pedida, j — , ho puede ser negativa”. (Donde esta el error?
-3 X

La funcién f(x)= 1

> ho esta definida para x = 0, por lo que no es continua en el intervalo (-3,2), asi, que no
X

2
existe la integral definida J izdx .
-3 X
Sabiendo que 32 = 1,1487; puedes encontrar otra aproximacion de In 2 haciendo una particién en cinco

1
subintervalos para calcular I 2%dx .
0

[n(Q/E—l)]:InZ.

Utiliza la integral anterior y laregla de Barrow para demostrar que lim
n—+w

Se divide el intervalo [0,1] en 5 subintervalos, cada uno de longitud % .

1 2 3 4 5
Ss :%{25 +25 425425 4 25} :%[11487+114872 +11487° +1,1487* +114875] =1545

1 7
Por otra parte, I 2%dx = > =—=-—"—"=1545=1In2=0,64724
0 n

0 In2 In2

Analogamente, se divide el intervalo [O,l] en n subintervalos, cada uno de longitud: 1
n

1 1 1
12 n 12 on_on | on 0

Snzi{zn+2n+...+2+1{2n+2n+...++1 22n-2n| 2 1 ZEW j

n n n 1 n| 1 n{v2-1

2n -1 2n -1
1 0 lim 2
lim S, :I 2%dx = —L = lim ﬁ( 1 J: N> = 1 L o im n(¥2-1)=mn2
n—+0 0 In2 no+o N Q/E_]_ lim n(Q/E_]_) lim n({‘/z_l) In2 N—+00
n— -+ n—+wo
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Teorema fundamental del calculo

56.

57.

58.

Calcula la derivada de las siguientes funciones.

X sent cosx (t

a) f(x):L St c) f(x):L T
x? x2+1

b) ()= % d) f(x):J'X e dt

. n . . . . .
a) La integral J‘%tdt no es elemental, asi que no se puede calcular dicha integral para después derivarla, pero

g(t)= setnt es continua para t > 0 y el teorema fundamental del célculo nos asegura que la derivada de
X sent senx
f(x =I ——dt es f'(x)= .
(x)=[ = (x)==
dt 1 e 1 1 Inx 1
b) f(x :I —=Z[Int]* ==(Inx®-Inx)==(2Inx —Inx)=—=, su derivada es f'(x)=—.
) ()= =50t =2 )=5( )= (x) =,
cosx dt cos x : —senx
c) f =J- — =|(Int =In(co , su derivada f' = =-tgXx.
) 100=] =[] =In(cosx) (x) = % = ~tgx
d) Laintegral Ie‘tzdt no es elemental, asi que no se puede emplear el método de los dos apartados anteriores.
2
La funcion g(t)=e™ es continua, asi pues, f(x)=[G(t)]" " =G(x* +1)-G(x), siendo G'(x) e, por
—(x2+1)2 2
tanto: f'(x):G‘(x2+1)2x—G'(x)=2xe —e*

1

1+h
I Vx? +8dx

Calcula lim
h—0

Si se llama f(x)=vx*+8 'y F(x) a una primtiva suya, F'(x)=f(x), entonces,
F(1+h)-F(h)

1+h
I Vx? + 8dx
lim =L = lim k =F'()=f(1)=v1*+8=3.

h—0 h h—0

X
Halla los puntos de inflexion de la funcién g(x) =I e dt.
0

X
Por el teorema fundamental del célculo se sabe que la derivada de g(x) :J. edt es g'(x)= e y la segunda
0

derivada es g"(x)= —2xe™, que se anula six =0,

Ademas, la segunda derivada es positiva a la izquierda de x = 0 (g es concava hacia arriba) y es negativa a la
derecha de x = 0 (g es concava hacia abajo).

Asi pues en x = 0 se produce un cambio de curvatura, por tanto, el punto A(0,g(0))=A(0,0) es un punto de

inflexion de g (x) .

S
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X
59. Calculaladerivadade la funcién f(x)=‘[ cost?dt .
0

Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f'(x) = cosx®.

60. Hallala derivada de estas funciones.

a) f(x):thzdt c) f(x):J.Stzdt

X

b) f(x)=re”tzdt d) f(x):J.l:x 2t

X

a) Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f'(x) =x%.

senx 3 senx 3
b) f(x)= t2dt=| T =N X _9. suderivada es f'(x)=sen’x.
3 3], 3

3 X
c) Por las propiedades de la integral definida se sabe que f(x)= j t?dt = —.[ t*dt . Por tanto, f'(x)=-x2.
X 3

3

L 3¢ (14x%) o 3(1+x3) 3x%  gys
d) f(x)= T egro| L :( ) —X—:f'(x):g—&:3x2(l+x3)2—2x5.
2 3 3 3 3

61. Calculaladerivada de estas funciones.

) f jx L— ) f J‘Sénx LR
a X)=| —— c X) = _—
N ey S S Ty
b) f 1 g - [ — 1o
X)=| ———dt X :I _
() J.x In(t2+1) K2 In(t2+1)
La integral J.;dt no es elemental pero si se sabe que la funcion g(t):; es continua.
In(t2 +1) In(t2 +1)
a) Por el teorema fundamental del calculo se sabe que f (x) =
In(x2+1)
S 1 X 1 1
b) f(x :J‘ —dt:—j ———dt, asi pues, f'(x)=———F—.
R P e P (e AL ey
senx . 1
c) f(x)=|G(t =G(senx)-G(3), siendo G'(t)=———.
) 1(x)=[6(1)]3" =6(senx)-G(3) O35y
Por tanto: f'(x)=G'(senx)cosx - oosx
In(sen2x+1)
d) f(x):[G(t)];X3 =G(1+x*)-G(x?), siendo
1 3x2 2x
G'(t)=————=f'(x)=G"(1+x%)3x* -G'(x?)2x = -
In(t* +1) ( ) (%) In((1+x3)2+1) In(x* +1)
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62.

63.

64.

65.

2

X
Sea F(x)=I Intdt con x >1.
1

a) Calcula F'(e).

b) ¢Es F"(x) una funcién constante? Justifica tu respuesta.

x2 2
a) F(x):j Int dt =[tint —t]}" =x?Inx® - x* + 1= F'(x) = 2xInx? +x22—>2(—2x=2xlnx2 =4xInx.
1 X

Por tanto, F'(e) =4elne =4e.
b) F (x) =4Inx + 4x1 =4Inx + 4 . No es una funcién constante porque su derivada no es nula.
X

sent
t

X
Sea la funcion F(x)=I dt definida para x >21. Halla los valores de x en los que alcanza sus
1

maximos y minimos relativos.

F'(x) = 38X Esta derivada se anula si senx =0 ,es decir, six=n+krconk=0, 1, 2,... Maximo si k = 0, 2,
X

4,...,yminimosik=1,3,5,...

eX—x-1
La funcion F(x) esta definida por F(x)=I e~ dt . Halla los puntos en los que se anula F'(x).

1
La integralje*‘zdt no es elemental, asi que no se puede calcular dicha integral para después derivarla. La
funcion g(t)=e™ es continua, asi pues, F(x)=[G(t)]; Tog(e” -x-1)-G(1), siendo G'(x)=e™, por

X 2
tanto: F'(x)= G'(ex —X —1)(ex —1) -0= (eX —:L)ef(e ) . Dicha derivada se anula si eX —-1=0= x=0.

2
Sea F(x)=I “edt . calcula F'(0).
0

2

La funcién g(t)=e =G(2x)-G(0), siendo G'(x):exz, por tanto:

es continua, asi pues, F(x):[G(t)]zX

F'(x)=G'(2x)2-0 =26 = F'(0)=2.
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66. a) Calcula los extremos relativos y absolutos de la funcién f :[-7,1] — R dada por f(x)=x>+6x* +49.

B
b) Sea el punto en el que f alcanza su maximo absoluto. Calcula J. f(x)dx .
-7

a) f'(x)=3x*+12x =3x(x+4) se anula si x = 0 0 si x = 4. Aplicando el criterio de la segunda derivada se ve

que A(—4,209) es un maximo relativoy B(0,49) es un minimo relativo. Se comparan los valores:
f(~4) =209 f(0) =49 f(-7)=0 f(1) =56
Asi pues, A(-4,209) es el maximo absolutoy C(-7,0) es el minimo absoluto.

4L X, “ 675
b) Ya se ha calculado B =-4 3I (x + 6X +49)dx = 7+ 2x° + 49x :T
-7

-7

X
67. Si I f (t)dt =5x%+40, ¢qué funcion es f(x)? ¢Cuanto vale c?

c

X
Sea g(x):j f(t)dt =5x + 40 ; entonces g'(x) =f(x)=15x>.

C

Por otra parte, tomando x=c, g(c)=0= 5¢3 + 40, de donde ¢ = —2.

X -
68. Halla el punto del intervalo [0,2] en el que la funcion f(x)=j %dt alcanza su minimo.
o1+

t—12 es continua, se sabe que la derivada de f(x) es f'(x) = X_i .
1+t 1+x

Como la funcién g(t) =

Esta derivada se anula si x =1 y como a la izquierda de 1 es negativa y a su derecha es positiva, en el punto de
abscisa x = 1 se encuentra el minimo de la funcion f(x).

X
69. a) Sifes una funcién continua, obtén F'(x) siendo: F(x)=j

O(f(t)+t2+t3)dt.

1
b) Si f(1)=1 y ademas I f(t)dt =1, halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de F(x) en el punto
0
(LF().
a) Como la funcién g(t)=f(t)+t>+t* es continua, el teorema fundamental del calculo asegura que la derivada
de F(x) es F'(x)=f(x)+x?+x>.
b) La ecuacion de la recta tangente buscada es y —F (1) = F'(1)(x —1). Se calcula entonces F(1) y F'(1):

L : t L el 7 11 19
F(l):J. (f(t)+t2+t3)dt=j f(t)dt+j tzdt+J‘ Pdt=1+|—| +|—| =1l+Z+>="

0 0 0 0 31, L4, 3 4 12
F'()=f(1)+r+2=1+1+1=3

La recta tangente es y —% =3(x-1), es decir, y =3x —%.
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4X

— a
70. Dada f(x)= ﬁ determina el valor del parametro a > 0 para el que I f(x)dx =-1.
1+ x? 0

a _4x 2 7? 2 2 ) .
'[ dx = = -2=-1=> =l 1+a“"=2=a=21a=-1, y como solo vale la solucién
2 2 2 2
°(1+x2) 1+x

o l+a l+a
positiva, concluimos que a = 1.
71. Sean las funciones F(x) =IX\/5+e‘2dt y g(x)=x?, calcula [F(g(x))]".
1

., 2 . , A
Como la funcién f(t):\/5+et es continua, por el teorema fundamental del calculo se tiene que

F'(x)=V5+e* . Aplicando la regla de la cadena, [F (g (x))] =F'(g(x))g'(x) =F'(x*)2x = 2x\5 + e

3
X
I edt
72. Calcula lim =%———

X =+ X tz ’
XI e dt
0

Al presentarse una indeterminacién del tipo hd y estar en las hip6tesis del teorema de L"Hopital, se aplica la toma
0
de derivadas en el limite y el teorema fundamental del célculo:
X
J. el dt X6 o2 5.x% 5,2 x8 x8 6
0 . e” 3x 6x°e” 3x“ +6xe 6xe* [3x° +1] oo

= lim —; = lim = " A lim T 4]
X—>+0 X 2 X—>+0 X 2 4 X—>+00 2Xex +4xe>( + 2X eX 4)( X—>+00 2xe>< 3+ 4X
xJ. j e' dt + xe* 2x

Areas de recintos

73. Calculael 4rea encerradaentre f (x) = y el eje de abscisas para X € [2,5].

x2+1

A:J': [Xfi 1de =[3In(x* +1)]z ~3(In26-In5) u2.

Y

||

(o ™
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74. Dibujala superficie limitada por larectay =x + 1y la pardbolay = x® = 4x + 5. Halla su area.

Los puntos de corte de ambas funciones se obtienen resolviendo la ecuacion:
X*—4x+5=x+1=>x*-5x+4=0=>x=1x=4

Los puntos de corte son A(12) y B(4,5).

La region esta comprendida entre dos gréaficas: la recta y = x+1 por encima y la parabola y = x* —4x+5 por

debajo.
=x+1 B
\ /
\ /
/
A
N
4 Y
) y=x-4x+
0 1 X
4 4 -x® 5x2 ‘g 2
El area de la region es: A :I (x +1—(x2 —4x +5))dx :j (—x2 +5x —4)dx | —+== —4x| == u
1 1 3 2 1 2
75. Dibujala graficade f(x)= |x2 —4| en el intervalo [-3,3] y calcula su integral.
La gréafica de f(x) se dibuja muy facilmente a partir de la de la funcién \ Y 2 [
fix)=|x"—4
g (x) =x? -4, sin mas que reflejar su parte negativa respecto al eje X. \ |
Como la funcion es positiva y simétrica respecto al eje Y, y el intervalo \ |
) . . , \WARAY
esta centrado en el origen, se calcula la integral de esta forma: 1
3 2 3 |0 H X
I |x2—4|dx:2J‘ (—x2+4)dx+2J. (x2—4)dx: \ /
-3 0 2 \ /
L) =2

3 2 3 ° 46
2| X yax| 42/ X —ax| =22
3 3 3

0 2

a-1
76. Hallael valor de a> 0, tal que I (x +2)dx =§.
0

a-1 2 ! (a-1)
J. (x+1)dx{x7+x} _{ 2) +a—1:%:>a2—2a+1+2a—2:9:>a2:10.
0

Descartando la solucién que no es positiva, concluimos que a =+/10 .
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77. Hallael areadelaregion comprendida entre las parabolas y = x%e y =-2x"+3.

x2=-2x2+3=3x2-3=0=>x=-1x=1. \ Y y=x2//

Los puntos de corte son A(-11) y B(1,1) .La region estd comprendida entre dos gréficas,

|~
™~
|~

y= —2x? + 3 esta por arribaey = X esta por debajo. Como ambas funciones

~

>
=
I
—
—
-

son simétricas respecto del eje Y, el area de la region es: [\ /

1 1 1
A=2L(—2x2+3—x2)dx=210(—3x2+3)dx:2[—x3 +3x}0 =4 W2 /

T WO~

<
I
|
b
F

1
78. Calcula el area de la region limitada por las curvasy =x°, y = x3 ylasrectas x=-1y x =1

\_| [¥ /

Las graficas de las funciones se cortan en los puntos 0(0,0) y A(11). \ /

La region esta formada por dos trozos:
0 1 1 1 3 0

A:I X2 - X3 dx+J x3 —x2 |dx = | X - 33 3(
-1 0 3 4 o

79. Calcula el area limitada por la gréfica de la funcion y =1In x, el eje X y la recta tangente a dicha gréfica en el
punto x =e.

ury

A fF
A 0 X
=3 )

0

La recta tangente tiene por ecuacion y —f(e)=f'(e)(x —e), es decir y = Ly
e

El recinto esta formado por dos regiones. Una, limitada por la recta tangente P

-y

y el eje X entre 0y 1, es un triangulo de base 1y altura 1 ,Sudreaes A = Zi . 1
e e

X

2 2e

e 2 € 1
El area de la otra es: A2=J‘ (i—lnxjdx= X xinx+x| =S-= 1 /
1le 2e ) /

El drea del recintoes A=A +A - —+S- L 18 12,
2e 2 2e 2

80. *a) Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciones y =senx, y =cosx,X=0y X :%

b) Calcula el area del recinto del apartado anterior.

a) El punto de corte de ambas funciones se encuentra resolviendo la ecuacion Y

L, . . b b1
senx =Ccos X , cuya Unica solucion en el intervalo [O, E} es X = Z

b) Alzj.z(cosx—senx)dx:[senx+cosx]oz=\/§—1 <
0

kg

A = j (senx —cosx)dx =[-cosx —senx]

_1_£ 3
2

A\::w\::

A=A +A =2 1_l_£+ 253 J— a2 23 RS
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274

81. a) Representa las curvas de ecuaciones y = x*-3x+3 e y=X.

b) Halla el area del recinto limitado por dichas curvas.
a) Los puntos de corte se encuentran resolviendo la ecuacién
X2 -3x+3=X=>x>-4x+3=0=>x=1x=3

Los puntos de corte son A(11) y B(3,3).

b) El recinto esta limitado superiormente por la recta e inferiormente por la parabola.

Su éarea viene dada por el valor de la integral:
3 3 3

A:j (x—(x2—3x+3))dx= X iaoax| =4 e
1 3 N 3

82. Hallael area que encierraunalomade f(x)=senx.

VY| | y=x2-3x+3/
\ /
(3,3)
y=x /

-

Elegimos la una loma que quede por encima del eje X, por ejemplo, la que nos encontramos entre 0 y =.

Y

-

f(x) = sen X

/X

™
A:I senxdx =[-cosx]; = —cosm+cos0 =2 uz.
0
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83.

ax®+b si|x|<2

Se considera la funcién f(x) =14 1 _ .
— si|x| 22
X
a) Calcula ay b para que f sea continua y derivable en R.
b) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, determina el area de la regiéon acotada por la
grafica de f, el eje horizontal y las rectas x =1, x = 3.
a) Como intervienen valores absolutos, debemos expresar la funcién desglosando dichos valores absolutos:
1 .
— six<-2
X2
f(x)={ax®*+b si-2<x<2
1 .
— Six>2
X2
Estéa claro que la funcion es continua en el interior de los tres intervalos de definicion. Se impone la condicion
de que sea continua en los extremos de estos intervalos.
. . 1 1 ) 2 1 1
lim f(x)=lim — |==, lim f(x)= lim (ax +b):4a+b f(2)===4a+b="=16a+4b=1
X—>-2" x—-2"\ X 4 x2F x—-2" 4 4
. . 2 . . 1 1 1 1 .
lim f(x)= lim (ax +b):4a+b, lim f(x)=lim| = |=—, f(2)===4a+b==—, que es la misma
x—2" X—2" x—2" x—2"\ X 4 4 4
ecuacion que la anterior.
Asi pues, si 4a+b :% , es decir, si 16a + 4b =1 la funcién seréa continua en todo R .
Se impone ahora la condicién de que también sea derivable.
—~ six<-2
X3
La funcién derivada para valores de x distintos de -2y 2 es: f'(x)=<2ax si-2<x<2
_—3 six>2
X
. . -2) 1 .
lim f'(x)=lim (—st—, lim f'(x)= lim 2ax :—4aai:—4a:>a:—i
X—>-2" x—>-2"\ X 4 x2t x—-2" 4 16
(Muy importante: ahora hay que comprobar que este valor de a es el mismo que hace que exista f'(2). Si no
fuese el mismo, concluiriamos que f no es derivable en todo R).
. . -2 1 1 1
lim f'(x)= lim 2ax =4a, lim f'(x)= lim [—3j:——:>——:4a:>a:——.
x—2~ xX—2" x—2" x—2" X 4 4 16
1 1
Para este valorde a, b=—-4a=—.
4 2
iz six<-2
X
] : 1 1 9 . . X% 1
Asi pues, si a=—-—y b ==, lafuncién es continua y derivable en todo R . f (x) ={—+—= Si-2<x<2
16 2 16 2
1 .
— Six>2
X
b) Como la funcién f(x) es positiva en todo R, el area pedida coincide con esta integral definida:

2( _y2 3 3 2 r 53
A= L_Fl dx+J [i)dx: L_Fi +|:_2:| :£+1:§ uz_
116 2 2\ x? 48 2] [x*], 48 6 48

S
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84. Halla el area del recinto limitado por la gréfica de la funcién f (x) =x%-2x2+ x,y larectatangente a dicha
grafica en el maximo relativo.

Representa graficamente la funcién hallando los puntos de corte con los ejes y los extremos relativos.

La funcion f(x)=x° -2x2 +x = x(x-1)° corta al eje Y en el punto O(0,0) y al eje Y
X en los puntos O(0,0) y A(1,0).

-

La derivada de la funcion es f'(x):3x2 —-4x+1yseanulasix=10si X :%.

3' 27

B( 1 i) es un maximo y A(10) es un minimo. /£

x

Lo 4 .
La recta tangente en el maximo es y = 57 Para hallar los puntos de corte de dicha
7L .z .z 3 2 4 . l
tangente con la gréfica de la funcién, se resuelve la ecuacion x° —2x“ + X :E' cuyas soluciones son x ZE y
X = 3 El recinto esta limitado superiormente por la recta e inferiormente por la cubica.
4
2

4 4 4 3 B
Azj.f(i—(x?’—2x2+x)jdx=.|.l3[—x3+2x2—x+i)dx: S S . U
3 27 3 27 4 3 2 271 12

3

85. Sean las funciones f(x)=x%y g(x)=x>, halla el area encerrada por las gréficas de f, de g y de la recta

X=2.
Las dos funciones se cortan en los puntos A(0,0) y B(11). Y
f=x2| |/
Debemos hallar el &rea del recinto limitado superiormente por ¢ (x) =x® e / /
inferiormente por f(x)=x*, entrex=1y x = 2. /
2 4 372 1/f(x) = x
El 4rea la da la integrall: A:j (x3 = xz)dx ) A 4—§—(1—1) LA
o X
86. Sealafuncion definida por f(x)=x2++2x +%.
a) Dibuja el recinto limitado por la gréafica de f y sus tangentes en los puntos de abscisa X, :% y X = —% .
b) Prueba que el eje de ordenadas divide el recinto anterior en dos que tienen igual area.
a) La ecuacion de la tangente en el punto de abscisa x, :% es y= (1+ \/E)X yla de la Y
o/
tangente en el punto de abscisa x, = —% esy-= (—1+ x/E)x . ' /
/
1
b) Six<0, el &rea es: //
0 1 ¥ x2 x]° 1 = 1x
A:I 1(x2+ 2x+——(—1+x/5)xjdx: ST TS /
-2 4 3 2 4|1 24

2

1
1 1 3 2 2
Six >0, el area es: A:jz[x2+ 2x+%—(1+\/§)xjdx:jz[x2—x+%jdx:{x——x—+1} L
0 0

o
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87. a) Halla el area del triangulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva y =e™ en el punto de

88.

89.

b)

b)

abscisa x = —1.

Halla el &rea de la region limitada por la curva de ecuaciéon y =e™ y el eje X para los valores -1<x <0.

La derivada de f(x) —e X es f'(x) — _e™*. La recta tangente a f(x) e
y—f(-1)=f'(-1)(x+1), es decir: y =-ex .

Larecta normales y —f(-1) = (x+1), es decir: y = Iyilie.
e e

-1
(1)
Asi pues, estas rectas cortan al eje de abscisas en los puntos de abscisas

X =0, x=-e-1, respectivamente, con lo que la base del triangulo en
cuestion es e’ + 1 y su altura e.
3
. e’ +e
Su area es u?,

La region esta situada por encima del eje X.

0 0
Su area es el valor de la integral: A = I e *dx = [—e’XJ = -l+e=e-1 u?
-1 -

en el punto de abscisa x = -1 es

Y
=
G:éi
L
// —
— A 0 X

Calcular a > 0 para que el area encerrada por la grafica de f (x) =senx,elejey=0,ylarectax =a, sea %
a a 1 1 T Y /"\
j senxdx =[-cosx], = —cosa +cos0 = —cosa+1:5:> cosa=_=a= ;
0 =—
T2
a X
Sea f :(-1+®) > R lafuncion dada por f(x)=In(x +1).
a) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, el eje Y y la recta y = 1. Calcula los puntos de corte de las
graficas.
b) Halla el area del recinto anterior.
a) La gréfica de f(x)=In(x+1) es la grafica del g(x)=Inx desplazada hacia su izquierda Y Ao 110D
e—1,
una unidad. Su dominio es D(f)=(-1+x), es siempre creciente y tiene una asintota
vertical en x = —1. i
X
Los puntos de corte con y = 1, se calculan resolviendo la ecuacién In(x +1)=1, es /
decir. x + 1 = e, x = e — 1. El tinico punto de corte es A(e-11).
e-1
b) El area del recinto pedido nos lo da el valor de la integral A =I [1-In(x +1)]dx . Calculemos primero
0

Jln(x +1)dx por partes: f(x)=In(x+1), f'(x)= !

=1 g'(x)=1, g(x)=x

In(x+1)dx =xIn(x +1) - de:xln X+1)— 17i dx =xIn(x+1)-x+In(x+1) =
[+ ax=xinx+y (cr3- [[1- 22 o= xin(xs - xsin(c s

X+1 X+1

=(x+1)In(x+1)—x+C Por tanto, el area es:

A= Ioe’l[l— In(x +1) Jdx = [x —((x+1)In(x+1)- X)]Zil ~[2x~ (x + Iin(x +1)]§71 o202
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2

-1
90. Dadalafuncion f(x)= X T4 calcula el area de laregion acotada encerrada por su gréficay el eje X.
X+
La funcién corta al eje X en los puntos A(—\/12,0) = A(—Z\/E,O) y B(2\/§,O) . Y

-

D

El recinto esté por debajo del eje X; ademas la funcién es simétrica respecto del eje Y, asi Ui

o 2342 12
pues, el &rea de la region viene dada por: A=2 —j 2 dx
0 X +

Se calcula esa integral:

2
sz_lzdx:j( jdx jdx 8.[
X +4 X2 +4

—5 —dx=x- 8arctg( j +C
X

1+ (Ej
A:Z( J-OZI x2 +142d J —Z[X—Sarctg(gﬂ ( 8;) 6% — 43 2

91. a) Hallala recta tangente a la curva de ecuacion y = x®-3x enel punto de abscisa x = —1.
b) Dibuja el recinto limitado por dicha recta tangente y la curva dada y calcula el area.
a) La derivada de ecuacion y = x> -3x es f'(x)=3x*-3.
La ecuacion de la recta tangente es y —f (-1) =f'(-1)(x - (-1)), es decir, y = 2.

b) Los puntos de corte de la curva y=x3—3x y la recta y = 2 se obtienen resolviendo la ecuacion
x°-3x=2=x*-3x-2=0=(x+1)°(x-2)=0:

A(-1,2) y B(2,2) son los puntos de corte.

A= j x —3x))d = L+3L+2x =6- 23 :E u?
4 2 N 4 4
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92. Sea f(x) =x2, calcula en funcién de t el area limitada por la pardbolay la cuerda [y M
OM. Sean N el punto de la parabola en el que la tangente es paralela a dicha cuerda. /i
T/
Demuestra que sea cual sea el valor de t, el area del segmento parabdlico es % del |1 E
area del triangulo OMN. N :
1
2 0 1 f X

. p . t
El punto M tiene por coordenadas M (t,tz), asi pues, la pendiente de OM es T =t.

La recta tangente en el punto N(n,nz) tiene, pues, pendiente t, asi pues, f'(n) =1, es decir, 2n =t y, por tanto,

2
n :%. El punto N es N[%%} La recta que contiene a OM tiene por ecuacion y = tx, asi pues, el segmento

parabdlico tiene un area de:

t R
=| (x—x®)dx=|—-2| =———=—1u
- )| -2

Hallemos ahora el area del triangulo OMN.
2
Tomamos como base el segmento OM, cuya longitud es (tz) +t2 =tVt2 41,

L

2 4‘_ t2
J2i1 a1

2
La altura, h, del triangulo OMN mide h = d(N,OM) = d ([%,%],tx _y-= o] _

2
tVt? b1 v
I G o
8

El area del triangulo es: A, = >

u?. Asi pues, A
A,

w|h

, de donde A, :%AQ, como se queria

probar.

Aplicaciones de la integral

93. Un movil se desplaza con la ecuacién de movimiento y = (t +1)3 , donde t representa el tiempo. Calcula el

espacio recorrido en el intervalo de tiempo [0,3].

3 3
S:I 1/(x+1)3dx:{§1/(x+1)5} =§ 4° —é i :6—54—§=%u
0 0
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2 2
94. Esbozalagréficadelafuncion x3 +y3 =9 y hallalalongitud de dicha curvaentrex=1y x =27.

Se expresa la funcién de la curva de manera explicita, es decir, |Y

despejandoy: y3 =9-x3 =>y=|9-x3| . \

2 1
Su derivadaes y'= %(9 —x3 )2 (_Ejil .
3

La longitud del tramo de curva pedido es:

27 5 9¥x2
L= 1 N dx =
NETEEE

27
9
=2(9-1)=36
] >(9-1) u

1

95. Dada f(x)=+v1-x? calculalalongitud del arco de curvaentrex=0y x=b donde b < 1.

Representa graficamente dicha funcion, calcula geométricamente la longitud de dicho arco y observa la
igualdad de los resultados obtenidos.

_ —2X __ X
2W1-x2 J1-x2

La derivada de la funcién f(x)=+v1- x* es f'(x)

La longitud pedida es:

b b 4 b 2 b 1
b= | J1+[f'(x 2dx=j I dx=J- 1/1+ X dx=J. / dx = [arcsenx]” = arcsenb u
Lo J-o [F()] 0 N 0 1-x? oV1-x? [ Jo

Y

-2

=
™
N

o b 1x

La grafica de la funcién es una semicircunferencia y la longitud del arco pedido es justamente el arco que
corresponde al angulo B que es precisamente el angulo cuyo seno es b, es decir, el arco seno de b.
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96.

97. Halla el volumen del cono que se obtiene al girar alrededor del eje X la region comprendida entre dicho eje
y el segmento de la figura. Comprueba el resultado.

Calcula la longitud de los siguientes arcos de curva:

w en [19] b) f(x):x—4+4—>1(2 en [13]

a) f(x)= 5

4x—1

a) Laderivada de la funcién f(x) = éx/—(4x 3) es f'(x)=

4 1 9
La longitud pedida es L] j ,/1+[f ] dx = I 4X 1 dx _J' / X + J« 44)(\/11
1

Esa ultima integral la calcularemos mediante un cambio de variable:

g(x)=vx =t, g'(x)dx =—— X _ it = dx = 2/xdlt = 21t
2Jx
3
2 3 2(Vx
I4X+1d I4t Jrlztdt:J‘4t +1dt=J(2t2+1jdt:2L+i: (¥ PRI
ax 4t 2 2 3 2 3 2
3 9
9 94x+1 2(\/;) Jx 55
Por tanto, L1=J‘ = = =2y
1 4J— 3 2 3
1
4 3 3 6
b) La derivada de la funcién f(x)= X +i es f'(x) = 4L+ FW 1 _X 1

16x* 2 23 2x°

x +l 3
La longitud pedida es L} J-,/1+[f 2 dx = J'\/i J' J‘ x +1 B

J-3 X1 x* 1 92
=| | =—+—|dx=|———] === u.
1l 2 2x8 8 4ax*] 9

Y

-

Se trata de hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar y =§ alrededor del eje X.

2 4,2 374 3
Se sabe que dicho volumen esigual a: V = I ( ] dx = nI Xde = n[x_} = n4— :16—7T u?

0 12 | 12 3
Z1: . . 1 2 16n 3
El sélido que se forma es un cono de radio 2 y altura 4. Su volumen es: V = En -2°- 4= ru u
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1

N2+ x2

98. Calcula el volumen del cuerpo que se obtiene al girar laregion entre el eje Xy lagraficade y = , en

torno al eje Xy entre las rectas x=0y X = V2.

Se trata de hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar y = ;2 alrededor del eje X.
2+X
7 1 ¥ g Y
Se sabe que dicho volumen es igual a: V :.[ b dx = nj dx
a g 0o | 24x2 0o 2+x°
1
Se calcula esta integral que va a dar lugar a una arco tangente.
1 0 111X
J. 1 - dx :iJ‘LZdX :iarctg(i}+c :ﬁarctg(ij_;_c
2+X V2 [ X ) V2 V2 2 2
1+ —
V2
V2 g TC\/E X 2 TE\/E TC\/E T w2 3
El volumenes: V = ch 5 dx = ——|arctg| —= =——(arctgl-arctg0) = == u
0 2+X 2 2/, 2 2 4 8

99. Halla el volumen engendrado por la region plana definida por el eje X, la curva de ecuacion y =e™, el eje
Yy larectax =3 al girar alrededor del eje X.

3 2 3 a3 -6
\% =J. ﬂ:(efx) dX=TcJ. e Xdx=n e =1 e +£ zf[l_i) us.
0 0 2 2 2) 2 e

100. Calcula el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje X el recinto limitado
por lagraficade f(x)=In(x),ylasrectasy=0,x=1,x=e.

e

e
El volumen nos lo da la integral J- n(In x)2 dx = ch (In x)2 dx .
1 1

La integral I(Inx)zdx la calculamos por partes: f(x):(lnx)z, f'(x)= 2Inx L 9'(x)=1, g(x)=x
X

J(Inx)zdx = x(Inx)2 —Im%xdx = x(Inx)2 —2j|nxdx = x(Inx)2 -2(xInx—x) = x((lnx)2 —2Inx+2)

Y, =J.:rc(lnx)2dx = nI (Inx)2 dx = n[x((lnx)2 —2Inx+2ﬂe =(e-2)n=226 u®.

e
1 1
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101. La velocidad de un movil que parte del origen viene en m/s por la grafica:

v (m/s)

-

0 1 t(s)

a) Calcula la funcion que da el espacio recorrido en funcion del tiempo y esboza su gréfica.

b) Prueba que el &rea bajo la curva que da la velocidad coincide con el espacio total recorrido.

a) La funcién espacio recorrido es una primitiva de la velocidad, puesto que la velocidad es la derivada del
espacio. Observando la grafica, la funcion velocidad es continua y esta definida a trozos por la siguiente

2t si0<t<l1
expresion: v (t) =<2 sil<t<3
-t+5 si3<t<5

t>+A si0<t<1
Por tanto, el espacio recorrido serd: s(t)=42t+B sil<t<3
—t2

T+5t+C si3<t<5h

Falta calcular los valores de los parametros A, By C:

Como s(0) = 0, entonces, A = 0. Ademas, por continuidad:

lim s(t)= lim t* =1, xlijr;ﬁ(t): |erl1+(2t+|3)=2+s, f(1)=2+B.

x—>T x—1 X

Asi pues, 2 + B=1, es decir, B =-1.

x—37 x—3~ x—3" x—3"

2
lim s(t)= lim (2t+B)=6-1=5, lim s(t)= lim [%+5t+C]=%1+C, f(3)=5.

o1 f t? sio<t<1
Asi pues, ?+C =5=C= Tu La funcién espacio recorrido es: s(t) =<2t -1 sil<t<3
_t2
L+5t—£’ si3<t<5
2
cuya gréfica es: s(m)
1
0| 1 t(s)
b) El espacio total recorrido es s(5) =7 m.
5+2 2

2=7 U

El area bajo la curva de la velocidad es la de un trapecio de altura 2 y bases 5y 2, es decir, A=
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102. La densidad de poblacién en miles de habitantes por km? en una ciudad depende de la distancia r en
r
kilometros a su centro de acuerdo a f (r)=3e 3.

a) ¢ Cuantas personas viven a menos de 5 km del centro?

b) ¢Cuéntas viven entre 5y 10 km del centro?

r r
Primero calculamos la integral j2nr3e Sdr = BnJ re 3dr por partes:

r r

f(r)=r g'(r)=e?3 g(r)=-3e 3

f'(r)y=1
_r _r _r _r _r _r

GnIre 3dr —67{—3re 3-|-3e 3dr]—6n{—3re 3 —9e 3]+C——18n[ 3(r +3)]+C

5

5 _r _r

a) J. 2nr3e 3dr = —18nMe 3(r+ 3)ﬂ = 84,201 miles de habitantes, es decir, 84 201 habitantes.

0
0

10
10 _r _r
b) 2nr3e 3dr = —18nMe 3(r+ 3)]1 =59,220 miles de habitantes, es decir, 59 220 habitantes.
5

5

Sintesis

X
103. Dada la funcién F(x)=I (t2 —1)e‘tzdt , con dominio R:
0

a) Calcula F'(x), estudia el crecimiento de F(x) y halla las abscisas de sus maximos y minimos relativos.
b) Calcula F"(x), estudia la concavidad y convexidad de F(x) y halla las abscisas de sus puntos de inflexion.
a) F'(x)=(x*-1e™". Esta derivada, F'(x), se anula six =—1 0 x = 1. Se estudia su signo:
X (—0,-1) (-11) (1+%0)
Signo de F' + — +
Comportamiento de F | Creciente | Decreciente | Creciente
Maximo relativo en x = —1. Minimo relativo en x = 1
b) La derivada segunda de F es F"(x) = 2x(2—x2)e'x2 ,queseanulasix=0, x= —\/E, X = \/E :
X (-o,—2) | (2,0) (0+2) (0+2)
Signode F" + — + —
Comportamiento de F Concava Concava Concava Concava
P hacia arriba | hacia abajo | Hacia arriba | hacia abajo
Puntos de inflexibnen x =—/2, x =0, x=x/§.

2n
104. Calcula el valor de la integral I |x|senxdx .
-

2n
J‘-n

0
|x|senxdx=J

-T
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105. Dada la funcién y =

106.

7,5 calcula el area encerrada por la curva, el eje de abscisas y las rectas
X“+

perpendiculares al eje X que pasan por el maximo y el minimo de la funciéon dada.

2-x?

La derivada de la funcién es f'(x) = ————, que se anula si x = 2, x=+2.

(x2 +2)

V2

Estudiando el signo de la derivada: A[—ﬁ,—T] es minimo y B[ﬁ%} es maximo.

El recinto esta comprendido entre x = —x/E y X = x/E

m

>e—

La funcién es simétrica respecto del origen. Por tanto, el &rea pedida es igual a:

& &
Azzj 2X dx:[ln(x2+2ﬂ =In4—|n2=|ni=In2 u?,
0 X°+2 0 2

COS X six<0
Sea F(x)=41 six=0
X
i-[ e’dt six >0
xJo
a) Prueba que F es continuaen R.
b) Estudia si existe F'(x) si x =0 y si F es derivable en x = 0.
c) Estudia la continuidad de F'(x).
a) El Unico punto problematico seria x = 0.
X
I e dt o
lim F(x)=1; lim F(x)= lim =>——= lim =1. Finalmente, como F(0)=1, F es continua en x = 0.
x—0" x—>0" x—0" X x—0"
X
¢
b) Six<0, F (x) =-senx. Six >0, F'(x) =20 , que existe por tratarse de dos funciones derivables y no

X
anularse el denominador.

Para estudiar si F es derivable en x = 0 se calculan las derivadas laterales en x=0, F '(O’) =-sen0 =0 pues si

x<0, F(x)=cosx.

F'(o*): lim F(h)-F(0) _ lim
h—0* h h—0* h h-ot 2h h—ot 2

Asi pues, F es derivableen 0y F'(0)=0.
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-senx six<0
c) F'(x)= 0 six=0 . Porun lado, F' es continua en R —{0} . Se estudia la continuidad de F' en
X
xe* —j e dt
0 .
— —— six>0
XZ
x=0.
2 X 2
Xex —.[ et dt )(2 2 x2 X2
lim F'(x)= lim o _im & F2XE "€ jim xe® =0

x—0" x—0" X x—0" 2X x—0"

lim F'(x)= lim (-senx)=0y F '(0)=0, resulta que F' es continua en x =0y, por tanto, es continua en R .
x—0" x—0"

6

107. a) Encuentra una primitiva de f(x) = —5————.
X“+2x-8

b) Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de la funcion f(x) ,eleje Xylasrectasx=-2yx=0.

a) Debemos descomponer en fracciones simples la funcién racional dada:

6 6 A B A(x-2)+B(x+4)

x2+ZX—8:(x+4)(x—2):x+4+x—27 (x +4)(x-2)

Si x = -4, obtenemos que A = -1. Si x = 2, obtenemos que B = 1. Por tanto:

f(x)=

6 -1 1
= +
x> +2x-8 X+4 x-2

I%dx:,[( -1 + L ]dx:—ln|x+4|+ln|x—2|+c
X“+2X -8 X+4 x-2

b) Como la funcién f(x) es negativa en el intervalo (—4, 2) , €l recinto se halla por debajo del eje de abscisas y su

6

ﬁdx:[|—In|x+4|+ln|x—2|ﬂo2 =2(In4-In2)=2In2 v’
X2 +2x - -

0
area nos la da la integral: A= J
-2

108. La curva y = 2x* divide al cuadrado de vértices Vl(O, 0), V,(1,0), V4(11) y V,(0,1) en dos recintos.
Dibujalos y halla el area del recinto mayor.

. Y - . 1
La abscisa del punto de interseccion de la pardbola y el segmento V3V es x = E .
Por tanto, el &rea del recinto de la izquierda viene dada por la integral: \\ Y /I
3
1 oo, 73 \ /
= 2
A = I 2 (1-2x?)dx = {x —2%} 2 :%—% ~0,4714 W2
0
o V2 \ 1/
El area del recinto de la derechaes A, =1- A =1-0,4714 =0,5286 u°.
0 1 X

Con lo cual, el recinto mayor es el de la derecha.
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109.

110.

Calcula el valor de aeR, a> 0, para que el area de la region plana encerrada entre la parébolay = x2 y la

. 4 . .
rectay =aseaigual a 3 de unidades de superficie.

Va g Va
El éreanosladalaintegralA:ZI (a—xz)dx:z{ax—%} {\/7 af} Za?:/— 4 f —:>a 1,y
0

0

. 4 .
como ha de ser igual a 3 concluimos que a = Ya .

Calcula el volumen del paraboloide de revolucion que se obtiene al girar la regién comprendida entre la
parédbolay = x? y el eje horizontal, alrededor del eje X desde x =0 hastax =4.

4 2 4 5 4

Se sabe que dicho volumen es igual a: V :I n(xz) dx = nI x4 dx = r{%} = 10?” u’,
0 0

0

CUESTIONES
1
111. ¢Cual es el valor de j senx dx ?
—1(x2 + 1)
1
f(x):ix7 es una funcion impar pues f (-x) = sen(- X)7 A SEN X7 =-f(x), asi que I iX7dx =0.
(x2 +l) ((_x)2 +1) (x2 +1) ’1(x2 +l)

112.

-1 2
Sea f :[-2,2] > R continuay tal que I f (t)dt =j f(t)dt.
-2 1

¢Se puede asegurar que existen b y ¢ en [-2,2] tales que b<-1, c>1 y f(b)=f(c)? Justifica la
respuesta.

Por el teorema del valor medio se sabe que:

2
A) Existe un nimero c del intervalo [1,2] que cumple J. f(t)dt=f(c)(2-1)=f(c).
1

-1
B) Existe un nimero b del intervalo [-2,~1] que cumple I f(t)dt =f(b)(-1-(-2))=f(b).
-2

Como ambas integrales son iguales, se concluye que, en efecto, existen b y c en [—2,2] con b<-1, c>21y

f(b)="(c).

S
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113.

114.

115.

Unidad 6] Integral definida

2 2
n<x senx
I dx ?

>—dx o

L 2se
¢Qué namero es mayor,
1

X 1 X

En el intervalo [l 2] , Sen x es positivo y como sen x < 1, tenemos que sen’x < sen x.

2

2 2
sen<x senx
por lo que I >—ax SJ dx , de hecho
1 X 1 X

2
. . . sen“x _ senx
Por otra parte, en dicho intervalo, x < X2, asf que >— <
X
senx sen®x

>— es continua en [12], f(x)=0, y no es

es estrictamente menor pues la funciéon f(x)=

X X

2 2 2 2 2
. senx sen‘x . senx sen-x
idénticamente nula por lo que I - dx > 0, es decir, j dx > I dx.
1 X G 10X 1 x°

b b
Demuestra la igualdad I f (x)dx =j f (b —x)dx . Paraello, realiza el cambio t =b - x.
0 0

Se utiliza el teorema de sustitucion en integrales definidas llamando g(x)=b-x y entonces g'(x)=-1.
b

J':f(b— x)dx = —J'O F(g(x))g"(x))dx = —Igg(o f(t)dt = j:f(t)dt - J' "t (1)t - J' "t (x)ax .

0 0

Razona si son ciertas o no las siguientes afirmaciones.

a) j dx+J. ()dx='|.cf(x)dx

a

(x)dx - Jbg (x)dx

a

b) Iabf(x)g(x)dx=jbf

a

b
c) Si I f(x)dx =0, entonces a = b.

a

b
d) Si I f(x)dx =0y f(x)>0 paratodo x, entonces a = b.

a
b b b
e) J. [f(x)+g(x)]dx = I f (x)dx +I g(x)dx
a a a
a) Es verdadera. Es la propiedad 6 de la integral definida.

2 2 2
b) Es falsa. Por ejemplo, U Ix dx = 2] # U 1dx I xdx =22= 4} .
0 0 0
1
c) Es falsa. Por ejemplo, I xdx=0.
-1

d) Es verdadera. Si la funcion es positiva en [a b] J. x) dx mide el area bajo la curva, asi pues, esa area solo

puede ser cero sia=b.

e) Es verdadera. Es la propiedad 4 de la integral definida.
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116.

117.

118.

a

Sea f :[-a,a] > R con a> 0, continuay tal que I f(x)dx =0.
-a

a) ¢Es necesariamente f(x)=0 paratodo x de [-a,a]?

b) ¢Es necesariamente Ia |f (x)| dx=072¢Y J.a |f (—x)|dx =07
_a -a

c) Calcula r (f(x)+2x)dx .

—a

a

1
Supongamos que f sea una funcién impar, por ejemplo, f(x) =2X ya=1. Asi pues j f(x)dx :.[ 2xdx=0.
-1

—a
a) Ciertamente no es necesario, que como acabamos de ver, por ejemplo, f(x) =2X.

b) Obviamente tampoco pues en nuestro caso

1
J. |f (x)| dx es el &rea sombreada que obviamente no es cero.
-1

-

Tampoco J.a |f (-x)|dx =0 En nuestro caso f(-x)=-2x,
-a

1
por lo que I |—2x |dx vuelve a ser el area rayada, obviamente no cero.
-1

a

f(x)dx +ja 2xdx = 0+[x2Ja
“a ‘

c) j:(f (x)+2x)dx =I

—a

=0+0=0.
a

. ¢Le harias caso?

1
Para calcular I 5

. . 2
dx , un amigo te sugiere que pongas x =
1x% -4 cost

Con amigos asi no hacen falta enemigos, pues si x esta en [—ll] , es imposible que x = ost ya que : 22
cos cos
asi que |x| > 2, o sea, no estariaen [-11].
€ . . . oy
Para calcular I Inx dx , si no se quiere integrar por partes, se puede utilizar el Y|
1 97
dibujo de la derecha. Justifica esta afirmacién y calcula dicha integral. 4 _—
y:eux ﬂ
0 /4 €X
y=Inx

Como las funciones y = €, y = In x son inversas la una de la otra, sus graficas son simétricas respecto de la
bisectriz del primer cuadrante por lo que las areas sombreadas son iguales, asi que:

e 1 1
'[ Inxdx:e-l—J. exdx=e—[eXJ =e-(e-1)=1
1 0 0
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%2
J. sen \/{

119. ¢Existe lim ~&——0—2
x—0 X

Dicho limite presenta una indeterminacion del tipo % por lo que, aplicando el teorema de L"Hdpital:

XZ
J- sen+tdt
lim =2 = lim
x—0 X x—0 3

senVx?2x 2. xsenx 2. senx 2
XL XSSNX 2 iy SENX_ 2
X 3x-50 X 3x-50 X 3

120. Sea f :[-11] > R, integrable y tal que para x €[-1 1] es |f (x)| <1+x?. ¢Cudles de entre los numeros -3;

1
-2; -1; 2,5y 2,75 pueden ser el valor de j f(x)dx ?
-1

1 1 1
1(1+ x2) dx < J:lf (x) dx gj 1(1+ x2) dx .

Como —(1+x%) <f(x)<1+x?, se tiene que —I

1
Es decir, —E sj
3

f(x)dx s% por lo que solo -2, -1y 2,5 podrian ser el valor de la integral.
-1

PROBLEMAS

121. Halla el volumen del sélido formado al girar en torno al eje X la regién bajo la graficade y =./senx en el
intervalo [0,x]?

% =Innf2(x)dx =7cj “senxdx = n[-cosx]; =2n u®
0 0

122. Determina el volumen generado al girar respecto al eje de abscisas la regidon acotada por las gréficas de
las funciones f(x)=x?y g(x)=2x.

Ambas graficas se cortan en los puntos O(0,0) y A(2,4). Y A
La recta va por arriba y la parabola por debajo. /
El volumen pedido lo da la integral:
2 2 2 2 2 3 " 64n ] /
Y =I n(2x) dx—j n(x?)” dx =ch (4x2 —x4)dx=n{T—?} -5 ul. '
0 0 0 0 N /
X

123. Calcula In|f(x)|dx siendo f(x)=senx —%.
0

En el intervalo [0, x|, senx —% >0 si Xe [

n z Sn n
Iz'[ senx—idx=J‘6 1—s,enx dx+j ° senx—1 dx+J. 1—senx dx =
0 2 o\2 z 2 sz 2

(1 s(1 (1 X 5 x
:J — —senx dx+I — —senx dx+I —-—senx |[dx =| —+COSX | +|—+cCOSX
o\ 2 s\ 2 82\ 2 2 2

0

:[ T +£— J+[l+£—5—n+£}r[£—l—ﬂ+£]:2«/§+£—2.
2 12 2 6

57 . .
"5 |’ siendo negativa en el resto.

ol

oa

X T[
+|=+cosx| =
2 51

6

o
olf

12 2 12 2 12 2
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124. Lafuncién p(x)= 300[2+ sen(4 X +0,15)], da la densidad de coches (en coches por km) en los primeros

20 km de una autovia, siendo x la distancia en kil6metros al comienzo de la misma. Calcula el namero total
de coches en los 20 km.

20 20 20 20
p(x)dx = I 300(2 +sendyx + 0,15)dx - GOOJ. dx + 300_[ sendy/x + 0,15 dx
0 0 0 0

Se cambia de variable: \x+0,15 =t , d—x =dt = dx = 2yx +0,15dx = 2t dt
2\x +0,15

J.sen 4x +0,15 dx = IZtsen(4t)dt - 2jtsen(4t)dt S f(t)=t, g'(t)=sen(4t), f'(t)=1, g(t)=-

cos(4t)

4
2[tsen(4t)dt =2~[_t%s(4t)+%jcos(4t)dt]: ~tcos(4t) + sen8(4t) -

—X + 0,15 cos(4+/x + 0,15 sen(44/x + 0,15
2Jsen4\/x+0,15dx: \/ 2( \/ )+ ( - )3

20

~Jx+015cos(4{/x+015) sen(4x+015) ®
= 300(2+sen4 x+0,15)dx=600-20+300
0

+ =
2 8
=11513 coches

125. La aceleracion en m/s? de un mévil con movimiento rectilineo viene dada en funcién del tiempo t por la
expresion a(t)=3cos(2t+1). Si la posicién y la velocidad de la particula en t = 0 eran x(0)=5 my
v (0) =1 m/s, respectivamente, determina:

a) La funcion que da la velocidad del movil en funcion de t.

b) La funcién que da la posicién del mévil en funcion de t.

a) La velocidad es la integral de la aceleracion, asi pues:

v(t)= J.a(t)dt - jgcos(zt +1)dt

%jZCos(Zt +1)dt = %sen(Zt +1)+C
Como sabemos que v (0) =1, ya podemos calcular la constante C:

v(0) =gsen(2~0+1)+c —15C=1-sent
., Y 3 3
La funcién velocidad es v (t) = Esen(Zt +1)+1-=senl.

b) La posicioén es la integral de la velocidad, asi pues:

x(t)= jv(t)dt = I[gsen(Zt +1)+ 1—%sen1}dt = —%cos(Zt +1)+ (1—%sen1]t +C

Como sabemos que x(O) =5, ya podemos calcular la constante C:

x(O):—gcos(2-0+1)+ 1—§sen1 .0+4C=5=C :5+§cosl
4 2

La funcion posicion es x(t) =

—Ecos(Zt +1)+ (l—gsenljt +5+ > cosl.
4 2 4
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126. Un objeto se mueve sobre una recta debido a la accion de una fuerza F que depende de su posicion x a lo

largo de dicha recta en la forma, F(x)=%. El trabajo realizado por F al mover el objeto desde x =a

(x-9)
b
hastax=bes W =I F(x)dx .
a
a) Calcula el trabajo para ir desde x = 3 hasta x = 5.

b) Determina sila fuerza G(x) = ﬁ realiza mas o menos trabajo que F (x) para el mismo desplazamiento.
2
X“+1

5 5
a) EItrabajoesW:I 2 de:[ 2 } :l 3.
3(x-1) 1-x]; 2

b) Al ser ambas fuerzas positivas en [3,5], se pueden identificar los trabajos con las areas que encierran las
fuerzas bajo ellas.
2 < 2
(x2 +1)2 (x —1)°

se concluye que el trabajo de la fuerza G(x) es menor que el de F(X).

Como G(x)= =F(x)en [3,5], ya que el denominador de G(x) es mayor que el de F(x),

127. Para estudiar la capacidad de memorizar de un nifio se usa el siguiente modelo: si x es su edad en afios,

entonces dicha capacidad viene dada por: f(x)=1+2xInx con 0<x <5.

Calcula el valor medio de la capacidad de memorizar de un nifio entre su primer y su tercer cumpleafios.

El teorema del valor medio nos asegura que existe un ndmero c del intervalo [],3] que cumple

3
J (1+2x-Inx)dx =f(c)(3-1). El valor f(c) sera el valor medio pedido.
1

Se calcula, pues, el valor de la integral y luego se halla f(c): j(l+ 2xInx)dx :J dx + 2Jxlnxdx =X+ 2Jxlnxdx .

Esta ultima integral se calcula por partes:
2

f(x)=Inx, f'(x):%, g'(x)=x, g(x):x7

x? 1x? x? X2  x? 1
lenxdx =—Inx —I——dx =—InXx—-——=—|Inx-=
2 X 2 2 4 2 2
Entonces:

3 3
J(1+ 2xInx)dx = x + x? [Inx —%) :I A+ 2x-Inx) dx = {x +x? (Inx —%H =7,89=>f(c)2=7,89=1"f(c)=3,95
1 1

es el valor medio de la capacidad de memorizar de un nifio entre su primer y tercer cumpleafos.



SOLUCIONARIO

(x-1% six<1

] . Dibuja el recinto acotado por la grafica de f (X) ylarectay =1,y determina
Inx six>1

128. Sea f(x) ={

Su area.

La parabola g(x)=(x —1)2 y el logaritmo h(x)=Inx se cortan en el punto A(1,0) y el recinto, como se aprecia,
esta formado por dos recintos.

Y f(x) =/(x = 1)?
N y=1 /
T
L~
N\ -
0 /'j e X
7 h(X) =Inx

1 1
Calculemos sus areas: A :J. [1—(x —1)2}dx :-[ (—x2 + 2x)dx = —X?Jr xz} :é u’.
0

A, :J'le (1_|nx)dx:[x—(xlnx—x)]: ~[2x—xInx[ =e-2 u?

El area del recinto es §+ e-2=e —% u?.

Recuerda que la integral del logaritmo neperiano se calcula por partes: | = I Inxdx .

u=|nx:>du=ldx 1
X :I:xlnx—J.—xdx:xlnx—x+C:x(Inx—l)+C
dv:dx:v:J-dx:x X

a a
129. Si I f(x)dx =0, ¢sera entonces I xf(x)dx =07? Si es cierto, pruébalo, si es falso confirmalo con un
a

—-a -

ejemplo.

a
Es falso: basta que f sea impar para que I f(x)dx=0.
-a

Por ejemplo f(x) = x, por lo que Ia xf (x)dx =Ia x2dx #0.
a

- -a
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6 6
130. a) Sea g una funcién derivable que cumple g(6) :I g(x)dx . Calcula I (x=5)g"(x)dx.
5 5
. e 1 x ( 1)
b) Sea f continuay tal que I f(u)du =" Calcula J. e2fle2/dx .
1

a) Calculamos la integral I(X—S)g'(x)dx por partes:
(()=x-5, (=1, g°()=9(x). 9(x) =g ()

I(x -5)g'(x) dx =(x —5)g(x)—J.g(x)dx

6 6
Por tanto, la integral definida pedida es: j (x-=5)g'(x)dx =[(x-5)g (x)]z —J. g(x)dx=g(6)-0-g(6)=0
5 5

2 X [ X
b) Para calcular J‘ e?f (e2 )dx empleamos el teorema de sustitucién en integrales definidas:
0

b g(b)
Sify g' son continuas, entonces I f(9(x))g"(x)dx =J. f(t)dt.
a 9(a)

X 2

2 (X)X 2 [ X)g2 e? e

Asi pues: I f(eZ)ezdx:ZI f(e2)e—dx:2.[0f(t)dt=2j f(t)dt:2-1:1
0 0 2 e2 1 2

131. Sea g(x) =Ixf (t)dt conf, definidaen [0,10], dada en lafigura.
0

Y
}

N/
a) ¢Tiene g algin maximo o minimos relativos? ¢ Donde estan?
b) ¢En qué valores de x alcanza g el maximo y el minimo absolutos?

c) ¢En qué intervalo es la gréafica de g concava hacia arriba?

d) Esboza la grafica de g.

Alser g'(x)=f(x),seveque g'(x)=0six=1,3,5,7,09.

a) En los puntos de abscisa 1, 5, 9, g'(x) pasa de ser positiva a negativa, luego g pasa de ser creciente a
decreciente, es decir, se trata de maximos relativos.

En los puntos de abscisa 3, 7, ¢ (x) pasa de ser negativa a positiva, asi que en ellos g (x) presenta minimos
relativos.

b) Se estudia el valor de g en x =0y x =10y en los puntos del interior en los que se anula la derivada.
g(O):IOOf(t)dt:O; 9(1)>0, 9(3)<g(1), 9(5)<g(1), 9(7)<g(1) pues g(7)<g(5). 9(9)=9(5) y
9(10)<g(9).

Asi pues, el maximo absoluto de g se alcanza en x = 1. Andlogamente, se ve que el minimo se alcanza en 3.

c) g"(x)>0 sif'(x)>0 yesoocurreen (2,4)u(6,8).

d)

Y
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2
132. Determina un polinomio P(x) de segundo grado sabiendo que P(0)=P(2)=1y que I P (x)dx =%.
0

P(x)=ax’+bx+c cona=0.P(0)=c=P(2)=4a+2b+c=1,esdecir,4a+2b=0yc=1.

20, 1 .. 8 1
Por otra parte, ‘[ (ax +bx+1)dx =—,esdecira — +2b+2=—,
0 3 3 3

5

Portanto,si2a+b:0y§a +b:—€,setieneque %a: ,a

oo
Il
|
(e
I
I
|
<
B
—~
x
SN—
Il
|
<
I
|
x
+
=

133. En la figura se muestra la parte positiva de la gréafica de y = 4x — x%. Encuentra la ecuacién de una recta

vertical para que el &rea de la zona sombreada sea de 9 u’.

Y

—
T~
|~

—0
—

a 372 3
I (4x-x*)dx =9, es decir: {sz—%} =9, 2a2—a?:9, a’-6a’+27=0, (a-3)(a’-3a-9)=0,a=3,
0

0

pues las otras soluciones no estan en [0, 4] .

La recta buscada es x = 3.

PARA PROFUNDIZAR

X
134. Sea g : R —» R unafuncién continuatal que si x =0, g(x)=XL:L y sea f(x)=I g(t)dt.
e’ — -X

135.

Calcula g(0), estudia la continuidad de f y obtén f'(x).

=1.

Como g es continua en 0, se tiene que g(0) = Iimog(x) = lim — 1
X x->0e” —

X 0 X
fes continua en R pues es derivable ya que g es continuay, al ser f(x) = J‘ g= I g +I g, se tiene que:
-X -X 0

F0) = (-0 (=) (D) 0(0) -9 (x) rg () - XL

e*-1 e*-1

Sea f una funcién continua y positiva en el intervalo [0,1]. Halla razonadamente el nidmero de raices en

(0,1) de lafuncién F(x)=joxf (t)dt —Ilf (t)dt .

La funcién F(x) es continua en [0,1] (pues es derivable), siendo F(O):Ioof —I:f :O—I:f <0 pues f es
positiva en [0,1].

Anélogamente, F(1)= j;f - Llf = I:f -0>0.

Asi pues, F tiene al menos una raiz en (0,1).

Se estudia F'(x): F'(x)=f(x)-f(x)(-1)=2f(x)>0

Asi pues, como F'(x) nunca se hace cero en (0,1), se desprende que F no puede tener mas de una raiz en dicho
intervalo por lo que, junto al argumento anterior, se concluye que solo tiene una raiz.

S
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136. La figura muestra un semicirculo de radio 1, didmetro horizontal AB y rectas

Unidad 6] Integral definida

tangentes en Ay B. ¢ A qué distancia del diametro debe colocarse la recta horizontal
MN para minimizar el area sombreada?

Hazlo de dos formas: minimizando una funcidn integral y minimizando una funcién
que dependade o. o

Se toma un sistema de ejes perpendiculares con origen en el centro del semicirculo, cuya
ecuacion seria:

y =v1-x2 . Seay =k la ecuacién de la recta MN y se escribe el area sombreada en funcién de k.

A—ZUW\/l—xzdx—k\/l—kz +k(1—\/1—7) ﬂdx]_

i

0

V1-k? V1-k?
_z“ \/1—x2dx+j VI-x%dx +k - 2k1-K? | = f (k)
0 1
Para obtener el minimo valor de f(x), con k €[0,1], se calcula su derivada respecto de k.

— — 2 o2 2
f'(k):z[l« k)6 +1—2[\/1—k2— k H:z{iu—z 1k? 4
1-k?  V1-K? 1-k? V1-K? 1-k?

V3
£

, k=

=2[1—2 1- kz]Asi pues, f'(k)=0 si V1-k2 =

N |-

Asi pues, la recta MN se debe situar a una distancia de ? del diametro AB. Se comprueba, posteriormente, que

para ese valor de k, f alcanza el minimo absoluto.

Se resuelve ahora el problema sin utilizar el calculo integral, como indica el enunciado. El area sombreada es:

n o 1 1+1-cosa o T n
2[————Esena cos<x+Tsena—E}:Z[Z—owsenoc—sena COSQ:‘:f(OL) con ae[o, 5}

f'(a)=2[-1+cosa—-cos2a]=0 si cos2a-cosa+1=0, es decir, cos’a-sen’a-cosa+1=0, es decir,

. 1
2cos? o —cosa =0 . Asi pues, cosa = 0,cosa =5

3

1 . - .
Se nota que el valor cosa = % corresponde al valor de k = - obtenido por el procedimiento anterior.

1 . -
Se comprueba que coso = Ecorresponde efectivamente al minimo absoluto.

2157 f[E)e2 | B qla2 1o T =22 L 0,43
2 4 2 4 2

. 1 T
Sicosao=—, a=— Yy f(0)=2-
o 5 o 3 y £(0)

f(szz. o, 3 V3] LB | 3B-m_ .o,
3 4 3 2 4 4 12 6
Asi pues, el minimo valor corresponde a a:% o k :é.



SOLUCIONARIO

137. a) Escribe J.sen”xdx en términos de J.sen"'zxdx-

(Haz u=sen"x y dv =senxdx e integra por partes).

b) Utiliza el apartado anterior para demostrar:

K k4

> n-1 _
Izsen”x dx = jzsen“ 2% dx
0 n 0

c) Sinesunimpar positivo, prueba la férmula de Wallis:

ki

z 2.4.6-..-(n—
Izsen”xdxze—(nl)
0 3:5-7-...-n

a) Isen”x dx = -sen""'xcosx + I(n -1)sen"?xcos” xdx = -sen""'x cos x + (n —1)Isen”‘2x(1— sen’x )dx =

=—sen"xcosx + (n —1)Isen”’2x dx —(n —1)Isen”xdx

- - -1 - n-1 -
nIsen"xdx =-sen"'xcosx+(n —1)J.senn Zxdx = Isen”xdx =—sen""'xcosx +—Isen" xdx
n n

Fl 1 } : n-1(: _ (2 n-1(z2 ;
b) J. sen"xdx = {——sen” Ix cosx} + I sen""2xdx , es decir, J- sen"xdx = —J- sen""?x dx
0 n n n

0 0 0

0

2 _ n-3(2 _ (2 n-1n-3r:
c) Izsen” 2x dx :—I “sen"“xdx , es decw:j “sen"xdx = ———— > | *sen"“*xdx
0 -2Jo 0 n n-2Jo
Reiterando, si n es un entero positivo impar:
2 n n-in-3n-5 232 n-1n-3n-5
sen"xdx = —— ..— | senxdx =——
0 n n-2n-4 3Jo n n-2n-4

'w Integral definida | Unidad 6
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138. Sea f : R » R definida por f(x)=xe'™ .

1
a) Calcula |1=I f(x)dx.
0
1
Paracada n>1, sea |, =I x"e™ dx .
0

b) Demuestra que si X €[0,1], entonces x" < x"e™™ <ex" .

<l, <
n+1 n+1

1
c) Calcula J, =J- x"dx y prueba que si n>1, entonces . Deduce que |, no es un namero
0

entero.

d) Por integracion por partes demuestra que I, =(n+1)l, -1.
e) Sea k, =nle-I,, escribe k,,; enfuncién de k, y prueba que k, es un nimero entero para todo n.

f) Utilizando c) y d) prueba que nle =k, +1, no es un entero.

g) Demuestra que el nimero e es irracional.

! 1-x 1-x7t ! 1-x
a) I1:J.0xe dx:[—xe ]0+J.01~e dx=e-2

b) Si xe[0,1], 1<e*™ <e, asique x" < x"e"* <ex"

1 L 1 1 e
<| x"e*<e- = <lI, <
n+1 0 n+1 n+1 n+1

. 1 e .
Por tanto, sin>2, es 3 <l < 3 I, =e—-2. Luego I, noes un nimero entero.

1 1
d) l,,= Io x" el dx = [—x”*l . el’xll) +(n +1)J.O x"e'dx = -1+ (n +1)I,

e) Por induccion:

Sin=1, k,=lle-l,=e-(e-2)=2.

Suponiendo que K, es entero se demuestra para K, .

koo =(n+1)le -1, =(n+1)le—(n+1)l,,, +1=(n+1)[nle—1I ]+1=(n+1)k, +1 es entero.
f) Como, segin c), |, no es entero con n > 1, sigue que nle =k, +1, no es entero conn > 1.

. o . a .
g) Si nle no es entero, e es irracional pues, en caso contrario, e :B' setomarian=by nle= b!%=(b—1)!a

seria entero.
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Autoevaluacion

Comprueba qué has aprendido

1.

En la parabola que corresponde a la funcion f(x) =x?+a, siendo a un ntimero real, las tangentes en los

puntos de abscisas 1y —1 pasan por el origen de coordenadas.

Obtén ay calcula el area del recinto limitado por la grafica de f y dichas tangentes.

Los puntos de abscisas 1y —1 tienen ordenada 1 + a.
Las rectas tangentes en dichos puntos son y —(1+a)=2(x-1) e y —(1+a)=-2(x +1).
Al pasar por O(0,0), la primera, por ejemplo, es —(1+a)=-2,a=1.

Asi pues, la parabola es y = x* + 1 y nos piden el area del recinto sombreado.

1

. 1 1)
Area sombreada = ZI (x2+1—2x)dx=2 =" S22
0 3 3 3

[o]

x-1

Calcula el valor del area limitada por lacurva y =

Un esbozo de la regién de la que nos piden el area seria la sombreada.

4y _
Asi que el &rea pedida esJ. 1 dx .
3 X° -4
x-1 x-1 __A B _A(x-2)+B(x+2)
x> -4 (x+2)(x-2) x+2 x-2 x2 -4
x=2=1=4B
Luego x-1=A(x-2)+B(x +2). Por tanto, si or lo que:
g (x=2)+B( ) {x=—2:>—3:—4Ap a
4 _ 4
J' X 1clx=[§|n|x+2|+i|n|x—2|} 36+ tin2-3n5 =308 Lina 2
3x?-4 4 4 . 4 4 4 4 5 4

Obtén el area del recinto acotado limitado por las gréficas de f(x)=x?-x-2y g(x)=1-|x|.

El recinto del que se pide el area es el sombreado.

Asi pues, las coordenadas de los puntos de corte son las soluciones de los sistemas:

{y:xz—x—Z:(x+1)(x—2) {y:(xﬂ)(x-z)

y=x+1 y=-x+1

queson x=-1y Xx= \/§ respectivamente, por lo que el &rea pedida seré:

,eleje Xylasrectas x=3yx=4.

ol/a

||

J_O [X+1-(x+1)(x-2)]dx +Jﬂ6[—x +1-(x+1)(x-2)]dx = I_O (=x% +2x +3)dx +I£(—x2 +3)dx =

3 0 3 V3
:[—X—+x2+3x} +[—X—+3x} :1—1+3+(—\/§+3\/§):2\/§+1 u?
3 1 3 o 3 3
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4. Dibuja el recinto limitado por las graficas de las funciones y =—,y=x ey =28xy calculasu area.
X

1 1
= = Y
Al e saltal e e osay; il I
2 2'2 |
y:8x y=X A
|
Area del triangulo OCA: 1(4—1 1. 7p Al
2""2) 278 1
, . 11 1 K2 1.1 5, ©; X
Area region ACB = I (—Z—Xde: — ] =-1-—+2+=—=—1u
1\ x x 2, 8 [I
2

Asi que el area del recinto sombreado es %+§ :% u’.

5. Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) =x%-2x2+ x y larectatangente a dicha
grafica en el maximo relativo.

+416 —
f'(x)=3x*-4x+1=0 six:w:x:lx:l s Tt
6 3 P(1.24)
l o (]
" o1 - . 1.(1
f"(x)=6x-4, f"| = |<0 por lo que el maximo relativo es P| =,f| = ||. /! /
3 3 \3 N /
Nos piden el area de la region sombreada. / 11X
N 4 y =x3 —2x% +x /
T

L 4 - 1 p .
Resolvemos la ecuacién x® - 2x% + x —— = 0. Sabemos que una solucién es x = 3 asi que factorizamos como

x3 —2x2+x—i:(x—lj(x2 _5y +iJ
27 3 3 9

x2 —Ex +i=0:x=%,x =% por lo que B(%%} y el area pedida es:

3 9
4
J 3

4 3 2
[i—(x3—2x2+x)}dx: A X 2 XL p
27 27 4 3 2 12

[N

w

1
3

. 1o 1 J+l=-cosl+e .
6. Si I=I e costdt y J =I e 'sentdt, comprueba que , ¥ calcula después las
0 0 J-l=-senl
integrales.
1 1 1
I:I el costdt :[el‘tsentJ +I el'sent dt =senl+J
0 0 Jo
¢ !
f g'
1 1 1
J:I el'sentdt :[—el“cost] —J. e''cost dt =—cosl+e—I
0 0 Jo
4 4
f g’
| =senl+J | +J =-cosl+e ) I-J =senl (1%ecuacion)
, debemos probar que y efectivamente, N
J=-cosl+e-| I -J=senl I +J =-cosl+e (22ecuacion)
1 1
por tanto, | =E(sen1—cosl+ e),J :E(—senl—cosl+ e).

o
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7. Encuentra el valor de ¢ para que la recta x = ¢ divida al area de la region bajo la grafica de

f(x) = 1—%entre 1y 2 en dos regiones, tales que el area de la de la izquierda sea el doble del area de la
X

de la derecha.

¢ 1 2 1
Hay que hallar ¢ para que I (1——2]dx:2J‘ (l——zjdx, es decir: Y
1 X c X
C 2 "
[x+i} =2[x+l} , asf que c+1—2=2[2+l—c—1j, ' ]
X X g c 2 c |
0 X
c+i—2:5—20—3,osea: \ /
c [ \ {
+
3(c+£j—720+1—%33c2—7c+3—0:>c—7_;/1_3 y como ¢ > 1, la solucion es c:7+g/ﬁ
c c

2x
8. Calculalos puntos donde se anula la derivada de la funcion f(x)=-2x +I gl* 10424 gy
0

f1(x) = —2+e%° 224 g _ 0 si @ 22 _1 es decir, 4% —20x+24=0= X=2yX=3

9. Calcula el volumen del cuerpo generado en la rotacion alrededor del eje X de la superficie limitada por la
curva y =senx con 0<x <m y el gje.

V:“I senzxdx:nJ. l(1—c052x)dx:E x—Lsen2x| =Fn=""u
0 02 2 2 2

Relaciona y contesta

Elige la Unica respuesta correcta en cada caso

1. Si f(x)=-[xtg4tdt y g(x)=2x?, entonces (g of)(%) es igual a:
0

A 2n-1 B. 37:—% C. 275—% D. n—g

La solucién es D. (g of)'[%) =g '[f (%Df (%) .

g(x)=2x*, g'(x) = 4x, f(x)=I0xtg4tdt;

T

f[ﬁj =th4tdt =th2t(1+tgzt ~1)dt :jztgzt(l-rtgzt)dt —thztdt :th%}“ —I (1+tg?t ~)olt =
4 0 0 0 0 3 o

1

1 (% ) i 1 L n
—E—J.O(1+tgt)dt+jodt—g—[tgt]g+[t]g—§—1+z

2
4 3

2 8 T 8
Por otra parte, f'(x)=tg*x, con lo que f' E)zl. ' f(ﬁj =4[£——j= ——. Asi pues, of '(—): -—
p (x)=tg q [4 9’13 27 3)°" 3 p (9°f) 2773
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2n
Sobrelaintegralj |senx|dx podemos afirmar:
0
A. Vale 0. C. Vale 4.
B. No existe, pues y =|senx| no es integrable. D. Es |-cos2n|+|cos0|.

La solucion es C.

2n T 2n T 2n
senx|dx = senx|dx + senx|dx = | senxdx — senxdx =[-cosx|" +[cosx[?* =1+1+1+1=4
0 T
0 0 T 0

T

Sea f una funcion definida en el intervalo abierto (0,4) con derivada segunda continua. Si f tiene extremos

2
locales en los puntos 1y 2, de la integral | =I xf "(x)dx , podemos asegurar que:
1

A 1=f(2)-f(1) B. I=f(1)-f(2) C. I=F'(1)-f'(2) D. I=2f'(2)-f(1)

La solucién es B. | = jzxf "(x)dx = [xf " (x) ] —sz () =[xt ()T ~[F ()] =2f'(2)-F' ()~ (F(2) - (1)

1

Al tener f extremos locales en 1y 2, se tiene f'(2) =f'(1)=0 por lo que | =f(1)-f(2).

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas

1 1
4. Sean I=I tcos?(nt)dt y J =I tsen®(nt)dt .
0 0

1
A 1>0 B. 1+J=1 C. 11 D. I—JSJ.tCOSZMdt
0

La respuesta A es verdadera pues las funciones continuas f(t)=tcos?(nt) y g(t)=tsen’(nt) son no negativas
en el intervalo [0,1].

1
La respuesta B es falsa porque | +J = I tdt =%
0
1 1 1
La respuesta C es verdadera porque | = J tcos? (mt)dt < I tdt = >
0 0

1 1
La respuesta D es verdadera porque | —J =I t(cos2 (nt)-sen® (nt))dt =J‘ tcos(2nt)dt .
0 0

Unidad 6] Integral definida '@
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5. Seaflafuncion definidaen [0,n] cuya representacion gréafica es la de la figura. Y

N

= Igf (x)dx — J.Enf (x)dx

Al rf(x)dxzo c.
0 0 2 0

J.nf(x)dx

0

[NIE]

D. Elvalor medio de f en [0,n] es inferior a 1.

B. j:|f(x)|dx =

Ionf(x)dx

kg

La respuesta A es verdadera pues J‘Ef (x)dx > —.[ f(x)dx.
0

N a

<jogf(x)dx.

La respuesta B es falsa, pues J-n|f (x)|dx > J-Ef (x)dx y
0 0

J:f (x)dx

La respuesta C es falsa pues I f(x)dx >0, por lo que
0

b

= J.nf (x)dx = J.ff (x)dx + J.zf (x)dx = J-ng (x)dx —J.;f (x)dx .

J-nf(x)dx

0

0

f (x)dx < J?f (x)dx <%-2 =n, por lo que el valor medio de f en [0,n] es

La respuesta D es verdadera ya que I
0

0

s
menor que —=1.
s

Elige larelacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6. *Seafunafuncion continuaen [a, b].

1. =0 2. f(x)=0en [ab]

I:f(x)dx

A le 2 B.1= 2,pero2 » 1 C. 2= lperol = 2 D. 1y 2 seexcluyen entre si.

b
La solucién es C. Si f(x)=0 en [a,b], es I f(x)dx =0, por lo que 2 = 1. Obviamente 1= 2, como lo justifica
a

cualquier funcion cuya grafica sea como la del ejercicio, es decir, simétrica respecto del punto medio del intervalo
[a b].

Sefiala el dato innecesario para contestar
8

7. Paracalcular I f (x)dx nos dan estos datos:
0

1. f(x) es periddica de periodo 4.
2. f(x) es unafuncion par.

3. f(x)=x para0<x<2.

A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.

B. Puede eliminarse el dato 2. D. No puede eliminarse ningun dato.

La solucién es D. Los datos 1, 2 y 3 son los tres necesarios para saber como es la funcién en [0,8] . Asi pues no
puede eliminarse ningun dato.

S
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PRUEBA | SOLUCION A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Dada la funcién:

=

si —2<x<-1
f(x)=

2

xX X

si —1<x<0

a) Prueba que f(x) es continua en el intervalo [-2, 0] y derivable en el intervalo (2, 0).

b) Estudia si la funcién es creciente o decreciente en los intervalos (-2, -1) y (-1, 0).

a) Se estudia la continuidad de la funcion en el intervalo [-2, 0], tan s6lo en el punto x =1, ya que g(x) =l es
X

2
X“ -3 .
es continuaen R.

continuaen R—-{0} y h(x) =

Como Iimrf(x) = Iimrf(x) = Iimlf(x) = -1, f(x) es continua en dicho intervalo.
La derivabilidad se estudia en el punto x =—1.

1 .
£1(x) = —z Si —2<x<-1
X si —1<x<0

Como Iirprf '(X) = Iirprf '(X) = IirTJlf '(x) =-1, f(x) es derivable en el intervalo dado.

b) El dominio son todos los reales, ya que el denominador no se anula para ningln valor de x. Para estudiar el
crecimiento y decrecimiento de la funcién se iguala la primera derivada a cero:

, —i:O,no existe si —2<x<-1

f'xX)=0—>< x?

x=0 si —1<x<0

Luego no tiene maximos o minimos ya que el Unico punto en el que pudiera haberlos, x = 0, coincide con el
extremo absoluto de la funcion.

-2 -1 0
f' v _
\ \

Por tanto, la funcién es estrictamente decreciente ya que la derivada es siempre negativa en todo el intervalo.

Resuelve:

ax’+b

a) Seafla funcion definida como f(x) = para x # a. Calcula a 'y b para que la grafica de f pase por el

punto (2, 3) y tenga una asintota oblicua con pendiente —4.

b) lim ~/3x2 +2x + 2 —\/3x% + x

X—>+0

4da+b

a) La funcion pasa por el punto (2, 3):f(2) = > =3->4a+b=3a-6 »>a+b=-6

Como m = —4, pendiente de la asintota oblicua, se tiene que:

f(x) . _ax’+b 1 . ax’+b a
m:Ilmﬁzllm—-—:hm ~=—=-4->a=4
x—o X x>n g —X X x=® gX — X -1

4x%2-10

Porlotanto a+b=-6 >4+b=-6 —-b=-10. La funcién es: f(x) = a
-X

im (\/3X2+2X+2—\/3X2+X)~(\/3X2+2X+2 +\/3X2+X) — iim 3X2+2Xx+2-3x2-x

X (V3x2 +2x +2 +4/3x2 + X) X+ (\[3x2 1+ 2% +2 +4/3x2 + X) -

im X +2 _ 1 _\3
o (J3x2 4 2x+2 +4/3x2 +x) 223 6
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3. Sea h(x)=x*-2x3*-1:

a)
b)

c)

a) Sif es una funcion real y continua en un intervalo cerrado [a, b] y, ademas, signo f(a) # signo f(b), entonces

b)

Enuncia el teorema de Bolzano.

Determina los extremos relativos y estudia la monotonia de h.

Utiliza el teorema de Bolzano para probar que la ecuacion h(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones reales.

existe al menos un ¢ €(a, b) tal que f(c) = 0.

Se iguala la primera derivada a cero: h'(x) = 4x®-6x*> =0 — 2x?(2x-3)=0= x = % x=0

Estos valores son los candidatos a extremos. Para estudiar la monotonia de la funcion.

h' - _ +

. 3 . 3
Por lo que es decreciente en 0 y creciente en >

h"(x) =12x2 —12x = h"(0) =0 h[%) =12%—12%>0

. L 3 .
Para x = 0 tenemos un punto de inflexién, y para x = unminimo.

Resolver la ecuacién x*-2x°-1=0 es equivalente a hallar los puntos de corte de h(x) con el eje X. Para ello,
aplicamos el teorema de Bolzano. Teniendo en cuenta que la funcién es continua en todos los reales,
buscamos valores para los que la funcion tiene signo distinto y vamos acotando:

h(=2) = (-2)* - 2(-2)* -1> 0 h(0)=-1<0 h(2)=24-2-22-1<0
h(-1) = (-D)*-2(-2°-1>0 h=1"-2-1*-1<0 h(3)=3*-2-3*-1>0
Por lo tanto podemos resumir:
h(-1) >0 h(2)>0
3 -1,0) tal h =0 3 2,3) tal h =0.
{h(0)<0 = 3¢, (-1 0) tal que h(cy) {h(3)<0:> c, € (2 3) tal que h(cz)

Es imposible que haya mas soluciones si atendemos a la monotonia de la funcién.

4. Dadas las funcionesf(x)=5-xy g(x) :ipara x #0:
X

a)
b)

a)

b)

Esboza el recinto limitado por las gréficas de f y g indicando sus puntos de corte.
Calcula el area del recinto.

f(x) =5—-xesunarectay g(x) = 4 , €s una hipérbola de 1 y Ill cuadrante.
X

Y

-

Para ver los puntos de corte se iguala f(x) y g(x), es decir,
5-x= 2 dedonde x*—5x + 4 =0,

X
Resolviendo la ecuacion obtenemos x =1y x = 4.

4 2 4
A =j [ (x) — g(X)]dx =5x —X——4In|x|} B s
1 2 , 2
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5. Calculalas siguientes integrales, explicando el método de resolucion:

-1 dx
a) jxcos(3x)dx b) 2 (X —x)(x—1)

a) Se aplica el método de integracion por partes: ju(x)dv(x) =u(x)-v(x)— Iv(x)du(x)
u=x — du=dx

dv = cos(3x)dx — v = J.cos(3x)dx =%sen(3x)

J xcos(3x)dx = %sen(Sx) - %j sen(3x)dx = %sen(Sx) + %cos(3x) +C

- dx = dx < odx . . )
b) J- 5 = = >, que se puede descomponer en fracciones simples:
2(X*=-x)(x-D) Jox(x-D(x-D J2x(x-I
1 _A+ B C  AX-1?+Bx(x-1+Cx
X(x-1? x x-1 (x-1? X(x -1

1= A(x-1)?+Bx(x-1)+Cx
Para x = 0 tenemos que 1 = A.
Para x = 1 tenemos que 1 = C.
Para x = 2 tenemos que 1 = A + 2B + 2C, y sustituyendo los valoresA=1yC=1,B =-1.
-1 -1
Por tanto, la integral queda:j (i—i+ 1 —)dx =In|x|—-In|x —1]- ~ } 1 o243
2 X x-1 (x-1) (x-n], 6

Bloque | Analisis
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PRUEBA Il SOLUCION A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sequiere obtener el limite lim % donde P(x) y Q(x) son funciones polindbmicas. Se dan los siguientes

~>—2Q X
datos:
1.P(0)=Q(0)=0 3. El resto de dividir Q(x) entre (x + 2) es 0.
2. El resto de dividir P(x) entre (x + 2) es 3 4. El resto de dividir Q(x) entre (x + 2)2 es 2.

¢ Cuédl es el dato innecesario para contestar y, por ello, puede eliminarse?
A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.
B. Puede eliminarse el dato 2. D. Puede eliminarse el dato 4.

im M = [9} = lim M = {E} =ow Solucién D
=2Q(X) L0 *2Q(X)(x+2)+0 [0

2. Alavistade lagraficade la siguiente funcidn, ¢ cudl o cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?:
Y

|

/

BN
/

0| 1 X

Tiene una discontinuidad evitable en x = -1.

Tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 2.
Tiene una discontinuidad de salto finito en x = 9.

Es continua por la derechay por laizquierda en x = 15.

oS0 w>»

Solucion: (B, C)

3. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 L de volumen de tal forma que un lado de la base
sea el doble que el otro. Las longitudes de sus lados para que el area total de sus 6 caras sea minima son:

A.x:%dm,h:de C.x:%cm,h:ZCm
3 3
B.x:2dm,h:Edm D x:20m,h:Ecm

Para relacionar las variables se utiliza la formula del volumen:V = A -h=2x-x-h=2x*h=9 > h =

XZ
3
Por tanto, el area queda: A(x) = 4x? + 6xh=4x? + 27 = X427
X X
3 —
E igualando la primera derivada a cero: A'(x) = u =05 X= %dm
X
3
2
A — +
A ~— _—7
Como x :% dn—h=2dm Solucién: A
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4. Paraquelafuncién f(x)=ax®+bx+c pase por el origen de coordenadas y tenga un minimo en el punto
(1, -1) los valores de a, b y c tienen que ser:

A.a=0,b:1,c=0 C.a:l,bzl,czo
2 2 2

B. a= % ,b=—=,c=0 D. Este caso no puede ocurrir.

N | w

Si f(x) pasa por el origen de coordenadas entonces f(0) = ¢ = 0, entonces f(x) = ax® + bx

Por otro lado, sabemos que la funcién pasa por el punto (1, —1) y que ademas éste es un minimo:
f=a+b=-1 a+b=-1

{f '(X)=3ax?+b=0—>f'() =3a+b =0, entonces {3a+b =0

Y resolviendo el sistema: a = % b=-3a= _73

Por lo tanto la funcion sera f(x) = %x3 —%x Solucion: B

5. Lorenzo, que no sabe derivar, dice que las funciones f(x) y g(x) son primitivas de una misma funcion.
Seflala cual o cuales de las siguientes opciones verifican las afirmaciones de Lorenzo.

X 2X+1
A. f(X)=X+1,g(X)=

X+1
B. f(X) =In(2x3+ 1), g(X) =In(24x%+ 12)

N3

C. f(x)= sen'?x - cos®x — cosx, g(x) = cos’x sen*?x + cosx

D. f(x) =arctgx, g(x) = —arctg 1
X
Dos funciones son primitivas de una misma funcién sélo si difieren en una constante.

2x+1  x+1 X

= =1+ f(x), luego A es verdadera.
x+1 Xx+1 x+1

A g =

B. g(x)=In [12(2x2 +1)J =1In12 + In(2x° + 1) = In12 + f(X) y B es verdadera.

2 x cos®x a- cossx) por lo que C es falsa.

C. g(x)—f(x)=2cosx + sen
D. f(x)-g(x)=arctg x + arctg £_ g , con lo que D es verdadera.
X

Solucion: A,By D
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sen(x) si x e[-2n,0)

) , el eje de abscisas y
x2-2x si x€[0,3]

El 4rea de la regién limitada por la gréfica de la funcién f (x) = {

las rectas verticales x =0y x =3 es:

A. 0 B. L c 1 p. 8
4 3
La gréfica de la funcion es:
Y
ARy,
oh. 21| 0N X

Observando la gréfica de la funcion, el rea pedida es:

2 3 3 2 3 3
I —(x? = 2x)dx +I (X2 = 2x)dx = [—X— + xzﬂ + (X—— xzﬂ _8 u?
0 2 3 b \3 3
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