MATEMATICAS RECUPERACION SEPTIEMBRE 2° DE BACHILLER

1- cosx
1. Calcular el siguiente limite: Ilm—o2
X®0(e 4 1)

2. Encuentra el punto de la recta x+y =4, que cumpla que la suma de los cuadrados
de sus coordenadas sea minima.

X*+3
x° -4
a) Halla su dominio, puntos de corte con los ejes y simetrias.

3. Dada la funcion f (x)=

b) Halla las asintotas horizontales y verticales.
c) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos.
d) Haz una representacion gréfica aproximada.

4. Halla las derivadas de las siguientes funciones:

_|senx
a) y= i

b) y=cos+/Inx

5. Halla las siguientes integrales indefinidas:

\X+36d
2 O4+9x2 X

b) 0—":‘(2de
6. Resuelve la ecuacion matricial AXB =B?, siendo
ad 0 -1('5 a 0 2('5
A=S0 1 -1 -B=% 1 32

él- §101g

ixtz=1
7. a) Halla la ecuacion general de un plano p que contenga a la recta r © .' R y
Ty+tz=

pase por el origen de coordenadas.

b) Halla las ecuaciones de una recta s contenida en dicho plano, que sea
perpendicular a r y que pase por el punto P (1, 0,0).
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MATEMATICAS RECUPERACION SEPTIEMBRE 2° DE BACHILLER

SOLUCIONES

=\ ... 1-cosx
1. Calcular el siguiente limite: lim g .
x® 0 (ex - 1)

Solucion:

Cuando X ® 0, cosx® 1 P 1- cosx® 0. Por otro lado, también cuando x ® 0,

1- cosx

-~ da lugar a una

ee®1 b (e*-1)2® 0. Esto quiere decir que lim

x®0 (ex of

indeterminacion del tipo %

Podemos de esta manera aplicar la regla de L'Hépital, segin la cual, llamando

oY _1-cosx _ .. f(x f(x)
f(x)=1- =(e*- 1), setiene: | 3 '
(x) cosx y Q(X) (e ) 36 Hene- e (ex 3 1)2 X® 0 g(x

— ~— |
x
@
(<)
(@]
—
>
~

X)

] (0 - ] A X X H f'
f'(x)=0-(~senx)=senx, g (x)—2(e < 1)e . Por tanto le(@rrgg—(x) vuelve a ser

. . i) .0
una indeterminacion del tipo o

Volviendo a aplicar la regla de L'Hopital se tiene: f"(x)=cosx,

9" (x) =2g"" +(eX - 1)e*8=23e* (e* +e* - 1)H:2ex (2eX = 1), con lo que:

Nl e 2 cosx  _u\@

lim =lim = ¥ iy

009" (x) e02e*(2e*-1) 2(2-1) 2

borgaittC i isf5% el 2 g ) pa@ (et
x®0(ex_ 1) X® 0 g(x) X®0 (X) X®0 (X) 2

2. Encuentra el punto de la recta x+y =4, que cumpla que la suma de los cuadrados
de sus coordenadas sea minima.

Solucioén:

Se trata de encontrar un punto (x, y) tal que x*+y® sea minima, bajo la condicion
X +y =4. De esta Ultima igualdad se obtiene y = 4 — x. Sustituyendo este valor en la
expresion x* + y?, lo que tendremos que hacer entonces s minimizar la funcion

f(x)=x*+(4- x)z.

f'(x)=2x+2(4- x)(-1)=2x- 8+2x=4x- 8. Por tanto f'(x)=00 4x-8=0
U x =2 (este punto es un posible extremo relativo).
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MATEMATICAS RECUPERACION SEPTIEMBRE 2° DE BACHILLER

f*(x)=4p f"(2)=4>0. Entonces x = 2 es un minimo relativo. El valor de y
seray=4-x=4-2=2
Asi pues, el punto de la recta x +y = 4, que cumple que la suma de los cuadrados de
sus coordenadas es minima es (2, 2).

x> +3
X° - 4

a) Halla su dominio, puntos de corte con los ejes y simetrias.

3. Dada la funcion f (x) =

b) Halla las asintotas horizontales y verticales.

c) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos.
d) Haz una representacion gréfica aproximada.

Solucion:

a) Por tratarse de una funcién racional el dominio sera el conjunto de los nimeros
reales excepto aquellos que anulen el denominador. x°- 4=00 x=2,x=-2.

Por tanto Dom(f)=j -{-2,2}.

Los puntos de corte con el eje X son de la forma (x, 0) .Hacemos pues y =0 b
x> +3
X°- 4
corta al eje X.

=0U x*+3=0, que no tiene soluciones reales. Por tanto la funcion no

Los puntos de corte con el eje Y son de la forma (0, y) . Hacemos puesx =0 P

2 + L
= 02 3 =: § Por tanto la funcion corta al eje Y en el punto a% - §9
02-4 4 & 45

- 2 2
f(-x)= ( X)2 ik X2 3 _¢ (x) P fespar (simétrica respecto del eje Y).
AR
2

) _ _ +
b) Asintotas horizontales: lim f(x) =lim XEAS

- 1 es una asintota
x@¥ x®¥ x°- 4

=1 b y

horizontal.

Asintotas verticales: hemos visto antes que x*- 4=0U x=2, x=-2. Entonces

: 1-¥ si x® 2
lim £ (x)=lim > 23 =y =1
@2 ®2X2- 4 {4¥ siX® 2

2 [-¥ si X® -2
lim £ (x) = lim X2 =y =]
¥a2 x®:2 X° il T+¥ si x® -2

Por tanto x = 2, x = —2 son asintotas verticales.
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v 2x(xPoa)- (X2 48)2x _ 2y® - gx- 2x%- Bx - 14x
C) f (X) 2 5 2 - > 2 L& 2
(x-4) (x-4) (x-4)
fr(x)=00 ixzzo U-14x=0U0 x=0(este es un posible extremo
(- 4)
relativo).
Estudiemos ahora el signo de la primera derivada:
(=¥,-2) (=2, 0) 0, 2) (2, +¥)
fr(x)>0 fr(x)>0 | f'(x)<0 | f'(x)<0
creciente creciente | decreciente | decreciente

De aqui se deduce que f es creciente en (-¥,- 2)E(-2,0) y decreciente en
(0,2)E (2, +¥). Ademésen x = 0, f pasa de ser creciente a decreciente, con lo

ok _ 36
que el punto x = 0 es'un maximo relativo. En concreto el punto ?é% - ZS, pues
a

f(0)=-%

Obsérvese que no es necesario recurrir al estudio de la segunda derivada para
deducir que x = 0 es un maximo relativo. En cualquier caso comprobemos que

f*(0)<0.
- 14(x2-4) - (-14x)2(xt - 4)2x_(x2- 4)(- 14%% 456 +56x°)
i (x2- 4)° y (x>~ 4)’

iy L 420°+56 _ 5656 _ 7 _
b (02 - 4) A ioTed @ o oyda’

f*(x)

_ 42x* +56

)

maximo relativo.

0 es un

d)
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4. Halla las derivadas de las siguientes funciones:

_[senx
Q) y= o

b) y=cos+/Inx

Solucioén:

2y = 1 (cosx)x-senx 1 [ x xcosx-senx | x Xcosx-senx
” [senx x? 2\ senx X? senx 2x°
X

También se puede simplificar asi, racionalizando para evitar raices en el
denominador:

sen x
_ 1 (cosx)x-senx A\ x aE0osx senxo_
e 2 . 3 2 +_
sen x
2\/senx X 5 Senx & X X @
X
senx senx sen X sen X
COS X
COSX senx _ X X
senx senx NG 2sen x 2X
X X
1 _-sen In x
b) y'=-senvInx

\/In X X 2xJInx
5. Halla las siguientes integrales indefinidas:

‘X+36d
) O4+9x2 2

D) O d
X
Solucién:
a) Esinmediata (“logaritmo + arcotangente™) si la descomponemos en otras dos:
O0—— XS0 X = e dx + ¢ 3 dx
4 +9x° O ox Orvox
X A8 18X 1
O—— Ix==——dx==In(4+9x*)+C
4 +9x° 1874 +9x° 18 ( )
39 3
o0—— 2 dx = 3 dx =C > dx—go—‘ 2 dX=6———= 2 dx =
v O 9y 0 BXE 3V a8x§ BXE
1+— b i I8 iy 1 +a=0h.
&2 5 &2 5 &2 5
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BX 0

=6arctg —=+C
2 g
Por tanto
X+36 O X . 36 1 aBX 0
dx = dx + dx =—=In(4 +9x*)+6arctg a—~-+C
O o™ Oivox  Opiox 18 ( ) 97 5
b) Integrando por partes:
é 1 .0
~u=I =—dx-~
In x ‘? oY, xde‘J_ el .eelol -Inx  eelo, _
o—dx é U=Inxg—=- (p—-—dx = —-dx =
Gt ox v=_—l G &Ex p X gX X X2 g
e X x H
:-Inx_l+C:- Inx-l+C
X X X

6. Resuelve la ecuacién matricial AXB = B?, siendo
ad 0 -1(‘5 ad 0 2(‘5
A=% 1 -1;B=% 1 37
§1 -1 0(a él 0 12,
Solucion:

Multiplicando por la izquierda por la inversa de A y por la derecha por la inversa de
B se tiene: A'AXBB'=A'B*B'pb X =A'B’B*

Hallemos la inversa de A:

Determinante de A: |A| = (0+0+0)- (-1+0+0) =1

ae 1 -1 - lo
Matriz adjunta de A: A’ =

e

el 1 16
Traspuesta de la adjunta de A: (Ad )t =% 11 0

-1.0" 05

aellloaelll('j
9110—9110:
éloogéloo?J

Matriz inversa de A; A™* = l

Hallemos la inversa de B:

Determinante de B: [B| = (1+0+0)- (2+0+0) =-
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el 8 -l('j
Matriz adjuntade B: B =%0 -1 02
gz ol 12
&l 0 -2
Traspuesta de la adjunta de B: (Bd )t =gy - 3:
é-l 0 Jop

&l 0 -2(‘5 a1l 0 2('5
Matriz inversa de B: B'lzi(Bd)t:iQS SN D3 =GPy 37

8 '1§1 0 1ﬂ§1 0 -1

& 0 264 0 26 &8 0 46
Ademés B2=$0 1 3150 1 31=%3 1 67

élOl%lOlg 203@
Por tanto:

el 1 loa8 0 4oml 0 26 a2 1 5oel 0 26
X=ABB*=%1 1 0% 1653 1 3:=%0 1 2531 3

§-1 0 oéz 0 3%1 0 -1 és 0 -4%1 o1y

a0 1 20
=50l 1 ¢
él 0 -25

Observa que también lo podriamos haber hecho asi y es mas rapido:

el 1 164 0 26 a0 1 26
X=A'BB*=AB=%1 1030 1 387=5%-11 13
él 0 Oél 0 1Q,§1 0 -25

¢ ix+z=1

7. a) Halla la ecuacion general de un plano p que contengaa la recta r © | o9 y
1ytz=
pase por el origen de coordenadas.

b) Halla las ecuaciones de una recta s contenida en:dicho plano, que sea
perpendicular a ry que pase por el punto P (L, 0,0).

Solucién:
a) Es muy fécil pasar la recta a paramétricas. Llamando z =1, se tiene claramente
ix=1-1
oty=-1 Por tanto dos puntos de la recta son, por ejemplo: A(1,0,0)y
1=

B(O,-l, l). Como el plano p que se busca debe pasar por el origen de
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coordenadas . ~O(0,0,0), tiene, vectores directores 8:&:(1,0,0) y
0B =(0, - 1,1). Asf pues:
Xx-0 y-0 z-0 |x z
1 0 0 |=[1 0/=00 (0+0-2)- (0+y+0)=00 -y-z=0
0 -1 1 0 -11

y el plano buscadoes p®-y-z=0pP p° y+z=0.

b) Un vector perpendicular al plano es 15 =(0, -1, - 1). Un vector director de la

recta r es \'/:(- 1,-1,1) El producto vectorial de iy V es un vector W que

tiene direccion perpendicular al plano determinado por U y V. Asi pues una
recta que tenga por vector director W sera perpendicular a r. Por tanto la recta s

que nos piden es aquella cuyo vector director es W y pasa por P(l,0,0)
(observa que P.1 p, y entonces también's 1 p).

i K
w=l"V={0 ‘1 - :(-ir+jr+0)-(kr+0+ir):-2ir+1r-krb w=(-2,1,-1)
-1.-1 1
ix=1-2|
Entonces s°:'y:I
Lz=01
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