NUMEROS COMPLEJOS
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Extraer fuera de la raiz

B Saca fuera de la raiz:

a)\-16 b) V=100
DN-16 =V-1-16 = 4V-1 b) V=100 = 10N-1

Potencias de V-1

B Calcula las sucesivas potencias de \-1:
a)(V-1) = (1) (=) - . b) (\=1)* o (=)
2 (VTP = WD) = <01 = 1
b (1) = (FROA P = D =1
O (T = (1) VT = 1371 =T

¢Como se maneja k - V-1?

m Simplifica.
a)—2V-1 +11V-1 —8\V1 -1
b)5V-1 +2V-1 —10\=1 +3V-1
2 3 1
C)s\/—_1+;\/—_1—1—0\/—_—3\/—_1
A -2V-1+11V-1-8V-1-vV1=-0-V1-0
b)5V=1 + 28=1 = 10\=1 + 3V=1 = 0
2 3 ly7_(80,4 3 5 _38
c)8\/—_1+§\/3—5\/3—5\/—_— 0 "0~ 10 - -1 - V-1

10 10 10
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Expresiones del tipo a + b - V-1

m Simplifica las siguientes sumas:
a)(3+5V1)+(2-4V-1)-(6V-1)
»(5)(5+V-1)-2(1-6v-1)
D(3+5V1)+(2-4V-1) = (6V=1) =1 -5v-1
B ) (5 +V-1) =201 - 6vV=1) = =3 -1

® Efectua las siguientes operaciones combinadas:
a3(2-4V-1)-6(4+7V-1)
b)8(5-3V-1) + 4(—3 + 2\_1)
0302-4V-1)-6(4+7V=1) =6 -12V-1 — 24 —42V-1 = 18 — 541
5 8(5 - 3V-1) + 4(=3 + 2v-1) = 40 — 24V-1 — 12 + 8V-1 =28 — 16\-1

Multiplicaciones

® Efectiia las siguientes multiplicaciones:
a)(4-3V-1)-\1 b (5 +2V-1)-8V1
o (5+2\-1)(7-3V-1) D (5+2V-1)(5-2v-1)
D (4-3V=1) N1 =41 - 3(V=1) = d=1-3 (<D =3 + 41
b (5 +2V-1) - 8V=1 = 40V—1 + 16(v=1)* = =16 + 40N-1
O (5+2V=1)(7-3V=1) =35 - 15V=1 + 14V=1 - 6(N=1)* =35+ 6 - \1 =41 -1
(5 +2V-1)(5-2V=1) = 25 — 10N=1 + 10V=1 — 4(V=1)* = 25 + 4 = 29

Ecuaciones de segundo grado

B Resuelve:

A x2+10x+29=0 b)x2+9=0
10 £V100 - 116 -10 V=16 —10 + 41
DX+ 10x+29=0 — x= = = -
2 2 2
xl=—5+2\/—_1
- s+2V-1 <9€2=_5_2\/_—1
x1=5\/—_1
D)x?+9=0 - x*=-9 — x=+\-9 =¢3\/:<x P

2
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1. Representa graficamente los siguientes nimeros complejos y di cuiles son
reales, cudles imaginarios y, de estos, cudles son imaginarios puros:

5 — 3i; %+%i; —5i; 73 345 05 —1—i5 —7; 4i

e Reales: 7,0 y —7

Imaginarios: 5 — 3i, % + %z, —51, \/gi, -1 -1, 4i
Imaginarios puros: —5i, \/g i, 4i
® Representacion:
3 I
l; (P |4
iy N 7
11— N
\\
~N
5 —[31

2. Obtén las soluciones de las siguientes ecuaciones y represéntalas:

aA)z2+4=0 b)z2+6z+10=0
c)3z2+27=0 d)3z2-27=0

2i
a)z=iT_l6=ﬂ=iZz

-2

\|/
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) z%2=-9 5 z=+V_9 =+3;

z, = =31, 2, =3I

dz?2=9 -5 z=413

z;=-3, 2,=3 -1

3. Representa graficamente el opuesto y el conjugado de:
a)3-5i b) 5 + 2i -1-2i d)-2+3i

e)5 Do g) 2i h) —5i

a) Opuesto: =3 + 5i
3 +5; 3 +|5;

Conjugado: 3 + 5i

3|51
b) Opuesto: =5 — 2i
Conjugado: 5 — 2i s +|s
//
1
T N
=524 5 —Ri
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¢) Opuesto: 1 + 2i
Conjugado: -1 + 2§

d) Opuesto: 2 — 3i
Conjugado: -2 — 3¢

e) Opuesto: =5
Conjugado: 5

f) Opuesto: 0
Conjugado: 0

2) Opuesto: —2i
Conjugado: —2i

h) Opuesto: 57
Conjugado: 5i

Unidad 6. Nmeros complejos

=1+ 27 1 +[2i
-1} 21
243
N
N
/ 1\
/ N
21— 3i 2 -|3i

21
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4 6 20 21

4. Sabemos que i% =—1. Calcula #3, %, 5, i% 20, 421, §
para simplificar potencias de i de exponente natural.

22§23 Da un criterio

i3 =—i it= 5= i%=-1
%=1 il =i i =-1 i% =i

CRITERIO: Dividimos el exponente entre 4 y lo escribimos como sigue:

in=ghetr o ey o (N L pr= e =1 L 4= gt

Por tanto, i” =", donde 7 es el resto de dividir n entre 4.
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1. Efectia las siguientes operaciones y simplifica el resultado:
a)(6-5) +(2—-9)—2(-5 + 67)
b) (2-30)— (5 + ) + 3-(6— 4D
B +2D)(4-2D

d) (2 +37) (5-67)
e)(=i+1)B-2) @A+ 379

2 + 4i 1-—4i 4+ 44
H 42§ 8 3+ h) -3 +5i
N S5+i . 1+5i 42§
D5 D3 b=

2, (=3)2(1-2d)
1)6—3(5+ 51) m) 2+ 2

DG-5)+Q-1D-2(-5+60)=6-5i+2—i+10—12{ =18 — 18i
b)(2—3z’)—(5+4z’)+%(6—41’)=2—51’—5—4z’+3—2i=—9z’
A)B+2)(4-20)=12—-6i+8i—4i2=12+2i+4 =16+ 2i

D@2 +3)(5-60)=10-12i + 15/ — 18> =10 + 3/ + 18 = 28 + 3i

(= +1DB-20U+3)=(3i+2i?+3-2)(1+3))=3-2-5) (1 +3i) =
=(1-5DA+3D=1+3—5i—152=1+15-2i =16 — 2i

f)2+4z'=(2+4z‘)(4+2i)=8+4z’+16i+8i2= 200 _ 200 _,
420 (4 -2D 4+ 2D 16 — 442 16 + 4 20
yA-di _A-4DG-D _ 3-i—-12i+4* _ 3-13i—-4 _ —-1-13i _
¥R T Gr0G-D 9 9+1 10
L1
10 10
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pyArdi G+ 4D (B3-50 =12 =206 — 12§ — 20i* _ —12-32i +20 _
=3+5i  (3+50)(3-50) 9 — 2542 9+25
_8-32 _8 32, 4 16
34 34 34 17 17
H 5+i _ G+D2+4d) _ S10+5i-2i+i* _ -10+3i—-1 _ 11 +3i _
2-i  (2-D(=2+1) 4+1 5 5
_-1, 3,
5 5
y 1+5i  A+50 B -4 _ 3—4i+15i—20i* _ 3+ 11i+20 _
V'3vd T Gran G- dn 9 1672 9+ 16
_B+1 23, 11,
25 25 25
k) 4_21 — (4_21)(—1) - —4i+2i2 = _4j_2=_2_4j
i i (=) 1
D6—3(5+%i)=6—15+%i=—9+%i
my 302 A -2 _ 92 -2 _ =90 -2) _ -9+18i _
(2+20D 2+ 2D (2 +21) (2 +20)
_ (-9+18) (2-2i) _ —18+18i +36i—36i* _ —18+54i + 36 _
2+2)(2-20) 4 — 442 4+ 4

_ 18+54i _ 18 | 54 .

2. Obtén polinomios cuyas raices sean:

a2+V3i y 2-V3i b)3i y 3i O1+2i vy 3—4i

(Observa que solo cuando las dos raices son conjugadas, el polinomio tiene
coeficientes reales).

o2+ V34 [~ (2-34)] -
=2 V3] =2+ V3] = - 22— (V34) -
=x?-—4x+4-3i%=x’-4x+4+3=x%—4x+7

b) [x — (301 [x — 37] = [x + 3] [x — 3il = x%2 - 912 = x2 + 9

Olx—A+201x—B—4D] =[x -1 - 2i] [(x - 3) + 4i] =
=(x-D&x=-3)+4x-1Di-2(x-3)i—8i%=

=x2—4x+3+Ux—4-2x+0)i+8=x2—4x+ 11+ Qx+2i=

=x2—4x+ 11 +2ix+2i=x%+ (=4 +2Dx+ (11 + 20)
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3. ¢Cuanto debe valer x, real, para que (25— x7)? sea imaginario puro?
(25 — xi)? = 625 + x2i? — 50xi = (625 — x%) — 50uxi
Para que sea imaginario puro:
625-x2=0 — x2=0625 — x=+V625 = +25

Hay dos soluciones: x; = =25, x, = 25

4. Representa graficamente z,=3+2i z,=2+5i z,+z, Comprueba que
z, + z, esuna diagonal del paralelogramo de lados z, y z,.

Zy+tz,=5+7i

2+ 2,

~_
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1. Escribe en forma polar los siguientes nimeros complejos:

a)1+\3i b) V3 +i -1+
d)5-12 e)3i H-5
D 1+V3i=2,, b) V3 + i =2, O-1+i=2
d) 5 - 12i = 13,950 57 ) 3i = 390 f)-5=5
2. Escribe en forma binémica los siguientes niimeros complejos:
2 5 (1/6) rad b) 2,35 ©) 24950
D 32400 ©) 51500 ) 4900
T S A S E R B B A E R
) S = S cos€+lsen€)—5(7+l?)— > +?z

b) 2,55, = 2(cos 135° + i sen 135°) = 2(—£ + i £) =2 ++2i
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c) 24950 =235 = N2 +2i

d) 3,400 = 3(cos 240° + i sen 240°) = 3(—% —i %) = —% - 3;/31'
€) 51500 = =D

) 4900 = 44

3. Expresa en forma polar el opuesto y el conjugado del nimero complejo
z=7r,.

Opuesto: =z = 71g00 | Conjugado: 2= r350.

4. Escribe en forma binémica y en forma polar el complejo:

z =8(cos 30° + i sen 30°)

V3 -1)=STV3

o [e] —_ 8 -
Z =850 = 8(cos 30° + i sen 30°) = (T+Z > ? —4\/g+41

5. Sean los miimeros complejos z; =4¢. ¥ 2, =3,¢0-
a) Expresa z, y z, en forma binoémica.
b)Halla z, -z, y z,/z,, y pasa los resultados a forma polar.

c) Compara los médulos y los argumentos de z, -z, y z,/z, conlosde z,
Yy z, eintenta encontrar relaciones entre ellos.

a) z; = 44 = 4(cos 60° + i sen 60°) = (% + g g) =2+ 2V3i

Z, = 32100 = 3(cos 210° + i sen 210°) = 3(—% -1 %) == =9

bz - z,= (2+2\/§;)( i 21)=

2

= 3V3 —3i-9i-3V3i% = 33 - 12i + 3\3 = —12i = 12,

5 2e2v3) 2+ 2V3i2-2V3)

_ 3V3-3i+9i+3V3i2 _ 3V3+6i-3V3 _ —6V3 +6i =(
4 — 1242 4+ 12 16

©) 2y + 2, = 4gpe " 35100 = (4 D 1+ 2100 = 122700
B, )
Zl 4600 4 210° — 60° 4 1500
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1. Efectiia estas operaciones y da el resultado en forma polar y en forma binémica:
a) 14500 * 5300 b) 64502345 ©) 2500 L4p0 " 3900
At ) )
d) 5(21t/3)rzatd 2 16 e) (1 —\/gl) )3 +2)+(3+20)

D) 11500 5300 = 5100 = =5

D) 6450 : 3150 = 2500 = 2(cos 30° + i sen 30°) = 2(@ + z%) =3 +i

©) 2450 Ly = 3500 = 01500 = 6(cos 120° + i sen 120°) = 6(—% + i %) =_3+343

D Sean/3pmad * Looe = S1200 ¢+ Loge = S0 = 5 (cos 60° + i sen 60°) =

=5(l+i£)=i+_5\/§j
2 2 2 2

) (1= V31 = (2300)% = 32,5000 = 3200 = 32(cos 60° + i sen 60°) =
=32(% +z—)= 16 + 163 7

0 4i = 4,

2. Compara los resultados en cada caso:
b) (2600)4’ (21500)4, (22700)4, (23300)4

) (2300 = 2% 500 = 8y
(2150° = 2% 1500 = Bisge = Boge
2y70° = 85370 = Byyr = Bope
b) (2" = 2% 600 = 165400
(250" = 164000 = 16,400
(2y700)* = 16 g0 = 160

4 -
(2330") B 161 320° 16240"

3. Dados los complejos z =5 4500 W= 250, I =4i, obtén en forma polar:

3 . 3
a)z -t b) = o= )
w? w - t2 t

Z =545 W= 25 t=4i= 4900

Unidad 6. NGmeros complejos
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Dz w= 10400

4
R
w12 2950 10540 32 J—0e  \ 32 J300°
cwd Oz 8use
) L N T N )
! 4o

4. Expresa cos 30, y sen 30, en funcion de sen 0. y cos o utilizando la férmula
de Moivre. Ten en cuenta que:

(a+b)3=a3+3a’+3ab? + b3

(1,03 = 1(cos o + i sen o) =

cos3 o+ i3 cos? o sen o + 3i% cos o sen? o + i sen’ o =

cosd o+ 3 cos? o sen o i — 3 cos o sen? o — i sen3 o =

(cos3 o — 3 cos o sen? o) + (3 cos? o sen oL — sen> o) i
Por otra parte: (1,)3 = 15, = cos 30 + i sen 30

Por tanto: cos 300 = COS5 o — 3 cos o senz o

sen 300 = 3 cos? o sen o — sen’ o
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1. Halla las seis raices sextas de 1. Represéntalas y exprésalas en forma binémica.

0 3
\/I = Vloo = 1(360° k)6 = 160°‘/€; k= O, 1, 2, 3, 4, 5

Las seis raices son:

1y =1 L= L+ B3, 1 =L+ 33,
» TS =Tyt
. . L1 A3, R
180° = 7 2400775 T ! 3007 5 T !
Representacion:
\' '/
5 Nl
A ___—_:\’;/
Unidad 6. Nmeros complejos 1"
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2. Resuelve la ecuacion z3 + 27 = 0. Representa sus soluciones.

3 3
23+ 27=0 > z=7N=27 = 27180° = 3(1800 +360° 1)/3 3600 1200905 NPT 0,1, 2

2z = 3400 = 3(cos 60° + i sen 60°) = 3(% +1i g) = % + #1
2 = 3150 = 73

2, = 3,400 = 3(cos 240° + i sen 240°) = 3(_% i ﬁ) __3_3\3

22

3. Calcula:

=i b) \_8 + 83 V=25 a) \/i—i&'
V=31, =1

2700 = Lazzoe + 3600 b3 R =01, 2
Las tres raices son:

100 = \/g—%i 1 V3

) 1.
o =1 o = ——— o= — t —1
90 210 2 330 2 2

4 . 4
b) \/—8 + 8\/?1 = \/161200 = 2(1200 + 360° k)/4 = 2300 +90° /e; /€ = 07 17 27 3

Las cuatro raices son:

2300=2(£+il)=\6+i

2 2
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©) N=25 = N25.500 = 51800 + 360° ky/2 = D900 + 1800 k5 K =0, 1

Las dos raices son: 5qp. = 5i; 5,700 = =5i

3 242 3 1350 ’ 6 6
b 1+V3i 2600 75° \/7(75" +360° k)/3 “/52? v100 ks R=0,1,2

. 6 6 ¢
Las tres raices son: \/5250; \/51450; \/52650

4. Resuelve las ecuaciones:
a)zit+1=0
b)20+64=0

) oh g = 147 = _
Az +1=0 - z= Ligge = Laigoe + 3600 k2 = Laso v 0o # =0, 1,2, 3

Las cuatro raices son:

SREIREN V2, 22, 2 V2, 2 2,
2

L=t 56l == * 5006 s P R E

NS}

D20+ 64=0 — 2= =64 = V64,50, = 215004 3600 1/6 = 2300+ 00 15 £ =0, 1, 2,3, 4,5

Las seis raices son:

V3 1 ,
230°=2(7+z?)=\r3 +1 2900 = 2i

AR - V3 1 ,
2150022(_ 2 +l? =_\/§ +1 2210022(—7—17 :_\/g —

: V3 1 ,
22700 = 2 2330°=2(7—17)= V3 i

5. Comprueba que si z y w son dos raices sextas de 1, entonces también lo son
los resultados de las siguientes operaciones:

2

z-w, z/w, z2, 23

z y w raices sextas de 1 — z0=1, wé=1

(z-w)=20-w0=1-1=1 = z-w es raiz sexta de 1.

22=(E)0=212=(2%H3=13=1 - 22 es raiz sexta de 1.

23 = (230 =218=210. 22 (x4t 22214.12=1.1=1 — 23 es raiz sexta de 1.

Unidad 6. Nmeros complejos
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6. El nimero 4 + 3i es la raiz cuarta de un cierto nimero complejo, z. Halla las
otras tres raices cuartas de z.

4 + Sl = 5360 52\
Las otras tres raices cuartas de z serdn:
5360 52+ 90° = D1a6e 52 = 0 + 4l

5360 52 + 180° = 2216° 52 = —4-3i

5360 52+ 2700 = 2306052 = O ~ 4i

7. Calcula las siguientes raices y representa graficamente sus soluciones:

a) 19 b) 127 oz2-2i
A=t e)\sfs—.z £) V8i
1+ i

) N=9 = V9500 = 31800 + 360° ky/2 = Jooe + 1800 k5 K =10, 1

Las dos raices son:

5900 = 517 32700 = _32 o

3 3
D) N=27 = N27 500 = 31800 + 3600 /3 = 3600 + 12005 R =0, 1,2

Las tres raices son:

3,33,
2 2

RE
2

2z, = 3400 = 3(cos 60° + i sen 60°) = 3(% +

—_—
Il

2, = 31800 = 3

|

o4 ; o _ 2| 1 )
23 = 33000 = 3(cos 300° + i sen 300°) = 3(5 -1

2

v
/
22
-3
\
\ )
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C) V — 21 \/; ((3150 +360° k)/3 = —\/51050 +120° 1@’ Ie = O, 1, 2
Las tres raices son: Z]’R\ '

2, = V2 50 = 0,37 + 1,371

2= V2550 = 1,37 = 0,37 N
D i " z 3; = Vy0 = L7004 3600 73 = Lo+ 120045 £ =0, 1,2
Las tres raices son:
Loge =1
Lyige =_§_%i - -
G, BT
33007 5 T

232 2 32(=) _ s
e)\/_i— N i) V320 = V32000 = 2000+ 360005 = i v 7o at K= 0.1,2,3,4

Las cinco raices son:

2, = 25 = 1,9+ 0,6 N
Z, = 2900 = 2i A RN
ZS‘S/\ /i,‘“zl
= 2,60 = —1,9 + 0,61 7<
Z4= 2550 = 1,2 - 1,6 \\\\,(______\_g/'
Zg= 200 = 1,2 = 1,6

3 . _ 3 _ _ . _
f) Sl - 8900 - 2(900 + 3600 R)/3 - 2300 +120° k2 Ie - 0, 1, 2

Las tres son:
- ;) z
z 2300 - /71
25 = 2500 X )
Z3 = 25900 N
23
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LENGUAJE MATEMATICO

1. Pon la ecuacion o inecuacion que caracteriza los siguientes recintos o lineas:

a) b) cm ) } e) ‘

Describe con palabras cada una de las familias (“son los nimeros complejos
cuya parte real vale ...”) y da un representante de cada una de ellas.

A Rez=3 b)-1<Imz<3 o |z] =3 d |z] >2 e) Arg z = 90°

2. Representa:

aA) Rez=-3 b)Imz=0 c)3<Rez=<5 d |z|=4 e) Arg z = 180°

a) b)
9] d
e)

Unidad 6. NGmeros complejos
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

NUmeros complejos en forma binémica

1 | Calcula:
AB+202-D-A-9D2-39 b)3 + 2i(-1 + D) — (5 —49)
c)—2i—(4—-1D5i DE-3) (4 +3)—(4—30)?2

DBR+2D0QR2=-D—-1 =1 Q=30 =6—3i+4i—2i2—2+3i+2i— 32 =
=6-3{+4i+2-2+3(+2i+3=9+06i

P)3+2i(=1+0)—-(5-4i))=3-2i+2i>-5+4i=3-2{—2-5+4i=-4+2i
©) —2i— (4 —1)5i=—-2i—20i + 5i2=-22{—5=-5—22i
d) (4 -3 (4 +3) —(4-30)% =16 — (3)? — 16 — 9i% + 24i =

=16+9—16 + 9 + 24i = 18 + 24i

2 | Calcula en forma binémica:

G + 3d) (4-24) 2+3i
a) 2-2i b 21D
o 25 4o @ L*i, —3-2i

3-2i 2—i 1+3i

) B3 =20 _ 12-6i+12i-6i> _ 18+ 061 _ (A8+06) 2+ 2i) _

2-2i 2-2i 2-2i (2-20) (2 +2i)
_ 36+ 36i+12i— 12 _ 24+ 481 _ .
i+ 4 g T

-2+ 3i -2+ 3i —2+3i _ (2+3D)(6-2i) _

D o i T Tdvdiczicz C —6v2i (<62 62D

12+4i-18i+6 _ 18-14i _ 9-7i _ 9 7.

T 36+4 40 20 20 20
O 2F5l o 2z2i50+5  T7+3i (T+30)B+2i) _
3-2i 3-2i 3-2i (3-20) (3 +20)
_21+14i+9i-6 _ 15+23i _ 15 23 .
9+4 13 13 13
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D 1+i  3-2i _ A+DQ@+)  (B3-200=-3D _
2—1 1+ 3§ Q-+ 1 +3)A-30)

2+i+2i—1 4 3+9i—2i—6 _ 1+3i +—9+7i _

4+ 1 1+9 5 10
_246i-9+7i _ 7+15 _ =7 13
10 10 10 10

Dados los nimeros complejos z=1-3i, w=-3 + 24, t=-2i, calcula:
a) zwt b)zt—w(t+ 2) o) %t

. 2 2
_ z4—wt
2z—3t ) 3z + ztw o)

9 w 3 2

z=1-3i, w=-3+2i t=-2i

a) zwt = (1 = 37) (=3 + 21) (=20) = (=3 + 2i + 9i — 6i2)(=21) =
=3+ 110 (=20) = —6i — 222 =22 — 6i
bzt —w(t+2) = (1 -3 (21 — (=3 +20) (-2i +1—30) =
=(2i+6i)—-(B3+2D(A-5)=(-6-20D)—-(3+2)(1-50)=
=(=6—-21) — (-3 + 15i + 2i = 10i%) = (<6 = 20) — (7 + 17§) = =13 — 19i

w, 3+2 . 6i—4i* (4+600+30D
O T T e
_ 4+ 120+ 6i+18i% 14+ 18i _ 7.9,
1+9 10 55

2031 _ 201-3D-3(-2) _2-6i+6i _ 2A3-2D
w o —3+2i T
6 — 4i 6 4

0+4 13 13

d

) 3zl _ 3(1 — 37) +i(=20) (<3 + 20) = 3-9i+2 (=3 + 2i) =
3 3 3
=(%—3i)(—3+2i)=—5+13—0i+9i—6i2=1+3?7i
22w (1 -3D0?-(3+2) (20> 1-06i+9i% (-3 +2D(-4
D — = =
2 2 2
_—8—6i—12+8¢=ﬂ+3= 0+
- 2 2 TP

Unidad 6. NGmeros complejos



UNIDAD
4 | Calcula:
a) i37 b) i126 ©) i d) i64 e) i_216
)i =il=i b) 120 =2 = 1
oi7=L =L - di®=i0=1
i’ —i
216 1 _ 1 _ 1 _
€) i i216 ;0 1 1
5 |Dado el nimero complejo z=—— +Tl’ prueba que:
2 _ 1 _ >
aA)l+z+z4= b)— =z
z
2
s (1,1, 3., V31 3 N3
Wz ( ’ 2’) S S S
__2 N3, 1 V3,
4 2 2 2
1+Z+Z2=1+(_l+ﬁl’)+(_l+ﬁi):l_l.{.ﬁi_l_ﬁi:()
2 2 2 2 2 2 2 2
L - 1 R T 2(-1-+314) _
2 1, V3, N3 1B (4B (1 -3
2 2 2
_2b1-Bi) 2k -NE) a3 o 1 3.
1+3 4 2 2 2
z?= —% - gz (Io habfamos calculado en a)
1_
Por tanto: — =z
z

Igualdad de nomeros complejos
6 Calcula m y n para que se verifique la igualdad (2 + mid) + (n + 5i) = 7 — 2i.

Q+mi)+n+5)=7-2i

QCQ+nm+m+3i=7-2i - {2+n=7 } n=>5

m+5==-2| m=-7

Unidad 6. Nmeros complejos
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+i
Determina k para que el cociente k " l seaiguala 2—i.
i

k+i _ (k+DA—-d) _ k—kiti+1l _ (k+D+A-ki _

1+ aQ+HQA-9 1+1 2
kgl =2 - k=3
=(k;1)+(1;k)i=2—i—>
%=—1 - k=3

Por tanto, k= 3.

Calcula a y b de modo que se verifique:
(a+bd>=3+4i

@ Desarrolla el cuadrado; iguala la parte real a 3, y la parte imaginaria a 4.

(a+ bi)?=3+4i

a? + bi% + 2abi = 3 + 4i

212
az—b2+2abi=3+4i%{“ b°=3

2ab = 4
4 _2
b_Za a
2 (2V_ 2 4 _ 4 _ 2.2 4 2 _
a —(— =3 5> a‘—-—=3 5> a*-4=3a" - a*-3a*-4=0

a az

5 _ 31’*’9+16_3i5 6l2=4—)d=i2
B T <6l

2=_1 (no vale)

Dados los complejos 2—ai y 3—bi, halla a y b para que su producto sea
iguala 8 + 4i.

2 —ai) B3-bi) =8+ 4i

6 — 2bi — 3ai + abi* = 8 + 4i

6 —2bi —3ai—ab =8 + 4i

(6 —ab) + (=2b—3a)i =8+ 4i

{6—ab=8
—2b—-3a =4
_ 4+ 3a

b -2

Unidad 6. NGmeros complejos
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UNIDAD | 6

6—a(4+3“)=8 = 6+—4“+23“2 -8

-2
4a+236l2 =2 > 4a+3a’=4 —> 3a’+4a—-4=0
4 _ 2
a=—== = b=-3
_—isViGeds _42g _— " 6 3
6 6 \a=%=—2—>b=1

Calcula el valor de a y b para que se verifique:

2+ bi
5—3i

a—3i=

2+ bi
5—3i

(a-30)(5-3i)=2+bi
Sa —3ai— 151 -9 =2+ bi
BGa-9) +(Ba-15)i=2+ bi

S5a -9 =2 a=11/5
3a-15=0b b =-108/5

a—3i=

Halla el valor de b para que el producto (3 —64#) (4 + bi) sea un nimero:
a) Imaginario puro. b) Real.
(3—060) (4 + bi) =12 + 3bi — 24i + 6b = (12 + 6b) + (3b — 24)i
A 12+6b=0 = b=-2
b)3b-24=0 —- b=38

Determina a para que (a—2i)? sea un nimero imaginario puro.
(a—2i)? =a?+ 4i% - 4ai = (a® — 4) - 4ai
Para que sea imaginario puro, ha de ser:

a*-4=0 - a=+2 - a,=-2, a,=2

Calcula x para que el resultado del producto (x + 2 + ix) (x—7) sea un nu-
mero real.

(x+2+idx) (x—1) =52 —xi + 20— 20 + x% — xi? =
=xZ—xi+2x—2i+ix?+x=(2+3x) + (x2—x—-2)

Para que sea real, ha de ser:

1+NV1+8 _1+3 x,=-1
= 5 <

2_yx_2= =
X“=x-2=0 - x > X, =2

Unidad 6. Nmeros complejos
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NGmeros complejos en forma polar

Representa estos nimeros complejos, sus opuestos y sus conjugados. Ex-

présalos en forma polar.

a)l-i b)-1+i

e)—4 £)2i

al-i= \/53150
Opuesto: =1 + i = \/51350

Conjugado: 1 + i = \/5450

b1+ 1= V2,5
Opuesto: 1 —i = \/53150

Conjugado: -1 —i = \/52250

c) \/g +i= 250
Opuesto: —\B —i= 2500

Conjugado: V3 —i = 23300

D3 —i=2,,
Opuesto: \/g +1= 250

Conjugado: V3 +i= 2500

e)—4 =44
Opuesto: 4 = 4,
Conjugado: —4 = 4,4,

£) 21 =2,
Opuesto: =2i = 2,5,

Conjugado: —2i = 2,

c)\/§+i

g

3,

4

D3

h)2 + 2V3i
-1+ 1 +i
1—
1+
-1—-1i 11—
V3 +i
el
& ™
—F-i V3
ENERE NEIER!
N el
&
L3 -
—+4 4

Unidad 6. NGmeros complejos
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UNIDAD
3._(3
&7 (4)2700 3/
3.3 —31/4
Opuesto: Zz (4)900
. 3. _ (3)
Conjugado: =i ==
Jug 4 4 Jooe
W2+ 2V3i= V14 PR ET
Opuesto: =2 — 2V3i = m2400 /
Conjugado: 2 — 2V3i = maooo /
/ \
2 - 23 2123

Escribe en forma binémica los siguientes niimeros complejos:
a) 2, b)3 26 N2, g0 D17,

) 1) ) 55700 &) 1500 h)4 040

a) 2450 = 2(cos45°+zsen45°)-2(£+ \/7) V2 + 20

- T . T\ _ ’\/g 1) 3\/5 3
3 = 3feos § isen £ 3(F i 3)- 25203
o \/5180" = 2 (cos 180° + i sen 180°) = V2 (=1 +i- 0) = -2
D17y =17

T T o_ .
e 1y = 603?"'15672?—1

£) 5500 = 5

2 1500 = cos 150° + i sen 150° =

N|ﬁ
|

R
2 2

h) 4,50 = 4(cos 100° + i sen 100°) = 4(~0,17 + i - 0,98) = —0,69 + 3,94i

Unidad 6. Nmeros complejos
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Dados los nimeros complejos:

21 = 20900 23 = 413005 23 = 33150

calcula:
a)z, -z, b) z, - z; )z "z
z z z,
d) =3 e) 2 n-Lr =
% %1 )
g) zl2 h) z3 i) z;*
a) 2y -z, = 85 b) z,  z;= 12,5 Q) 2y 23 = 0,50
3 A _ 1%
D N 15450 e z, 2 1500 = 22100 b z, 151050
8 2} = digp h) z3 = 64 D Zg = 8lgpe
Expresa en forma polar y calcula:
4
a) (-1 - 95 bV1-3i o) V64
O V8i &) (<23 + 24)° £) 3 - 4i)3

Q) (=1 — i) = (xﬁmo)5 = 4V2 | s = 4V2 450 = 4@(ﬁ + g;) =4+ 4i

2

4 L AL _ 4 4 )
b) N1 - \6’ = V25000 = \5(300° +360° m)/4 \579 +90° 1
Las cuatro raices son:

4 4 4 4
\/575" \/5165° \/5255" \/5345"

C) /1V6 = 4V64Oo = W(3600 R)/4 = 2’\/5900 3 k= O, 1, 2, 3
Las cuatro raices son:

22 =2V2 22 =2V2i 2V2 4. =242

3 . _ 3 _ _ . _
D N8I = N8y = 2900 + 360° /3 = 230° + 12005 K =0, 1,2
Las tres raiCeS Son:

2= N3+ 2.=-N3 +i 2, =-2i
6
©) (23 + 2i) = (d,50 = 40960y, = 4096, = 4096

£) (3 = 41> = Gp60 5207 = 125900 36 = 1255000 36

n=0,1,23

232 g0 = 2721

Unidad 6. NGmeros complejos
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Calcula y representa graficamente el resultado:

1_- 3 3 .
=L b) 4/~
'\/g+i 2—1
3
- ) 49,
V3 + i 250 2 Josse 4 Jgsse | 4 Jiase
=ﬁ(cos 135° + i sen 135°) =
4 11
il 4
\/5( V2 .\/E) 11 -1
= A2 g s s T o
4 2 2 4 4
b A1 _3[avnGern =§/1+5i =2}L+i¢ _
2—1 Q- Q+1) 5 5 5
6
3 1 6
IR S
5 Ja1es0 VA5 1o 34+ 3600 01/3 5 230510 + 120° &
Las tres raices SOon:
62 X
- = 0,785 + 0,347i 4
5 230 51"

6 - =
A2 — 0,693 + 0,56i Wk
5 1430 51 ¥

62
= = 0,092 — 0,853i
5 263° 51

Calcula y representa las soluciones:

a) V4 — 437 b) {-16 o isi

3
AN 4 - i3 = 83000 = 2300° + 360° £/3 = 2100° + 120° kb k=0,1,2

Las tres raices son:

2,000 = —0,35 + 1,97i X
2,500 = —1,53 — 1,261 o\
2,400 = 1,88 — 0,681 ; S

Unidad 6. Nmeros complejos
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4
DY V=16 = V16,500 = 21500 + 3600 /4 = 2450 + 900 43 £ = 0,1, 2,3
Las cuatro raices son:

245 = V2 + V2i 2550 = N2 + V21

T~
.

2250_ '\/7_'\/51 23150=’\/E_’\/51 2 T
3 , 3
o Vsi = V8900 = 2900 + 360° /3 = 2300 + 1200 3 # = 0, 1, 2 -
Las tres raices son:
2300 = V3 +i 21500 = N3 + i 2700 = =21 :
Pagina 163
20 | Calcula pasando a forma polar:
4
) (1+i\3) b) (-1-1V3)° (V3- 1) oVN-2+23i
»—32 ) 64 HV-1—i

a-93

3— [2-2i
® - WNS

) (1+iV3) = (2400)° = 25000 = 32(cos 300° + i sen 300°) =

=32(%—§i)=16—16\/§i

D) (1= V3 ) (V3 = ) = 2,000 (2y300) = (64, 4500) (23500) =

= (640) (23500) = 128550 = 128(cos 330° + i sen 330°) =

=128 (@ +17) 643 — 64i

4
= 2
N2+ 2V3i - V4 120° “/7(1200 +360° /4 = V27300 4 900 ke

=\/530°+90°le; k=0,1,273

N~

C

Las cuatro raices son:

\/Esoc’: \/7 \/7

5

=_ +

R

oy ol
N|§‘ .

V2 50
_g V2 300° =

\/5210" ==

NES

.

Unidad 6. NGmeros complejos

26




21

Unidad 6. Nmeros complejos

UNIDAD | 6

0 s _ 8o _ Bge _ 8o =( 8 ) _ (i) _
A-05 N2y, 4V255  4V2 4N2 )z \N2 220

135°

\/52250 = \2(cos 225° + i sen 225°) = \/E(_ﬁ _ ﬁz) -1

2 2

6 0 6

e) —6 = V64180° = @(1800 +360° £)/6 = 2300 +60° k> k= 07 17 27 37 47 5
Las seis raices son:
2,0 = V3 +1 2000 = 2 21500 = —V3 + i

2100 = _\/g — 2700 = =2 23300 = \/g —

 _ 4/ 4 4
HN-1-1i = \52250 = \/5(229’ +360° k)/2 \/5112" 30" + 180° &’ k=0,1

Las dos raices son:

i . P ‘
V2,0 30 = —0,46 + 1,1d \/52920 30 = 0,46 — 1,1
i e ~ ~

8 N=i = Nyee = Lapoe + 360° ko3 = Looo + 120045 # =0, 1,2

Las tres raices son:

logo = i 121OO=—£—11' 1 o=£—li
2 2 330 2 2
) ' 2-2i =4’2\/7315° z(l) =(1,i) =
=3+ 3i 3\/71550 3 /180° 3 Ja1so° + 360° k)2

=(wi)  k=0,1
3 90° + 180° k&

Las dos raices son:

( [2) [2 ( /2) [2
— =A|—i — =—-\|—i
3 90° 3 3 o700 3

Expresa en forma polar z, suopuesto —z, y su conjugado z en cada uno de
estos casos:

) z=1-3i b)z=-2-2i ) z=-2V3+2i
Dz=1-V3i=20; 2=-1+V3i=2,. Z=1+3i=2

b)z=-2-2i=2V2 5 —2=2+2i=2V2 5 T=-2+2i=2V2 4

O z=-2\3+2i =45 —z=2V3-2i =4, T=-2V3-2i=4,,

27
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Representa los poligonos regulares que tienen por vértices los afijos de las si-
guientes raices:

) V7 »S8C1 N2 + 2

3 _ _ . _
ORTES N loge = Leope + 3600 k15 = Lige v 7205 #=0,1,2,3, 4
Las cinco raices son:

Ligo loge Lyse  lopzee Ispee

Representacion del poligono (pentigono):

TN

A\

“ [\

~—1 7

6 6
DY N=1 = Nyg0 = Laagoe + 360 ko6 = L3004 60°5 #=0,1,2,3, 4,5
Las seis raices son:

1 1

30° 90° 150 210° 1 270° 330°

Representacion del poligono (hexagono):

7 \|\
/1

— |

AN

|
4 . 4 4
C) 2\/§ + 2 = ‘\ 4300 = \/? (30° + 360° k)/4 = ‘\/570 30" + 90° k> k= 0, 1, 2, 3

Las cuatro raices son:

V2 V2 V2 V2

7° 30! 97° 30 187° 30' 277° 30

Representacion del poligono (cuadrado):

AN

Unidad 6. NGmeros complejos
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Ecuaciones y sistemas en C

23 |Resuelve las siguientes ecuaciones y expresa las soluciones en forma biné-

mica:
aA)z2+4=0 b)z2+z2+4=0
0)z2+3z+7=0 dz?2-2z+1=0

A22+4=0 > 22=-4 > z=2\_4 =+2§

z, =2, z,=2i

—1+V1-16 _ —1x\-15 _ -1+ 15
2 2

b z?+2z+4=0 > z = 5

1 N5, 1 A5,

1 2 2 ) 2 2 >
D4z iTo0 2o DEN9-28  3aN19 3219
2 2 >
3 19 3 19 .
F1T Ty Ty b 2T ?+ S

2 2 2
z =l—£i z =l+£i
22772 20 2
24 |Resuelve las ecuaciones:
a)z3+32=0 b)iz3-27=0
0)z3+8i=0 dizt+4=0

D2 +32=0 = 2°=-32
5 bl
Z = N=32 = V32500 = 201800 + 360° /5 = 2360+ 72045 R=0,1,2,3, 4
Las cinco raices son:
236° 21080 21800 25500 2324°
b)izd —27=0 — 22+27i=0 — 2z3=-27i
3o, 3o L _ o
z=N=27i = 272700 = 3(2700 +360° k)/3 3900 +120° k> k = O, 17 2

Las tres raices son:

3900 32100 33300
3 o 3o 3 _ _ b
0z +8i=0 > z=7\=8i = \/82700 = 20900 + 360° k)3 = 2900 c100 ks R=0,1,2

Las tres raices son:

2600 = 21 2

e =—N3 -0 25.=V3—i

90°

Unidad 6. Nmeros complejos 20
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Dizt+4=0 - 24 -4i=0 - z*=4i

90°
Las cuatro raices son:

V2,00 50 = 1,3 + 0,50
\/Ezor 50 = 1,3 =050

(90° + 3600 R)/4 = \/EZZO 30' + 90° /@’ ]e = 07 1, 2, 5

\/51120 30 =05+ 1,3
\52920 50 = 05— 1,30

Resuelve las siguientes ecuaciones en C :
b)z2-2z+5=0
d)z4+1322+36=0

aA)z2+4i=0

©)2z2+10=0

D2+ 4i=0 = 22 =-4i = z=N-4i =Vdye = 2=20700, 3600 oy #=0,1

Z) = 21350 25 = 23150

b)z?2-2z+5=0 = z

2+V4-20

2241y

2

zy=1-2i, z,=1+2i

2+N-16 _
2

2

0)22z2+10=0 > 22%2=-10 > 2?2=-5 > z=4+V5i

z, =-=N51, zz=\/§i
dzt+1322+36=0
z2=1

P2+ 13t+36=0

t
2

22=—4 > z=42i

z?=-9 - z=43i

_ 134169 - 144 _ -13+5

Las soluciones son: 2i = 25 =20 = 2,200 31 = 300 =31 = 3,70

Obtén las cuatro soluciones de las siguientes ecuaciones:

b)z4+16=0

Dzi-1=0 - 2i=1 5 z=31=31_ =1

a)zi-1=0

Las cuatro raices son:

1o =1

19O°

=i 1

0°

180° —

)z4-8z=0

360° k/4

-1

1 k=0,1,23

90° k>

Lysge = —1

b2t +16=0 — 2z%=-16 — 2=3=16 = V16,50 = 2015800 + 360° /4 =

=2

45° + 90° k>

k=0,1,2,3

Unidad 6. NGmeros complejos
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Las cuatro raices son:

2450 = N2 + V21 2,55 = V2 + V2i
250 = N2 — V21 2550 = V2 —V2i

z=0
4_ gy = 3_g)= ,
)z1-82=0 - z(z3-98) 0<z=§/§
V8 = 80 = 263600 3 = 212045 #=0, 1, 2
Las soluciones de la ecuacion son:

0 2p=2 2000 = -1+ V31 2, =-1-V3i

Halla los nimeros complejos z y w que verifican cada uno de estos siste-
mas de ecuaciones:
z+w=-1+2i Z+2w=2+1
a . b
Z—w=-3+4i

iz+w=5+5i

zZ+w=-1+2i ) .
a) ) Sumando miembro a miembro:
Z—w=-3+4i

2z =—4+6i > z=-2+3i
w=1+2)—-(2+3)=1-1
Solucion: z=-2+3i;, w=1-1i
Z+2W=2+1

b) ) Multiplicamos por -2 la 2.* ecuacion y sumamos:
iZ+w=5+5i

z+2w=2+1i
—2iz — 2w = —-10 — 10i

-8 —-9i
1-2i

}(1—21’)z=—8—9i—>z= =2-5;
2+i-Q2-50) 6i
w = = =

Solucion: z=2-5i; w=3i

PARA RESOLVER

Calcula m para que el nimero complejo 3 — mi tenga el mismo moédulo

que 2\/§+\/gi.
13— mi| =No+m? | Vo+m2 =5 - 9+m?=25 - m?=16

|2\/§+\/§z‘|=5 m = +4

Hay dos posibilidades: m=-4 y m=4

Unidad 6. Nmeros complejos
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Halla dos nimeros complejos tales que su cociente sea 3, la suma de sus ar-
gumentos 7/3, y la suma de sus médulos 8.

@ Lldmalos r y sg ¥ escribe las ecuaciones que los relacionan:

r
?g =3, (0° es el argumento del cociente, 0.—B3=0°); r+s=8 y o+f=

wla

=3
s
r+s=38
s

o+ =

g 3
o-pB=0°
Hallamos sus modulos:
=3 r=3s
S
rigog | 3SHs=8 45=8 s=2 r=6

Hallamos sus argumentos:

T

+p==
“rp 3la=p 28=L; =2, a=L
3 6 6

oa-pB=0

Los nimeros serdn: 0 6 Y 26
El producto de dos nimeros complejos es 2,,. y el cubo del primero divi-

dido por el otro es (1/2),.. Hallalos.

Llamamos a los nimeros: z=7, y w = s

res =2
©Sg = 2900

R
SB - EOO

30— B =90°

r-s=2 5 1 2-13=2
1 T r~275=2—>7’4=1%r=< 7T -
— 5 s=2s3 —1 (no vale)

+ [ = 90°
“+p=9 }—>40c=90°+360°/e—>
30— B =0°

a=w7 k=012 3

4

B=90°-a

Unidad 6. NGmeros complejos



Hay cuatro soluciones:

= = 3=9. =
z; = 1y 30 — W 2z, 2 167" 30 267° 301

2, = L0 30 = Wy = 23370 3
23 = Lygpo 30 = W3 = 26070 300 = 22470 30
24 = Lygpo 30 = Wy = 25770 30 = 24570 30

31 |El producto de dos niimeros complejos es —8 vy el primero es igual al cua-
drado del segundo. Calcilalos.

z-w Z =8| ,3=-_3
zZ=w

3o 3o
W=N=8 =N8gp0 = 2(180o +360° /3 2600 4 120010 R=0,1,2
Hay tres soluciones:
Wy =200 > 2 = 4500
Wy, = 21500 —> 2, =45 =4

Wy = 23000 = 23 = dg00 = dpg00

32 | De dos niimeros complejos sabemos que:
¢ Tienen el mismo médulo, igual a 2.

e Sus argumentos suman 171/6.

¢ El primero es opuesto del segundo.
¢Cuales son esos nimeros?

Llamamos a los nimeros: z=7, y w= Sg
Tenemos que:

r=s=2
171 23 23 11
20, = + == ==
0€+B=177n S2= =t o 1275—)[3 o "

Por tanto, los ndmeros son: Lawia ¥V 211012 © bien 1,1, v 2530/12

33 |Calcula cos 75° y sen 75° mediante el producto 15, - 1 5.

Lyge * 1450 = 1550 = cOS 75° + i sen 75°
o o o o \/7 \/E \/E
130+ 1450 = (cos 30° + i sen 30°) (cos 45 +zsen45)—(7+?z -t =
IR INR P R PR (L)
4 4 4 4
Por tanto:

G-z Gz
4

cos 75° = — % sen 75°

Unidad 6. Nmeros complejos
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Halla las razones trigonométricas de 15° conociendo las de 45° y las de 30°

mediante el cociente 1 450 ° 1 300°

Lyso t 1300 = 1450 = cOs 15° + i sen 15°
Lse _ COs 45° + isen 45° _ V212 +i(V2/2) _ V2 +iV2 _
1300 cos 30° + i sen 30° V32 + i(1/2) 3+
(N2eiV2)(5-1) _ N6 VZieNGi+NZ _ NGeNZ , NGy
N3+ il b5 i) 3o ? i
Por tanto:
o Vo+\2 o Vo2
cos 15° = ———— sen 15° = ———
4 4
¢Para qué valores de x es imaginario puro el cociente 9;_4_41_1?
x—di | (x—d) - _ x*-4 X
X+ (x+ 1) (x—1) x2+1 x?+1
Para que sea imaginario puro, ha de ser:
x2 —4 _ 2 _ x =2
el it —4—O<x=_2
Halla, en funcion de x, el médulo de z = 1%:;
Demuestra que |z| = 1 para cualquier valor de x.
12| 1+ xi V1 +
Z = = =
1— i 1+ 22
O bien:
co Lt A+xpD+Q+od) _ 1-x?+2x _ 1-x*  2x
1 — xi (1 —xi) (1 + xi) 1+ x2 1+x% 1+ x2

|Z|=\/1—X22+ 2x \? =\/1+x4—2x2+4x2=\/x4+2x2+1=
1+x?2 1 +x? (1 + x2)? (1 + x2)?

_ (1+9¢2)2=\H=1

(1 +x?)?

x + 20
4-3i

Calcula x para que el nimero complejo que obtenemos al dividir

esté representado en la bisectriz del primer cuadrante.
@ Para que a + bi esté en la bisectriz del primer cuadrante, debe ser a = b.

x+2i  (x+2)(4+30)  4x+3xi+8i-6  4x-6 . 3x+8i

4-30  (4-30)(4+30) 16+9 25 25

Unidad 6. NGmeros complejos
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Ha de ser:

4x—-6 _ 3x+8
25 25

— 4x-6=3x+8 = x=14

Pagina 164
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Halla dos nimeros complejos conjugados cuya suma es 8 y la suma de sus
modulos es 10.

zrz=8 Como |z| = |Z] = |z| =5
|z| + |Z| = 10

Si llamamos:

z=a+bi - Z=a-bi

z+zZ=a+bita-bi=2a=8 = a=4

|z|=|Z| = Va2 + b2 =16+ b2 =5 = 16+ bH2=25 —

= b?=9 - b=1£V9 =3
Hay dos soluciones:
2 =4+30 > Z =43

zZ,=4-31 = Z,=4+3i

La suma de dos nimeros complejos es 3 + i. La parte real del primero es 2,
y el producto de ambos es un nimero real. Hallalos.

Llamamos z=a+bi y w=c+di
Tenemos que:
{z+w=3+i {a+c=3
a=2 = c=1 b+d=1
zrw=Q+bi) (1 +di)=2+2di+ bi+ bdi*= (2~ bd) + 2d + b)i
Para que z - w sea un nimero real, ha de ser 2d + b = 0.

b+d=1 d=-1

Por tanto, } 5 Los numeros son: z=2+2i; w=1-1i
=2

b+2d=0

Representa graficamente los resultados que obtengas al hallar V—2-2i Yy
calcula el lado del triangulo que se forma al unir esos tres puntos.

3 - 35 _ _
N=2-2i = \/82250 = \Eezs" +360° k)/3 = \/5750 +120° &
Las tres raices son:

7= V255 2, = N2 g5, 7= V255

Unidad 6. Nmeros complejos
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Para hallar la longitud del lado, aplicamos el teorema del coseno:

lz=(\/§)2+(\5)2—2\/§'\/§ -coleO°=2+2_4(_%)=4+2=6
1=6

Los afijos de las raices cubicas de 8i son los vértices de un triangulo equilite-
ro. Compruébalo.

¢Determinan el mismo tridngulo los afijos de s i, I8 o0 -8 Representa
graficamente esos cuatro triangulos que has obtenido.

3= 3 _ _ o
* N8i = N8yp0 = Zop0 + 3600 /3 = 2300 + 1200 k5 R =0, 1,2
Las tres raices son:

2] = 2500 25 = 21500 23 = 2700

Al tener el mismo modulo y formar entre ellos un angulo de 120°, el tridngulo
que determinan es equildtero.

3 . _ 3 _ _ . _
* N=8i = N800 = 22700 + 360° /3 = 200° + 120° &} R =0, 1,2

Las tres raices son:

21 = 200 2, = 25100 23 = 23500

3 3
s = N8ao = 23600 /3 = 2120083 R =0, 1,2

Las tres raices son:

2= 2 25 = 29500 23 = Zy40e
« s = % = 21800 + 360° k/3 = 2600 + 120065 R =0, 1, 2
Las tres raices son:
21 = 200 25 = 21800 23 = 23000

Unidad 6. NGmeros complejos



e Representacion:

42 | ;Pueden ser Z =2+, z,=2+1, z;=-1-2iy z,=1-2i, las raices de un
nimero complejo? Justifica tu respuesta.
No. Si fueran las cuatro raices cuartas de un nimero complejo, formarian entre ca-
da dos de ellas un angulo de 90°; y ni siquiera forman el mismo angulo, como ve-
mos en la representacion grafica:

i
1
43

Halla los nimeros complejos que corresponden a los vértices de estos he-
Xagonos:

e 1.°" hexdgono:

2, = 240 =2 2, = 2600 = 1+ V3i 2= 2500 = -1 + V3i

-1-+3i 2= 25000 = 1 — \3i

O 300°

24 = 21g00 = 2 25 = 25400 =

e 2.° hexagono:
V3 +i

=3 —i

2 = 2300 = Zy = 2900 = 21 Z3= 21500 = N3 ¥

24 = 25900

Zs = 2700 = =20 Zg = 23300 = V3 —i

Unidad 6. Nmeros complejos
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¢Pueden ser las raices de un niimero complejo, z, los nimeros 2,.., 2,05

2950025440 Y 2316"? En caso afirmativo, halla z.

@& Comprueba si el dngulo que forman cada dos de ellas es el de un pentdgono re-
gular.

28° + 72° = 100° 100° + 72° = 172°
1720 + 72° = 244° 244° + 72° = 316°

Si son las raices quintas de un nimero complejo. Lo hallamos elevando a la quin-
ta cualquiera de ellas:

z = (2552 = 3200

El nimero complejo 3. es vértice de un pentagono regular. Halla los otros
vértices y el nimero complejo cuyas raices quintas son esos vértices.

@ Para obtener los otros vértices puedes multiplicar cada uno por 1.,,.
Los otros vértices serdn:

5112" 5184° 3256° 3328"

El ndmero sera:

2= (3,0 = 243

Una de las raices ciibicas de un nimero complejo z es 1+ i. Halla z ylas
otras raices cubicas.

@ Ten en cuenta que si Uz =1+i > == (1+1i)3.

1+ l = @450

Las otras raices cibicas son:

\5450 +120° = V2 165° V2 165° + 120° \/5285"

Hallamos z:

z=Q+i)P= (\/5450)5 = \/71370 V8 (cos 135° + i sen 135°) =
[

L ) 2+ 2i

Escribe una ecuacion de segundo grado que tenga por soluciones 1 +i y
1-4.

@ Mira el ejercicio resuelto 1 de la pdgina 151.

- +Dx-0=-D=x2-A-Dx-A+Dx+A+)A—-4)=
X-A-i+1+Dx+(1-idH=

X2=2x+2=0

Unidad 6. NGmeros complejos
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Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sean:
a)5i y —5i b)2-3iy 2+3i
a) (x—=50) (x+5i)=0
x*—25i2=0
xX*+25=0
b) [x — (2 = 301 [x — (2 + 30)] = [(x — 2) + 3i] [(x — 2) — 3i] =
=(x-2?%-Gi?) =x—4x+4-9i%=
=x?—4x+13=0

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
z+w=-1+2i ) z—w=5-3i
iz+(1-Dw=1+3i QR+i)z+iw=3-3i

a) Multiplicamos por —i la primera ecuacion:

—iz—iw=1+2 Sumamos miembro a miembro:
iz+Q-Dw=1+3| -iw+A-Dw=i+2+1+3 - (1-2Dw=3+4i

_3+4i _ G+400 +2) -5+ 100

1-2i  12-27 s A
=-1+2i—w=-1+2i+1-2i=0
Solucion: z=0; w=-1+2i
b) Multiplicamos por i la primera ecuacion:
zi—wi=5i+3 Sumamos miembro a miembro:
Q+iDz+wi=3-3i } Zi+Q+Dz=51+3+3-3 —> Q2+20)z=06+2i

_6+2 _ (6+202-2) _16-8i _
T 4— 412 8 -

w=z-5+3i=2-i-5+3i=-3+2i

Solucion: z=2—14, w=-3+2i

Interpretacion grafica de igualdades y desigualdades
entre complejos

Representa.

a)Rez=2 b)Imz=1 c) Rez<0
dD-1<Im=z<3 e)2<Rez<5 ) |z|<3
g) Arg z = 45° h)0° < Arg 2 < 90°

Unidad 6. Nmeros complejos
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a) b)
1
2
19} d
3
9%
7
0
-1
e) 5% H 3
7 /% NN
% /)
v % [ )
—2{// 5 7K
Y /
% w4y
Z
g h) Y
Y
%
45°
|

Representa los nimeros complejos z tales que z +z=-3.

@ Escribe z en forma binomica, siimale su conjugado y representa la condicion
que obtienes.

Llamamos z = x + iy
Entonces: z=x— iy

Asi:

Z+Z=x+iy+tx—iy=2x=-3 — x=—%

Unidad 6. NGmeros complejos
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Representacion:

Representa los nimeros complejos que verifican:
a)z=-=z b) [z+z| =3 o |z-z| =4
ADz=x+iy > Z=x-1y

Z=—z > x—iy=—-x—-1iy > 2x=0 — x =0 (es el eje imaginario)

Representacion:

b z+Z=x+iy+x—1iy=2x

2x=3 — x=3/2

|z+Z] = [2x] =3
2x=-3 — x=-3/2

Representacion:

(38

-2 -1 1

oo

-_3 x=
=73

Az-Z=x+iy—z+1iy=2yi

_ , 2y=4 — y=2
_ = |2vi| = [2y] =4 Y Y
|==F] = |2l = 2yl =4 < D71 TV

Representacion:

Unidad 6. Nmeros complejos

41



53 | Escribe las condiciones que deben cumplir los nimeros complejos cuya re-

presentacion grafica es la siguiente:

a) b) 5 9]
1
-3 1 1 -1%1
3
d &) v 1)
2 .
an "
1 -3 / : 2 3
L2502
-2

@ FEn a), b) y f) esunaigualdad. En c) y d), una desigualdad. En e), dos desigual-

dadles.

a) Rez=-3 b) Imz=2

O)-1<Rez=<1 dDOoO<Imz<?2

—3<Rez<2
f =
){—2<Imz<3 )1zl =3
Pagina 165

CUESTIONES TEORICAS
54 | ;Se puede decir que un niimero complejo es real si su argumento es 0?

No, también son reales los nimeros con argumento 180° (los negativos).
55 |Si z =7, ¢qué relacion tienen con z los nimeros 7, 1000 ¥V 7360°— o

To + 1800 = =2 (opuesto de 2)

T3600 — o, =2 (conjugado de 2)
56 |Comprueba que:

42

bzw==2-

w

Aztw =z+w Q) kz=Fkz con kcR
z=a+tbi=ry, > Z=a-bi=ry_,

= - T o= o~ Aj =

w=c+di rg > w=c di 3600 - B

Dz+r+w=@+o)+b+d)i > ZzFw=(@+c)—-(b+d)i

Zrw=a-bi+c—-di=(a+c)—-(b+d)i=ZFw

Unidad 6. NGmeros complejos



Dyx-w=0 1y g > Z7W=0 Magpo_qep)

Zw = 5600 g 3600 -p = T i py T F W

©) kz = ka + kbi — kz = ka — kbi
kZ=bka— kbi= kz

57 |Demuestra que:
1

1
zl =]
L 2 E 7
_= e = | — = | — - |[—= — = —
z 7 r)_a 7 13600 — a z r |z

58 |El producto de dos niimeros complejos imaginarios, ;puede ser real?
Aclaralo con un ejemplo.

Si. Por ejemplo:

z=1i, w=1

z-w=ii=i*=-1€ R

59 |Representa el nimero complejo z = 4 — 3i. Multiplicalo por i y comprue-
ba que el resultado que obtienes es el mismo que si aplicas a z un giro de
90°.

iz = 4i—3i* =3+ 4i

3 +\|4i
4
/|
)4
oo
N
N
N
4 i

60 | ;Qué relacion existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto?
Se diferencian en 180°. Si el argumento del nimero es @, el de su opuesto es:

180° + o

Unidad 6. Nmeros complejos
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¢Qué condicion debe cumplir un nimero complejo z = a + bi para que
= = la

z

@ Halla i, e iguala a a —bi.
z

l= 1 — Cl—bl = ﬂ—bl =ﬂ_bi

z a + bi (a + bi) (a - bi) a?+ b2

_a _,4 £=g2+b2—>a2+b2=1(m()dulol)
a’+ b? a

_=b _ —b | Ha de tener moédulo 1.

6l2+b2

PARA PROFUNDIZAR

Un pentagono regular con centro en el origen de coordenadas tiene uno de
sus vértices en el punto (\/E , \/E) Halla los otros vértices y la longitud de su
lado.

El punto (\E , V2 ) corresponde al afijo del nimero complejo z = V2 +\2i=2 50
Para hallar los otros vértices, multiplicamos z por 1.,

2, =25 = =091 + 1,78 2y = 2,90 = =197 = 0,31i

2z, = 25610 = —0,31 = 1,97i Z5 = 25330= 1,78 = 0,910

Los otros tres vértices seran:

(-0,91;1,78) (1,97, =031  (=0,31; -1,97)  (1,78; =0,91)

Hallamos la longitud del lado aplicando el teorema del coseno:

[2=22+22-2-2-cos72°
P=4+4-4-031
2=8-124

12 =06,76

[ = 2,6 unidades

Unidad 6. NGmeros complejos
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63 |Si el producto de dos nimeros complejos es —8 y dividiendo el cubo de uno
de ellos entre el otro obtenemos de resultado 2, ;cuanto valen el médulo y
el argumento de cada uno?

z=r,
w=r “r'=8
B o _ rer
_8=818O° Va VB (7' Vl)o(+[3 8180° - {(X+B=1800
2=2,
3
) rd, (3 5 ro_
T T T
B B " 30— B
30— B =0°
Asi:
r/=8
r-r'=8 M r
5 A QRN Y e
ro = 2r . r 2 r
2

o = 45°

0°+B=1800}(x+50c=1800 — 4o =180° — {B Lase

300=f

Por tanto: z = 245, W = 4 350

64 | Calcula el inverso de los nimeros complejos siguientes y representa graifi-
camente el resultado que obtengas:

a) 375/3 b) 2i o)-1+i

¢Qué relacion existe entre el modulo y el argumento de un nimero com-
plejo y de su inverso?

a3l
3035 Opz \3laws \3)sws T

~
[N
57

—T/: i 174e]

Unidad 6. Nmeros complejos
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66

o)-1+i= \/51350

1 e (L)
-1+ A2 V2 i35

135°

. 1 1
Si z=r, entonces — =|—
z

r )360° -

Representa graficamente las igualdades siguientes. ;Qué figura se determi-

na en cada caso?

a) |z—-@A+d| =5

b) [z-(5+2D|=3

a) Circunferencia con centro en (1, 1) y radio 5.

(1,1

U

b) Circunferencia de centro en (5, 2) y radio 3.

o ™N

Escribe la condiciéon que verifican todos los nimeros complejos cuyos afi-
jos estén en la circunferencia de centro (1, 1) y radio 3.

lz—(+] =3

Unidad 6. NGmeros complejos
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AUTOEVALUACION

1. Efectia.
(B-2)-1A+DR-9)
-3+

B-20 - +DQ2-1) _ 9+4i2—12i—(2—i+2i—i2): 5-12i—-3—1i

3+ 3+ 3+
_Q@-130)(3 1) _ -6+ 13i% - 2i + 391 _
(3 +i)(=3~-1 9 —i?
_+dn_ 19 37,
10 10 10

2. Calcula z y expresa los resultados en forma binémica.
—_ + 7
- 211
V2i
_\/g + 7 4
V2i

Pasamos numerador y denominador a forma polar:

r=\m=2

z =

~ 3+i< 1 g 1
go=-——7= — o=150° !
8 NS :
V2i = 2, -3
21500 | vz )i ’
z= N = ( 260°) = 4,00 = 2z =4 (cos 240° + i sen 240°)
90°
1 3
Z=4—E—i75 =—2—2\/gi

3. Halla a y b para que se verifique la igualdad:
5(a-2i) =G +i)(b-1i)
Sa—10i=3b—i*—3i+bi — 5a—10i=3b+1+ (-3 + b)i

5a=3b+1

—10=—3+b} - b=-7, a=-4

Igualando las componentes {

Unidad 6. Nmeros complejos
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4.

Resuelve la ecuaciéon: z2—10z+29 =0

10 £ V=16 10 + 4i z,=5+2i
z= = 0+ l< !

2 2 2,=5-2i

Soluciones: z, =5 +2i, z,=5-2i

+ 2i
Calcula el valor que debe tomar x para que el médulo de ad : sea igual a 2.

x+20  (x+20(A+D)  x+2%+xi+ 20 x—2+(x+2i _X-2 x+2.

1-i Q- +d 1-412 - 1+1 2 2

-2)? 2\2 214 244
Médulo=\/(x2 )+(x;- ) =2 — x2+ =2 - X =4 —

x, =2
— x?2+4=8 > x2=4< 1_

Hay dos soluciones: x; = 2, x, = -2
Xy = =2

Hf}Lla el lado del triangulo cuyos vértices son los afijos de las raices cibicas de
4N3 — 4.

3
2= \4V3 — 4i
Expresamos 4\3 — 4i en forma polar:

NGB+ iR -8

1 o
330
lgo=——"7= — o =330°
V3
, , 2y = 2990
Z="N8330. = \/55300 + 360°%k < 25 = 2300
3 -
23 = 23500
A= z;
0

C=z,

En el tridgngulo AOB conocemos dos lados, OA = OB = 2, y el dangulo comprendi-
do, 120°. Aplicando el teorema del coseno, obtenemos el lado del tridngulo, AB:

AB2=22+22-2-2-2-cos120°=12 — AB =12 =23 u

Unidad 6. NGmeros complejos
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7. Representa graficamente.
a)1<Imz<5 b) |z| =3 Az+z=—4
a) 5
1
b)

Oa+bi+ta-bi=-4 — 2a=-4 — a=-2

-2 1

8. Halla dos nimeros complejos tales que su cociente sea 2,50 Y su producto

r o
— =250 & ?=2; o— B =150
To S =189 — 7 s=18; o+ =90°

o

Resolvemos los sistemas:

/s =2 o—f=150°
r-s=18 o+ B =90°

Obtenemos:
r=06 o = 120°
s=3 = -30° = 330°

Los nimeros son 61200 y 33300. Otra posible solucion es: 65000 Y 31500

Unidad 6. Nmeros complejos
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9. Demuestraque |z-z| = |z|2

z=a+ bi _
- ,}Z‘z=(a+bi)(a—bi)=a2—b2i2=a2+b2
z=a- bi

|z Z| =@+ bD? = a* + b? 2 3]
|z| =VNa? + > — |z|2=(\/m2=a2+b2 ==

= ||

10. Calcula cos 120° y sen 120° a partir del producto Lggo * 130

1900 . 1300 = 1(cos 90° + i sen 90°) - 1(cos 30° + i sen 30°) =

£+.1)=_1+£.

2 ' 2 2!

—_ —_ o ; o —_ 1 —\/g :
Tgge ~ 1300 = 11500 = 1(cos 120° + i sen 120°) = ——+ —i —

2
AL}

2

3 =

1
— cos 120° = —E- sen 120° =

11. Halla el nimero complejo z que se obtiene al transformar el complejo
2 + 3¢ mediante un giro de 30° con centro en el origen.

Multipicamos por 155, = 1(cos 30° + i sen 30°).
2+ 30
1
Z=(2+3i)‘1300=(2+3i) T+l?

z=\/§+%i2+i+¥i

2V3-3 2+3V3
z = + i

2 2

Unidad 6. NGmeros complejos
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