TEORIA Y EJERCICIOS DE DERIVADAS

Definicion de derivada: La derivada de la funcion f en el punto x=a, llamada f prima de a se
denota por f'(a), si existe, es el valor del limite: _ .
flath) - fa) . f@)-fa

f(a) = lm 3 lim ——"—

i

Si f(a) es un numero real, la funcion f es derivable en x=a. Si f(a) no es un numero real o el
limite no existe, la funcion f no es derivable en dicho punto.

Ejemplo: Calcular la derivada de f(x)=x* en x=2:

. (24 h) —f(2) . (24 Ry — 22
f{2) = lim i‘ : L2 = lim [ ) =
h—) |: h 2) Il h
4 4+ 4h + h%) — 4 dh + h? ,
= limn = " = lim Y L fim(h+d) =4
h—0 h Ji—i h h—D0 !

Tasa de variacién media: Supongamos que un coche de formula uno se mueve en una
carretera totalmente recta. A distintas distancias de la salida se registran los tiempos de paso,
obteniéndose la siguiente tabla:

| i _|~,||_ ||_ 1N

En este caso, la posicién y, se puede ver como una funcion f, que depende del tiempo x; es decir
y=f(x).

La tasa de variacion media de la posicidn en el intervalo de tiempo desde el instante 9 al
instante 13.4 es:

U 1.1 1.5 ol 6.2

6.7 ‘

0 2.2 ] 11 12.4 1.4

f(13.2) —(9) 67 — 4.5
= = (.5
134 — 1 134 — 0

En general, la tasa de variacion media de la funcién f en el intervalo [a;b] se define como el
cociente:
f(b)—f(a)

h— n
Esta tasa puede ser positiva (creciente), negativa (decreciente) o nula (constante).

La tasa de variacion instantanea de la funcion f en el punto x=a se obtiene, haciendo tender el
punto b al punto a, en la tasa de variacion media de la funcion f en el intervalo [a;b]; por tanto,
la tasa de variacion instantanea de la funcién f en el punto x=a es

Y
que es precisamente la derivada de la funcion f en el punto x=a. (en este limite consideramos
b=a+h)




Utilizamos la derivada como la variacion de una funcidén en un punto concreto, o en un instante de
tiempo, por eso se considera h como un incremento muy pequefio. Ejemplos de uso en el calculo
de la velocidad y de la aceleracién instantaneas.

Funcion f(a). Derivada de la funcion f'(a)

TVM :tasa de variacion media
Intervalo [.a, a+h]

Ty = &y _ fla+h)-f(a)
Ax h

TV ; tasa de variacion instantanea
Punto de abscisa x=a

fla+ h)-"f(a)
h

Ejemplos de derivadas aplicando la definicién

Hallar la tasa de variacion media de la funcion f(x)=x?+1 en el intervalo [0;3] y la tasa de variacion
instantanea en el punto x=2.

Intervalo [a;a+h] luego f(a+h)=f(3)=3%+1=10 y f(a)=f(0)=0%+1=1

TVM = i—i=—f(a_h)_f(a) —~Tvm=2

Ay f(3)-f(0) 10-1 9
h AX 3-

= =—=3
0 3 3

Calculamos f(x+h) sumando h a las x y respetando el exponente de la variable.
f(x+h)=(x+h)?+1=x?+2xh+h?+1, como nos piden en el punto x=2, podemos sustituir directamente

rayR iy AR gy g JETR)-HE)
h—0 h h—>0 h
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Funcién derivada y derivadas sucesivas
La funcién derivada de f es la que a cada elemento x le hace corresponder la derivada de la
funcién f en dicho punto. Esta funcion se designa por f(x).

Aplicando la formula de la derivada podemos calcular la derivada de cualquier funcion. Por
comodidad utilizamos la siguiente tabla resumen de las derivadas de las funciones mas usuales,
que nos permite hacer lo mismo sin necesidad de recurrir a la definicion en cada caso.



TABLA DE DERIVADAS

Tipo Funcion simple Funcién compuesta
Constante f(x)=k fx)=0,keR
Identidad f(x)=x fx)=1
Potencial | f(x) = x? f(x)=a-x2"" f(x) = £° fy=a-r1.¢
: 1 : f’
Irracional f(x) = ¥x )= —— f(x) = Uf s ——
n _ﬂﬂxﬂ—‘l n- n fn—T
f(x) = ¥ f(x) = eX f(x)=ef Fix)=el .f
Exponencial (x) (x) (x) (x)
f(x) = a f(x)=a*- Ina f(x)=a fix)=al -f-Ina
La denvamos como tipo potencial y le sumamos Es una funcion f elevada a otra funcion g
la derivada como exponencial.
Potencial Potencial Exponencial
exponencial *** Se suele hacer tomando logaritmos no q g1 ; ’g—"—
se aplica esta férmula. D[f }=Q'f s = e g It
D quiere decir derivada
f(x) =In x fi(x) = A f(x)=In f f(x) = f?
Legaritmica 2 ] F
f(x) =lg, x f(x) = f(x) =lg, f f(x) =
X -Ina f-lna
Trigonométricas
Seno f(x)=sen x f'(x) = cos x f(x)=sen f ff(x)=cosf . f
Ceseno f(x) = cos x f(x) =-senx f(x) = cos f f(x)=-senf -
- 7 T - i ) SRR
Tangente f(x)=tgx fX)=1+tg"x= N fix)y=tgf f(x)= [1+tg f)-f = prine
i 1 sy f
Arcosene | f(x)=arc senx |T(X)= 3 f(x)=arcsenf |f(X)= gz
1-x 1-f
ol N, g
Arco coseno | f(x)=arc cosx | (X) = f(x)=arc cosf |f(X)=
2 2
1-x 1-f
Arco f(x)=arctgx |f(X)= ; f(x)=arc tg f fi(x)= i
tangente T g2 1. §2
REGLAS DE DERIVACION
LR - La derivada de una suma de dos funciones es la suma de las
Suma (f i g} =1 g derivadas de estas funciones.
Resta (f-g) =f-g e leabrt ol
La derivada del producto de dos funciones es iqual a la denvada
Producto ( f- g ) = g+ 17 g' de la primera funcion por la segunda sin derivar mas la primera
funcién sin derivar por la derivada de la sequnda.
f R £ f 5 La derivada del cociente de dos funcionas es iqual a la derivada
Cociente [_J I g-1-g de numerador por el denominadar sin derivar menos el
g 2 numerader sin denvar por la derivada del denominader vy, todo
9 ello, dividido por el denominador sin derivar al cuadrado.
Producto por un (a -f) e La derivada del producto de un nimero real por una funcién es
numero = igual al nimero real por la derivada de |a funcidén.
Compaosicién [g{f (X)H = g'(f {X)) + f'( X } Regla de la cadena




Ejemplos basicos de aplicacién de la tabla:
Funcion constante: f(x)=k siendo k un numero real, f'(x)=0

=f{x)=5 f(x)=0 = fx)=-24 f(x)=0
Funcién Identidad: f(x)=x; f(x)=1

Producto por una constante: (a f(x))'= a f'(x)

a=8
:}f(x]=8x:>1|?:x_>r=1 f(x)=8-1=8
Potencial simple: f(x)=x° ; P(x) = ax*"
X7

a L_:.
a) fix)=x® =a=3= f(x)=3-x 2 =f(x)=3x?
b) f(x)=2 x*
Aplicamos la Regla de la Cadena, desde la estructura mas exterior a la mas interior, obteniendo
f(x)=8x>
c) f(x)=2x?-x3 +8x+5
Como son sumas Y restas de funciones, derivamos cada uno de los sumandos
fix) = 2x% = '(x) =8 x° = (%)= "
(x) = f'(x) le_l f(x)=8x = f(x)=8 Sr(x)=8x° _3x2+8
f(x)=x3 = f'(x)=3x? f(x)=5 = f(x)=0

d) f(x) = xi“

Preparamos la funcion expresandola en forma de potencia

a -1
a T
4

fx)=x* = FX) =4 x T o f(x)=4x5 = F(x)=—

e) f(x) = ¥x

Como las raices son potencias, podemos derivarla aplicando la férmula de la derivada de una
raiz o pasarlas a potencia y derivarlas como una potencia.

Como raiz

()=  Fx)z— f(x)=Ix = f(x)=

S s e

a -1

3 —_—

Como potencia

o’ = F=13-x V3 = Fp) =1 628 o Fix)= %
> 3Yx*
Derivadas de Funciones Compuestas

Tipopotencial = | f(x)=f® f(x)=a f21.¢

¢ 3 o .
a) f(x) ={X2 +1) = Solucién: f(x)=6x-(x~ +1)
\a—1
i a [ 5
)= (x2+1)2 = 1= 3| (x2+1)| 7.

I | -}

f S
Calculamos 2 — f(x) = (x? +1) = f'(x) = 2x
-
1 _5(2x +1)
b) f(x)=——— Pl

! \ i B
1‘x2+x+1_} (x* +x+1)



Transformamos la funcién en

7 = (x* =2X+ : =6 —5(2x+1
fx)=( 2+X+1]5:’ Pl ij'(x}=—5(¥2+x+1) (2x +1) :>f'(x)=%
| = (x2+x+‘rl]
Tipo Irracional
;
f(x) =¥f F (%) 2 ———
n-r\an'1
; 2
f[x}:a"xz Solucién: f(x)=33x
o 3
f(x)=§j;2:>|f_x S22 Lol X e X 2;{3 » a8
n=3 —-n-1=2 3 3{)(2)2 3-3x4 3 K«J'; 3;;,;
Tipo Exponencial
Basene = f{x]=ef = f(x)= ef .¥
2
f(x)=eX*°
2. Ls |
f(K}=ex2+5 s fex?yh s TadX = f'{;:-{}:ex + 5.2),; if-{:szex&L 52

{
f.

f

Basen®a = | simple f[x}:ax:;» f'(x):ax -Ina compuesta f(x)=a = f’(:-ﬂ;:a1r -f-Ina

a) f(x) =3* f(x)=3" = f(x)=3"-In3

(x34x!

b) f(x)=5"

:#3”‘_:-' [t=x3+x >r=3x%+1 3
— T )

f(x)=5 Al
la=5 = fx)=5 {3 x2+1)-In5

Tipo Logaritmico

Neperianos = |f(x) =Inx = f'(x) =1 compuesta f(x)=Inf = f'(x) =fT
X

) N f(x)= 2 .7 f(x)= .

ftx}:ln{\x +?J IV Ty B I, R S SES

Cualquier base:
f(x)=lg, x = f(x)= compuesta f(x)=lg, f= f(x)= d

X-Ina f-lne
s 1
f(x)=1 fix)=1 -2 f =
a) f(x) goX (x) g, x=a = (x) s

b) f(x) =1g, (x> +2x|



[ o 5 2
f(x)=|gz[xs+2x):Jf_x LA S T34 2 5 2 3x° +2 L) 3x2 42

a=2 (x3 +2x)-In2 (53 +2x)-In2

Trigonométricas
Seno = f(x)=senf=f(x)=cosf-f

f(x)=sen5x =f(x)=sen5x > f=5x—>f=5=f(x)=cos5x-5 = f(x)=5-cos5x
P f

Coseno = |f(x)=cosf— f(x)=-senf f |

f f
f(x) = cos3x? = f(x) = cos3x? — f =3x? — f'=6x= f(x)=-sen 3x° BX = f'(x)=-6x-sen 3x°

F
cos
a) f(x)=tg7x = f(X)=tgX=>f=Tx—>f=7 :>f'{x}=(1+tgz?x‘)-? :>f'{x}=7-[1—tgz?x']
b) f(x)=tg(4x+5) = f(x)=1g(4x+5)=>f=4x+5->1=4

Tangente = |f(x)=tgf —>f'[x}=['1+tng']-f'=

2¢

. 4
= (X)=—s——
cos“ (4x+5)
Arco seno y arco coseno, solo se diferencian en el signo de la derivada.
f(x)=arcsenf - f(x)= f(x)=arccosf —f(x)= .
1-f 1.2

f(x) = arc senx? = f(x)=arc sen x* — f = x* — f'= 2x
B}
_ 2X o 2%
o —

Arco Tangente

= |f(x)=arctgf f(x)= 5
1+f

f(x) = arctg( x? -1) = f(x) = arctg(x? —1‘.] s f=x2 4y =%

F

= f(x)= — 2 -
wd [l _a)2 f'(x)= =
-—|K _1} 2 i
_— 1_[.:’( _1}
Producto =|(f.g)=f.g+f-g’|
a) f(x):xs -Inx
X f=x> > f=5x i il x )
f(x)=x°-Inx = = f(x)=5x* - Inx + x> - = f(x)=5x* Inx+x*

ey

1

5740 =

5 =Inx—>g== X
c g g== L

b) f(x) = sen x - X



f=senx - f=cosx

f(x) = sen x - e :;,‘ < . & = f'(x) =cos x-e* + sen x-e* = f(x) =e*(cosx + senx)
g:e _)g:e
Cociente :>;i,=%
g/ g
x2.2x |f=3x2-2x > f=6x-2
a) f(x l-—=>
xZ +2 g= X2 +2—}g 2X%
I| f .:.
Bx 2]()( Tz) (3x —Zx}[zx) 6%> +12x —2x2 - 4—(6x 2) 2 o 5O A
f(x)= 5 7 SR
(x? +2] [x + 2} (x% +2)
= =1 %)X -Inx -1 o
l:'“,”_In_)( f{J_In_:;c - f inx—>'f 1/x :f'(x)=['ﬁxl X —Inx ::=f'(x}=1 |P,~.¢
X g=x—->0g=1 )(2 W

Composicion = [g(f{’x‘_]]}’: g’(f(x)) f(x)

a) f(x) = In(senx) Logaritmica f(x) =In senx — f'(x)= fT—> f=senx - f=cosx =f(x)= e
senx

i

b) f(x) = sen(Inx) Seno f(x) = sen Inx —sf(x)=cosf-f >f=Inx -1 = % = f'{x):% cosinx
2

c) f{x]:ln{lnxz} Solucion : f'(x) =
' ¥inx

2

Ejemplo: Calculemos la derivada de h(x) = cos (x?) , donde la funcion L es la composicion de
dos funciones:
{ Fla) a?
g(x) cos ()

Es decir h(x) = g(f(x)). Para derivar h(x) utilizamos la regla de la cadena h’(x)=g’(f(x))f (x)

£ {a)
g () —sen (@)
se tiene que h’(x)= -sen (f(x)) 2x = -sen(x?)2x

Como
2

Ejercicios resueltos:
Calcula las derivadas de las siguientes funciones:




2 = f(X)= 2xcos X’ (seno)
a) f(x) = senx

2 = f(x)=2senx - cosx (potencial)
b) f(x) = sen“x

5 = f'(x)=30x (3x? —2)*
c)f(x)= (3x" -2)°

2X

d) fix) = Yx2 -3 ﬁf'(x):m

e) f(x) = e3**2 =TP) =3 . @52
f)log, (4x +1) T =m
g) f(x) = /x2 - 3x R 2%

h)f(x)=sen®(2x® +2x) f(x)=2. [sen(zxe' +2x3] .cos (2x> +2x)-(6x% + 2

Halla las funciones derivadas de las siguientes funciones:

1 . 0 (7x+1)-1-7 : 7
a)f(x)= = f(x)= () ——
LS (7x+1) (7x+1)
2 1
ey | ik
B =x® = FR)=2x3  Sf()= 2x P = f() =
3 i 3;\'}’;
1 Fi 7 4 AT
2 & A *
o) f(x)=x? - X% f(x)=x3 :>f’{x}=%x3 ::»f’(x)=%x3 :::f’{x}:?v;x
/ 2 ¢ v h o .l!r'
@) 1) =(x-V1-x7 | = £(x)=2(x- V1 || 1+ — 22 J::»f'(x)=2(x-wf*l [ 142
‘ ' ‘ o 2v1-22 - LT
o2 (2x-ezx)—x2—(eﬁx-2x} 2.6% . (x2 1)
e )= R = 1 )=y
X X .
f) f(x) =xcos2x = f(x)=1.cos2x + x[-sen2x}2 = '(X) = cos 2x - 2sen2x
g)f(x)=Incosx ="f(x)= SNy
COos X f’(x): _tg X
=fix)=- ]
1-x ;1+x:: |[1

h) fx) =7 Vi





