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TEMA 1: ESTADISTICA DESCRIPTIVA

1) LA ESTADISTICA: ASPECTOS GENERALES.-
La Estadistica Descriptiva tiene por objeto la recogida, recopilaciéon y reduccion de datos, su
organizacion en tablas y gréficos y el calculo de unos valores que representen al conjunto de datos.
La estadistica estudia las propiedades o cualidades que observamos en los elementos de un
colectivo, que Ilamamos poblacion. Si la poblacion fuese muy grande tomariamos una parte
representativa de la poblacion, que se conoce con el nombre de muestra.
- Poblacién: Todos los elementos susceptibles de ser estudiados.
- Muestra: Una parte de la poblacion.
- Carécter Estadistico: Propiedad que permite clasificar a los individuos de una poblacion,
por ejemplo: el color de los ojos, la altura, la edad, la profesion....
Se distinguen dos tipos de caracteres estadisticos: Cualitativos y Cuantitativos.
Los caracteres estadisticos cualitativos son aquellos que no se pueden medir, por ejemplo:
el color de los ojos, el estado civil, la profesion....
Los caracteres estadisticos cuantitativos son aquellos que si se pueden medir, por
ejemplo: el peso de una persona, la duracién en horas de una lampara, el nimero de dias
que llovié en Vecindario en el mes de Diciembre....
El conjunto de valores que puede tomar un caracter estadistico cuantitativo es lo que entenderemos
por Variables Estadistica. Las variables estadisticas se dividen en dos tipos: Discretas y
Continuas.
Variable Estadistica Discreta: Cuando puede tomar un numero finito de valores o un
namero infinito pero numerable.
Ejemplo: el nimero de hijos de cada familia canaria, nimero de empleados de una fabrica,
nimero de goles marcados por el Vecindario esta temporada. ...
Variable Estadistica Continua: Cuando puede tomar, cualquier valor de un cierto intervalo
de la recta real.
Ejemplo: el consumo de un coche cada 100 KM, el peso de los alumnos de una clase,
presion sanguinea de una persona......
Ejercicio _1: Indica cuales de las siguientes variables estadistica son cualitativas y cuales
cuantitativas. En caso de ser cuantitativas, indica si son discretas o continuas.
Forma geométrica de las sefiales de trafico
La altura de los alumnos del instituto.
NUmero de alumnos en cada aula del instituto.
Tipos de arboles plantados en los jardines de Vecindario.
NUmero de plantas en cada parque de Vecindario.
Litros de lluvia caidos por metro cuadrado en un determinado lugar durante un afo.
NUmero de libros editados en una imprenta durante un mes.
Peliculas que han visto en el cine los alumnos en el Gltimo mes.
Kilémetros recorridos por un coche con 5 litros de gasolina.

mSTe@ e oo o

2) TABLAS DE FRECUENCIAS.-
Consideremos una poblacion de N individuos, de los que estudiaremos una caracter

estadistico A que puede tomar K posibles valores A, A,, A;,...... , Ay
Designamos por n; al nimero de individuos que presenta cada modalidad A, se conoce

como Frecuencia Absoluta de la modalidad A, .
Dividiendo la frecuencias absolutas, n,, por el nimero total de observaciones, obtenemos
n

la Frecuencia Relativa de la modalidad A, , fi = WI

Propiedad: Cuando los valores que puede tomar un carécter estadistico son incompatibles, se
cumple que la suma de las frecuencias absolutas es igual al total de la poblacién estudiada, y la
suma de las frecuencias relativas es igual a 1, es decir:
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K K
don=n+n,+..n =N y
i-1 i=1
La Frecuencia Absoluta Acumulada del valor A, , es la suma de todas las frecuencias
absolutas anteriores a A, mas la frecuencia absoluta de A, .
N, =n, +n, +....+n, Frecuencia Absoluta Acumulada.( p <k)

La Frecuencia Relativa Acumulada del valor A;, es la suma de todas las frecuencias
relativas anteriores a A, mas la frecuencia relativa de A, .

F,=f +f,+...+f Frecuencia Relativa Acumulada. ( p <k)

p

Ejemplo: Supongamos que tiramos un dado 12 veces y obtenemos los siguientes resultados:
1,2,2,6,1,5,3,6,4,4,1,2.

Esta claro que estamos trabajando con una variable estadistica cuantitativa discreta, cuyos
posibles valores son 1, 2, 3, 4, 5, 6; es decir 6 posibles modalidades o posibles resultados, por
tanto en este gjercicio N=12 y K=6

Posibles Frec. Absolutas Frec. relativas Frec. Abs. Frec. Relativas

Resultados n, n, Acumuladas. Acumuladas.
=5 N, F

A =1 n =3 f, =3/12 N, =3 F, =3/12

A =2 n,=3 f, =3/12 N, =6 F, =6/12

A, =3 n, =1 f, =1/12 N, =7 F,=7/12

A =4 n,=2 f,=2/12 N,=9 F, =9/12

A =5 n, =1 fo =1/12 N, =10 F, =10/12

A, =6 Ng =2 fe =2/12 N, =12 F,=12/12=1

Ejercicio 2: Las notas obtenidas por 25 alumnos en un examen de matematicas fueron las

siguientes: 3,9,0,6,6,5,4,3,1,8,7,2,7,10,5,4,5,8,3,5,6,2,9,6, 7.
Construye la tabla de frecuencias.

NOTA. Si la variable estadistica es continua, o0 si a pesar de ser discreta los valores de dicha
variable son muchos, entonces se suelen agrupar esos valores en intervalos.

La Marca de Clase es el valor que ocupa el centro del intervalo y se considera el representante del
intervalo.

Ejemplo: Construir la tabla de frecuencias de las edades de las personas que acuden a un logopeda
a lo largo de un mes, sabiendo que estas edades son: 3, 2, 11, 13,4, 3, 2,4,5,6, 7, 3, 4,
53,2,5,6,27,4,15,21,12,4, 3,6, 29, 13,6, 17, 6, 13, 6, 5, 12, 26.

é:(:azes X_. = marca Fr. Abs. Fr. Relat. Fr.Abs. Ac. | Fr..Rel. Ac.
(Edades) de clase n; f N; F
[0, 5) 2,5 13 13/36 13 13/36
[5, 10) 7,5 11 11/36 24 24/36
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[10, 15) 12,5 6 6/36 30 30/36
[15, 20) 17,5 2 2/36 32 32/36
[20, 25) 22,5 1 1/36 33 33/36
[25, 30) 275 3 3/36 36 1

3) REPRESENTACIONES GRAFICAS.-

Los gréficos estadisticos nos permiten dar una idea visual y global de la distribucion de los
datos. Los mas usados son los siguientes:

a) Diagrama de Barras: Tienen una base constante y una altura proporcional a la frecuencia
absoluta correspondiente, las barras deben estar separadas. Son apropiados para variables
cualitativas y cuantitativas discretas.

Ejemplo: Numero de jugadores de un equipo de baloncesto segun el color de sus ojos (V.
cualitativa)

= T
—

Azules Yerdes Warrones Negros

Si usamos el ejemplo anterior de la tirada del dado (V. discreta), seria

5_
4
3

INARAES

b) Diagrama de Sectores: Cada suceso viene representado por un sector circular de amplitud
proporcional a su frecuencia. Son apropiados para variables cualitativas y cuantitativas
discretas.

Para el ejemplo anterior seria:

13%

33%

O Azules
B Verdes
O Marrones

O Negros

47%
7%

¢) Histogramas.- Esta formado por rectangulos en los que las bases son las diferentes clases
y las alturas son tales que las areas resultantes equivalen a las respectivas frecuencias
relativas.
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d) Poligono de Frecuencias.- Se construye a partir del diagrama de barras o del histograma,
uniendo los puntos medios de la parte superior de cada rectangulo.

15 4 Poligono de frecuencias

T
N 7

5 N

0 5 10 15 20 25 30

e) Pictogramas: Son dibujos alusivos al carécter estadistico estudiado y donde el tamafio de
los mismos es proporcional a las frecuencias absolutas correspondientes.

El Pictograma muestra las potencias
de las centrales eolicas_espaiolas,
en megavatios, en los afios 1996 y
1997

f) Cartograma: Mapa de una provincia, region o territorio nacional coloreado en distintos
tonos y colores con unos cuadros al margen que indican su significado.

Castilla y Ledn
= ’4
00 :

'
Castilla-La Mancha
+08

08
1274 etencens

Andalucia

g) Piramide de Poblacién: Se representa graficamente la poblacion clasificada por edad y
Sexo.
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4) MEDIDAS CARACTERISTICAS.-

Para estudiar una distribucién de frecuencias, conviene dar algunas medidas objetiva que
describan el comportamiento de los datos. Se agrupan en las siguientes categorias.

a) MEDIDAS DE CENTRALIZACION.- Aquellos valores que representan a la
distribucion de frecuencias en su conjunto.

a.l) MEDIA ARITMETICA: La media de una variable estadistica es la suma de todos sus
valores dividido por el nimero de ellos. La media de la variable X se representa por X .

_ K
X = Z f.ex, = ”T , donde X; son los valores de la variable.

Ejercicio 3: Calcular la nota media de un alumno que ha obtenido en sus examenes: 7, 6, 3, 3, 1, 5,
9,3, 4,6.

Nota: En el caso de variable agrupada por intervalos, la media se calcula usando las marcas de
clase de cada intervalo.

a.2) MEDIANA: La mediana es el valor de la variable estadistica que divide en dos partes iguales
los individuos de la poblacion, una vez ordenados estos de menor a mayor.

Si el nimero de individuos es impar se toma el valor central.

Si el nimero de individuos es par se hace la media de los dos valores centrales.

Ejemplo: En el ejemplo anterior tenemos 10 notas con lo cual habra dos valores centrales.
Ordenemos primero las notas: 1, 3, 3, 3,4, 5,6, 6,7, 9.

. , 4+5
En este caso los valores centrales son el 4 y el 5, por tanto la mediana sera Me = > =45

Ejemplo: Supongamos que las notas de un alumno son: 5, 3, 7, 2, 6. En este caso tenemos un
ndmero impar.
Ordenamos las notas: 2, 3, 5, 6, 7; y la que ocupa la posicion central es el 5, por tanto Me = 5.

(IMPORTANTE: Los ejemplos que acabamos de ver son para el caso de variables discretas.)

Para datos agrupados en intervalos, la mediana se calcula de la siguiente forma:
1. Se busca el intervalo en el que se encuentra la mediana, es decir es valor que divide a la

distribucion en dos partes iguales. Ese intervalo se denota por [L,, L,,;)

E_NH

2. Me=L, + 2, a , donde a=amplitud del intervalo donde esta la mediana.
n.

Ejemplo. En el caso del logopeda seria:
1. el intervalo donde esta la mediana es [5, 10)

2. Me=5+ (18_13] o5 =727 afios.
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a.3) MODA: La moda de una variable estadistica es el valor que méas se repite, es decir el mas
frecuente, y por tanto el que corresponde al méximo en el diagrama de barras o en el histograma. A
veces puede haber mas de una moda.

Ejemplo: En el caso de las 10 notas de un alumnos, Mo = 3.

Para datos agrupados en intervalos (variable continua) la Moda se calcula de la siguiente forma:
1. Se busca el intervalo modal, es decir aquel donde la frecuencia absoluta es mayor.

Llamaremos [L;, L;,) adicho intervalo.

A
2. Mo=L, + L lea donde: a=amplitud del intervalo.
A +A,

Ay =n;—n,
A, =n; =N,y

Ejemplo: El peso de 50 recién nacidos en una semana en un hospital viene dado por la siguiente
tabla:

Peso en Kg. [25,3) [3, 3.5) [3.5,4) [4, 4.5)

N° de nifios 6 23 12 9

Esta claro que el intervalo modal es este caso es el intervalo [3, 3.5) y suamplitud a=0.5

Enestecaso A, =23-6=17 y A,=23-12=11 Por tanto:

17
17+11

Mo:3+( j00.5:3,3

Ejercicio 4: La distribucion de las edades de los jugadores que intervienen en una determinada
competicién deportiva es:

Edad | 18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28 |29 |30 |31 |32 |Total

N° 3 |6 |11 |19 |32 |36 |2 |18 |8 |10 |3 |5 [1 |O |2 180

Calcula la media, mediana y moda.
Ejercicio 5: La altura de los 30 alumnos de un aula viene dada por la siguiente tabla:

Altura (cm) [140,150) [150,160) [160,170) [170,180) [180,190)

N° alumnos 2 5 12 8 3

Calcula la altura media de dicha aula, asi como la moda y la mediana.

b) MEDIADAS DE POSICION.- Estas medidas dan los valores de algunas posiciones de
interés en el conjunto de los datos.

b.1) CUARTILES: Si en lugar de partir la totalidad de los individuos en dos mitades (mediana),
lo hacemos en cuatro partes iguales, obtenemos los cuarteles:
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25% 25% 25% 25%

i Ne=02 93

Q, = Cuartil Inferior: es el valor de la variable que deja el 25% de la poblacion por
debajo de él.

Q,= Segundo Cuartil 6 Mediana: es el valor de la variable que deja el 50% de la
poblacién por debajo de él.

Q,= Cuartil Superior: es el valor de la variable que deja el 75% de la poblacion por
debajo de él.

Ejemplo: Calcula los 3 cuartiles de las edades de 12 pacientes que visitan a un dentista:
9,10,27,12,14,21,18,10,20,13,12,18

Ejercicio 7: Hacer lo mismo con las siguientes edades: 2, 3, 3, 4, 6, 8, 12, 15, 19, 20, 25, 27, 35,
40, 48 (fijate que ya estan ordenadas).

Ejercicio 8: Hacer lo mismo con las siguientes edades: 15, 18, 12, 13, 22, 10, 15, 19, 16

EN EL CASO CONTINUO (o datos agrupados por intervalos)
1. Se busca el intervalo es el cual esté el cuartil buscado : [L;, L)

N.E_Ni—l N.E_ i1
2. Q1=Li+Loa ; Q,=Me ; Q3:Li+—100 ea
n n,
Nota: Recuerda que é:l y que Ezg
100 4 100 4

Ejercicio 9: El peso de 50 recién nacidos en una semana en un hospital viene dado por la siguiente
tabla:

Peso en Kg. [25,3) [3, 3.5) [3.5,4) [4,4.5)

N° de nifios 6 23 12 9

Calcular los tres cuartiles
b.2) DECILES: Son los valores de la distribucién que dividen la totalidad de los individuos en 10

partes iguales. Serian D;;D,;D;;.......... ;Dy, donde D, deja por debajo el (K ¢10)%, es
decir:
D, deja por debajo el 10% de los individuos.

D, deja por debajo el 20% de los individuos.

D, deja por debajo el 90% de los individuos.

EN EL CASO CONTINUO vienen dados por la expresion: D, =L, + 10 a
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b.3) PERCENTILES: Son los valores de la distribucion que dividen la totalidad de los individuos
en 100 partes iguales.

N e Niy
100
n.

EN EL CASO CONTINUO vienen dados por la expresion: P, =L, + x|

Nota: Seguramente te habréas dado cuentade que: P, =Q,; P,, =D, =Q, =Me ; P, =Q,

Ejercicio 10: Las edades de lo 240 pacientes que pasaron por el servicio de urgencias del hospital
insular en un dia, vienen dadas por la siguiente tabla:

Edad | [0,10) | [10,20) | [20,30) | [30,40) | [40,50) | [50,60) | [60,70) | [70,80) | [80,90) | [90,100)

No° 32 28 20 15 10 40 45 25 15 10

Calcula:
a. Laedad media de los pacientes.
b. Lamoday la mediana.
c. Q, vy D
d Ps. Q. Dgy Py

¢) MEDIDAS DE DISPERSION.- Estas medidas, nos indican si los datos estan muy
agrupados en torno a un valor central o si por el contrario estan muy dispersos respecto a
este valor. Generalmente si estas medidas estan préximas a 0, es por que los datos estan
agrupados, Yy si por lo contrario estan lejos del 0, estan dispersos, (aunque estar cerca y
lejos de O siempre es muy relativo).

¢.1) RANGO o RECORRIDO: Es la diferencia entre el mayor y el menor valor de una variable
estadistica.

Ejemplo: Supongamos que las notas de 8 alumnos son las siguientes 3, 3,5, 6,7, 7, 8, 9.
Rango=9-3=6
c.2) VARIANZA: Se define como:

—2

V =52 =%oi(xi —>_<)2 =3, o(xi —>_<>2 = f ex’ X :¥_X

Es decir; Varianza = Media de los Cuadrados — Cuadrado de la Media.

¢.3) DESVIACION TIPICA: Es la raiz cuadrada positiva de la varianza. Se denota por s.

Es el parametro de dispersion mas utilizado, y ademas viene dado en las mismas unidades
que los datos, cosa que no ocurria con la varianza.
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c.4) COEFICIENTE DE VARIACION DE PEARSON: Se define por C,, =

< || »

Medida util para comparar distribuciones distintas, este coeficiente no depende de las
unidades en que se midan los valores de la variable y suele expresarse en porcentaje. Este

coeficiente no es muy util si X estd proximo a cero.

Ejemplo: Las notas de un examen realizado por 30 alumnos, son las siguientes:
53,4,1,2,8,9,8,7,6,6,7,9,8,7,7,1,0,1,5,9,9,8,0,8,8,8,9,5, 7.

Calcula el Rango, Varianza, Desviacion tipica y Coeficiente de Pearson.

Solucién:
Notas ( X; ) n, X; o n, x> en,
0 2 0 0
1 3 3 3
2 1 2 4
3 1 3 9
4 1 4 16
5 3 15 75
6 2 12 72
7 5 35 245
8 7 56 448
9 5 45 405
N =30 D x en, =175 > % en, =1277
_ X. o N.
Rango=9-0=9 I\/Iedia:x:Z : ':175:5,83
N 30
, 2xien — 1277 )
V=s5"= =N X = =0 (5,83) =4257-3399=858 = s=,/858=2093
P = i = @ = 0’5
x 583

Nota: Si los datos estan agrupados en intervalos utilizo las marcas de clase para calcular las
medidas de dispersion.

Ejercicio 11: Durante el mes de Julio, en una determinada ciudad canaria, se registraron las
siguientes temperaturas maximas: 32, 31, 28, 29, 29, 33, 32, 31, 30, 31, 31, 27, 28, 29, 29, 30, 32,
31, 31, 30, 30, 29, 29, 30, 30, 31, 30, 31, 34, 33, 33.

Forma la tabla de frecuencias

Representa graficamente la distribucion

Calcula la media, mediana y moda

Calcula el cuartil inferior y el superior

Calcula el recorrido, la varianza y la desviacion tipica

o0 o

Ejercicio 12: El peso de 50 recién nacidos en una semana en un hospital viene dado por la
siguiente tabla:

Peso en Kg. [25,3) [3,3.5) [3.5,4) [4,4.5)

N° de nifios 6 23 12 9
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a. Representa graficamente la distribucion mediante un histograma y un poligono de
frecuencias.

b. Calculala media, la moda y la mediana

Calcula la varianza y la desviacion tipica

d. Calcula P,; D, y P,

134

Ejercicio 13: Se aplico un test sobre “satisfaccion en el trabajo” a 88 empleados de una fabrica
obteniéndose los siguientes resultados:

Puntuacion | [38,44) | [44,50) | [50,56) | [56,62) | [62,68) | [68,74) | [74,80)

NO
trabajadores ! 8 15 25 18 9 6

a. Calcula la media, moda, mediana, rango, varianza, desviacion tipica y coeficiente de
Pearson.

b. Calcula el tercer cuartil, Py, y D,

Ejercicio 14: Los saldos deudores de 12 clientes de una empresa en miles de euros son:
120, 25, 131, 32, 117, 27, 142, 30, 130, 122, 28, 25
a. Representa graficamente estos datos.
b. Calcula su media y desviacion tipica y explica porgue es tan grande la desviacion tipica.

Ejercicio 15: En una poblacion de 25 familias se observo la variable estadistica X = “numero de
coches que tiene cada familia” obteniéndose los siguientes datos:
0,123/10,1,1,1,432,2,1,12211,1,2,1,3,2 1

Construye la tabla de frecuencias de esa distribucion

Construye el diagrama de barras correspondiente.

Calcula la moda, mediana y desviacion tipica.

Calcula Q,, Q, y D,

o oo

Ejercicio 16: Al estudiar la distribucion de las edades de una poblacion, se obtuvieron los
siguientes datos:

Edad [0,20) [20,40) [40,60) [60,80)

N° personas 15 $? 15 16

Como puedes ver se ha extraviado el dato correspondiente al intervalo [20,40)
a. ¢Cual seria ese dato si la edad media fuese de 35 afios?
b. ¢Cudl seria la desviacion tipica si ese dato fuese 16? Interpreta el resultado.
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TEMA 2: DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES

1) INTRODUCCION.-

Al hacer el estudio estadistico de un colectivo, puede ser que en cada observacion se
considere un solo caracter, obteniéndose una variable estadistica unidimensional; o bien se
estudien dos 0 mas caracteres de un mismo individuo, obteniéndose asi variables estadisticas
bidimensionales o multidimensionales, respectivamente.

Es el caso del estudio de la talla y el peso de un recién nacido, la edad y la presion arterial
de una persona, los ingresos y gastos de una familia, las calificaciones en varias asignaturas de un
curso, etc.

En este tema s6lo consideraremos el caso del estudio de dos caracteres, obteniendo para
cada individuo dos valores que nos permitiran establecer una serie estadistica doble, que recibira el
nombre de distribucion bidimensional.

Tablas de Frecuencias.
Sean Ay B los dos caracteres que estamos estudiando. El caracter A define una variable

estadistica X de valores X;X,;.....;X, (n modalidades) y el caracter B define otra variable

n

..... ;Y (m modalidades). A cada individuo de la poblacion se le

estadistica Y de valores Y;;V,;
asigna un par (xi VY ) Todos estos pares constituyen una serie estadistica doble, que nos permite

construir una tabla de frecuencias absolutas de doble entrada que recibe el nombre de tabla de
frecuencias o tabla de correlacion.

Si n; es el nimero de veces que se presenta el par (Xi;yj), a n; se le denomina frecuencia

absoluta conjunta de (xi Y )

Ejemplo: El Celta y el Deportivo han jugado entre ellos 38 partidos en primera division,

cuyos resultados estan reflejados en la siguiente tabla:

(MRCCETAS [y =0 [ y,=1 | vi=2 | vi=3 | vo=h | et

X
(X) DEPORTIVO l l

X, =0 5 3 6 4 3 A =21

X, =1 2 3 1 1 2 A =9

Xy =2 2 1 2 1 0 A =6

X, =3 0 1 1 0 0 A =2

Frec. Ausol. nl)argmales deY B1 =9 52 =8 B,= 10 84 =6 B, =5 N =38

Las frecuencias absolutas marginales de X indican el nimero de veces que el Deportivo
consiguid 0, 1, 2 6 3 goles, vy las frecuencias absolutas marginales de Y indican el nimero de veces

que el Celta consigui6 frente al Deportivo 0, 1, 2, 3 6 4 goles respectivamente, verificandose que:

A = Z n; Frecuencia absoluta marginal de la variable X.
j

B; = Z n; Frecuencia absoluta marginal de la variable Y.

N = ZZnij = Z A = Z B, Numero total de individuos de la poblacion.
i j 1 J
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n.
Si llamamos frecuencia relativa del par (xi : yj) a la razén fij = ﬁ podemos construir

otra tabla en las frecuencias relativas de cada par:

(MRCCELTAS |y, =0 |y, =1 | y;=2 | ¥,=3 | y;=4 | [SeR
X
(X) DEPORTIVO
} |
x, =0 5/38 3/38 6/38 4/38 3/38 21/38
X, =1 2/38 3/38 1/38 1/38 2/38 9/38
Xy =2 2/38 1/38 2/38 1/38 0 6/38
X, =3 0 1/38 1/38 0 0 2/38
Frec. Relat. marginales de Y > 9/38 8/38 10/38 6/38 5/38 1

2) DISTRIBUCIONES MARGINALES Y CONDICIONADAS.-

La Distribucion Marginal de la variable X, en una distribucion bidimensional (X, Y) viene
definida por los valores que toma dicha variable y las frecuencias de los mismos,
independientemente de los valores de la otra variable Y.
Analogamente se define la distribucién marginal de Y.

En nuestro ejemplo anterior, las dos distribuciones marginales vendran dadas por las

siguientes tablas:

X Frec. absoluta marginal Frec. relativa
Ai marginal fi

0 21 21/38

1 9 9/38

2 6 6/38

3 2 2/38

X Frec. absoluta marginal Frec. relativa
Bj marginal fj

0 9 9/38

1 8 8/38

2 10 10/38

3 6 6/38

4 5 5/38

La Distribucién Condicionada de la variable Y, condicionada a que la variable X tome el
valor X;, es una variable con frecuencias:

ij

f(Y:yj/X:xi):

Znik

k

En nuestro ejemplo, la distribuciéon condicionada de Y (goles que marca el Celta)
condicionada a que X=0 (que el Deportivo no marque ningin gol) seria:

Y condicionada a que X=0 Y=0/X=0 | Y=1/X=0 | Y=2/X=0 | Y=3/X=0 | Y=4/X=0

Frecuencia relativa

5/21 3/21 6/21 4/21 3/21
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Ejercicio 1: Construye la tabla de la distribucion de X condicionada a que Y=1, también la de Y
condicionada a que X=2.

3) REPRESENTACIONES GRAFICAS -

A partir de la tabla estadistica correspondiente a una distribucién bidimensional se puede
obtener su representacion grafica. Entre los distintos tipos de representaciones nos referiremos a
dos de ellos:

- Diagrama de Dispersion o Nube de Puntos: En un sistema de referencia cartesiano se
asigna un caracter a cada uno de los ejes; sobre él se indicaran los puntos correspondientes a los

pares (xi;yj), y en cada uno de ellos realizaremos una representacion que muestre su
correspondiente frecuencia.

40 o]
O
.
S

0 o o b

Goles de la U.D. Las Palmas

- Diagrama de Barras: Consiste en fijar un sistema cartesiano tridimensional, representar en
el plano horizontal los caracteres X e Y, y levantar en cada punto (xi VY )una barra paralela al eje

vertical, con longitud proporcional a la frecuencia correspondiente a cada par.

Ejercicio 2: Se ha estudiado el nimero de helados que vende un quiosco, en funcion de la
temperatura, a lo largo de 10 dias siendo los resultados los siguientes:

Temperatura (X) 18 |20 |21 |19 |15 |18 |23 |27 |30 |26

NUmero de helados(Y) |20 |22 |20 |15 |12 |15 |28 |35 |40 |35

Construye las tablas de las distribuciones marginales
f(Y=20/X=18)

f(X=15/Y=20)

Representa la nube de puntos.

VVVYY
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4) PARAMETROS ESTADISTICOS.-

4.1) MEDIAS .- Si en una distribucion bidimensional consideramos las distribuciones marginales
de cada variable por separado, obtenemos dos distribuciones unidimensionales de las que podemos
calcular la media de cada una de ellas:

- Media de la variable X.- Para la distribucion marginal X:

X X, X, | e X
Frec. absoluta marginal Ai A1 A | An
2

Frec. relativa marginal fi

f, P f
n
_ Z X; ® Al n
La media de la variable X serd: x=-""1——— = x. o f.

En nuestro ejemplo anterior, la media de los goles conseguidos por el Deportivo en los 38
partidos disputados frente al Celta, seria:

x=Qeeltledt2eb+3e2 =0o§+1-3+2-£+3-3—28=%=o,710526315

38 38 28 38

- Media de la variable Y.- De la misma forma calculamos la media de la variable Y.

Y Y Y, | e Yo

Frec. absoluta marginal Bj Bl B2 ....... Bm
Frec. relativa marginal fj

f 1 f D TS fm

En nuestro ejemplo la media de goles conseguidos por el Celta seria:

—_009+108+201O+306+405_0.i 8 10 6 5 66
Y 38 38 38 38 38 38

Ejercicio 3: Calcula la temperatura media y la media del nimero de helados vendidos por el
quiosco del ejercicio de la pagina anterior.
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4.2) VARIANZAS.- Considerando las distribuciones marginales:

anxiz ° A n
La Varianza de la variable X: S’ = Ile - (>_<)2 = xi2 of — (;()2
i=1

La Desviacion Tipica es la raiz cuadrada positiva de la varianza: S, = J?f
= 2
2V B n
La Varianza de la variable Y: S? = HT - (9)2 = Z yjof, - (?)2
j=1

La Desviacion Tipica es la raiz cuadrada positiva de la varianza: S, = 1/Sj

4.3) COVARIANZA.- Es un pardmetro especifico de una variable bidimensional. Se llama
Covarianza de un variable bidimensional, con valores (xi;yj), a la media aritmética de los

productos de las variaciones de cada variable respecto de la media. Se representa por S, y su
expresion es:

Zn:i(xi _;()' (yj —9)- N

g - Lt

Xy N

El calculo de la varianza usando la formula anterior suele ser muy complicado, por eso
normalmente usaremos otra formula que se deduce del desarrollo de la anterior:

S,y = Media de los productos — Producto de las medias
n m
PRI

Es decir: Sy = = N —Xey

En nuestro ejemplo:
X ="N° goles marcados por el Deportivo”, Y = ”N° goles marcados por el Celta”

s2 _0-21+1-9+4-6+9-2_(£j2 _51 720 1938 729 1209 _ ..
: 38 38) 38 1444 1444 1444 1444
g2 _0°9+1e8+4¢10+906+16e5 (66 2:256021,773

! 38 38) 1444

S, =4/0,837 =0,915 y S, =+41773=13315

g _0°25+1e3+202+302+4041602+800+900+1260 27 66_-224_ ..
» 38 38 38 1444
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Nota: Observa que la covarianza puede ser negativa, no asi las varianzas. La covarianza indica el
sentido de la variacion conjunta de las dos variables. Si la covarianza es positiva indica que las dos
variables varian en el mismo sentido (si aumenta una aumenta también la otra y si disminuye una
disminuye la otra), y si la varianza es negativa entonces varian en sentido contrario.

Ejercicio 4: Calcula las varianzas, desviaciones tipicas y covarianza en el ejercicio anterior que
relaciona la temperatura y el nimero de helados vendidos por un quiosco.

Ejercicio 5: Se ha preguntado a 8 alumnos que nos digan el nimero de horas de estudio y su nota
alcanzado al final del curso, siendo los resultados los siguientes:

ol
(BN
N
N

Horas estudio (X) 1 3 2 3
Nota Obtenida (YY) 4 6 7 9 8 3 5 6

Dibuja la nube de puntos.

Obtén la tabla de las distribuciones marginales.

Calcula f(X=3/Y=6) ; f(X=2/Y=7) ; f(X=4/Y=9) ; f(Y=9/X=3)
Calcula las medias y las desviaciones tipicas

Calcula la Covarianza

VVVYVYY

5) DEPENDENCIA ESTADISTICA. REGRESION LINEAL. .-

La consideracion simultdnea de dos caracteres induce a pensar en la posibilidad de que exista
una relacion entre ellos. Es evidente que habra casos en los que se pueda considerar que si existe
esa relacién, y habra otros en los que la relacién sea mas bien escasa.

Dependencia funcional

Dependencia estadistica fuerte

Dependencia estadistica débil

)
@ ® ® @ ¢ o e
ed®e L @
© oo CT e e e @
@ ..., .'.
g ®» L @
@ A o @ @
® o o8 o e

Independencia estadistica

En el caso de dependencia estadistica intentaremos ajustar la nube de puntos a una funcion
matematica que se aproxime a ellos. En general puede ser cualquier funcién, pero nos limitaremos
a ajustar rectas a esa nube de puntos. Seran las llamadas rectas de regresion.

Rectas de Regresion.- Denominaremos recta de regresion a la que mejor se ajuste a la nube de

puntos.
La recta de regresion de Y sobre X, nos facilitara los valores estimados de Y conocidos los de X

== eles)

La recta de regresion de X sobre Y, nos facilitara los valores estimados de X conocidos los de Y

x—iz%o(y—y)

y

S S
Nota: — vy —>
Nota y S

2 2
S, v

se denominan coeficientes de regresion.

Mateméticas aplicadas a las ciencias sociales 1, pag.17 de 48



Departamento de Matematicas I.E.S. Agra de Raices

Nota: Tanto la recta de regresion de Y sobre X, como la recta de regresién de X sobre Y, pasan
por el punto (x; y)

En nuestro ejemplo:
—-0155

0,837

Recta de regresion de Y sobre X : y—1,74 = ° (x - 0,71)

Esdecir: y—174=-0185¢(x-0,71) = y=-0,185x+187

Como puedes observar la pendiente es negativa pues la covarianza es negativa, con lo cual
al aumentar una variable disminuye la otra.

Mediante esta recta si sabemos los goles que marca el Deportivo, podemos estimar los
goles que marcara el Celta.

Ejercicio 6: Si el Deportivo. marca 5 goles, ¢cuantos goles marcara el Celta?
Ejercicio 7: Calcula la recta de regresién de X sobre Y.

Si el Celta marca 5 goles, ;cuantos marcara el Deportivo?
Dibuja los dos rectas de regresion.

Ejercicio 8: Se ha preguntado a 8 alumnos que nos digan el nimero de horas de estudio y su nota
alcanzado al final del curso, siendo los resultados los siguientes:

Horas estudio (X) 1 3 2 3 5 1 2 4

Nota Obtenida () 4 6 7 9 8 3 5 6

» Calcula la recta de regresion de Y sobre X.
» (Qué nota se estima que puede sacar un alumno que estudia 2’5 horas?

6) CORRELACION LINEAL.-

Se entiende por correlacion la dependencia que existe entre las variables de una distribucion.
Una medida cominmente aceptada para determinar esta dependencia es el llamado coeficiente de
correlacion lineal.

SXY
S, eS

X y

El Coeficiente de Correlacion Lineal es: r =

El signo de r coincide con el signo de la covarianza S, , puesto que las desviaciones tipicas S,

Xy !
y S, son positivas siempre.

Si r > 0 la correlacion es directa, es decir al aumentar una variable también aumenta la otra.
Si r <0 la correlacién es inversa, es decir al aumentar una variable la otra disminuye.

Por como esta definido, el coeficiente de correlacion siempre toma valores en el intervalo
comprendido entre [-1,1].

Si r =0 las dos rectas de regresion serian paralelas a los ejes y por lo tanto las variables serian
independientes o0 no correlacionadas.
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Si r=1 o r=-1 ambas rectas coinciden y la dependencia seria perfecta, es decir existe
dependencia funcional.

Para los demas valores que pueda tomar r la dependencia estadistica es tanto mas fuerte cuanto
mas cerca esté r de los valores 1 o -1. Si la dependencia es fuerte se dice que la correlacion es
significativa o fuerte. Si los valores de r estan alejados de 1 o -1 la correlacion es débil.

En nuestro ejemplo de los goles entre la U.D. Las Palmas y el Tenerife, el coeficiente de
correlacion es:

r=— 01 _ _gip7
091513315

Como podemos ver la correlacion esta proxima a 0, es decir la correlacion es muy débil, o
casi inexistente por lo que las estimaciones que hagamos no seran muy de fiar. Al ser el
coeficiente de correlacién negativo indica que al aumentar una variable disminuye la otra, es decir
cuantos mas goles marque un equipo menos marcara el otro.

Ejercicio 9: Calcula e interpreta el coeficiente de correlacion para el ejercicio que se encuentra al
inicio de esta pagina.

Ejercicio 10: La distribucién de las edades y la presion arterial de 10 personas es:

Edad ( X) 30 |28 |35 |42 |51 |42 |63 |32 |70 |67
Tension (Y) 11°5 | 11°3 ] 12°5 | 13’5 | 14’6 | 13 16°6 | 12 16’9

» Representa la nube de puntos. ¢Se puede proceder a un ajuste lineal?

» Calcula el coeficiente de correlacion e interpreta el resultado.

» ¢Qué tension se espera gque tenga una persona de 60 afios?

» ¢Cual seria la edad estimada para una persona que tenga 14 de tension?

» Dibuja las rectas de regresion.

Ejercicio 11: Se midié el contenido en oxigeno en mg/I del agua de un lago a distintas
profundidades, obteniéndose los siguientes datos:

Profundidad (en metros) 15 25 35 45 55 65

Mg/l de oxigeno 6’5 5’9 47 3’8 2’7 1’4

» Calcula la recta de regresion del contenido de oxigeno ('Y ) respecto de la profundidad
(X). Dibuja la nube de puntos y la recta de regresion.

> Estudia e interpreta el coeficiente de correlacion entre ambas variables.

» ¢ Qué contenido en oxigeno se puede predecir para una profundidad de 70 metros?

Ejercicio 12: Una fabrica de una cierta marca de refrescos estudio al azar 10 semanas del afio,
observando la temperatura media correspondiente a cada semana y la cantidad de
refrescos pedidos durante las mismas. La informacion obtenida fue la siguiente:

Temperatura media 10 |28 |12 |31 |30 |19 |24 |5 9 15

Cantidad de refrescos 21 (65 |19 |72 |75 |39 |67 |11 |12 |24

» ¢Puede la fabrica planificar su produccion en funcion de la temperatura?, ;de qué forma?
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Ejercicio 13: La siguiente tabla da el nimero de calzado y los pesos de 55 estudiantes. Con estos
datos estudia la dependencia lineal o correlacion entre las dos variables.

Peso 55 60 65 70 75 80 85

N° calzado

39 1

40 3 3 4

41 3 4 6 1

42 8 8 7 2

43 2 1

44 2

Ejercicio 14: El indice de mortalidad ( Y ) de siete grupos de fumadores que consumian
diariamente x cigarrillos, aparece en la tabla siguiente:

N° de cigarrillos X 3 5 6 15 20 40 45

Indice de mortalidad Y 0’2 0’3 0’3 0’5 0’7 1’4 1’5

» Estudia la correlacion entre X e Y.
» ¢Qué mortalidad se puede predecir para un consumidor de 60 cigarrillos diarios?

Ejercicio 15: Las notas obtenidas por 5 alumnos en Matematicas y Mdsica son:

Matematicas 6 4 8 5 3’5

Musica 6’5 4’5 7 5 4

» Determina las rectas de regresion y calcula la nota esperada en Mdsica para un alumno que
tiene un 7’5 en Matematicas.

Ejercicio 16: Una empresa dispone de los datos de la siguiente tabla:

Millones en publicidad | 1 2 3 4 5 6 7 8

Ventas 15 116 | 14 | 18 | 21 | 19 |19 | 21

» Estima las ventas esperadas al invertir 10 millones en publicidad. Explica la fiabilidad de
la estimacion realizada. (Los datos de las ventas son también en millones)

Ejercicio 17: Una distribucion bidimensional de la edad y del peso de unos nifios esta dada por la
siguiente tabla:

EDAD 2 3 5 7 9
PESO 14 20 30 42 46

» Calcula el coeficiente de correlacidn entre las dos variables. Interpreta el resultado.
» Calcula la recta de regresion del peso sobre la edad
» ¢Cual seria el peso estimado de un nifio de 10 afios?
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TEMA 3: CALCULO DE PROBABILIDADES

1) ALGEBRA DE SUCESOS.

1.1) Experimentos Aleatorios y Deterministicos.- Un fendmeno Deterministico es aquel en el
cual conociendo las causas, se pueden prever los efectos, por ejemplo en una reaccion quimica, en
un problema de fisica, etc.

Un fendmeno Aleatorio es aquel en el que no se puede establecer la relacion causa-efecto,
por ejemplo en la loteria, en la tirada de un dado, etc. Un fenémeno aleatorio esta caracterizado por
dos premisas:

a. No se sabe cual ser el resultado.
b. Sin embargo, conocemos el conjunto de los posibles resultados (este conjunto se denomina

espacio muestral y se denota por laletraE ¢ Q)

En la practica no se puede estudiar todas las posibles situaciones de un fendbmeno (requiere
mucho tiempo y dinero), lo que hace la estadistica es considerar una muestra o sacar unas
conclusiones que podran ser aplicables al resto de la poblacion.

Por ejemplo, si una fabrica de neumaticos quiere estudiar la resistencia de los mismos, es evidente
gue no puede probar la resistencia de todos los neumaticos, entonces se escoge un cierto nimero
de ellos y se estudian esos.

Se denomina Poblacion a un conjunto de elementos en los que se estudia una determinada
caracteristica.

Se denomina Muestra a un subconjunto representativo de la poblacién que se aisla para su
analisis estadistico. Es muy importante que la muestra sea representativa para que los resultados
obtenidos se puedan extender con ciertas garantias al resto de la poblacion.

1.2) Espacio Muestral y Sucesos.- Llamamos Espacio Muestral de un experimento aleatorio al
conjunto de todos los posibles resultados del experimento. Se designa por E o Q.
A cada uno de los elementos del espacio muestral se llamara Suceso Elemental.

Por ejemplo, si consideramos el experimento consistente en lanzar dos dados y anotar la
suma de los nimeros que aparecen en las caras superiores, el espacio muestral seria:
E={2,3,45,6,7,8,910,11,12}
Un suceso elemental seria por ejemplo {7} = “que la suma de los dados sea 7”

Distinguimos Distintos Tipos de Sucesos:

- Se llama Suceso de un experimento aleatorio a cada uno de los subconjuntos del espacio muestral
E.

Por ejemplo, si consideramos el experimento aleatorio consistente en tirar un dado, el
espacio muestral seria E = {1,2,3,4,5,6}. Algunos de los sucesos de este experimento aleatorio
podrian ser : A = “salir par” = {2,4,6} ; B = “salir impar” = {1,3,5} ; C = “salir multiplo de 3 “ =
{3,6} ; D = “salir mayor que 2” = {3,4,5,6} ; E = “salir menor o igual que 3” = {1,2} ; etc.

- Suceso Imposible o Suceso Nulo es aquel que no se verifica nunca. Se designa por ¢ . En
nuestro ejemplo anterior, un suceso nulo seria ¢ = {7,10,12}

- Suceso Seguro es aquel que siempre se verifica, coincide con E.
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- Suceso Contrario o Suceso Complementario de un suceso A es el suceso que se verifica
cuando no se verifica A, y viceversa. Se representapor A opor A”.

En nuestro ejemplo anterior A={1,3,5} ; B ={24,6} ; C={1,24,5} ;etc.
Se verificaque: AUA=E vy ANnA=¢

1.3) Operaciones con Sucesos.

- Unidén de Sucesos. Dados dos sucesos A y B de un mismo experimento aleatorio, Ilamamos
Suceso Unidén de Ay B al suceso que se realiza cuando se realiza A o B. Se representa por AUB.

En nuestro ejemplo anterior: BwWC = {1,3,5,6} = “salir impar 0 multiplo de 3”

- Interseccién de Sucesos. Sucesos Incompatibles. Dados dos sucesos A y B de un experimento
aleatorio, llamamos Suceso Interseccion de A y B al suceso que se realiza cuando se realizan
simultaneamente los sucesos A 'y B. Se representa por ANB.

En nuestro ejemplo anterior: B NC = {3} = “salir impar y multiplo de 3”="salir 3”

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, diremos que A y B son Incompatibles si
ANB=¢ (es decir no se pueden verificar a la vez). En caso contrario, es decir ANB=#¢

diremos que Ay B son Compatibles.

En nuestro ejemplo Ay B son Incompatibles y By C son Compatibles.

- Diferencia de Sucesos. Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, llamamos Suceso
Diferencia, y se escribe A-B, al suceso formado por los sucesos elementales de A que no son de B.

En nuestro ejemplo A-C={2,4}

2) EXPERIMENTOS COMPUESTOS. ESPACIOS COMPUESTOS.

Consideremos el experimento aleatorio que consiste en el lanzamiento de un dado y una
moneda, en realidad se trata de dos experimentos simples. Los experimentos formados por varios
experimentos simples se llaman Experimentos Compuestos y su espacio muestral serd un Espacio
Compuesto.

En este caso E = { (1,C),(1,X),(2,C),(2,X),(3,C),(3,X),(4,C),(4,X),(5,C),(5,X),(6,C),(6,X) }
que se obtiene a partirde E, ={1,2,3456} y E, ={C, X} donde E = E,XE,
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Ejercicios Resueltos:

1. Con el juego del domind y considerando la suma de puntos de cada ficha, obtén:
a. Espacio muestral.
b. A =*“Salir nimero primo”
c. B =“Salir nimero impar”

Solucién:
En el doming, las fichas van de (0,0) a (6,6); por tanto su suma va desde O hasta 12, por
tanto:

a. E={01,23,45,6,7,89710,11,12}

b. A={235,7,11}

c. B={1357911}

2. Sean A, By C tres sucesos del espacio muestra E. Utilizando estos sucesos expresa:
a. Los tres sucesos suceden simultdneamente.
b. Ocurren A o B, perono C.
c. Ocurre alguno de los tres sucesos.
d. Ninguno de los tres sucede

Solucion:
a. AnBnNC c. AuBuUC
b. (AUB)AC d. (AUBUC)=ANBAC

3. Sea una urna con 9 bolas numeradas del 1 al 9. Sacamos una bola, miramos el nimero y la
devolvemos. Sean los sucesos:
A = “Salir nimero primo”
B = “Salir numero impar”
C = “Salir multiplo de 3”

Calcula los sucesos:

a. ANnB C. (AuB)mC e. B-C

Solucion:
E={1,22345,67809}

A={2357} B ={1,357,9} C={3,6,9}

a. ANnB={35,7}

b. BNC={3,9}

c. (AUB)NC={1,23,57,9} N {3,6,9} = {3,9}

d. AnB=1{23,57} N 24,68} = {2}

e. B-C ={157}

f. AUB ={1,2,35,7,9}={4,6,8}
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3) PROBABILIDAD.-

Ley de los Grandes Numeros.- En la siguiente tabla se muestra los resultados de lanzar un dado
un namero determinado de veces:

N° de Lanzamientos 20 |40 |60 80 100 | 120 | 140 |160 |180 | 200
N° de Caras 11 120 |31 43 53 |62 72 83 92 101
Frec. Absoluta (ni) 11 |20 |31 43 53 | 62 72 83 92 101
Frec. Relativa (fi) 0.55|0.5 [ 0.517|0.537 | 0.53 | 0.516 | 0.514 | 0.519 | 0.511 | 0.505

Si repitiésemos el experimento un nimero de veces muy grande, veriamos que las
frecuencias relativas del suceso “cara” tienden a estabilizarse en torno al valor 0.5, es decir que la
frecuencia relativa del suceso “cara” tomara valores aproximados por exceso o defecto a 0.5, de tal
forma que las oscilaciones alrededor de ese valor seran cada vez mas pequefias.

Llegamos asi a la llamada “ley de los Grandes NUmeros”, que enunciada de forma
sencilla dice que “La frecuencia relativa de un suceso tiende a estabilizarse en torno a un
namero, a medida que el nimero de pruebas crece indefinidamente”

A este nimero, al que la frecuencia relativa de un suceso se acerca cuanto mayor es el nimero de
pruebas realizadas, lo llamaremos Probabilidad del suceso.

Esta definicion presenta un inconveniente de tipo practico, por eso veremos otra definicion de
probabilidad, aungue esta sirve para dar una idea intuitiva del concepto de probabilidad.

Definicién Axiomatica de la Probabilidad.- Llamaremos Probabilidad a una ley que asocia a
cada suceso A, de un experimento aleatorio, un numero real que llamaremos probabilidad de A 'y
representaremos por p(A), que cumple los siguientes axiomas:

1. p(A) >0, esdecir la probabilidad de un suceso siempre es positiva o nula.

2. La probabilidad del suceso seguro es igual a la unidad: p(E) =1. Por tanto la probabilidad

de un suceso no puede ser mayor que uno.
3. La probabilidad de la uniéon de dos sucesos incompatibles es igual a la suma de las
probabilidades de cada uno de ellos, es decir si A y B son Incompatibles

P(AUB) = p(A)+ p(B).

Propiedades de la probabilidad (se deducen de los axiomas)

a) Probabilidad del suceso contrario: p(A) =1— p(A) (por tanto p(A) <1)

b) Probabilidad del suceso imposible:  P(¢) =0

Ejemplo: Calcula la probabilidad de que al tirar 3 monedas se obtenga por lo menos una cara.

Solucion:

E = {(c,c,c);(c,c,x),(c,x,c),(X,c,c),(c,x,X),(X,c,X),(X,x,c) } donde los sucesos elementales son
equiprobables, y la probabilidad de cada suceso sera 1/8.
Por norma, cuando aparezca “por lo menos” es conveniente recurrir al suceso contrario.

Si A = {Obtener por lo menos una cara} > A= {Obtener 3 cruces} y como p(A)=1/8
entonces P(A) =1- p(A) = p(A) =7/8.
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¢) Probabilidad de la union de sucesos incompatibles.- El tercer axioma de la probabilidad dice
que: p(AUB)=P(A)+P(B) si Ay B son incompatibles (A |B=¢ )

Esta propiedad se puede extender al caso de mas de dos sucesos incompatibles y por tanto:
p(AU BU C)=p(A)+ p(B)+ p(C) con A, By C incompatibles dos a dos.

Y en general:

P(AUAU--UA) = p(A) + p(A,) +..+ P(A,) con A(A =¢;i=j;l<ij<n

Probabilidad de la unién de sucesos compatibles. Para dos sucesos A y B de un mismo
experimento aleatorio se verifica:

p(AlJB) = p(A)+ p(B)- p(A)B)
En caso de tres sucesos A, B y C tendriamos:

p(AJBLJC) = p(A) + p(B) + p(C) — p(A()B) - P(A(\C) - p(B(\C) + P(A()B[)C)

Ejemplo: De una baraja espafiola se extraec una carta. Consideremos los sucesos A="salir oro”,
B="salir rey” y C="salir el as de espadas”. Calcula la probabilidad de:

1) AUB 2) AUC
Solucion:

1. Ay B son compatibles, pues Aﬂ B ="salir rey de oros” por tanto:

p(AJB) = p(A)+ p(B) - p(A(\B) = =2+ & L _ 13

40 40 40 40
2. A'y C son incompatibles pues Aﬂ B = ¢ por tanto:
10 1 11

P(ALJB) = p(A) + p(B) = + o=

Ejemplos:
1. Se consideran dos sucesos A y B, asociados a un experimento aleatorio con P(A) = 0’7,
P(B) = 0°6. ;Pueden ser A y B incompatibles?

Solucién: Ay B son incompatibles si A N B=0@.

P(AUB)=PA)+PB)-PANB)=0"7+ 06 — P(AN B) y como la probabilidad de
cualquier suceso no puede ser mayor que 1 > P(ANB)>0 > AN B#@ por tanto no son
incompatibles.

2. Un estudiante hace dos pruebas en un mismo dia. La probabilidad de que pase la primera
es 0’6, la de que pase la segunda es 0’8 y la probabilidad de que pase ambas es 0’5.
a. ¢Son Ay B compatibles o incompatibles?
b. Calcula la probabilidad de que pase al menos una prueba?
¢. Calcula la probabilidad de que no pase ninguna prueba.

Solucién: Sean: A = “pasar la primera prueba” y B = “pasar la segunda prueba”
a. Evidentemente son compatibles puesP(ANB)#0 > ANB# 0
b. PAUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=06+0’8-0’5=0"9

c. P(AJB)=1-P(A JB)=1-09=01
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4) REGLA DE LAPLACE.

Consideremos un experimento aleatorio en el que todos los posibles sucesos elementales son
igualmente probables, es decir equiprobables, entonces para un suceso A de este experimento se
cumple:

N° de casos favorables

A) =
P(A) N° de casos posibles

Ejemplo: En una urna tengo 10 bolas, 3 son de color rojo, 4 verdes y 3 azules. Calcula:
a. Sisaco una bola:
i. Probabilidad de que sea roja.
ii. Probabilidad de que sea verde.
b. Sisaco dos bolas a la vez (es decir sin reemplazamiento)
i. Probabilidad de que las dos sean azules.

Solucion:
a.
i. P(R)=3/10
ii. P(V)=4/10
b.

s

i. P(AA)= 22 ==

10 5 15
2

5) PROBABILIDAD CONDICIONADA.

Teniendo en cuenta la relacion entre frecuencia relativa y probabilidad podemos definir el
concepto de probabilidad condicionada.
Llamamos Probabilidad Condicionada del suceso B respecto del suceso A, que denotamos por
P(B/A), al siguiente cociente:

P(B/A):% si P(A)# 0

Representa la probabilidad del suceso B supuesto que ya se dio A.

Anélogamente, tendriamos la probabilidad de A condicionada a B:

P(A/B):% si P(B)# 0

De las dos relaciones anteriores se obtiene:

P(A(\B) =P(A)eP(B/ A) P(A"\B) = P(B) e P(A/B)
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Ejemplo: En el experimento consistente en sacar una carta de una baraja de 40 cartas
consideremos los sucesos: S = “sacar una sota” y E = “sacar una espada”. Calcula
P(S/IE)y P(E/S)

Solucion:
P(SIE) = PENE) _ Mo i P(E/S) = PO )_%0:1
P(E) 10, P(S) 4, 4

Ejemplo: De una urna que contiene 9 bolas rojas y 5 negras, se extraen sucesivamente dos bolas.
Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:

A = “las dos bolas sean negras”

B = las dos bolas sean rojas”

C = “la primera sea roja y la segunda negra”

D = “una sea roja y otra negra”

cooTe

Solucion:
a. Sea N1 = “sacar bola negra en la primera extraccion”
Sea N2 = “sacar bola negra en la segunda extraccion”

5
5 4 10 2 10

P(A)=P(N1NN2)=P(N1) - P(N2/N1)= — e — =— ¢ también P(A —
(A)=P( )=P(ND - PONIND) = e o =0 (A) = (14
2

;/
@
-

b. Sea V1 = “sacar bola roja en la primera extraccion”
Sea V2 =" sacar bola roja en la segunda extraccion”

5]
P(B)=P(VINV2)=P(V1) - P(V2/V]) = goi:% 6 también P(B) = 2 36

14 13 91 (14} 91
2

9 5 45
c. P(C)=P(VINN2)=P(V1):-P(N2/Vl)= —e—=—
(C)=P( )=P(VD) - P( ) 12 13" 182

d.

P(D) = P((VINN2) U (NINV2) ) = P(VlnN2)+P(NmV2)—3 5,5,9_90_45

14 13 14 13 182 91
9) (5
1)°\1) 45
O también P(D)=~—~2—~%=—

i
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6) SUCESOS DEPENDIENTES E INDEPENDIENTES.

Dados dos sucesos A 'y B con probabilidades no nulas, diremos que B es INDEPENDIENTE
de A si P(B/A) = P(B) (es decir A no afecta a la probabilidad de B )

Se cumple:

P B
B es independiente de A <> P(B/A) = P(B) < % =P(B)

P(AB) _ : .
P(ANB)=P(A) - P(B) & W =P(A) < P(A/B) = P(A) < A es independiente de A

Diremos pues que dos sucesos A y B son independientes si P(B/A) = P(B) 0si P(A/B) =
P(A), es decir entre A y B no observamos ninguna relacion de causa-efecto. En caso contrario
diremos que son dependientes.

Ejemplo: Dada una urna con 5 bolas negras y 3 bolas blancas, se consideran los sucesos N=""sacar
bola negra” y B=""sacar bola blanca”. Son N y B compatibles en los siguientes casos:

a. Se extraen las bolas sin reemplazamiento.

b. Se extraen las bolas con reemplazamiento.

Solucion:
a. P(N/B) =5/7 pero P(N)=5/8 es decir dependientes.
b. P(N/B) =5/8 y P(N) =5/8 es decir son independientes.

7) PROBABILIDAD DE LA INTERSECCION DE SUCESOS.

Distinguiremos dos casos:
a. Cuando los sucesos son dependientes.
b. Cuando los sucesos son independientes.

Probabilidad de la Interseccion de Sucesos Dependientes:
A partir de la definicion de probabilidad condicionada obtenemos:
P(ANB) =P(A) - P(B/A) si AyB son dependientes
Anélogamente, para el caso de tres sucesos obtenemos:
P(ANBNC)=P(A) - P(B/A) - P(C/(ANB)) si A, By C son dependientes

Probabilidad de la Interseccién de Sucesos Independientes.
Si A'y B son independientes, entonces:
P(ANB) =P(A) - P(B) si Ay B son independientes.(pues en este caso P(B)=P(B/A)

En general para el caso de n sucesos independientes:

P(A1NA2N....... NAn) = P(Al) - P(A2) - ...... - P(An)
Ejemplo: Calcula la probabilidad de obtener cuatro caras en cuatro lanzamientos de una moneda.
Solucion: Los sucesos son independientes, puesto que lo que sale en un lanzamiento no influye el

los demas.
P(CNCNCNC)=P(C) - P(C) - P(C) - P(C)=Ya- Yo - Yo - Yo=1/16
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8) TEOREMA DE PROBABILIDAD TOTAL Y BAYES.

Si Al, A2,...... ,An forman una particion del espacio muestral E, es decir:
e AIUA2U...... UAn=E
e AiNAj=0sii#) (1,j=1,2,....,n) Al a2 P! M

Y sea B un suceso cualquiera del espacio muestral E, se verifica que :

P(B) = > P(B[)Ai) = > P(Ai) e P(B/ Ai) ‘(""

Formula de Bayes.

Si Al, A2,...... ,An forman una particion del espacio muestral E, es decir:
e AIUA2U...... UAn=E
e AiNAj=0si i#] (i,j=12,....,n)

Y sea B un suceso cualquiera del espacio muestral E, se verifica que:

P(AI()B)  P(B/ Ai)eP(Ai)
P(B) D P(B/Ai)eP(Ai)

P(Ai/B) =

Ejemplo: En una empresa el 30% de los trabajadores son mujeres. EI 20% de las mujeres fuman y
el 35% de los hombres también fuman.. ;cual es la probabilidad de que un trabajador
fume?. Si un trabajador fuma, ;cudl es la probabilidad de que sea mujer?

Solucion:
Sean los sucesos: H = “ser hombre” P(H)=0’7
M = “ser mujer” P(M) =03
F = “ser fumador” P(F/M)=0’2; P(F/H)= 0’35

Los sucesos H'y M son una particion del espacio muestral.

a. P(F)=P(M) - P(F/M) + P(H) - P(F/H)=0’3 - 0°2 + 0’7 - 0°35 = 0’305
b, P(M/F) = P(M)e P(F/M) _ 03072 _ 006
P(M)eP(F/M)+P(H)eP(F/H) 03e02+07035 0305

= 01967

Ejemplo: Disponemos de una urna A con 4 bolas rojas y 3 bolas negras, y otra B con 5 rojas y 8
negras. Se elige una urna al azar y se extrae una bola que resulta ser negra. ;Cual es la
probabilidad de que sea de la urna B?

Solucidn:
1,8 8
P(B/N)= P(B)«P(N/B) __ 213 _ 18 _0_gag5
P(B)s P(N/B)+P(A)eP(N/A) 1,8 1.3 8 3 95
21327 13 7
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Ejemplo: En un edificio se usan dos ascensores, el primero lo usan el 45% de los inquilinos y el
resto usan el segundo. El porcentaje de fallos del primero es del 5% mientras que del
segundo es del 8%. Si un cierto dia un inquilino queda atrapado en el ascensor, calcula
la probabilidad de que fuese en el primer ascensor:

Solucion:
Sean los sucesos: A = “coger el primer ascensor” P(A) =045
B = “coger el segundo ascensor” P(B)=0’65
F = “fallar el ascensor” P(F/A)= 0’05 y P(F/B)=0’08
Entonces:
P(A/F) = P(A)eP(F/A) 0'450'05 00225 225 45 _ 03383

P(A)s P(F/A)+ P(B)s P(F/B) 045005+ 055008 00665 665 133
Nota: Hacer estos tres ultimos ejemplos usando diagramas en arbol.

EJERCICIOS PROPUESTOS:

1. Considera el experimento aleatorio del lanzamiento de un dado y una moneda. Obtén:
a. Espacio muestral
b. Suceso pary cara
c. Suceso impar y cruz

2.Una urna contiene 3 bolas blancas y 2 negras. Obtén los posibles resultados y sus probabilidades al
extraer dos bolas.
a. Sin reemplazamiento.
b. Con reemplazamiento.

3.De una baraja de 40 cartas extraemos una carta. Sean los sucesos:
A ="sacar copas” B ="sacar as” C ="sacar as de oros”
Determina los sucesos siguientes:

a.ANB d. Aﬂg
b. AUC e. (AJBNNC

c.BNC f£B-C

4.Considera el espacio muestral E = {a,b,c,d} en el que los 4 sucesos elementales tienen la misma
probabilidad. Sean S1={ab} y S2={ac}
a. ¢Son Sl y S2 sucesos incompatibles?
b. Calcula la probabilidad del suceso S1 U S2 vy la probabilidad del suceso contrario de S1.

5.Dados los sucesos A y B con probabilidades: P(A) =1/3 ; P(B) =% y P(ANB)=1/12. Obtén:

a. P(A JB) b. P(A JB)

6.En un banco hay dos sistemas de seguridad, A y B. El sistema A funciona 90 de cada 100 veces, y
el B, 80 de cada 100 veces, y los dos a la vez, 75 de cada 100 veces. ¢Cual es la probabilidad de
gue no funcione ninguno de los dos sistemas?
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7.La probabilidad de que un estudiante apruebe una oposicion es 0’5, la de otro es 0’4 y la de que
aprueben ambos es 0°1. Calcula:
a. Laprobabilidad de que al menos uno apruebe.
b. La probabilidad de que ninguno apruebe.
c. Laprobabilidad de que s6lo apruebe uno.

8.Si la interseccion de dos sucesos independientes es 0’2, y la de su union es 0’7, ;cual es la
probabilidad de cada uno de los sucesos?

9. De una baraja se extraen simultdneamente tres cartas al azar. Encuentra la probabilidad de que:
a. Las tres sean bastos.
b. Alguna de las cartas sea un oro.

10. Se ha seguido la pista a 100000 coches durante un afio. Estos son de tres marcas distintas A, B'y
C. Unos han tenido accidentes (Ac) y otros no (No Ac). Se reparten segun la siguiente tabla:

A B C
Ac. 650 200 150
No Ac. 49350 19800 29850

Calcula:
a. ¢Cual de las tres marcas es mas segura?
b. ¢Cuales de los sucesos A, B y C son independientes de Acy de No Ac?

11. Por una investigacion realizada entre los alumnos de una clase, se sabe que el 50% aprueban
matematicas; el 60% aprueban lengua; el 70% economia; el 30% matematicas y lengua; el 40%
matematicas y economia, y el 50% lengua y economia. ;Son independientes los sucesos aprobar
cada asignatura?

12. Sean A y B dos sucesos, tales que P(A) = 0’40, P(B/A)= 0’25 y P(B)=b. Halla:
a. P(ANB) c. EI menor valor posible de b.
b. PAUB)sib=0’5 d. El mayor valor posible de b.

13. La ruleta de un casino consta de 40 casilla, numeradas del 1 al 40. Los nimeros acabados en
1, 2, 3,4 05 son rojos y el resto negros. Puesta en marcha la ruleta, se consideran los sucesos
siguientes: A ="salir un nimero de la primera decena”; B ="salir nimero par” y C="salir un
nimero rojo”. Averigua:

a. P(C-A)
b. Probabilidad de que el nimero sea de la primera decena sabiendo que es rojo.
c. ¢Son independientes Ay B? ;y Ay C?

14. La probabilidad de que un globo sonda sea recuperado es 1/9. Si tres globos son lanzados al
espacio, ¢cual es la probabilidad de recuperarlos en cada caso?
a. Sélouno
b. Los tres
c. Al menos uno

15. De una baraja espafiola de 40 cartas se extrae una al azar, ;cudl es la probabilidad de que sea
bastos o menor que 5?

16. Una urna A contiene 6 bolas blancas y 4 negras, una segunda urna B contiene 5 bolas blancas

y 2 negras. Se selecciona una urna al azar y de ella se extraen 2 bolas sin reemplazamiento.
Calcula la probabilidad de que sean: a) Blancas. b) Del mismo color. ¢) de distinto color.
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17. En una ciudad el 55% de los habitantes consumen pan integral, el 30% consume pan de
multicereales y el 20% consume ambos.

a. Sabiendo que un habitante consume pan integral, ;cudl es la probabilidad de que coma pan
de multicereales?

b. Sabiendo gque un habitante consume pan de multicereales, ¢cual es la probabilidad de que no
consuma pan integral?

c. ¢Cudl es la probabilidad de que una persona de esa ciudad no consuma ninguno de los dos
tipos de pan?

18. El contenedor A tiene un 10% de piezas defectuosas y el contenedor B tiene un 5% de piezas
defectuosas. Si ambos contenedores tienen el mismo nimero de piezas, se elige un contenedor
al azar, y dentro de él se escoge una pieza también al azar.

a. Halla la probabilidad de que la pieza sea defectuosa.

b. Si la pieza obtenida es defectuosa, calcula la probabilidad de que la pieza provenga del
contenedor A. Calcula también en este caso la probabilidad de la pieza provenga del
contenedor B.

19. En un centro de ensefianza todos los alumnos aprueban alguna asignatura. Se conoce que el
30% de los alumnos aprueban la asignatura A, el 40% la asignatura B y el 5% aprueban
ambas. Calcula las siguientes probabilidades de un alumno:

a. Apruebe cualquier otra asignatura.
b. Apruebe la AynolaB.
c. Siaprueba la asignatura B, no apruebe la A.

20. Una urna A contiene dos bolas blancas y una negra, y otra urna B contiene dos bolas negras y
una blanca. Se extraen dos bolas de la urna A y sin mirar el color, se introducen en la B. A
continuacion, se extrae una bola de la urna B. ;{Cudl es la probabilidad de que esa bola sea
negra?

21. En una universidad existen tres facultades A, By C. En A hay matriculados 150 chicas y 50
chicos, en B 300 chicas y 200 chicos y en C 150 chicas y 150 chicos.
a. Calcula la probabilidad de que un estudiante elegido al azar sea chico.
b. Siun estudiante elegido al azar resulta chico, ¢cudl es su facultad mas probable?

22. Se dispone de dos urnas Ay B, de idéntico aspecto. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2
amarillas, mientras que B contiene 5 bolas rojas y 3 amarillas. Un individuo se dirige a una de
las urnas y extrae, sin reemplazamiento, dos bolas. Halla la probabilidad de que:

a. Ambas sean rojas
b. Las dos bolas sean del mismo color

23. Se estima que sélo el 20% de los que compran acciones en Bolsa tienen conocimientos
bursétiles. De ellos, el 80% obtiene beneficios. De los que compran acciones sin
conocimientos bursatiles solo el 10% obtiene beneficios. Se desea saber:

a. El tanto por ciento que obtiene beneficios en la compra de acciones.
b. Si se elige al azar una persona que ha comprado acciones en Bolsa y resulta que ha obtenido
beneficios, ¢cudl es la probabilidad de que tenga conocimientos bursatiles?

24. En un baile de disfraces se retinen 10 matrimonios. Si se eligen al azar dos personas, calcula la
probabilidad de que:
a. Las dos personas sean esposos. (Solucion: 1/19)
b. Una sea hombre y otra mujer. (Solucién: 10/19)
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25. En un concurso de television, el concursante elige al azar una permutacién de 5 letras
diferentes. Al compararla con una fijada previamente, gana 1000 euros por cada letra colocada
en el mismo lugar que en la permutacion fijada inicialmente. Si acierta las 5, el premio es de
100.000 euros.

a. ¢Qué probabilidad tiene el concursante de ganar 100.000 euros?
b. ¢Y de ganar 4000 euros?

26. De una cesta en la que hay 4 higos podridos, un nifio jugando mete un higo en otra cesta en la
gue hay 6 higos podridos y 18 sanos. Si luego sacamos un higo de esta cesta y vemos que no
estd podrido, calcula la probabilidad de que el higo que metié el nifio en esta cesta estuviese
sano.

27. La probabilidad de que al llamar a la centralita de la Facultad de Mateméticas el teléfono esté
comunicando es de 0’3. La probabilidad de que la telefonista nos diga que la extension del
departamento de Estadistica comunica es 0°2. calcula la probabilidad de que logremos
comunicar con el Departamento de Estadistica para que nos resuelvan este problema.

28. La probabilidad de que una bomba lanzada por un avién haga blanco en un objetivo es de 1/3.
Calcula.
a. Probabilidad de alcanzar el objetivo si se tiran 3 bombas.(Sol: 19/27)
b. Probabilidad de que las tres bombas alcancen el objetivo. (Sol: 1/27)

29. Un producto es fabricado en tres fases independientes: A, By C. El proceso de fabricacion es
tal que la probabilidad de un defecto en A es 0’03, de un defecto en B es 0’04 y de un defecto
en C es 0°08. ;Cual es la probabilidad de que un producto no sea defectuoso?

(Solucién: 0°856704 )

30. La probabilidad de que un hombre y una mujer vivan 50 afios o mas es de 0’6 y 0’7
respectivamente. Se pide:

a. Probabilidad de que vivan los dos después de 50 afios.
b. Probabilidad de que viva sélo la mujer.
¢. Probabilidad de que viva por lo menos uno de los dos.
d. Probabilidad de que no viva ninguno de los dos.
31. En un centro hay 1000 alumnos repartidos asi:
Chicos Chicas
Usan Gafas 187 113
No Usan 413 287
Gafas
Se elige al azar uno de ellos. ;Cudl es la probabilidad de que sea:
a) Chico; b) Chica; c) Use gafas; d) No use gafas; e) Sea una

chica con gafas.
f) Se elige alguno al azar y me dicen que es una chica. ¢Cuél es la probabilidad de que
use gafas?

32. Una clase se compone de veinte alumnos, de los cuales doce son chicas. La mitad de los
alumnos y la tercera parte de las alumnas aprueban matematicas. Calcular la probabilidad de
que al elegir una persona al azar, resulte ser:

a) Alumna que aprueba matemaéticas; b) Alumno que suspenda matematicas.
c) Que apruebe matematicas; d) Que sea chico, sabiendo que a suspendido.

33. Sean Ay B dos sucesos tales que P(AUB) =3/4; P(g) =2/3; y P(ANB)=% . Hallar P(A) y
P(B).
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Determinar si son compatibles o incompatibles los sucesos A y B en los siguientes casos:
a)P(A) =% ;P(B)=% ; P(AUB) =2/3 b) P(A)=0 ; P(B) =%

En un cajén de un armario, Juan guarda desordenadamente 3 pares de calcetines blancos y 4
pares de calcetines rojos; otro cajon contiene 4 corbatas blancas, 3 rojas y 2 azules. Para
vestirse saca al azar del primer cajon un par de calcetines, y del segundo, una corbata. Hallar
la probabilidad de que los calcetines y la corbata sean del mismo color.

Un producto esta formado de dos partes A y B. El proceso de fabricacion es tal que la
probabilidad de un defecto en A es 0,06 y la probabilidad de un defecto en B es 0,07. ;Cual es
la probabilidad de que el producto no sea defectuoso?. Si se sabe que el producto es
defectuoso, ¢cual es la probabilidad de que el defecto se haya producido en A?

En cierto pais, donde la enfermedad X es endémica, se sabe que un 12% de la poblacion
padece dicha enfermedad. Se dispone de una prueba para detectar la enfermedad, pero no es
totalmente fiables, ya que da positiva en el 90% de los casos de personas realmente enfermas
y también da positiva en el 5% de personas sanas. ¢Cual es la probabilidad de que esté sana
una persona a la que la prueba le ha dado positiva?

En un banquete el 40% de los comensales han tomado pescado, el 50% carne, un 25% ambos
platos y el resto de los son vegetarianos. Se elige un comensal al azar. Hallar probabilidad de:
a) Como carne o pescado b) No coma pescado c) Sea vegetariano  d)Coma s6lo carne.

En una clase de treinta alumnos, cinco han leido “El Quijote”, 12 han leido “El lazarillo de
Tormes” y 3 han leido ambos libros. Se elige un alumno al azar. Calcula:

a) Probabilidad de que haya leido alguno de los dos libros.  b) Que no haya leido ninguno.
¢) Que no haya leido ninguno d) Que haya leido solo “El Quijote”

e) ¢ Quién Escribi6 “El Quijote”?, ;y “El lazarillo de Tormes™?

Determina si son dependientes o independientes los sucesos A y B en los siguientes casos:
a) P(A)=1/5;P(B)=1/2 ; P(ANB)=1/10 b) P(A)=0,2 ; P(B)=0,3 ; P(ANB)=0,6

Una Urna A tiene 6 bolas blancas y 4 negras, una segunda Urna B contiene 5 bolas blancas y
2 negras. Se extrae una bola de la urna A, y luego otra de la urna B. ;Cual es la probabilidad
de que sean de distinto color?

Tengo una Urna A con 6 bolas blancas y 4 negras, y una segunda Urna B con 5 bolas blancas
y 2 negras. Tiro un dado y si sale 1 6 2 saco una bola de la urna A, y en caso contrario la saco
de la urna B. Calcula: a) Probabilidad de que la bola sea blanca. b) si la bola ha sido
blanca, ;cual es la probabilidad de que sea de la urna A?.

En una determinada ciudad se sabe la mitad de se poblacion tiene conocimientos de
informatica, la tercera parte tiene conocimientos de contabilidad y una quinta parte tiene
conocimientos de informética y contabilidad. Se elige una persona al azar. Calcular la
probabilidad de que:

a) Tenga conocimientos de contabilidad; b) Tenga conocimientos de informatica o
contabilidad.

c) No tenga ningan conocimiento de ninguna; d) Sélo tenga conocimientos de contabilidad
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TEMA 4: DISTRIBUCIONES:

Variable Aleatoria:

Una Variable Aleatoria asociada a un experimento sera una aplicacion del
espacio muestral E (0 Q ) en el conjunto de los nimeros reales R.
& E » R
A X,€eR

v

Ejemplo: Consideremos un experimento consistente en lanzar una moneda al aire tres
veces. El espacio muestral seriaE = {(C, C, C), (C, C, X), (C, X,C), (X, C, C), (C, X, X), (X, C, X), (X, X,C), (X, X, X)}
Cada uno de esos 8 posibles resultados se denomina suceso elemental, y la union de

varios sucesos elementales forma un suceso.
Vamos estudiar ahora la variable aleatoria &= “N° de caras”. Los posibles

valores que toma esta variable seran: 0, 1, 2, 3.

Es frecuente confundir la variable aleatoria con el conjunto de valores asignados, que es
lo que se llama Recorrido de la variable.

Ejercicio: Calcula en el ejemplo anterior P(£=3), P({=2), P((=1) y P(£=0)

Ejercicio: Considera el experimento consistente en lanzar una moneda al aire dos veces,
ysea X =“N°de cruces”. Calcula: P(X =2), P(X=1) y P(X=0)

Ejercicio: Considera el experimento consistente en lanzar dos dados, y sea la variable
aleatoria X = “Suma de los dos dados”:
e (Qué valores puede tomar esta variable?
¢ Cudl es el espacio muestral de dicho experimento?
Calcula el suceso B = “Que sumen menos de cinco”
Calcula el suceso C = “Que sumen un numero par”
Calcula el suceso B C. ;Cémo llamarias a este suceso?
Calcula el suceso B C. ;Codmo llamarias a este suceso?
Calcula: P(X =3), P(X=7), P(X<5), P(C),P(BNC) y P(BUC)

Distinguiremos dos tipos de variables aleatoria, segun sea el recorrido de la variable.
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Variable Aleatoria Discreta.

Una Variable Aleatoria &: E——R es discreta cuando toma un namero finito

(0 numerable) de valores.
La Variable Aleatoria del ejemplo anterior seria discreta, puesto que toma los
valores 0,1,2y 3.

Funcién Masa de Probabilidad.
Se llama Funcién Masa de Probabilidad asociada a una variable aleatoria

discreta “£” auna aplicacion que asigna a cada valor X, su correspondiente
probabilidad p;, .

{X,, Xy ey X, }—[0/1]
Xi ——>p;i=p&=X%)

En nuestro ejemplo p(O):%, p(l):g, p(2):g, p(3):%

La Funcion Masa de Probabilidad se suele expresar mediante una tabla del tipo:

3 Xy X, Xy
P; = p(& = Xi) P1 P, P
En nuestro ejemplo:
N° de caras 0 1 2 3
Probabilidad 1/8 3/8 3/8 1/8

Cuya representacion grafica seria:

0 1 2 3

Entre las propiedades de la funcion masa de probabilidad cabe destacar:
a. p; =20 Vi

b. p,+p,+...+p, =1

Ejercicio: Calcula la funcién masa de probabilidad del experimento consistente en tirar
dos dados y sumarlos.

Ejercicio: Dada la siguiente funcién masa de probabilidad de la variable aleatoria X.

X 1 2 3 4 5

p; a 0,2 b c 0,15

Calcula a, by c sabiendo que p(x<2)=0,35y p(x>3)=0,55
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Funcion de Distribuciéon asociada a una Variable Aleatoria Discreta.

La nueva funcion que vamos a definir es una generalizacién del concepto de
distribucién de frecuencias relativas acumuladas en el caso discreto.

La Funcién de Distribucion de una VV.A.D. es una funcion real de variable real
definida de la siguiente manera:

F:R——[0]1]
x——>F(X)=p(E<x)=2 p(&=x)

Xi<x

En nuestro ejemplo de la tirada de tres monedas la funcion de distribucion seria:

0 si x<0
% si 0<x<1 .Hls ?
4 .
F(x)= 3 si 1<x<?2 4/81 —_—
! si 2<x<3 ¢ /8 . ,
8 {|) 1 2 3
1 si x>3

Conocida la funcion masa de probabilidad queda determinada la funcion de distribucion
y viceversa, mediante la relacion :  P(& = X ) = F(X,) — F(X,)

Propiedades de la funcién de distribucién:
1. Como F(x) es un probabilidad: 0<F(x)<1 VxeR

2. limFx)=0 y |JimFx=1

X—>—0 X—0

3. Enuna variable aleatoria discreta (v.a.d.) el valor de F(x) es constante entre cada

dos valores consecutivos de la variable, por eso resulta ser una funcion
escalonada.

4. Esuna funcion no decreciente: x, <X, = F(x)<F(X,) VX,X,€R
5. p(a<é<b)=F(b)-F(a)

Ejercicio: Indicay representa la funcion de distribucion en el experimento de la tirada
de dos dados.

Ejercicio: Indicay representa la funcion de distribucion para el niUmero de caras que se
obtienen en el tirada de dos monedas.

Ejercicio: Dada la siguiente funcién masa de probabilidad:
X 3 5 7 9

P, 0,2 a 0,3 0,25
Indica y representa su funcién de distribucion.
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Caracteristicas de una Variable Aleatoria Discreta:

Esperanza Matemética 0 Media:
La esperanza matematica de una variable aleatoria es una generalizacion del
concepto de media aritmética.
Si & esuna Variable Aleatoria Discreta, se define la esperanza matematica de &

como:

E(&) = in e p(&=%;) (También se puede denotar como y )

Ejercicio: Calcula la esperanza del nimero de puntos obtenidos en la tirada de un dado.
Ejercicio: Calcula la esperanza del nimero de caras en la tirada de tres monedas.

Nota: Recuerda que la media de una muestra de datos venia dada por:

)_(szi'fi szil:lni

Varianza y Desviacion Tipica:

La Varianza de una variable aleatoria sera una generalizacion del concepto de
varianza para una muestra de datos. La Desviacion tipica es la raiz cuadrada de la
Varianza.

Si & es una variable aleatoria con esperanza u (0 E(£)), se llama Varianza de &

a:
of =var(§) =2, (x — 1) * p, :(inz . pij_ﬂz (es decir o = E(£*) - (E(&))")

La Desviacidn tipica es la raiz cuadrada de la Varianza y se denota por o .

Ejercicio: Calcula la Varianza y la Desviacion Tipica de la variable aleatoria discreta
definida como el “nimero de puntos obtenidos en la tirada de un dado”

Nota: Recuerda que la desviacion tipica y la varianza en una muestra de datos
venia dada por:

$2 =Z(Xi _;()2 of. =(in2 . fij—iz donde f, :% frec. relativa.

s=+s?

Ejercicio: La variable aleatoria discreta X viene dada por la funcion de probabilidad
siguiente:

X 2 3 5 6 8
p 0,2 0,1 0,4 0,2 0,1
e Calcula la media y la desviacion tipica de la variable X

e Indicay representa su funcién de distribucion.

e Calcula p(X<5); p(X>6); p(X<2); p(2< X <6); p(X <10)
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Distribucién Binomial (Es un caso de distribucién de una v.a.d)

Supongamos un experimento aleatorio con las siguientes caracteristicas:
1. En cada prueba del experimento sélo son posibles dos resultados, el suceso A 'y
el suceso contrario A”.
2. El resultado obtenido en cada prueba es independiente de los anteriores.
3. Laprobabilidad del suceso A es constante y por lo tanto no varia de una prueba
aotra.Sea p=p(A) y g=p(A") (evidentemente p+q=1)
Un experimento que tenga esas caracteristicas se dice que sigue el modelo de la
Distribucion Binomial.

La variable que expresa el nimero de veces que ocurre A la llamaremos Variable
Aleatoria Binomial y la representaremos por B(n,p) siendo n el nimero de veces que se
hace el experimento y p = p(A).

Ejemplo: Una compafiia de tabacos determiné que el porcentaje de fumadores en una
ciudad es del 30%. Se toma un muestra de 10 personas. Comprueba si la variable
X = “numero de personas de la muestra que fuman” sigue una Distribucion
Binomial.

1. En cada prueba s6lo son posibles dos resultados: A = “fumador”; A" ="no
fumador”

2. El resultado obtenido en la pregunta “; Fuma o No Fuma?” , en cada individuo
es independiente de los otros.

3. Laprobabilidad del suceso A, p = p(A) = 0,3 es constante en todos los casos y
no varia de una persona a otra.

Por tanto X e B(10;0,3), ya que n=10, es el nimero de preguntas (pruebas) que hago

Funcion Masa de probabilidad de la Distribucion Binomial:

Realizamos n pruebas del experimento y queremos saber la probabilidad de que el
suceso A que tiene una probabilidad p en cada prueba, salga exactamente r veces.

1. Paraque se dé r veces el suceso A, se tiene que dar n-r veces el suceso A”.
Uno de los caso seria AN AN NAANA NA AL AA

Veces n-r  veces

r n-r

La probabilidad de este suceso sera pp-...p-qq....q = p' q

2. Las distintas maneras en las que pueden salir r veces A y n-r veces A" sera

, n n!
el nimero =
r) r-(n—r)!

3. Si representamos por X la variable aleatoria B(n,p) concluimos:

r n-r

P(obtener r veces el suceso A) = p(X =r) = (:jp q
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Ejemplo: Continuando con el ejemplo anterior de los fumadores y no fumadores,
calcular la probabilidad de que de las 10 personas de la muestra fumen 4.

Sea X = “Numero de personas que fuman”
p=03,9=07,n=10,r=4y X eB(0;0,3)

p(X =4) = (1‘?}(0,3)4-(0,7)6 =02

Ejercicio: Suponiendo que la probabilidad de ser varon es de 0,51; calcula la
probabilidad de que una pareja con 6 hijos tenga:

a. Dos varones. d. Por lo menos una nifa.
b. Una nifia. e. Tres nifios y tres nifas.
c. Por lo menos un varén. f. Como mucho dos nifias.

Ejercicio: Una prueba de inteligencia esta compuesta por 10 preguntas, cada una con 4
respuestas de las que s6lo una es correcta. Un alumno tiene prisa y decide
contestar al azar. Calcula:

Probabilidad de acertar exactamente 4 preguntas.

Probabilidad de no acertar ninguna.

Probabilidad de acertar todas.

Probabilidad de acertar por lo menos 8.

Probabilidad de acertar como mucho 3.

Probabilidad de fallar 3.

o200 o

Esperanza, Varianza y Desviacion Tipica de la Distribucién Binomial:
Sea X eB(n,p) se verifica que:

u=E(X)=nep o° =var(X)=nepeg o =\Nepeg

Ejercicio: La probabilidad de éxito de una determinada vacuna antigripal es 0,72.
Calcula la probabilidad de que una vez administrada a 15 pacientes:
a. Ninguno sufra la gripe.
b. Todos tengan la gripe.
c. Dos tengan la gripe.
d. De los 15 pacientes, ¢Cuantos se esperan que no cojan la gripe?

Ejercicio: Se sabe que la probabilidad de que un alumno apruebe la P.A.U. en la
convocatoria de Junio es de un 80%. Si un Instituto presenta 110 alumnos a dicha
prueba, ¢Cuantos alumnos cabe esperar que aprueben?. Calcula también la
desviacién tipica.

Ejercicio: En una fruteria, el 25% de las manzanas estan podridas. Si escogemos 4
manzanas al azar, calcula:

a. La funcion masa de probabilidad de la V.A.D. X = “Numero de manzanas
podridas”. Indica también su funcion de distribucion.
Probabilidad de que tres manzanas estén sanas.
(Cuéntas manzanas se esperan que estén podridas de las 4 que he escogido”
Probabilidad de que ninguna esté podrida.
Probabilidad de que al menos dos estén sanas.

®oo0 o
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Variable Aleatoria Continua.

Una variable £: E——R es continua cuando puede tomar, todos los valores

posibles dentro de un cierto intervalo de la recta real.

Por ejemplo, en el experimento que consiste en elegir un alumno al azar de todo
el instituto, el espacio muestral E esta formado por todos los alumnos del instituto. La
variable aleatoria X que asocia a cada alumno su estatura, es continua, ya que puede
tomar infinitos valores, por ejemplo, del intervalo [1,50 — 1,95].

Como X puede tomar infinitos valores en un intervalo, no tiene sentido hablar
de la probabilidad en un punto, puesto que esta es nula, es decir p(X=a) =0.

Sin embargo, si interesa conocer las probabilidades correspondientes a
intervalos.

Nota: La funcion analoga a la funcién masa de probabilidad del caso discreto, se
denomina funcién de densidad en el caso continua, y es una funcién continua a partir de
la cual, al igual que en el caso discreto, obtenemos la funcion de distribucién, pero en el
caso continuo no vamos a trabajar con estas funciones pues es necesario ver antes el
tema de derivadas e integrales.

Distribucion Normal ( Es un caso de una Variable Aleatoria Continua )

Existe una cantidad considerable de fendGmenos naturales, tales como la estatura
0 el peso de una persona, la frecuencia cardiaca, la altura alcanzada por un arbol de una
determinada especie, etc., que una vez estudiados presentan ciertas caracteristicas
comunes, tales como la aproximacién de los valores a la media, la simetria de estos
valores con respecto a la media, pocos valores alejados de la media, etc.

Este comportamiento es considerado “normal” y una vez representada la
correspondiente funcién de densidad, esta adquiere una forma tipicamente acampanada,
y se conoce como la Campana de Gauss.

Se dice que una variable aleatoria & tiene una Distribucion Normal de media
y desviacion tipica o si su funcién de densidad es:
1 ~(x-p)’

=2 °

Sedice que &< N(u,0) yevidentemente E(&)=u y var(é)=o>
La grafica de f(x) es de la forma:

20

XxeR
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Los valores de la funcién de distribucion de la normal no son faciles de calcular

usando
funcién

integrales, pero tampoco nos sera necesario pues existen unas tablas de la
de distribucion de la  N(0,1) y serdn suficientes, pues cualquier otra

distribucion normal N(u,o0) se puede pasar a una N(0,1), mediante un sencillo
cambio que se conoce como tipificacion.

Manejo

de las tablas de la distribucion Normal N(0,1)

La tabla de la N(0,1) nos da directamente el valorde F(a)=p(X <a) a=>0
Para calcular las demas probabilidades debemos ponerlas en funcidn de probabilidades

como la

o gk wh ke

anterior que ya conocemos. Veamos los diferentes casos:

p(X >a)=1-p(X <a)=1-F(a)

p(X <-a)=p(X>a)=1-p(X <a)=1-F(a)

p(X =-a)=F(a)

p@as< X <b)=p(X <b)-p(X <a)=F(b)-F(a)

p(—a< X <b)=p(X <£b)—-p(X <-a)=F(b)-(1-F(a))

p(-a < X <-b) = p(X <-b) - p(X <-a) =1~ F(b))- (1~ F(a)) = F(a) - F (0)

Ejercicio: Sea X e N(0,1), Calcula:

Tipifica

a. p(X<157) e. p(X<2

b. p(05< X <13) f. p(-1L46 < X <0,75)
c. p(X>-215) g p(X<-111)

d. p(-12<X <-05) h. p(X >0)

cién de una Variable N(u, o)

Como ya dijimos, la Gnica distribucion normal de la que disponemos una tabla
es la N(0,1), que tiene media =0 Yy desviacion tipica o =1.

Si Xe

X-u
(o

N(u,0) entonces Z =

es una variable que cumple Z € N(0,2)

Ejemplo: Sea X e N(12,2), calcula p(X <15) y p@0< X <£17)
Solucion:

15-12

P(X <18) = p(Z <= =%) = p(Z <1.5) = 09332

p(l0< X <17) = p(T<Z£

10-12 17-12
2
=0,9938 - (1-0,8413) = 0,8351

)=p(-1<Z <25) = F(2,5) - (1- F(1) =

Ejercicio: Sea X e N(30,4), calcula:

a. p(X <35 d. p(X <30)
b. p(X >20) e. p(X<24)
c. p(22<X <34 f. p(B2< X <36)
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Ejercicio: El nimero de aprobados de una asignatura se distribuyen normalmente con
media 15 y desviacion tipica 6. Calcula la probabilidad de que haya mas de
20 aprobados.

Ejercicio: Se aplica a 300 alumnos de la E.S.O. un test de agresividad y se observa
que los resultados se distribuyen normalmente con media 30 y desviacion
tipica 12. Se pide:

a. ¢Qué proporcion de alumnos tendra una puntuacion entre 20 y 35?
b. ¢Cuantos alumnos tendrén una puntuacion superior a 42?

Ejercicio: Una persona viaja diariamente de su casa a la oficina y se sabe que el tiempo
que tarda en dicho viaje se distribuye segiin una Normal con =355 vy

o =311 minutos. Si sale de su casa todos los dias a las 8:20 horas y debe

estar en la oficina a las 9:00 horas, ¢cuantos dias al afio se espera que llegue
tarde si hace 240 viajes anuales?

Ejercicio: La cantidad de café depositada en cada bolsa por una méaquina envasadora
automatica sigue una distribucién normal de media x=1040 gramos y
desviacion tipica o =50 gramos.

a. Calcula el tanto por ciento de paguetes que contienen méas de 1 Kg.

b. Calcula la probabilidad de que un paquete tenga un peso comprendido
entre 950 gramos y 1050 gramos.

c. Calcula «, sabiendo que el 97,5% de los paquetes contienen menos de o
gramos.

Ejercicio: En una ciudad, la temperatura méaxima durante el mes de Junio estd
distribuida normalmente con media 26° y una varianza de 16 . Calcula el
nimero de dias que se espera que tengan una temperatura maxima
comprendida entre 22° y 28°.

Aproximacion de la Distribucién Binomial a la Distribucion Normal

La Importancia de la distribucién normal viene dada por la gran cantidad de
experimentos (variables aleatorias) que siguen una distribucién normal, pero también
por la gran cantidad de variables aleatorias que se pueden aproximar a un normal, entre

ellas la distribucién binomial B(n,p) que se puede aproximar por una N(n-p;/n-p-q).

En la distribucion Binomial B(n,p) si n es muy grande, entonces los calculos son muy
largos y laboriosos, por tanto:

Dada una variable X € B(n, p) , sabemos que u#=E(X)=np y o=4npq,
entonces la variable Y € N(n-p;4/n-p-q) es una buena aproximacion de X.

Esta aproximacion sera mejor cuanto mayor sea n y paravaloresde p y g no muy
préximos a cero. Se consideraque si n-p>5 y n-q>5 la aproximacion es bastante
buena.
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Importante: Al realizar una aproximacion de una binomial a una normal, debemos
tener en cuanta que la variable de partida es una variable aleatoria discreta, por lo tanto
p(2 < X <3) noeslomismo que p(2< X <3), cosa que si ocurria en una variable

continua. De la misma forma p(X =4) tampoco es cero, cosa que ocurria en una
variable continua. Por tanto es necesario usar un factor de correccion, y asi:

Sea X eB(n,p) e Y eN(n-p; /n-pq) unaaproximacion de X, entonces:
e p(X=a)=p(@a-05<Y<a+05)
e p(@as<X<bh)=p@-05<Y<b+0,55
e p(@as<X<b)=p@-05<yY<b-05)
e pla<X<b)=p@+05<Y <b+0,5)
e pla<X<b)=p@+05<Y <b-05)
los demas casos se corrigen de la misma forma.

Ejemplo: Se lanza 15 veces un dado. Calcula la probabilidad de salir entre 7 y 10 veces
(ambos inclusive) nimero par.

Sea X="numero de veces que sale par”’, X e B(15;0,5)

FhExxXFAFAENVAmOos a resolverlo directamente, usando la binomial.

p(7< X <10)=p(X =7)+ p(X =8)+ p(X =9) + p(X =10) :[1:}(—) (—j +

B I BT Gl

32768 32768

FhxAxAxARxR*Usemos ahora la aproximacion a una normal.

X € B(15; %) = VYe N(lS-%; 15-%-%) = Y e N(7,519364)
Entonces:
65-75 105-75
7<X<10)=p(6,5<Y <10,5) = : —<Z<—— ) =p(-051<Z<155) =
p( ) = p( )= P 5364 Loaea )= M )

F(1,55) — F(=0,51) = F(L,55) — (1— F(0,51)) = 0,9394 —1+ 0,6950 = 0,6344

Como podemos ver el valor obtenido usando la aproximacion a una normal, es
“bastante” aproximado al valor real obtenido directamente con la binomial.
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Ejercicio: Se sabe que el 25% de los alumnos de un instituto, van a clases particulares
de matematicas.
a. Sitomamos 4 alumnos al azar, calcula la probabilidad de que 3 de ellos
vayan a clases particulares
b. Sitomamos una muestra de 100 alumnos, calcula la probabilidad de que
vayan a clases particulares entre 20 y 35 alumnos

Ejercicio: En un centro comercial se sabe que el 35% de los clientes pagan con tarjeta.

a. Sien una caja han pagado 120 clientes, ¢;cual es el nUmero esperado de
clientes que no han pagado.

b. Sien una caja han pagado 200 clientes, ¢cudl es la probabilidad de que
hayan pagado con tarjeta entre 60 y 85 clientes?.

c. Sien una caja han pagado 400 clientes, ¢cual es la probabilidad de que al
menos 260 no lo hayan hecho con trajeta?

(P.A.U — Junio 2004)

Ejercicio: Una de las pruebas de acceso a la universidad para personas mayores de 25
afios consiste en un test con 100 preguntas, cada una de las cuales con dos
posibles respuestas, siendo sélo una de ellas correcta. Para superar esta
pruebe debe obtenerse, al menos, 60 respuestas correctas. Si una persona
contesta al azar:

a. ¢Cual seré el numero esperado de respuestas correctas?
b. ¢Qué probabilidad tendra de superar la prueba?
(P.A.U. — Septiembre 2003)

Ejercicio: Se sabe, tras varios sondeos, que en una determinada poblacion Unicamente
el 15% es favorable a los tratamientos de psicoterapia. Elegida, al azar, una
muestra de 50 personas, se desea saber:

a. La probabilidad de que haya entre 10 y 20 personas favorables a dichos
tratamientos.
b. La probabilidad de que haya mas de 5 personas favorables a los
tratamientos.
(P.A.U. — Septiembre 1997)

Ejercicio: Un estudio indica que la proporcion de individuos que enfermaran después
de suministrarle una determinada vacuna es del 5%. Se toma una muestra de
400 individuos vacunados. Determinar:
a. El nimero esperado de individuos que no enfermaran.
b. La probabilidad de que el nimero de individuos que enferman sea, como
minimo, igual a 24.
c. Determinar la probabilidad de que el nimero de individuos que no
enferman sea, como minimo 372.
(P.A.U. — Septiembre 2001)
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EJERCICIOS PROPUESTOS:

1. Una variable aleatoria discreta tiene la siguiente funcion de probabilidad:

X 0 1 2 3 4

P, 0,1 a b c 0,2

Sabiendo que p(X <2)=0,7 y que p(X >2)=0,75:
a. Encuentra su esperanza matematica y su desviacion tipica.
b. Obtén la funcidn de distribucion

2. Laprobabilidad de que un estudiante de 1° curso obtenga el titulo de licenciado en
Geografia e Historia es de 0,3. Encuentra la probabilidad de que de un grupo de 7
estudiantes matriculados en 1° curso:

a. Ninguno de los 7 acabe la carrera

b. Todos obtengan el titulo

c. Por lo menos dos terminen la carrera.

d. Encuentra también la media y la desviacion tipica del namero de alumnos
que terminan la carrera.

3. Enun estudio hecho por TVE, se pudo saber que sélo el 15% de los espafioles son
partidarios de que se retransmitan combates de boxeo. Elegida una muestra aleatoria
formada por 10 personas, se pide:

a. ¢Cual es la probabilidad de que exactamente la mitad sea favorable?
b. ¢Cual es la probabilidad de que por lo menos la mitad sea favorable?
c. La probabilidad de que sélo uno sea favorable

d. La probabilidad de que al menos 9 sean favorables

4. Ladistribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta viene dada por:

X 1 2 3 4 5

p(X) 0,15 0,25 0,2 m 0,15

a. Halla “m” para que se trate de una funcion de probabilidad.
b. Calculay representa graficamente su funcion de distribucion.
c. Halla p(X<4) y p(2<X <4)

P.A.U —Junio 1998

5. Después de aplicar un test de aptitud numérica a un grupo de alumnos de E.S.O., se
detecto que el 65% tiene una aptitud numerica que podemos considerar inaceptable.
¢ Cual es la probabilidad de que de un grupo de 5, por lo menos dos tengan una
capacidad numeérica aceptable?

6. En una zona geografica determinada, el 60% de los votos fueron para el partido A.
Si se consideran a 5 votantes al azar de dicha zona, se pide:
a. Probabilidad de que votaran exactamente tres a dicho partido.
b. Probabilidad de que ninguno lo votase.
c. Probabilidad de que no lo votasen todos.

7. La probabilidad de que un alumno supere el examen de selectividad es de 0,8.
a. Calcula la probabilidad de que de un grupo de 8 alumnos, por lo menos
aprueben 2.
b. De un instituto se presentan exactamente 100 alumnos. Calcula.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

I. Probabilidad de que por lo menos aprueben 80.
ii. Probabilidad de que aprueben mas de 90.
iii. Probabilidad de que no aprueben ni siquiera la mitad

Los pesos de los pollos de una granja se distribuyen normalmente con una media de
1 kg. 800 gr. y una desviacion tipica de 300 gr. Si se rechazan los que pesen menos
de 1 kg. 500 gr.:

a. ¢Que tanto por ciento habra que rechazar?

b. ¢Cual es la probabilidad de que elegido uno al azar, pese méas de 2 kg.?.

La probabilidad de que la causa de un accidente automovilistico sea el exceso de
alcohol es de 0,6. Bajo estas hipotesis se pide:
a. Sienun fin de semana se producen 10 accidentes, ¢cual es la probabilidad
de que por lo menos 3 de ellos sean debidos al alcohol?
b. ¢Cuéntos de esos 10 accidentes puedes estimar que se evitarian si todos los
conductores se mantuviesen sin ingerir alcohol?

Una finca produce naranjas con un diametro medio de 58 mm. y desviacion tipica 7
mm. Segln su didmetro se catalogan como Extra las de 62 mm. o mas; Cat. | las
comprendidas entre 55 y 62 mm. y Cat. Il las de menos de 55 mm. ;Qué porcentaje
produce de cada tipo?

Calcula la probabilidad de que al lanzar 100 veces una moneda, el nimero de caras
obtenido esté comprendido entre 45 y 55 (ambos inclusive)

Para aprobar unas oposiciones se necesita obtener un minimo de 100 puntos en una
prueba. Por experiencias anteriores se sabe que la distribucion de los puntos
obtenidos por los opositores sigue una normal de media 110 puntos y desviacion
tipica 15.
a. ¢Cudl es la probabilidad de que un opositor apruebe?
b. Si sabemos que hay 1000 opositores y s6lo 300 plazas, ¢cuantos puntos de
deberan exigir para ajustar el nimero de plazas al nimero de opositores?

En un gran estadio deportivo se quieren instalar focos para iluminar el terreno de
juego. El suministrador asegura que el tiempo de vida de los focos es,
aproximadamente, normal con media de 40 horas y desviacion tipica de 4 horas.
a. Escogiendo un foco al azar, ¢cuél es la probabilidad de que dure por lo
menos 30 horas?
b. Sise comprueba que s6lo 1400 focos duran més de 30 horas, ¢cuantos focos
habra aproximadamente en el estadio?

Consideramos tres distribuciones binomiales: B(10; 0,1) , B(200; 0,1) y B(200; 0,5).
Explica cuél de ellas se aproxima mejor usando una distribucion normal.

Los ingresos diarios de una empresa tienen una distribucién normal con media
35560 euros 'y desviacion tipica 2530 euros. Justifica si es razonable o no esperar
obtener un dia ventas por un importe superior a 55000 euros. Calcula cuantos dias
en un afo se espera obtener ventas superiores a 40620 euros.
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16. El nivel medio de colesterol en sangre en la poblacién adulta entre 50 y 60 afios, es
de 190 mg. por cada 100 ml. de sangre. La desviacion tipica es de 25 mg. por 100
ml. Si las medidas se distribuyen aproximadamente de forma normal, calcula:

a. El porcentaje de la poblacién que tiene niveles superiores a 250 mg., que es
cuando considera un nivel preocupante.

b. La probabilidad de que un individuo tenga un nivel de colesterol
comprendido entre 150 mg. y 200 mg.

c. El porcentaje de los que tienen menos de 130 mg.

d. Sise sabe que el 60% de esa poblacion tiene mas de « mg., calcula « .

17. El peso medio de las almejas recogidas en la ria de Noia sigue una distribucion
normal de media 20 gr. y desviacién tipica 4 gr. Si a una fabrica conservera solo le
sirven aquellas que pesen entre 18 y 26 gr. ¢ Qué proporcidn de almejas cumplen
esta caracteristica?.

Por otra parte, un conocido restaurante de Noia s6lo compra almejas que pesen por
lo menos 30 gr., ¢de cuantos quilos podra disponer un dia en el que se han recogido
500 kg.?

18. La probabilidad de que un reloj salga defectuosa de fabrica es del 5%. En un lote de
6 relojes, ¢cual es la probabilidad de que alguno sea defectuoso?, ¢y en un lote de
200 relojes?. ¢ Cual seria el nimero de relojes defectuosos esperados en un lote de
1000 relojes?

19. Al elegir 100 personas de una poblacién resulté que su talla media era de 170 cm. y
su desviacion tipica 10 cm. Si dichos datos se distribuyen normalmente, ¢cuantas de
estas personas miden entre 190 y 215 cm?, ¢y a lo sumo 160 cms?

(P.A.U. — Septiembre 1997)

20. Sabemos que el tiempo de espera en la cola de una sucursal de un banco se
distribuye normalmente con media 15 minutos y desviacion tipica de 5 minutos. Si
tomamos a 40 clientes que hoy han sido atendidos, se pide:

a. ¢Cudl es la probabilidad de que el tiempo medio que han tenido que esperar
sea menor que 17 minutos?
b. ¢Cual es la probabilidad de que se encuentre entre 12 y 16 minutos?
c. Entre que valores se halla la media de tiempos de espera con una seguridad
del 40%. (pertenece al proximo tema: Muestreo)
(P.A.U. — Junio 1997)

21. La probabilidad de que un alumno matriculado en 2° Curso de Bachillerato
abandone los estudios es de 0,2. Si en un centro hay 100 alumnos de ese nivel, se
pide:

¢ De que distribucion se trata?. Razona la respuesta.

¢ Qué condiciones debe cumplir para que se pueda aproximar a una continua?

Halla la probabilidad de que abandonen menos de 30 alumnos.

Halla la probabilidad de que abandonen entre 10 y 20 alumnos.

(P.A.U. — Septiembre 2000)

22. El peso de las pifias tropicales cultivadas en una determinada finca siguen una
variable normal de media 1,4 Kg. y desviacion tipica 0,6 kg. Si en la presente
cosecha se han recogido un total de 325000 kg. de pifia, determinar:

a. La cantidad de pifias tropicales que pesan mas de 1,6 kg.
b. La probabilidad de que una pifia pese entre 1,3 y 1,5 Kkg.
c. Lacantidad de pifias cuyo peso difiere medio kilo de la media.  (PAU — Sept. 2001)
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