Limites y continuidad de funciones. Curso 2014/15

Ejercicio 1.

Determina las asintotas de la funciéon f(x) y analiza la posicion de la grafica con respecto a ellas.

f(x) _ 2x2 +3x-2
x> —2x-8
Solucidn:
. L - . . _r(x) .
Una funcion cuya expresion analitica es una fraccion algebraica, f (x) = ( ) cumple
glx
- Si grado(p x))< grado( X ) = limf(x) =kUOR con lo que la funcion f(x) tiene una asintota horizontal.

f( ) =kUOR con lo que la funcion f( ) tiene una asintota oblicua.
X

X0

)
- Si grado( x)) grado( )+1 = lim—~*
)

- Si grado( x))> grado( )+1 = f ( ) no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

—. La funcion f (x) puede tener asintotas verticales en los puntos x, tales que q(xo) =0.

2x* +3x -2

Con esto, vemos que f (x) :# tendra una asintota horizontal.
X" =2x-
2x* +3x-2 3 2
2 S S 2+=--—
. 2x"+3x-2 (. .., . e . x x> _2+0-0_
lim ————— = indeterminacion — | = lim—; =lim =
vee x?=2x = ®) x-e x'-2x-8 xee 2 8 T 1-0-0
e x X
= y =2 es asintota horizontal para f (x)
200302 .
Si damos valores muy grandes a x, p. ej. x =1000 = f(lOOO) 397992 >2 = hrp f(x) 22 = cuando x — +00
la grdfica de (x) esta por encima de la asintota horizontal.
1996998

001992 <2 = lim f(x)s2 =

cuando x — —oo la grdfica de f (x) estd por debajo de la asintota horizontal.

Si damos valores muy pequerios a x, p. ej. x =—1000 = f( 1000)

x -
x*-2x-8=0 = { ) = las rectas x =4 y x = =2 pueden ser asintotas verticales para f (x) Veamos si es asi.

x=-
. 2x7+3x-2 _ .. 2x"+3x-2 42
lim —; = lim - - =
2 43x-2 42 o8 2 =2x=8 i (x-4)(x+2)  0TDB
hmz— - — 5 00 = = x =4 es asintota vertical.
x4 x*=2x-8 0 . 22X +3x-2_ . 2x7+3x-2 42
lim = lim - - +oo

-4t xP =2x =8  x-4'(x-4)(x+2) 0B
Cuando x -4~ = f(x) - = y cuando x - 4% = f(x) — o0
2x* +3x-2

lim —— - 9(inafeterminacio'n) = lim
-2 x°=2x-8 0 x--2 (x—4

(2x —l))((x *2 = lim (2x _1) =_—5 :% = x =-2 no es asintota vertical
X

)
+2) -2 (x-4) -6

. . 5 . . ,
porque aunque f (—2) no existe, llm2 f (x) ==y esto quiere decir que cuanto mas nos acercamos con valores x a (—2)

6

. . 5
mas se acercan sus imagenes al valor g

Entonces la funcion f (x) tiene una asintota vertical, x =4, y una asintota horizontal, y = 2. Su grdfica es la siguiente:
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7 x=4 E
N R oo eeemeee oo eemmee e eeeee oo eeeeeme
2ri+3r—2 i
o) = ey \Q\ i
Ejercicio 2.
Calcula los siguientes limites de funciones:
. 1 2 . 5x+3
a) lim| —-—; b) lim c) lim——
~\x-1 x -1 -3 3-Xx xoo xT=2Xx

Solucidn:
1 2
a) lim| —-—
) X~1(x—1 x* -1
. 1 2 . x+1 2 . X-
lim| —-— =lim| ——-—; =lim—;
=\x=-1 x"-1) ~"\x" -1 x-1) =1x -1

) - (6 _6] que es una indeterminacion del tipo o — . Para tratar de quitarla restamos las fracciones.

1 1
im =—
=lx+l 2

. -1
=lim i

()

[indet. 9]
0

. x 3 . . . .
b) 11n31 3 e oo Necesitamos calcular los limites laterales en x — 3 para ver la tendencia de la funcion.
¥-3 3-x
) x 3 ) 3 cuando x — 37, f(x) — oo
lim - — - to hm 5> — 5 -0 = .
-3 3-x 0 ¥=3" 3-x 0 cuando x — 3, f(x) - —00
5x+3 5 + 3
. 5x+3 o) _ . 2 . x x2 _0+0
¢) lim— =| indet. — | = lim—=% =lim* %= =
weeo x? =2x ©) e xP=2x xee 20 1-0
x° x
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Ejercicio 3.

Encuentra el valor de k para que la funcién f(x) sea continua en todo R .

3x* +2x -1 :
| si x#-1
f(x)=9 3x+3
k si x=-1
Solucion:
., _3x7+2x -1 . ) . ., .
La funcion y =i es cociente de funciones continuas en todo R = es una funcion continua en todos los puntos,
X
salvo en los que anulan el denominador.
2
+ =
Como 3x+3=0 = x=-1, tenemos que y :% es continua en (—00 , —I)U(—l , +0°)
X
—3x2 *2x-l si x#-1
Ahora f(x) = 3x+3 = f(x) es continua en (—00 , —I)U(—l , +0°) y para que sea continua en todo R,
k si x=-1
debe ser continua en x = —1. f(x) serd continua en x = -1 < lin_llf(x) = f(—l)
f(-1)=k 4
242x - +1)(3x -1 - = f(x) serd continua en todo R < k=-—
fim £ (x) = lim 22X 7 = (ger. 2 = tim (x+))(x-1) g =1 4= S(3) 3
x--1 x--1 3x +3 x--1 3(x+1) x--1 3
Ejercicio 4.
_3x*-8

La funcion f (x) = tiene una asintota oblicua, calcula su ecuacién y represéntala.

X+
Solucion:

Una asintota oblicua es una recta y =mx+b, con m %0, a la que se acerca la funcion, tanto como queramos,

cuando x — oo,

X0

lim(M]:hmM = lim(m+2]:limM ——]
Luego 1ir2(mx+b):1ir2f(x) = X Tee X ¥ xX) == X Fee oy
- - lim (mx) +1im (b) =lim £ (x) = lim(mx) +b=lim f (x) = b=lim(f (x)-mx)

X — 00 X 00 X -0 X — 00 X —00

3x’ -8 3x’ -8 3 8
2— Y —
Entonces m:limf(x):hm x+4 :lim3f 8 - indet. = | = lim zxz = lim—X _370_
ree oy xme x v-o x? +4x w) wee xPH4x e 4 140
x* x
12 8
2 _ 2 _ 3 +4 _ _ - - _
b =tim (£ (x) = mx) = lim| 2%~ 3¢ | = lim| X5 - x(x+4) :limM:(indet.fj:lim x- 1270,
xme o x4+ o x+4 x+4 o x+4 ) e 4 1+0
X

Por tanto, la asintota oblicua de f(x) es la recta y=3x-12
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, 3x* -8 ,
La funcion f (x) = —4 tendria este aspecto.
x+

Observamos que también tiene una asintota vertical
en x =—4.

; -a04

Ejercicio 5.

Estudia la continuidad de las siguientes funciones y clasifica las discontinuidades.

2 . .
e si x<-2 x’=x+3  si x<0
S(x)=1 ¥ 2(x)=1 x+6
x"+2x . X .
E— si x>-2 si x=20
X 2-x
Soluciéon:
x+2 . _
e si x<-2
f (x) S9x7+2x
B si x>-2
X
La funcién y =e*" es siempre continua, por tanto f(x) es continua en (—00 , —2)
., X7 +2x . . . ;
La funcion y =———— es cociente de funciones continuas = es continua en todos los puntos, salvo en x = 0. Entonces
X

f(x) es continua en (—2 , O) U (O , +0°). Analicemos la funcion f(x) en los puntos x =-2 y x =0.

f(2)=e""=e" =1

lim f(x)= lim ™ =¢’ =1

Enx=-2 = ¥ -2 xo-2
}{r{lzf(x) - 2 42r 0 = quir_rzlif(x) z xlﬁir_rzl*f(x) = Xl{r{lzf(x) no existe
Jim g (x) = Jim == 5 =0
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f(x) presenta una discontinuidad de tipo finito en x = -2 (los limites laterales son distintos pero ninguno inﬁnito)

f(O) no existe

E =0 )
T lim £ (x) = ljm =2 :(indet. %):lim—x(X+2)

x-0 X x-0 X :£ifl(}(X+2):2

Como lin&f(x) =2 pero f(O) no existe = f(x) presenta una discontinuidad evitable en x =0

x*=x+3  si x<0
g(x): x+6
2-x

La funcién y=x"—x+3 es siempre continua, por tanto f(x) es continua en (—00 , O)

si x=20

. X+
La funcion y =

es cociente de funciones continuas = es continua en todos los puntos, salvo en x =2. Entonces

f(x) es continua en (O , 2)U (2 , t 00). Analicemos la funcion f(x) en los puntos x =0 y x =2.

6
0)=2=3
1(0)=3
Enx=0 = 1in01f(x)=1in01(x2—x+3)=3
lim f (x) > 4 = lim f(x)=1lim f(x) = limf(x)=3
= lim f (x) = lirg{;+6 =g=3 L L o
X X - X

Como 1}51(}]"()6) = f(()) = f(x) es continua en x = 0.

f(2) no existe

. x+6 8
lim - — - T
Enx=2 = . ¥2 2—x 0* I .
Xl{’lzlf(x) R B g = lelzlf(x) no existe
lim - — -5 —®

x=2" 2 —x 0

Como los limites laterales tienden a infinito = f(x) presenta una discontinuidad de tipo infinito en x =2
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