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El embarcadero

Tenemos dos pueblos, A y B, cada uno a un lado de un canal.
Se desea construir un embarcadero situado exactamente a la
A misma distancia de los dos pueblos. ;Dénde habri que hacerlo?

*B

Para decidirlo, colocamos unos ejes coordenados y razonamos del siguiente
modo:

Los puntos de la mediatriz del segmento AB estin a la misma distancia de
los extremos de este. Por tanto, el punto buscado, P, es la interseccién de la
recta 7 (el canal) con la recta s (perpendiculara AB en su punto medio).

Halla las coordenadas de P.

Coordenadas de A4 = (1, 5)
Coordenadas de B= (13, 1)

Hallamos las coordenadas de M, punto medio entre A y B.

(1+13 5+1)
M-( 7 )-(7,3)

Hallamos el vector AB = (13, 1) —(1,5) = (12, -4)

La recta s pasa por M vy tiene vector de direccién d = (4, 12).

y Cx=7 _J)=3
La ecuacién de s es: i - 12
La ecuacién de 7 es y= %x +2.
Y= %x +2
P es la solucién del sistema: — x=8, y= 6
x-7 _)-3
4 12

Solucién: P= (8, 6)
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Hazlo tu. Averigua m para que P(1,4), Q(5,-2) y R(m, 0) estén alineados.

PQ = (4,-6)
QR = (m, 0) = (5,-2) = m—5, 2)

4 _ -6 _5_=3 _17
m——s_ 2 — m 5_ 4 — ms= 4 _4125

1 Halla las coordenadas de MN y NM , siendo M(7,-5) y N(-2,-11).
MN =(-2,-11) - (7,-5) = (<9, -6)
NM = (7,-5) - (=2, -11) = (9, 6)

2 Averigua si estdn alineados los puntos P(7,11), Q(4,-3) y R(10, 25).

PQ =(-3, -14
_Q> ( ) - =3 _-l4 — A, By C estdn alineados.
QR =(6, 28) 6 28

3 Calcula el valor de % para que los siguientes puntos de coordenadas
A(1,7) B(-3, 4) C(k, 5)

estén alineados.

AB=(-4,-3
( )}_> 4 -3 -5

il = S Y hel5 = poD
BC-Ghs3. )| " Fe3 -1 3k=9 = 3k=5 > k=
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4 Dados los puntos P(3,9) y Q(8,-1):
a) Halla el punto medio de PQ.
b) Halla el simétrico de P respecto de Q.
¢) Halla el simétrico de Q respecto de P.
d) Obtén un punto A de PQ tal que PA/AQ =2/3.
¢) Obtén un punto B de PQ tal que PB/PQ = 1/5.

w28, 220 (1)

P(3,9)
3+x Q@B 1
b)—_—8 — x=13 @, 1)

P'(13,-11) o)
9+y

2

=1 - y=-11

¢) Llamamos Q'(x} y") al simétrico de Q respecto de P.

Q'
ASl’Z X';8:3%xv:_2 P

_)’,+(_1) Q,(_z’ 19) Q

2

9= y'=19

Matematicas |
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d) Llamamos A(x, y) al punto que buscamos. Debe cumplirse que:

pA:%E - (x—3,)/—9)=%(8—x,—1—y)

x—3=%(8—x) — x=5
A5, 5)

-y — y=5

_9_-2(
y=9=5(

e) Llamamos B(x, y) al punto que buscamos.
P_)z%PQ — (x=3,y-9)=L L5.-10)=(1,-2)
x—3=1—> x=4

B(4,
y—9=—2—>y=7} ®.7)
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Hazlo tu. Obtén las ecuaciones paramétricas y la ecuacién continua de la recta que pasa por los

puntos P(7,-4) y Q(3,2).
Vector de posiciéon de P: E =(7,-4)
Vector de direccion de la recta: d = (3, 2) — (7, —4) = (-4, 6)

Ecuaciones paramétricas:

x=7 -4\
y=—4+6A
Ecuacién en forma continua:
x—-7 _y+4
-4 6
Hazlo ti. Obtén las ecuaciones paramétricas de la recta * 6 > %

Vector de posicién de P: p = (5, 0)
Vector de direccién de la recta: d = (0, -7)

Ecuaciones paramétricas:

x=5
y==7\
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Hazlo tu. Obtén todas las formas posibles de la ecuacién de la recta que pasa por A(-2,5) y B(3,-5).
Vector de posicién de A: OA = (-2,5)
Vector de direccién de la recta: d = (3,-5) — (-2, 5) = (5, -10) = 5(1, -2)
Vamos a tomar como vector de direccién de la recta un vector proporcional al anterior: d' = (1, -2).
Ecuaciones paramétricas:

x=—2+A\

y=5-2A
Ecuacién en forma continua:

x+2 _J=5
1 -2

Ecuaci6n implicita:
2x+2)=y-5 > 2x—-4=y-5 > 2x—y+1=0

Ecuacién explicita:

y=—2x+1
Ecuacién punto-pendiente:
-2
"
y==2x+2)+5
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Hazlo tu. Obtén la ecuacién implicita de 7: {x B Zt .
y=4-
—4
%:—y 1 — —x=5y-20 - —x-5y+20=0
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Hazlo tu. Da las ecuaciones paramétricas de la recta y = -2x + 7.

Encontramos un punto A de la recta dandoa x elvalor0: x=0 — A=(0,7)
m=-2 — d=(1,-2)

x=A
Ecuaciones paramétricas:
y=7-2\
. - 1
Hazlo tu. Halla las ecuaciones paramétricas e implicita de la recta * 5 _ y;

Punto de la recta: A = (5,-1)
d=00,2

x=5
Ecuaciones paramétricas:

y==1+2\
Ecuacién implicita: x =5

1 Halla las ecuaciones paramétricas, continua, implicita y explicita de la recta que pasa por 4 y B,
en cada caso:

a) A(-1,-1), B(3, 3) b) A(0, 4), B(6, 0) ¢ A(3,5), B(-1,5) d) A3, 5), B(3,2)
a) A(-1,-1), B(3,3) - AB = (4,4)

=344\ _
Paramétricas: reor Continua: *— 3 _ &
y=3+4\ 4 4
Implicita: x—y=0 Explicita: y=x
b) A(0, 4), B(6,0) — AB = (6,—4)
x =06\ _
Paramétricas: {)’ Ty Continua: % = %
Implicita: —4x—6y+24=0 Explicita: y = %x +4
) AB3,5), B(-1,5) — AB = (-4, 0)
=34 _
Paramétricas: * Continua: X= 3 _ u
y=5 - 0
Implicita: y—5=0 Explicita: y=5
d)AB,5), BB3,2) —> AB =(0,-3)
x=3 _
Paramétricas: {)/ s 30 Continua: = 6 3 _ )/__35
Implicita: x—3=0 Explicita: No existe, pues se trata de una

recta vertical de ecuacién x = 3.
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2 Obtén las ecuaciones implicita, paramétricas y continua de la recta y = 2x + 3.
y=2x+3
* Buscamos dos puntos de la recta y su vector direccidn:

Six=0 — y=2.0+3=3 — A(0,3)

AB = (1,2
Six=1—>y=2-l+3=5—>3(1’5)} ” )

* Implicita: 2x—y+3=0

¢ Paramétricas:

x=A
y=3+2A
¢ Continua:
x=0 =)’_3
1 2

3 a) Encuentra dos puntos, P y Q, pertenecientes alarecta 7: 2x—3y+ 6 =0.
b) Comprueba que PQ es perpendicular a (2, -3).
©) Escribe las ecuaciones paramétricas de 7.

d) Escribe su ecuacién explicita y comprueba que el vector (1, m) es paraleloa PQ (m esla
pendiente de 7).

a)r:2x—3y+6=0
Six=0 —2-0-3y+6=0 = y=2 — P(0,2)
Six=-3 > 2.-(-3)-3y+6=0 - y=0 - Q(-3,0)
b) PQ = (-3,-2)
PQ L(2,-3) & PQ -(2,-3)=0
(-3,-2)+(2,-3)=(=3) -2+ (-2) - (-3) =—6+6=0

x=-3\
o r: y=2-2h

d) Despejamos y en la ecuacién de 7:

2x=3y+6=0 = 2x+6=3y — %x+2=)/

Explicita: y = %x +2

El vector (1, %) es paralelo a P—Q> si sus coordenadas son proporcionales:

(-3,-2) =x<1,%> — A=-3

Los vectores son proporcionales y, por tanto, paralelos.



Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

E Haz de rectas

Pagina 196

1 Halla la recta del haz de centro P(-3,5) que pasa por (8, 4).
Hemos de hallar la recta que pasa por P(-3,5) y Q(8, 4).
PQ =(11,-1)

‘x+3_)’_5
T T4

2 Los haces de rectas cuyos centros son P(4,0) y Q(-6, 4) tienen una recta en comun. ;Cudl es?

Es la recta que pasa por P(4,0) y Q(-6, 4).

PQ = (-10, 4)
. x—4=J’_O
10 4

3 Las siguientes rectas:
r:3x-5y-7=0  s:x+y+4=0
forman parte de un mismo haz. ;Cudl de las rectas de ese haz tiene pendiente 42
* El centro del haz es el punto de corte de 7 y 5. Lo hallamos:
3x-5y-7=0

=—y—4
X+ y+4=0}_>x )

3(cy—4)—5y-7=0 > -8y-19=0 — y:—%

x=—y—4-= %—4:—%

El centro del haz es el punto P(—— ——=.
* Ecuacién de la recta que pasa por P y tiene pendiente igual a 4:

y= %+4<x+%) —5 32x—8y+7=0
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1 Representa.

) x=5 b){“i 0 {":; d)y=2 e){

]

|
>

2
——

]
Il
>

a) Y

b) Es la misma que la del apartado a).

¢) Es un punto, el punto (5, 2).

Y
2 0(5’2)
5 X
d) 1y
sE2 11
2 [ ] L
W lix
| ‘ T X
NN

e) Pasa por O = (0, 0). Tiene vector de direccién d- (1, 1).
Y

f) Tenemos cualquier punto del plano, pues no hay ninguna restriccién.
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Pagina 198

1 ;Verdadero o falso? Cada una de las siguientes rectas es paralela a x—2 =J'T—1.
a)2x+5y-4=0 b)5x+2y=0 ©2x-5y+1=0
-5 -3 =2,
d)y= 2x+4 ey 2x+1 f)y 5% 3

p— 2 —>
El vector de direccién de la recta % ; 2_J 7 d=,2).

a) Vector de direccién: (-5, 2) # (5, 2) = Falso.
b) Vector de direccién: (-2, 5) # (5, 2) = Falso.
¢) Vector de direccién: (5, 2) //(5,2) = Verdadero.

d)m= % — Vector de direccién: (2, 5) # (5, 2) = Falso.
e) m= —% — Vector de direccién: (2, -5) # (5,2) = Falso.

f) m= % — Vector de direccién: (5,2) //(5,2) = Verdadero.

& ;Verdadero o falso? Cada una de las siguientes rectas es perpendiculara x—2y + 4 = 0:

2) x=y+t b) x=1-2¢ 9 x=t
y=1-2z y=3+t y=2¢
d)y=2x+1 e)y=-2x+3 f)y:%

El vector perpendicular a la recta x—2y+4 =0 es (1,-2).

a) Vector de direccién: (1,-2) J/(1,-2) = Verdadero.

b) Vector de direccién: (-2, 1) # (1, -2) = Falso.

c) Vector de direccién: (1, 2) # (1,-2) = Falso.

d) m =2 — Vector de direccién: (1, 2) # (1, -2) = Falso

e) m=—-2 — Vector de direccién: (1, -2) //(1,-2) = Verdadero.
f) m =% — Vector de direccion: (2, 1) # (1,-2) = Falso.
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x+5 _ y-1
3 -2

Hazlo ti. Halla una paralela y una perpendicular a 7: que pasen por (7, -5).

1 N N
El vector de direccién de la recta x;S _7 es d = (3, -2). Vector normal: n = (2, 3).

-2
Recta paralela:
x= 7+3A
v { y==5-2A
Recta perpendicular:
x= 7+2A
T { y=-5+3\
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Hazlo tu. Halla la recta 7 [/ 7: 5x—y + 4 = 0 que pase por (3, —5); y larecta r, L r que pase por
(0, 0).

El vector de direccién de larecta 7: 5x—y+4=0 es d- (-1,-5) =—(1, 5). Vector normal: n-= (5, -1).

Recta paralela:
x= 3+ A
w { y=-5+5L
Recta perpendicular:
x= 3+5A
7y {}/ s

Hazlo tu. Dadala recta #: x;S =l5, halla:

a) Las ecuaciones paramétricas de r; L r que pase por (-2, 0).
b) La ecuacién implicita de 7, // r que pase por (0, —3).

¢) La ecuacién explicita de 73 //  que pase por (-3, 5).

El vector de direccién de la recta x; >_ ) es d = (2, =5). Vector normal: n = (5, 2).

-5
a) Recta perpendicular:
x==2+5\
: { y=2A
b) Recta paralela:

r

+3
Eh y—s

— Sx=2y+6 > Sx—-2y-6=0

¢) Recta paralela:

r3: x§3 =—'y__55 - Sx—-15=2y—-10 = Sx-2y-5=0 — y:—%x—%

3 Escribe las ecuaciones paramétricas de dos rectas que pasen por P(4,-3) y sean paralelay perpen-

= 2 -
dicular, respectivamente, a 7: x St.
y=4+2t

7 {x=2—5t — Vector direccién de r: ;,= (-5,2)
y=4+2t

* Recta paralelaa » que pasa por P:

P(4,-3); v,=v,=(5,2)

x= 4-5¢
g y=-3+2¢

* Recta perpendicular a » que pasa por P:

P(4,-3); v,=(2,5)

x= 4+2¢
Cly=-3+5¢
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4 Dadalarecta r: y=-2x+5, halla:
a) Las ecuaciones paramétricas de una recta r; paralelaa r que pase por (0, -2).

b) La ecuacién explicita de una recta r, paralelaa r y de otra 73, perpendiculara r y que ambas
pasen por (0, 1).

©) La ecuacién implicita de una recta 7, perpendiculara 7 y que pase por (-2, 5).

riy=-2x+5
Pendiente m = —2 — Vector de direccién de la rectaes d = (1, =2). Vector normal: n = 2,1).
) x=A
a) 7y: ‘y=_2_27\’
-1

b)rzz%=)’—2 - 2x=y-1 > y=-2x+1

e X a0 s xs2yr220 5y Laa

355 =2y x=2y+2= y=yxe
) 74:%=}’1;5 - x+2=2y-10 = x-2y+12=0

S5 Dada s: {x:S—t’ halla:
y=3t

a) La ecuacién continua de una recta r; perpendiculara s que pase por P;(5,-3).
b) La ecuacién implicita de », paralelaa s que pase por P,(0, 4).

¢) La ecuacién explicita de r; perpendiculara s que pase por P;(-3, 0).

x=5_t >
s:{ — P(5,0)es; v,=(-1,3)
y=3t

a) El vector direccién de 7 es ;,1 =(3,1). P,(5,-3) er.

7. x_S = }/+3
"3 1
b) El vector direccién de 7, es el mismo que el de s: ;,2 = (=1, 3). P5(0,4) €r,.
-4
7’25x_10=_3 — 3x=—y+4 > 3x+y—-4=0
c) El vector direccién de 73 es el mismo que el de 7y: v r,= 0 1). P3(=3,0) €rs
3_y-0 1
73: x; =1 - y:§x+1

6 Determina las ecuaciones implicitas de dos rectas que pasen por P(-3, 4) y sean paralela y per-
pendicular, respectivamente, a 7: 5x—2y + 3 = 0.

r:5x—2y+3=0 = 5x+3=2y = y= %x+%
La pendiente de » es m, = %
* Recta s paralelaa » que pasa por P(-3, 4):
=2
me=m, ==

s:y—4=%(x+3) — 5:5x-2y+23=0

* Recta / perpendiculara » que pasa por P (-3, 4):
/ 2

m1=_ = ——

m, 5

l:y—4=—%(x+ 3) > [:2x+5y-14=0
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Hazlo ti. Determina la posicién relativa y el punto de corte, si existe, de las rectas:

. x=1+2¢ s x=—4+t
Fly=-s5-5¢ 7 " |y-6-¢

Vector de direccién de 7: d = (2, -5)
Vector de direccién de 7,: d'= (1, 1)
No son proporcionales, luego las rectas se cortan.

Punto de corte:

{1+2t=—4+s

-1, r=-2
5_5p-6_s 707

Para esos valores de los pardmetros: x=-4+1=-3; y=6-1=5

Punto de corte: (=3, 5)

Hazlo tu. Halla la posicién relativa de las rectas:

. x=2t s x=8+4t
v y=1+5¢ y y=3+10z

Vector de direccién de 7 d=(25)

Vector de direccién de ry: d'= (4, 10)

Son proporcionales, (4, 10) = 2(2, 5), luego las rectas son paralelas o coincidentes.
Punto de 7;: (0, 1)

Sustituimos en 7;:

{0=8+4r 0=8+4r > t=-2

123410 - 123410f — £2 _% — No hay solucién, las rectas son paralelas.
Hazlo ti. Determina la posicién relativa de 7;: x=2t y 7y x=8+4r .
y=1+5¢ y=21+10z

Vector de direccién de 7 d=(,5)
Vector de direccién de 7y d'= (4, 10)
Son proporcionales, (4, 10) = 2(2, 5), luego las rectas son paralelas o coincidentes.
Punto de 7;: (0, 1)
Sustituimos en 7,:
0=8+4r 0=8+4r = r=-2

{1:21+10t ~ {1:21+10; S =2

Para #=-2 obtenemos el punto (0, 1) que estd en las dos rectas.

as rectas 7 7, tienen la misma direccié un punto en comun, luego son coincidentes.
Las rectas 7; y r, tienen la misma direccién y un punto en comin, | n coincident
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1 Averigua la posicién relativa de estos pares de rectas:

a)7:3x+5y-8=0, s:6x+10y+4=0
b)r:2x+y-6=0, s:x—y=0

{x=7+5t {x=2+t
c) r: , St
Jy

=2+5¢
d)7:3x-5y=0, . 1¥
) 7: 3x— 5y s {y=1+3t

a)r:3x+5-8=0 = E,=(3, 5)
s:0x+10y+4=0 — E:=(6,10)
3_5 _ -8

~=—=_2—2 — Las dos rectas son paralelas.

6 10 4
b)r:2x+y-6=0 - E,:(Z, 1)
six—y=0 = ;5=(1,—1)

l z L — Las dos rectas se cortan.

=7+5¢t >
{ -3 - v,=(5-3)

{ - v,=(1,-2)

—_— —2 — Las dos rectas se cortan.

d)7:3x—5y=0 = n,=(3,-5) = v,=(5,3)

s {":2*5‘ 5 .-65,3), P=(2 1)
y=1+3¢

Como v,=v,y P &r, las rectas son paralelas.
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1 Halla el 4ngulo que forman los siguientes pares de rectas:

a) s x=3-2¢t . x=1-4¢

v y=7+t z y=4+3t
b)ri:x+2y—-17=0, r:3x-5y+4=0
o riy=5x-1, rpy=4x+3

d)ry: {xii_h, r:3x-5y+4=0
y=/+t

a) Vi = (=2, 1); Vi, = (-4, 3)

_ |(_271)'(_4’3)| _ 11

= = =~ 0,9838699101 — o =10°18'17,45"

0s Ol

b) Vector normal de r;: Hl =(1,2)

Vector normal de 7, Ez =(3,-5)

|(1’2).(3)_5)| 7 1 "
0s Ol = = ~0,5368754922 — o.=57°31'43,71
[(1,2)]]13,-5)]  (f5)-(/34)

o) m, =5 m, =4
1 2

‘:L ~ 0,0476190 — o = 2°43' 34,72"

tga:’ 21

4-5
1+5-4
d) Vi = (-2, 1); Vi = (5, 3)

|(_2a1).(513)| 7 1 "
cos Ol = = = 0,5368754922 — o =57°31"'43,71
(2D [16,3)] (5)-(34)
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Hazlo tu. Halla el 4rea de este mismo tridngulo tomando como base BC y como altura la distancia
de A alarecta BC.

Base: c= BC=4(2-6)2+(5-5)2={16=4u
Larecta BC es: y=5

La altura es:

b, = dist[4, BC) = 121 _s

7

Por tanto:

P _C'hc_4.5_ 2
Area = 7 o =10u

1 P(-6,-3), Q(9,5)
r:3x—4y+9=0, s:5x+15=0
Halla la distancia entre los dos puntos.

Halla también las distancias de cada uno de los puntos a cada recta.
P(-6,-3), Q(9,5)

ri3x—4y+9=0

5:5x+15=0

dist (P, Q) = | PQ |=| (15, 8) |- {157 + 82 =289 =17
3-(-0)-4(3)+9|_3

dist (P, r) =
V32 +(—4)? 5
. [5:(=6)+15] 15
dist (P, s) = ——"="2=3
V52 +0? 5
dist (Q, 7) = w=1_56
dist (Q, s5) = %:%:12

2 a) Halla el 4rea del tridngulo de vértices A(-3, 8), B(-3,2), C(5,2) con la férmula de Herén.

b) Hillala, también, mediante la aplicacién de la férmula habitual §= b .zhb , siendo & la medida

del lado AC. ;Hay otra forma mds sencilla?
a) A(—3, 8)) B(_S’ 2)’ C(5> 2)
Férmula de Herén: S = Jp @-a)p-06)(p—o

a=|BC|=|(8,0)|=8
b=|AC|=|(8,-6)|=82+(6)2=10 p:%:lz
c=|AB|=](0,-6)|=6

S=412(12-8)(12-10)(12-6) =412-4-2-6 =576 =24 u?
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b-h,
2
e b= |R| =10 (del apartado anterior)

b)§=

* Hallamos la ecuacidn de la recta que pasa por A(-3,8) y C(5, 2):

Pendiente: m = ?:;—3 — y=2—%(x—5) — 7:3x+4y—23=0

_13:(:3)+4-)-23| 24
V32 +42 5

* h, =dist [B, 7]

_ 10-(24/5)

3 =24 y?

S

Habria sido mds sencillo si hubiéramos dibujado el tridngulo.

Observa:
4 8
\\ o o
N Es claro que AB =6y BC =8.
N y , AB-BC _6-8 2
N Como el tridngulo es rectdngulo, S = 5 =3 = 24 u”.

B 2 C
_3 <




Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

Ejercicios y problemas resueltos
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1. Puntos y vectores en el plano
Hazlo ti. Haz los cdlculos para llegar a la solucién D'(8, 3) de este problema.
BC =(5,6)-(3,6) = (2,0)
AD = (x,y) - (0,3) = (x, y— 3)
AB = (3,3)
CD = (x,9) - (5,6) = (x=5,y-6)
Primera condicién:
BC [|[AD — y-3=0 — y=3

Segunda condicién:

|AB|=|CD| — {18={(x-5)2+(—6)2 — 18=(x=52+ (-6 = 18 =x2—10x+y>—12y+ 61

y=3 2 2
5 18=x2-10 C12.346] = x=8, x=2
{18:x2‘10x+}/2—12y+61 x% = 10x+ (3) 3+ x=8, x

Si x =2, obtenemos un paralelogramo, luego x =8, y=3.

D'=(8, 3)
&. Simétrico de un punto respecto de una recta

Hazlo ti. Halla el punto simétrico de A(2, 2) respecto de la recta 7:y =6 — x.

Pendiente de r: m = —1

Pendiente de la recta s perpendiculara r: m'= L

1
Vector de direccion de la recta s: d” = (1, 1)

-2
Ecuacién de s: %z% - x-2=y-2 > x—y=0

M es el punto de interseccién de las rectas 7 y s:

y=6-x
- x=3,9y=3 > M=(3,3)
x—y=0

M es el punto medio entre A y A'= (x, y)

2

2
3:% — y=4

= A'=(4,4)

) 3=M%X=4

| x+2 y+2
(333)_< 2 > 2
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3. Rectas paralelas y perpendiculares a una dada

Hazlo tu. Del cuadrado ABCD conocemos el vértice B(5,-1) y la ecuacién del lado AD,
y =—4x+ 2. Hallala ecuacién de los lados BC y AB.

Y| N

AD v

- ¥
,—”’—B‘*\
-’———‘ “‘

Ellado BC es paralelo a AD y pasa por B = (5,-1):
Pendiente de AD: m=—-4

Pendiente de BC: m = —4. Vector de direccién de BC: d = (1, —4)

Ecuacién de BC: x;S = )’+41

Ellado AB es perpendiculara AD y pasa por B=(5,-1):

Pendiente de AB: m = % Vector de direccién de BC: d = (4, 1)

_ 1
Ecuacién de AB: x45 = }’-4*

Pagina 205
4. Rectas notables en un triangulo

Hazlo tu. En el tridngulo de vértices A(4, 1), B(2,-2) y C(-2,2) calcula la mediatriz relativa al
lado BC, la altura que parte de C y la mediana relativa al lado AC.

Usamos la misma notacién que en el ejercicio resuelto.

a) La mediatriz relativa al lado BC, m,, es la perpendiculara BC que pasa por Mp.

BC = (=2,2) - (2,-2) = (4, 4)

My~ <—22+2’ 252) - (0. 0)

Vector perpendiculara BC: d’ = (4, 4)

Ecuacién de m,: %:% - x=y
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b) La altura que parte de C, h, es perpendiculara AB y pasa por C.
AB = (2,-2)-(4,1)=(-2,3)
Vector perpendiculara AB: d'= (3, 2)

x+2 =)’_2
3 2

Ecuacién de hq

¢) La mediana relativa al lado AC, n,, es perpendicular a AC y pasa por M. e

AC =(=2,2) = (4, 1) = (=6, 1)

MAC=(_22+4’2;1>=<1’%>

Vector perpendiculara AC: d’ = (1, 6)

_3
x-1_7"2

1 6

Ecuacién de 7y

8. Rectas paralelas a una dada a una distancia determinada

Hazlo tu. Halla las ecuaciones de las rectas que distan J10 unidades de 7: y=3x-2.
sp:3x—y+ k=0

Puntode »: P=(0,-2)

. 13.0—(=2)+ £| k+2=10 —> k=8
dist(P,s) =410 > == — ~ =" " _J10 > |[£+2]=10 >
i5t(P 51 0 J9+1 /10 [£+2]=10 k+2=-10 > k=-12

Las rectas buscadas son s;:3x—y+8=0 y s: 3x—y—12=0.

6. Distancias y area en un triangulo

Hazlo ti. Resuelve este mismo ejercicio para r:x—3y+3 =0, B(6,3) y C(4, 4).

a) Sustituimos las coordenadas de los vértices B y C en la ecuacién de ». Obtenemos que Bery Cér.

Por tanto, el lado desigual es AB: dist(A, C) = dist(B, C) = dist(A, B).
Como A er, sus coordenadas deben cumplir su ecuaciodn, es decir, A = (3y- 3, y).

dist(A, C) = dist(B, C) — «/(4—(3y—3))2+(4—y)2=«/4+1 - 10y2—50y+ 65=5 = y;=3, =2

Obtenemos dos soluciones, A(3,2) y A'(6, 3), pero A'= B no es vilida.
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b) Tomando como base AB, Area = % base - altura = % - dist (A, B) - dist(C, r)

dist (A, B) = {3-6)2+(2-3)2=J10 u
[4-12+3] 10 "

dist (C, 7) = Tio 3
Kreq - L 10 Y10 _5 _ 2
Area = 2@ > -2-2,5u
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8. Recta que pasa por un punto y forma un angulo determinado con otra recta dada

Hazlo tu. Halla la ecuacién de una recta que pase por el origen de coordenadas y forme un 4ngulo
de 60° con la recta 7:y=x+ 3.

Pendiente de 7: m, = 1

Pendiente de s: m;

lom, 5, 105
rr GO° = 1—m, - 1-m, 1+m, 1+43
Chadh l+m | 1+m 1—-m 1+y3
s s 1—5:_6—)m;:1 B

+m, _

Como pasa por O = (0, 0):

LB 1B
sty = 1+Bx, 5ty = -5

\ Y]
\ 7,
\
60y
~~— u :—\
_)&
~—_ i(
\ 1
\:
\
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9. Recta simétrica a otra respecto a una tercera recta dada

Hazlo ti. Halla la recta #, simétrica de larecta 7: —2x + 3y + 2 = 0 respecto de la recta
s:5x+y+18=0.

Calculamos A, el punto de interseccién de 7 y #:
—2x+3y+ 2=0
- A=(4,2)
—Sx+ y+18=0

Ahora, tomamos un punto P de r: P=(1,0)
Calculamos la recta 2 perpendicular a s que pasa por P = (1, 0):
ds=(-1,-5) = da=(5,-1)

ﬂ:.x;lzll%_x+1:5}/%—x—5}/+1=0

Determinamos Q, punto de cortede @ y s:

—-x-5y+ 1=0
) N Qz(z);)
—Sx+ y+18=0 27 2

Calculamos P'= (x, y), simétrico de P respectoa Q:

(Z _L>=<x+1 l) S P (6,-1)

272 272

La recta ¢ pasapor A= (4,2) ypor P
AP =(6,-1)~(4,2)=(2,3)

ﬂ=g

) 3

10. Caélculo del circuncentro de un tridangulo
Hazlo ti. Halla el circuncentro del tridngulo de vértices A(3, 1), B(4,2) y C(9,-3).

Calculamos la mediatriz 2, del lado AB, que pasa por el punto medio de AB:

AB =(1,1) - d,, =(1,-1)
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Calculamos 2;, mediatriz del lado AC que pasa por el punto medio de AC:
AC =(6,-4) > d,, = (4,06)

MAC=<3+9 ﬁ)=(6,_1)

27 2

x—6 _J+l1

7 Z — 6x—36=4y+4 — 6x—4y—-40=0

my:

Hallamos el circuncentro calculando el punto de corte de m, y my:

El circuncentro es el punto (6, —1).

Y]

B ——

A

N

ANR e

\ \El)
C

Wl\—/ m
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1. Célculo del ortocentro de un triangulo
Hallar el ortocentro del tridngulo de vértices A(-1, 2), B2, 4) y C(1, 0).

a) BC = (-1, -4)

Altura hy: Pasa por A= (-1, 2) y tiene vector de direccion E =(-4,1).

hA:%=¥ - x+1l=-4y+8 > x+4y-7=0

b) AC = (2,-2)
Altura hp: Pasa por B=(2,4) y tiene vector de direccién E =(2,2).

—4
hp: xgzzyT — 2x—4=2y-8 — 2x-2y+4=0

El ortocentro es el punto de corte de h, y hp:

x+4y—-7=0 1 9
2x—2y+4=0 - YU )y

19
0 e
rtocentro < 5 5)

2. Determinacién de un punto que equidista de dos rectas

Determinar un punto P del eje de ordenadas que equidiste de estas rectas:

r:6x-8y+1=0
s:dx+3y-3=0
a) PeOY — P=(0,y)

b) P= (0, 7)
_szo+1 _ 3)/5—3 N y=%
_szo+1 :_3)/5—3 N )’=—%

Los puntos solucién son:

-3

Matematicas |
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Vértices de un rombo

Un rombo ABCD tiene el vértice A en el eje de abscisas. Otros dos vértices opuestos son B(6, 0) y
D2, -2). HallarA y C.

BD = (-4, -2)
MBD = <6%2; %) = (4, _1)

d = diagonal AC perpendiculara BD

d pasa por Mpp, y tiene vector director (-2, 4).

1
p x—24=y; — 4x—16=-2y-2 —> 4x+2y—14=0

A eslainterseccién de 4 y el eje OX:

4x+2y—-14=0
4 —>x=l,y=0—>A=(l,0>
=0 2 2

C=(x, ) eselsimétricode A respectoa Mpp:
7

wn-5ig) e

Vértices de un triangulo conocidas algunas rectas notables

En un tridngulo ABC conocemos el vértice A(3, 5), la ecuacion de la mediatriz relativa al lado AB,
m:x—2y+2=0 ylaaltura que pasa por B, hg: 3x — y — 14 = 0. Ademds, sabemos que BC estd
sobre la altura hg.

Calcular los vértices B y C.
a) Ellado AC pasa por A = (3, 5) y es perpendiculara hp.
Vector de direccién del lado AC: d = (3, -1)

Ecuacién del lado AC: x;S =¥ - x+3=3y-15 > —x-3y+18=0

x—=2y+ 2=0
- x=6,y=4 = C=(6,4)

—x—3y+18=0
c) Ellado AB pasa por A =(3,5) y es perpendiculara m.

Vector de direccién del lado AB: d = (1,-2)

Ecuacién de lado AB: x;'j =% — 2x+6=y-5 = 2x—y+11=0
3x—y—-14=0 5 : B-(5.1)
ﬁ = > = % = 5
2x—yell=0 7Y
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Coordenadas de puntos

1 Halla las coordenadas de AB y BA, siendo:
a) A(0, 0), B(-1,2)
b) A(2, 3), B(-2,5)
a) AB = (-1,2)-(0,0) = (-1,2)
BA =(0,0) = (=1,2) = (1,-2)
b) 4B = (-2,5) - (2,3) = (-4, 2)
BA =(2,3)- (2,5 =(4,-2)
2 Determina si los puntos A(5,-2), B(3,-2) y C(-5,-2) estin alineados.
AB = (3,-2)- (5,-2) = (-2, 0)
BC = (-5,-2) - (3,-2) = (-8, 0)
Las coordenadas de AB y BC son proporcionales, por tanto, 4, B y C estén alineados.
3 Determina % para que los puntos A(-3,5), B(2,1) y C(6, k) estén alineados.
Debe ocurrir que AB y BC sean proporcionales.

AB-(5.—
AB=G,-9) | 5 _4
BC =(4,k-1)

4 Sean A(8,-2) y B(-4,2) dos puntos. Calcula:
a) M, punto mediode 4 y B.
b) S, simétrico de A respectoa B.

©) P, tal que A sea el punto medio del segmento BP.

2 M= (8;24 —22+2) - (2,0)

b) B es el punto medio entre A y S = (x, y)

2) —4=x;8 —>x=—16

(_4)2):(X+8,L d
~2
2 2 2=}/T_>)/=6

S=(-16, 6)
¢) P es el simétrico de B respecto de A — A es el punto medio entre B y P.

P=(x7)

, 8=x£4 > x=20
_4 y+
8, —2)=<x—,—> -

2 2

. y+2

— y=-06

P =(20,-6)
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5 Dalas coordenadﬁ) del punto P que divide al segmento de extremos A(3,4) y B(0,-2) en dos
partes tales que BP =2PA.

Sea P(x, ).

Sustituimos en la condicién que nos imponen:

BP =2PA — (x—0,y—(-2)) =2B3 -x4-y) —

x=23-x) x=6-2x 3x=6 x=2
- - - - - P(2,2)
y+2=2(4-y) y+2=8-2y 3y=6 y=2

6 Determina los puntos que dividen al segmento AB en tres partes iguales, siendo A(-2, 1) y
B(5, 4).

Buscamos las coordenadas de los puntos M;, M, de la figura.

Y

AB = (7,3)
M = (x, )

AB=3AM; — (7,3)=3(x+2,y-1) —

3=3y-3 — y=
M, = (x, )
- 1 x+2=ﬁ — x=§ 8
AM,=2AM, = (x+2,y-1)=2(=+2,2-1) — 3 3 > M,=(=3
3 y-1=2 - y=3 3
7 Halla las coordenadas del vértice D del paralelogramo ABCD, sabiendo que A(1, 2), B(5,-1)
y C(6, 3).
Sea D(x, y).
Debe cumplirse: AB = DC
G-1,-1-2=6-%3-9 > 1 512 pag
~1,-1-2)=(6-%3-3) — - - ,
BTV 3232 7 y=6
D (x, y)
A@,2) P
L /
AN/
BB, -1)
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8 Conocemos tres vértices de un rombo ABCD, A(3,5), B(2,-2) y C(7,3). Determina el vértice
D.

* Las diagonales de un rombo se cortan en sus puntos medios y son perpendiculares.

En un rombo, AB = DC.

’
7

A’

e
17

AB = (-1,-7)
D= (x,)/)
—1=7—-x > x=8

1,-7)=(7-x3- D= (8,10
-1,-7)=(-x3 y)—){_7=3_y_>y=10—> (8, 10)

M Ecuaciones de rectas

9 Escribe las ecuaciones vectoriales y paramétricas de la recta que pasa por A y tiene direccién

paralela al vector d.

a) A(-3,7), d(4-1)

b) A(-1,0), d(0,2)

Obtén 2 puntos mds para cada recta.

a) Ecuacién vectorial: (x, y) = (=3, 7) + k(4, -1)

. ) x=-3+4k
Ecuaciones paramétricas:

y=7—k
Dando valores al pardmetro 4, obtenemos puntos: (1, 6), (5, 5)
b) Ecuacién vectorial: (x, y) = (-1, 0) + 4(0, 2)

x==1+0-£
Ecuaciones paramétricas:
y=2k

Puntos: (-1, 2), (-1, 4)
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10 Escribe la ecuacién de la recta que pasa por P y Q de todas las formas posibles.
a) P(6,-2) y Q0,5  b)PG3,2) y QB3,6)
9 P(0,0) y Q8,0 d) P(0,0) y Q(0,-2)
a) PQ = (-6,7)
Ecuacién vectorial: (x, y) = (6, -2) + £(-6, 7)
x= 6-06¢

Ecuaciones paramétricas:
y==2+7t

., . _ +2
Fcuacién continua: = 6_7

-6 7

Ecuaci6n implicita: 7x + 6y —30 =0

Ecuacién explicita: y=— %x +5

b) PQ = (0, 4)
Ecuacién vectorial: (x, y) = (3, 2) + (0, 4)
x=3
Ecuaciones paramétricas: {)’ 94y
-2
E ., . . x=3 _ }’—
cuacién continua 0 7

Ecuacién implicita: x—3 =0

c) PQ = (8,0)
Ecuacién vectorial: (x, ) = (0, 0) + (8, 0)

i . x=8¢
Ecuaciones paramétricas:
=0
. . _ -0
Fcuacién continua: = 3 0_ yT

Ecuacién implicita y explicita: y =0

d) PQ =(0,-2)
Ecuacién vectorial: (x, ) = (0, 0) + £(0, -2)
x=0
Ecuaciones paramétricas:
y=—2t
Ecuacién continua: = = J
0o 2

Ecuacién implicita: x =0

Ecuacién explicita no tiene.

11 Escribe las ecuaciones paramétricas e implicitas de los ejes de coordenadas.

* Fje OX
x=A
Ecuaciones paramétricas: 0 Ecuacién implicita: y =0
)/ =
* Eje OY
x=0
Ecuaciones paramétricas: A Ecuacién implicita: x =0
)/ =
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12 Determina un vector normal y la ecuacién implicita de cada una de las siguientes rectas:

x+1 x=—t+1

: =y-1 b) s:
Loy )3L=ﬁ—2
a)n=(1,2)

Ecuacién implicita: x+2y+ =0
Como pasa por P = (-1, 0), sustituimos sus coordenadas en la ecuacién de la recta para calcular £.
-1+0+4k=0 —> k=1
rix+2y+1=0
b)n=(5,1)
Ecuacién implicita: 5x+y+ =0
Como pasa por P= (-1, 2), sustituimos sus coordenadas en la ecuacién de la recta para calcular 4.

51)+2+k=0 — k=3

s:5x+y+3=0
13 Obtén, para cada una de las siguientes rectas, un vector direccién, un vector normal y su pen-
diente:
= —_ 1 -
a)rlz{:’:;i 1 b) r,: x;.’):TJ’ Oryx+3=0 d)r4:y=%x+%

d: vector de direccién; n: vector normal; 7 = pendiente.

9 d =255 n=652; m=>
b)yd=(2,4); n=(42); m=2
19) d-= (0, 1); o= (1, 0); m no se puede calcular porque es una recta vertical.

®3=6J%E=Qw&;m=%

14 Determina un punto y un vector direccién de cada recta. Utilizalos para dar sus ecuaciones con-
tinuas y paramétricas.

a)3x-2y+1=0 b)y=2(x-1)+7 0x-3=0 d)y=%x+1
d: vector de direccién
D d= 03 P=(0.]) by d=(1,2; P=(0,5)
x=2M\ v\
Ecuaciones paramétricas: y- % +30 Ecuaciones paramétricas: {}/ 5420
1
=5 _s
. X D) .y P
Ecuacién continua: T Ecuacién continua: 1 5
0 d=(0,1); P=(3,0) dd=(3,2; P=(0,1)
E . , . X = 3 E . L. X = 37\.
cuaciones paramétricas: = cuaciones paramétricas: yo1s2h
_ -1
Ecuacién continua: = 0 3 =% Ecuacién continua: % = yT
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15 Compruebasi el punto P(5,-7) pertenece a alguna de las siguientes rectas:

x=5 _1 y-3
: b)s: X2 -2_=
a)r{y=13-2t AT

a) Sustituimos las coordenadas de P en la ecuacién de la recta:

x=5 5=5
4 — =10
y=13-2t  |-7=13-2¢

Hay solucién, luego Per.

-10
5

b)xglzy_3 >-1_-7-3 luego P ¢s.

_ 4
5 72 5 T3°

16 Halla el valor de % para quelarecta x + ky—7 = 0 contenga al punto A(5, -2).
(5,-2) =5 S+k(-2)-7=0 = 2k=2 — k=-1

MW Haz de rectas

17 Consideramos el haz de rectas de centro (3, -2).
a) Escribe la ecuacién de este haz de rectas.
b) ;:Qué recta de este haz pasa por el punto (-1, 5)?
©) ;Cuadl de las rectas del haz es paralelaa 2x + y = 02
d) Halla la recta del haz cuya distancia al origen es igual a 3.

a) a(x—3) + b(y + 2) = 0; obien y=-2+ m(x—3)
b) Si pasa por (-1, 5), entonces, sustituyendo en y =—-2 + m(x — 3), obtenemos:

5=2+m-1-3) > 7=—4m — mz—%; es decir:

y:—Z—%(x—S) — 4y=-8-7x+21 — 7x+4-13=0

c) Sies paralelaa 2x+y=0 tendrd pendiente 2.
Por tanto, sera:
y=-2-2(x-3) = y=-2-2x+6 — 2x+y—4=0

d) Una recta del haz tiene por ecuacién:
y==2+mx-3) = y==2+mx—-3m — mx—-y-3m—-2=0
Su distancia al origen ha de ser igual a 3:
|-3m 2|

m?+1

|-3m — 2| = 3ym? +1. Elevamos al cuadrado y operamos:
Im* + 12m + 4 =9(m* + 1)

= 3; es decir:

I9m%+ 12m+4=9m>+9

2m=5 — m:i

12
Por tanto, sera:

IRV B W —12y-39 =
53XV 13 2=0 = 5x-12y-39=0
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18 Determina el centro del haz de rectas de ecuacién 3kx + 2y —3k+4=0.
Llamamos (x, yp) al centro del haz. Vamos a escribir la ecuacién que nos dan de la forma:
alx—xg) + b(y—yy) =0
Bkx+2y—3k+4=0 — 3k(x—xp) +2(y—y) =0
Bkx —3kxy + 2y —2y,=0
Bkx + 2y — 3kxy— 2y, =0
Han de ser iguales las dos ecuaciones. Por tanto:
—3kxy=-3k — x5=1
=4 = yo=-2
El centro del haz es el punto (1, -2).
19 Lasrectas r:y=3 y s:y=2x—1 forman parte del mismo haz de rectas. ;Qué recta de dicho
haz tiene pendiente —22

Si r1y=3 1y s:y=2x—1 estdn en el mismo haz de rectas, el centro de dicho haz es el punto de corte
de estas rectas: P(2, 3).

Buscamos la recta que pasa por P(2, 3) y tiene pendiente 7 = —2:

y="20—-2)+3 > y=-"2x+7

M Paralelismo y perpendicularidad

20 El vector direccién de 7 es d (2,-5). Halla, en cada caso, el vector direccién y la pendiente de:

a) Una recta paralelaa r. b) Una recta perpendicular a 7.
a) Tiene el mismo vector de direccién d - 2,-5) > m-= ?
b) Tiene vector de direccién d - (5,2) > m= %
x=1-5¢ , , . ..
21 Dadala recta 7: 2p’ obtén en forma explicita las siguientes rectas:
y=4+
a) Paralelaa » que pasa por A(-1, -3). b) Perpendicular a » que pasa por B(-2, 5).
x=1-5¢ >
r:{ - v,=(-5,1)
y=2+t
a) ;5= (-5, 1), A(-1,-3) — 5:y=—%(x+ -3 > ::yz—% x— %

b) v,=(1,5), B(-2,5) = s:y=5(x+2)+5 — s:y=5x+15

22 De una cierta recta 7 conocemos su pendiente m = % Halla la recta s en cada caso:
a) s es paralelaa » y pasa por (0, 0).
b) s es perpendicular a r y pasa por (1, 2).

a) Al ser paralela, tiene la misma pendiente. Ademds, pasa por (0, 0). Por tanto, s:y= ;x.

3

b) Al ser perpendicular, su pendiente es — % = =3 Por tanto, y= %(x -1D+2 = y= B L,

2 2 2
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23 Halla una recta que pase por el punto P(0, 1) y sea perpendicular a la recta ¥ Z 1_ Ty
7 tiene vector de direccién d = (-3, 4) y pasa por P(0, 1).
x 21
T34

24 Halla, en cada caso, la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1,-3) yes:
a) Paralelaalarecta 2x—3y+5=0.
b) Perpendicular a la recta x + y—3 = 0.
¢) Paralela a la recta 2y -3 = 0.

d) Perpendicular a la recta x + 5 = 0.

a) 7 tiene vector de direccién d = (3, 2) y pasa por P(1,-3) — r: x;l = }/;3
b)  tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasa por P(1,-3) — 7r: %: )/I?)

c) Es paralela al eje OY y pasa por P(1,-3) = r:y=-3
d) Es paralela al eje OX y pasa por P(1,-3) — rix=1

25 El vector normal de la recta 7 es n (2, -3). Obtén, en cada caso, la ecuacién de la recta s.
a) s es paralelaa r y contiene al punto P(2, -3).
b) s es perpendicular a r y pasa por Q(0, 1).

a) s tiene vector de direccién d- (3,2) y pasapor P(2,-3).

s-ﬂ=)’+3
3 2

b) s tiene vector de direccién d = (2, —3) y pasa por Q(0, 1).
x_ Jy-1

S —=

2 3

26 Escribe las ecuaciones de las siguientes rectas:
a) 7|, paralela al eje de abscisas que pasa por A(-1, -2).
b) ,, perpendicular al eje OX que contiene a B(1, 0).
©) 3, paralela al eje de ordenadas que pasa por C(3, 5).
d) 74, perpendicular al eje OY que contiene a D(-1, 7).

a) riy=-2
b) r:x=1
o) ryx=3
d)rgy=7

2'7 Halla la ecuacién de la paralelaa 2x— 3y =0 cuya ordenada en el origen es -2.
r:2x—=3y=0

s/ r — lapendientede s hadeserigualalade m.=m =%
P0,-2) € -

Ecuacién explicita: y= %x -2

Ecuacién implicita: 2x—3y—6=0
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28 Dados los puntos A(0, 1) y B(4, -3) halla la ecuacién implicita de la recta perpendicular al
segmento AB que pasa por su punto medio.

AB = (4,-3) = (0, 1) = (4, 4)

s tiene vector de direccién d = (4, 4) y pasa por M= (2,-1).

1
x22=)’% - x—2=y+1 = s:x—y-3=0

S

29 Dadalarecta 4x + 3y — 6 = 0, escribe la ecuacién de la recta perpendicular a ella en el punto de
corte con el eje de ordenadas.

Punto de corte con el eje de ordenadas 7

4x+3y—-6=0
— x=0,y=2
x=0
s tiene vector de direccién d = (4, 3) y pasa por P = (0, 2).
Lx )2
Y473

30 Determina, en cada caso, una recta que pase por el punto P(-2,-3) y sea:
a) Paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

b) Perpendicular a la bisectriz del segundo cuadrante.
a) Bisectriz del primer cuadrante: y = x
s tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasapor P=(-2,-3).

s:—x12=—y13 —> x+2=y+3

b) Bisectriz del segundo cuadrante: y=—x
s tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasa por P = (-2, 3).

oox+2 _J*3
| 1

Es la misma recta que la anterior.

- x+2=y+3

31 De un tridngulo conocemos el vértice A(1,3) ylarecta 7:2x— 3y + 6 = 0 que contiene al lado
BC. Halla la altura relativa al vértice A.

h, es perpendicular a » y pasa por A= (1, 3).
h, tiene vector de direccién d=(2, -3 y pasa por A = (1, 3).

ox-1_J)-3
h: 7 T3
32 Calcula las ecuaciones de las mediatrices del tridngulo de vértices A(-1,-2), B(3,2) y C(3, 4).

a) m, es perpendiculara BC y pasa por Mp.

BC tiene vector de direccién BC = (0, 2).

MBC= (3—;3: 2;—4> = (3; 3)

m, tiene vector de direccién d=0,0 y pasa por Mpc= (3, 3).

my;y=3
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b) m,, es perpendicular a AC y pasa por M.
AC tiene vector de direccién AC = (4, 6).

My (—12_3 —22_4) L

my, tiene vector de direccién d = (6, —4) y pasa por Mo = (1, 1).

x—1 _ y-1
6 -4

) m, es perpendicular a AB y pasa por M p.
AB tiene vector de direccién AB = (4, 4) = 4(1, 1).

my:

M= (% —22_2) _(1.0)

m, tiene vector de direccién d = (1, -1) y pasa por Mz = (1, 0).

m,: x;l =___)/1 - x+1=y

33 Halla, en cada caso, el valor de %2 para quelarecta 7:y=/lx+1 sea:
a) Paralela al eje OX. b) Perpendicular a la recta 2x + 3y + 7 = 0.

Pendiente de 7: m = £

a) Pendiente del eje OX: m'=0, luego m=m'=0 — k=0

; S0 2 1.3 3
b) Pendiente de 2x + 3y +7 =0: m'= 3 luego m o k 3

34 Halla el punto simétrico de P(1, 1) respecto ala recta x—2y—4=0.

* Mira el problema resuelto niimero 2.
Llamamos r alarecta: x—2y—4=0.
s: Perpendicular a r que pasa por P=(1,1)

-~
s tiene vector de direccién d = (1, -2)

-1
s xIl =}’—2 - 2x+2=y-1—> 2x—y+3=0
M = punto de corte de las rectas
—2x—- y+3=0
- x=2,y=-1 - M=(2,-1)
x—2y—4=0

M es el punto medio entre P y P'= (x, y), susimétrico respecto de 7.

2-%+1 5 3
2 _1)=<ﬂ ﬂ) 2

- P'=(3,-3
2 2 1_}/+1 S yed ( )
_—2 )I_
Y
\b\P 7
N\ X
M
/ \{),
\\5
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M Posicion relativa de dos rectas

35 Estudia la posicién relativa de los siguientes pares de rectas. Calcula el punto de corte cuando
sean secantes.

x=2t+1

y=-10z-3

b)7:3x+5y+10=0; s:-3x+5y+10=0

x=3t-1 {x:t
cr: 3 St
{y=t+3 y=2t

a)r:5x+y+7=0; s:{

d)r:y=2x+1; s:y=%x+l

a) Buscamos un vector direcciédn de cada recta:
riSx+y+7=0 - n,=(51 — v,=(1,5)
x=2r+1 -
s - v,=(2,-10)
y=-10r-3

Como los vectores direccién son proporcionales (v, =-2v,), las rectas o son paralelas o son coin-
cidentes.
Como P(1,-3)es y Per, lasrectas son paralelas.
b) Buscamos un vector direccién de cada recta:
r:3x+5y+10=0 — E,: (3,5 — ;,z (-5, 3)
s:3x+5y+10=0 = n,=(-3,5 — v,=(5,3)
Como los vectores direccién no son proporcionales, las rectas son secantes.
c) Buscamos un vector direccién de cada recta

x=3r-1 -
r:{ - v,=(3,1)
y=t+3

xX=t >
s _o; - v,=(1,2)

Como los vectores direccién no son proporcionales, las rectas son secantes.

d)m,=2; m=— % — Las rectas son perpendiculares.
y=2x+1
1 — x=0,y=1 — Punto de corte P= (0, 1).
y=— fx +1

36 Calcula el valor de los pardmetros 2 y ¢ para que las siguientes rectas se corten en el punto
A, 2):

rikx—ty—4=0 s:2tx+ky—-2=0

Aer —> k-1-t-2-4=0 | k—2t—-4=0 | Resolviendo el sistema:
Aes = 2t-1+k-2-2=0| 2k+2t-2=0 k=2, t=-1

37 Determina k para que las rectas 7 y s sean paralelas.

x=2_Y x+5_y-1
e 3 2 5 -6k
Para que sean paralelas, sus vectores direccién han de ser proporcionales, es decir:
3 _=2 _4
“C — k
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38 Halla el valor de £ para que estas rectas sean coincidentes:
r:2x+3y+5=0
x=—6t+k
y=4t+2

Expresamos ambas rectas en forma implicita:
r2x+3y+5=0
si4x+6y—12-4k=0

Para que 7=, estas ecuaciones tienen que ser proporcionales, y por tanto:

22 _-11
—12-4k=10 = k=22==3

39 Calcula % paraque r y s sean perpendiculares.

riy=2x+1
s:3x+ky+3=0
3
=2; = —_—
m, m A

Para que sean perpendiculares, 7z, = —

§‘D—l

Luego, 2=§ — k=06

W Angulos
40 Halla el 4ngulo que forman los siguientes pares de rectas:
a)riy=2x+5 s:y=-3x+1
b)7r:3x—-5y+7 =05 s: 10x+6y—-3=0
o e {x=3—t’ {x——l 3z
y=2t y=4+t
d)r:2x—y=0; s:2y+3=0

ry=2x+5 m,=2
a) — sus pendientes son:

siy==3x+1 m;==3

2_(_3) ’_ i’_ _ o
g o= ’ 1+m m, 1+2(—3) _’—5 =1 a=45
;:(3,—5)J_7 —~ > _)o_) —

! %uzrl,rzzv,w%cosoczbl V_Z|=|3O _3,0|=0—>O(=90°

w=(10,6) L7, vilwl v liwl

c) Los vectores direccién de esas rectas son d; = (<1,2) y d, = (=3, 1).

Entonces:

[di-dy| [3+2] 5 1 42
[di[ldo 5410 592 2 2

;:(2’—1)J—71 —~ 5=
— — OL=7r,"n=2ay,ay —
a,=(0,2) Lr, Pr2amir 2

cos O = — o =45°

d)

= cos 0= a2 _lo-2] 2 L=£z0,4472—>0c=63°26'5,82"

‘alHaz‘ 504 2 505




Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

41 ;Qué dngulo forma 3x—2y+ 6 =0 con el ¢je de abscisas?

* La pendiente de la recta es la tangente del dngulo que forma con el eje de abscisas. Halla el dngulo con la
pendiente de la recta.

. 3 Y
La pendiente de 7 es m, = 5 /
La pendiente de 7 es, ademds, 7g ou: / |
m,=1tg o0 — tg&:% — o =56°18"35,8" / ks X

42 ;Qué dngulo forma larecta 2x—y + 5 =0 con el ¢je de ordenadas?

Y
El dngulo pedido, o, es complementariode B — 7 [ = # /
24

Por otro lado, 7g B = m, = 2:

1 1 ° 1 "
=——=— — o=26°33"'54,2
S | Y '

43 Calcula #» de modo que larecta 3x + ny—2 =0 forme un dngulo de 60° con el eje OX.

Y 17 60° =3
/ 3 Como #g60° = m,, se tiene que:

mr = =
/
/ X D n "= ,/3 N 3 -

44 Calcula m y n en estas rectas sabiendo que 7 pasa por el punto P(1,4) y que » y s forman

un 4dngulo de 45°:
rimx—2y+5=0 s:nx+6y—8=0

Per—->m-1-2-4+5=0 - m=3

r:3x-2y+5=0 — y=%x+% - m,:%
simx+6y—8=0 — y:—%x+% — m5=—%
o225 S i
Hay dos posibilidades:

. —122%—31;&1 — 2n-18=12-3n — n=30

. —12#—;5?1 - 2n-18=-12+3n — n=—%
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45 Lasrectas 7:3x—2y+6=0, s:2x+y—6=0y #:2x—5y—4 =0 son los lados de un tridngulo.
Represéntalo y halla sus dngulos.

\Y

/ ‘

d,=2,3), d,=(-1,2), d,=(5,2)

— | @3)1,2) —

s) = |22~ 222 1= 0,49 — (r,5) = 60° 16
os(n) =\ G5 vk (3

— | @3)+6,2 . ate

1) = | —= 22 1 -(,82 = (r,1) =34°30
cos (1, 1) ‘ 49 /5.4 (r,1)

— | (1,2):65,2) —

1) = | ——=2 2= 1 =0,08 = (s5,2) =85°14
005 (5, ‘m 25+4 (1)
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M Distancias y areas

46 Calcula % de modo que la distancia entre los puntos A(5, k) y B(3,-2) seaiguala 2.
A(5, k), B(3,-2), AB =(-2,-2—k)
dist(A,B) = |AB|={(-2)2+ (-2 B2 =2 — 4+ d+4k+ k2 =4 — P +4k+4=0 — k=-2
4'7 Determina, en cada caso, si el tridngulo ABC es equilétero, isésceles o escaleno.
a) A(-1, 0), B(1,0), C(0, y3) b) A(1, 3), B(3,5), C(-1,7) c) A2, 3), B(-1,2), C(-2,-3)
a) dist (4, B) = {(c1-1)2+(0-0)2=2
dist(4, C) = J(<1-0)2+(0—3)2=2
dist(B, C) = {(1-0)2+(0—{3)2=2

Tridngulo equildtero.

b) dist (4, B) = {(1-3)2+(3-5)2=242
dist(4, C) = {(1+1)2+(3-7)2=2/5
dist(B, C) = {(3+1)2+(5-7)%=2/5

Tridngulo isdsceles.

o) dist(4, B) = {(2+1)2+(3-2)2=10
dist(4, C) = {(2+2)2+(3+3)2=2/13
dist(B, C) = {(2+2)2+(3+3)2=2/13

Tridngulo isdsceles.
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49

§0

Halla la longitud del segmento que determina la recta x—2y + 5 = 0 al cortar a los ejes de coor-
denadas.

Hay que calcular la distancia entre los puntos de corte de la recta con los ejes de coordenadas.

Calculamos primero dichos puntos:

x—2y+5=0 5 5
o 0 - -2y+5=0 — y:i - A(0,7> es el punto de corte con el eje Y.
X =

x—2y+5=0
. — x+5=0 = x=5 — B(5,0) esel punto de corte con el eje X.

y=0
2
. AB - di l65-02+(0-2) = /o5, 2> _ /125 _5
Luego AB-a’zst(A,B)—\/(S 0) +<0 2) 25+ % \/7 2«5

Halla las distancias de O(0, 0) y P(-1,2) a estas rectas:

Matematicas |

a)3x—4y+5=0 b)2x+5=0 o 1¥=6f d)(x,y)=(i,1)+(z,1)k
5 7 i
. 5
a) dist(O0,7r) = —==1u
v9+16
. [3-(-1)-4-2+5| ¢
dist (P, =
ist (P, r) = i = u
b) dist (O, ) = 5' -3
dist (P, r)—‘ 5’=%u
19) r:g g—>8x 6y=0
dist (O, r) = 6|40|36 =0u » Oer
+
8.(-1)-6-2|
dist(P, r) = 18- ED=0:2]
) = 6 \
1
Ty -l 1 3
d)r: 3 =T—>x+7=2y—2—>x—2y+7=0—>2x—4y+3=0

dist (O, r) = % =13—0«5 u
+

. [2-(-1)=4-2+3] 7
dist(P, r) = -
ist (P, r) i 106 u

Determina ¢ para que la distancia de 7:x—3y+ c¢=0 al punto (6,2) sea de Y10 unidades
(hay dos soluciones).

|1.6-3-2+¢| |6 6+c| el _ /10

dist (P, r) =
7o 10 410
] J10
=y10 — ¢; =10
: V10 1
Hay dos soluciones: Te] 10=0
4 x
F F —> 52 = _10 M
510"

Las dos rectas solucién serdn dos rectas paralelas.
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51 Halla la distancia entre los siguientes pares de rectas:

a)r:3x+5=0; r: {::g+4k
1

b)r:y=_3—2x+1; r's 1;x=y;
a) P'=(0,0)er’

. 5] _5
dist(r, r") = dist (P', r) = ==
ist (r, r") = dist(P', r) 50 3u
b) Las rectas son paralelas.
P=(,-1)er

r:2x+3y—-1=0

dist(r, r') = dist (P, r) = %:%‘/ﬁ u

52 Comprueba que el tridngulo de vértices A(-3, 1), B(0,5) y C(4,2) es rectingulo y halla su

area.

Veamos si se cumple el teorema de Pitdgoras:

|A—B)|=«/(0+3)2+(5—1)2=5
|A—C)|=«/(4+3)2+(2—1)2=«/% 52+52=(/50)2 — Por tanto, el tridngulo es rectangulo.

|BC|=y42+(2-5)2=5

Area = %-|A—§HB_C)|=%-25=12,5 u?

53 En el tridngulo de vértices A(-1,-1), B(2,4) y C(4, 1), halla las longitudes de la medianay de
la altura que parten de B.

R
EEREY
c a
) C
X
L.

a) Longitud de la mediana = dist (B, M)
(3
- (2

2
dist (B, M0) = \/(2_%> +(4-0)2 :%@

b) Longitud de la altura = disz(B, lado AC)

AC =(5,2)

r: x;l _ o+l — 2x+2=5y+5 — lado AC: 2x-5y-3=0
' 2-2-5-4-3] _19

dist(B, r) = =2~ 2" 2721 _1J [

prB J4+25 29129
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54 Dado el tridngulo de vértices A(0, 0), B(4,3) y C(6, 8), calcula su drea.

Y

Area = % - base - altura

Base = dist(4, C) = {(0—6)2+(0-8)2 =10 u
Altura = dist(B, lado AC)

Lado AC:

AC =(6,9)

S AN 8x—6y=0 — 4x-3y=0
6 8

. |4.4-3.3] 7

dist(B, lado AC) = ———— =~

ist (B, lado AC) ficss 5 u

Areaz%-base-alturaz 10-%=7u2

1.
2
Para resolver

55 Los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilitero forman un paralelogramo. Comprué-
balo con el cuadrilitero de vértices A(3, 8), B(5,2), C(1,0) y D(-1, 6).

5+3 8+2) _
P(323,852) 4, 5)

Q(3> 1)’ R(O’ 3)) S(la 7)

59:6-4,1_5):(_1,_4)} G- 5%
SR=(0-1,3-7)=(-1,—-4)

SP=(4-1,5-7)=(3,-2)

il }@’:R_Q’
RG=(3-0,1-3)=(3,-2)
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56 En un tridngulo equilitero conocemos dos vértices, A(/3/2,0) y B(-y3/2,0). Halla el tercer

vértice.

El vértice C= (x, y) estd en la mediatriz del segmento AB y dist(A, C) = dist(A, B).
r: Mediatriz de AB

AB = (3, 0)

Punto medio de AB:

Myp = (0, 0)
rix=0
2
dist (4, C) = \/<§_x) +(0_)’)2=\/X2—\/§x+}/2+%
2
dist(A, B) = \/<_§-§) +(0-0)%=y3

Las coordenadas de C son la solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

x=0 x=0
xz—«/gx+y2+%=«/§ - y2+%=«/§ - y:% 443-3 > y=—%«/4«/§—3

Hay dos tridngulos equildteros con vértices A y B.

-5 -

5'7 Halla las ecuaciones de las rectas 4, b, ¢, d, e y f.

N

Z\z /

/N2
7 (600 X
Aot
__5
a — X= 5
x=2_ )
b — T 7
y—=2
- X7 =
R T
x—l_)’_1
d—>—2 =3
e > y=1

f — Si f forma un dngulo de 60° con el eje vertical, entonces forma un dngulo de 30° con el eje
horizontal positivo.

Un vector cuya pendiente sea de 30° tiene coordenadas proporcionales a (3, y3), luego la ecua-

2
cién de la recta es: % = Jre
R
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58 Calcula las ecuaciones de las alturas del tridngulo de vértices A(-2, 1), B(4,7) y C(6, -3).
Halla el ortocentro.

* h, es perpendiculara BC y pasa por A = (1, 3).
B—C') = (27 _10) = 2(13 _5)

h, tiene vector de direccién d = (5, 1) y pasa por A = (=2, 1).

-1
hy: x+2=)’T = x+2=5-5 > x-5+7=0

* hp es perpendicular a AC y pasa por B = (4, 7).
AC = (8,-4) = 4(2,-1)

hy tiene vector de direccién d = (1, 2) y pasa por B = (4, 7).

h: "I4=)'2;7 — 2x—8=y-7 > 2x—y-1=0

* ho es perpendicular a AB vy pasa por C= (6, -3).
AB = (6,6)=6(1,1)
h tiene vector de direccién d = (=1, 1) y pasa por C = (6, -3).

he x—06 _ y+3

1 | - x-6=--3 =5 x+y-3=0

El ortocentro es el punto de interseccion de las alturas. Como las tres alturas se cortan en el mismo
punto, para calcular el ortocentro es suficiente con resolver el sistema formado por dos de las alturas.

{2x—y—1=0

4,5
x+y-3=0 %x—a,y 3

SHEN

3)
)3~

Las coordenadas del ortocentro son (
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59 Da las ecuaciones de las mediatrices del tridngulo de vértices A(-4, -2), B(4,-2) y C(2, 4).
Halla el circuncentro.

* m, es perpendicular a BC y pasa por Mp.
BC tiene vector de direccién BC = (2, 6) = 2(-1, 3).
MBC = (3; 1)

m, tiene vector de direccién d=3,1) y pasa por Mp-= (3, 1).

_ -1
m: X 3:—}/1 — x-3y=0

* my, es perpendicular a AC y pasa por M.
AC tiene vector de direccién AC = (6, 6) =6(1, 1).
Myc=(-1,1)

my, tiene vector de direccién d = (1, -1) y pasa por Mpc= (-1, 1).

x+1 =J’_1

my: 1 T—)x+y=0

* m, es perpendicular a AB y pasa por M p.
AB tiene vector de direccién AB = (8,0) = 8(1, 0).
Myp=1(0,-2)
m, tiene vector de direccién d - (0, 1) y pasa por Myp=(0,-2).
m:x=0

El circuncentro es el punto de interseccién de las mediatrices. Como las tres mediatrices se cortan en
el mismo punto, para calcular el circuncentro es suficiente con resolver el sistema formado por dos de
las mediatrices.

x=0

- x=0, y=0
x+y=0 X J

Las coordenadas del circuncentro son: (0, 0).



Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

60 En el tridngulo de vértices A(0, 0), B(9,2) y C(3,7), determina las ecuaciones de las medianas
y calcula el baricentro.

* n, pasapor A ypor Mpc.

- (:3)-(63)

AMpc = <6’ %) = %(4, 3)

n, tiene vector de direccion d - (4, 3) y pasa por A=(0,0).
nﬂ:%=% — 3x—4y=0
* ny pasapor B ypor Myc.
_(3 7
MAC_<2’2>
“_ (=15 3)_3
BMAC-( 3 ,2>-2( 5,1)

n, tiene vector de direccién d=(5,1) y pasa por B= (9, 2).

_ -2
1y x_59:_1 - x—9=-57+10 = x+5y-19=0

* n, pasapor C ypor Myp.

MAB = <%,1>
CMAB=<%,—6)=%(13_4)

n,. tiene vector de direccién d- (1,-4) ypasapor C=(3,7).

g xI3 =)l_—_7 — —4x+12=y-7 = —4x—-y+19=0

El baricentro es el punto de interseccién de las medianas. Como las tres medianas se cortan en el
mismo punto, para calcular el baricentro es suficiente con resolver el sistema formado por dos de las
medianas.

{3x—4y=0

=4’ =
—4x—y+19=0 - =3

Las coordenadas del baricentro son: (4, 3).
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61 En un tridngulo de vértices A(-2, 0), B(1,3) y C(2,0) trazamos desde cada vértice una recta
paralela al lado opuesto. Halla los vértices del tridngulo que determinan los puntos de corte de
estas rectas y comprueba que es semejante a ABC.

* Para comprobar que dos tridngulos son semejantes, basta ver que sus dngulos son iguales.

\ Y
D B

AB =(3,3)=3(1,1); AC = (4,0) = 4(1,0) BC =(1,-3)
Ellado EF:

* Es paralelo a AB vy pasa por A.

« Tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasa por A = (-2, 0).

e x¥2 ) x+2=y > x—y+2=0

1 1
Ellado DE:

* Es paraleloa AC y pasa por B.

* Tiene vector de direccién d = (1, 0) y pasa por B= (1, 3).
©y=3

Ellado DF:

* Es paraleloa BC y pasa por C.

« Tiene vector de direccién d = (1, -3) y pasa por C= (2, 0).

x_2=l N _3x+6=)/ - —3x—_y+6=0

1 -3
cos D = cos (m) = cos (BC, AC) = cos C

cos E = cos (m) = c0s (ﬁ, E) —cos A

Si tienen dos dngulos iguales, los tridngulos son semejantes.
62 Larecta 2x+ 3y— 6 =0 determina, al cortar a los ejes de coordenadas, el segmento AB.
Halla la ecuacién de la mediatriz de AB.

Ecuacién del eje OX: y=0. Ecuacién del eje OY: x=0.

Puntos de corte de 7 con los ejes:

2x+3y—-6=0
— x=3,9=0 = A=(3,0)
y=0
2x+3y—-6=0
0 - x=0,y=2 = B=(0,2)
X =

E = (—3, 2), MAB: <%,1)

La mediatriz de AB tiene vector de direccién d = (2, 3) y pasa por Mz = <%, 1).

x
-1
Mediatriz de AB: Tz = yT
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63 Halla el pie de la perpendicular trazada desde P(1,-2) alarecta r:x—2y+4=0.
* Escribe la perpendicular a r desde P y halla el punto de corte con r.

Vector normal a 7: n = (1, -2)

La recta s perpendicular a » que pasa por P, tiene vector de direccién d = (1, —2) y pasa por

P(1,-2).
2
s x;l :)'+2 — 2x+2=y+2 — “2x—y=0
El pie de la perpendicular Q es la interseccién de las dos rectas 7 y s.
x—2y+4=0 4 8 ( 4 8
- x=—3y=2 5 Q=(-2, &
{—2x—y=0 =T 2 Qs 5)

64 De un rombo ABCD sabemos que los vértices B y D estinenlarecta r:y=2x+2 y que
A(4, 0). Halla las coordenadas de C.

La diagonal BD estdn en la recta 7.

Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cortan en el punto medio, luego la perpendicu-
lar trazada desde A alarecta r, que llamaremos s, cortarda 7 en el punto medio M entre A y

C=(x7).
Larecta s perpendiculara 7 tiene pendiente m = —% y pasa por A = (4, 0).
sty=-— %x +k

Sustituimos las coordenadas de A en la ecuacién para calcular 4.
0 =—%-4+/e - k=2 > s:y:—%x+2

M=rNs

y=2x+2
y:—ix+2 - x=0,y=2 - M=(0,2)

0=% — x=—4
0.2 (x14.2) = C- (4,4

65 Calcula el 4rea del tridngulo cuyos lados estdn sobre las rectas 7:x=3; s:2x+3y-6=0y

t:x—y-7=0.
Los vértices estdn en la interseccién de las rectas.
A=rNs

x=3

{2x+3}/ 620 - x=3,y=0 = A=3,0)
B=rnNt

x=3 3.y=—4 — B= (34
x_y_7=0—>x- ,y=—4 = B=(3,-4)

C=sNt

2X+3}/—6=0 27 8 (27 8)
=" =—— C: - T =

{x—y—7=0 B R T
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Area = % - base - altura

Base = dist(A, B) = {(3-3)2+(0-4)2 =4 u
Altura = dist (C, lado AB)
Lado AB=1; AB =0, 4) = 4(0, 1)

[ tiene vector de direccién d = (0, 1) y pasapor A=(3,0).

[:x=3 > x-3=0
7

dist (C, lado AB) = f=15—2 u

Areq - L . ) _ 1 4. 12 _24 »
Area = 3 base - altura = 3 4 5 =75 u

66 Halla el drea del cuadrildtero de vértices A(-4, 3), B(0,5), C(4,-2) y D(-3,-2).

B(0,3)
A (4,3) ‘/ \
S| \
\ [ \
VLN
D(3,12) C 4,2

* La diagonal AC divide el cuadrildtero en dos tridngulos con la misma base, cuya medida es:
| AC|=|(8,-5)|= 89
* Sean hp y hp lasalturas desde B y D, respectivamente, a la base:
hg = dist(B, ) y hp = dist(D, r)
donde 7 es la recta que contiene el segmento AC.

—
Tomando como vector direccién de » el vector AC, la ecuacién de dicha recta es:

5+ By 20424+ k=0 — k=—4 Sx+8y—4=0
Como (-4,3)e r| FoAr k=l T kEmd oo Gy A s

Luego:

hy = dist(B, 7 = 120+8:5-41_ 36

{89 89
. _[563)+8(=2)-4| 35
hp = dist(D, r) = ) =89

o Asi:

2

b-hg b-h 59 1
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67 Ellado desigual del tridngulo isésceles ABC, tiene por extremos A(1,-2) y B(4, 3). El vértice
C estdenlarecta 3x—y + 8 = 0. Halla las coordenadas de C y el 4rea del tridngulo.

* La recta del lado desigual (base) tiene como vector direccién AB = (3, 5):

_ Sx—3y—11=0
y=-2+5¢ 3 5 = ridx=3y

r.{x:1+3t _>x—1 y+2

* La recta que contiene la altura tiene por vector direccién a = (-5, 3) L AB y pasa por el punto

medio del lado desigual AB, es decir, por M (2, l):

——— — h.:12x+20y-40=0 — h,:6x+ 10y—20=0

5
. 2 2x=5 2y-1
by 170 e
2

* C=s5Nh, donde 5:3x—y+8=0.

{Bx— y+ 8=0 {—6“ 2y-16=0
%

6x+10y—20=0 6x+10y—-20=0
12y-36=0 —>}/=?—g=3 5 3x—34+48-0 — 3x+5-0 — x:?
(39
uego: %/
3
850
.
e Area - base-zaltura=|ABH2CM’(:) B4 ; 6 ~14,17

AB=(3,5) — | AB|={34

68 Calcula ¢ para que la distancia entre las rectas de ecuaciones 4x + 3y —6=0 y 4x+3y+¢c=0
sea igual a 3.

Sea Pe r; donde xy=0 — y,=2 — P(0,2) € n

. 4 |4-0+43-2+¢| [6+¢| 6+c=15 > ¢ =9
Asi, dzst(rl,rz)-dzst(l’,rz)-W—S—) 5 =3 6+c=-15 = ;=21

69 Encuentra un punto en la recta x— 2y — 6 = 0 que equidiste de los ejes de coordenadas.

Eje X: y=0

je Ry dist (P, eje X ) =dist (P,ejeY)

EjeYix=0,F — -
x—2y-6=0

P, yer

| ] .
— 1402412 J02+12 — dos casos: {
x

==y =
x—2y—-6=0 !
Y]
y-2y-6=0 = y;=-6 = x;=-6 P, (-6,-06) -
- -
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70 Determina, en cada caso, un punto P delarecta r: y=—x+1 tal que:
a) La distanciade P a s:3x—4y+2=0 seal.
b) P diste 3 unidades del eje OX.
¢) La distancia de P al eje OY sea 4 unidades.
d) P equidiste de las rectas x—y+5=0y x+y+1=0.

a) P=(x, )
Per = y==x+1
, [3x—4y+2|
dist(P,r) = ———— =1
it (B> V9+16

Las coordenadas de P son la solucién del sistema de ecuaciones:

y=—x+1
|35 —4(—x+1)+2]

9+1

-1 -

|3x —4y+2| 1 -
J9+16

:

3x—4(—x+1)+2

=1 - x=1 =1 =
. +16 ¥ N = 5L
336—4(—x+1)+2=_1 IR ] x=—% - y:%
V9+16 7

Soluciones: Py =(1,0), P, =

—_

3 &)
77
b) Eje OX:y=0

dist(P, OX) = ¥=3

Las coordenadas de P son la solucién del sistema de ecuaciones:

——x+1 —x+1 _ p
|y|’” ST 3 x= o2 y=3
%=3 1 =+l _ 3 4 x=4 —> y=-3

Soluciones: Py = (-2, 3), P, = (4, -3)
c) Eje OY:x=0

El

dist (P, OX) = T=4

Las coordenadas de P son la solucién del sistema de ecuaciones:

x=4 = y=-3
m=4 - x

1 T=—4—>x=—

Soluciones: P = (4,-3), P, = (-4, 5)

y=—x+l1 %:4—)x=4
4 {x=—4%y=5

. |x—)/+5| . |x+}/+l|
d) dist (P, r) = ———", dist(P, r') = ————
) dist(Prr) = o=, dist(Pyr) = —es

Las coordenadas de P son la solucién del sistema de ecuaciones:

y=—x+1
‘x—y+5‘_|x+}/+l‘ = [x—(=x+1)+5]=|x+(x+1)+1| =
1 1+l
x—(x+1D+5=x+(x+1)+1 > x=-1 x=-1—> y=2
- -
x—(x+1)+5=—(x+(=x+1)+1) > x=-3 x=-3 = y=4

Soluciones: P = (-1, 2), P, =(-3,4)
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71 Halla un punto del eje de abscisas que equidiste de las rectas 4x+3y+6=0 y 3x+4y—-9=0.
P(x, 0) debe verificar dist(P, r) = dist(P, s):

|4x+3-0+6] [3x+4-0-9] . 4x+6=3x-9 — x; =15
25 s 4x+6=-(3x-9) = x,=3/7

Soluciones: Py(-15, 0), P2<%, 0)

72 Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccién de las rectas » y s y forma
un 4ngulo de 45° conlarecta x + 59— 6 =0.

r:3x—y-9=0 s:x—-3=0

Llamamos ¢ ala recta que buscamos. # pasa por P=rMs y tiene pendiente 7.

m—>5 3
7T 1 > —_2
tg45°=’m_5’—>1=‘m_5‘—> L+5m 2
+5m 1+5m m—>5 ] = o2
1+5m 3
3x—y-9=0
{ J — x=3,9=0 > P=(3,0)
x—-3=0
#; tiene pendiente m——i y pasa por P = (3, 0).
tlzy=—%(x—3)

t, tiene pendiente 7 = % y pasa por P = (3, 0).

Ly y= %(x—3)

73 Dadas 7:2x—y—17=0y s:3x— ky—8 =0, calcula %2 paraque r y s se corten formando
un 4ngulo de 60°.

= (1)2).(k13) ‘ o k+6 k+6
cos (r,5) = | =L 22| — c0s60°=
J1+44F+9 54k +9 «/7«/;%2
1 kE+6
L= KtO 5 k=24-153
2 [5JF+9
1 k+6
—L = RtO 5 k=24+1543
2 5k 49

Soluciones: ky = 24 — 15435 ky =24 + 1543

74 Halla los dngulos del tridngulo cuyos vértices son A(-3,2), B(8,-1) y C(3,-4).
AB = (11,-3); AC =(6,-6) = 6(1,-1); BC = (-5, -3)

r contiene al lado AB; s contiene al lado AC; ¢ contiene al lado BC

5 a4 (11,-3)+(1,-1) 7B A o jat

AB, AC)=—2+"2_""-0,87 — (AB, AC)=29°45
cos ( ) J121+9 41+1 ( )

7 aa  (=11,3)+(=5,-3) = 5~ o1 1

BA, BC) = =0,69 — (BA, BC)=46°14
cos { ) ¥v121+49425+9 ( )

(CA, CB)=180°—(29°45' + 46°14')=104°1'
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75 Halla la ecuacién de la recta que pasa por (0, 2) y forma un dngulo de 30° con x = 3.

Y] /
\ 1 /
\ 4
\ &
N\ /0
\ |/
0-2)f
120°
- X
7601 1\
/ \
/ N\

"1

La recta 7 forma un dngulo de 60° o de 120° con el eje OX.

Su pendiente es:

my =tg 60° =3, obien
my=1g120°=—3

Teniendo en cuenta que debe pasar por P(0, 2), las posibles soluciones son:
riy= B x+2
Ty = —B3x+2

76 Larecta 2x+y=0 eslabisectriz de un dngulo recto cuyo vértice es (— =, 1>.

Halla las ecuaciones de los lados del dngulo.

Las pendientes de las tres rectas son: my, =-2, m,, m,

1-2m,=-2-m, = m,=3
—142m,=-2-m, = m,=-1/3 -

r:y—1=3<x+%) - y=3x+%
) 1 1 1 5
~r:y—l=7<x+7) - y=7x+g
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'7'7 Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por A(-2, 2) y forman un dngulo de 60° con x =y.
b:x=y — supendiente es =1

tgGOo:‘ 1—m ‘%62’1—7’” N

1+1-m l+m

«/§+«/§m=l—m — m; = 1-43
N «/§+1

—3-Bm=1-m — my = 1+/3
—3+1

Teniendo en cuenta que pasan por A (-2, 2):

riy—2= %(x+2)

3+

1+«/§
ty—2=
Yy —‘/5"'1

ECUACIONES PUNTO-PENDIENTE

(x+2)

78 Dadalarecta r: 2x— 3y + 5 = 0, halla la ecuacién de la recta simétrica de r respecto al eje de
abscisas.

Calculamos P=r NOX:

2x—3y+5=0
{X ) + 5 )’=0 N P=<—%,0>

- x=-

y=0 2
Buscamos un punto Q de 7 y encontramos su simétrico, Q/, respecto de OX:

orfig) -0

La recta 7' pasa por P ypor Q"

3
X+
A
T3 T

79 Hallala recta, #, simétricaa r: —3x + 4y + 9 = 0 respecto de larecta s:2x—y—6=0.

Calculamos P=rNs:
—3x+4y+9=0
{2x—y—6=0 - x=3,y=0 = P=(3,0)

Buscamos un punto Q = P de r y encontramos su simétrico, Q', respecto de s.

Qer > x=-1 - y=-3

Q = (_1) _3)
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Simétrico de Q respecto de s:
Calculamos la recta / perpendicular a s que pasa por Q:

[ tiene vector de direccién d = (2,-1) ypasapor Q=(-1,-3).

l: xzi=¥ — x—-1=2y+6 - —x-2y-7=0
M=sN/
—x—2y-7=0
- x=1lLy=-4 - M=(1,-4)
2x—y—-6=0

M es el punto medio entre Q y Q'= (x, y).

) 1=x51 - x=3

(x-=1 -3
(1,—4)—< SR

— Q'=(3,-5)

_4=¥ N },=_5

La recta ¢ pasapor P ypor Q'=(3,-5):
PQ = (0,-5) =500, 1)
tix=3

80 Larecta b:y=-x+4 eslabisectriz del dngulo formado por las rectas 7:3x+y—-8=0 y .
Halla la ecuacién de s.

s es la simétrica de 7 respecto de 4.

b tiene pendiente m = —1. Calculamos P =7 N b:

3x+y-8=0
- x=2,y=2 = P=(2,2)
y=—x+4

Buscamos un punto Q = P de r y encontramos su simétrico, Q', respecto de b.

Qer > x=3 = y=-1

Q=03,-1)

Para hallar el simétrico de Q respecto de &, calculamos la recta / perpendiculara & que pasa por Q:

[ tiene vector de direccién d = (1, 1) y pasa por Q= (3,-1).

I: xISZyII = x=3=y+1 o5 x-y-4=0
M=bN1
y=—x+4
4-0 - x=4,y=0 - M=(4,0)
x—y—4=
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M es el punto medio entre Q y Q'= (x, y):

_x+3 _
x+3 }/—1 4_ 2 o 5 '
4, 0) = — - - Q'=5,1)
2 2 y-1
OZT% =1

Larecta s pasapor P ypor Q'=(5,1)

PQ" = (3,-1)
x—2_}’_2
T3 T

81 Sean A, B, C y D los puntos de corte de las rectasx -2y +2=0 y 2x—y—2=0 con
los ejes de coordenadas. Prueba que el cuadrilitero ABCD es un trapecio isésceles y halla
su drea.

x=2y+2=0
Sean: A =rNeje OX: 0 — x=-2 — A(-2,0)
)/:

—-2y+2=0

_0 — y=1— B(0,1)

X
B=rﬂejeOY:{
X

2x—y-2=0
C=sNeje OX: 0 — x=1— C(1,0)
}/:

2x—y-2=0
D =5 Neje OY: — y=-2 - D(0,-2)

x=0

Calculamos los vectores direccién de los lados:

AB=(2,1)

BC =(1,-1) DA=-2BC — BC / DA
CD =(-1,-2) {IE|=B=I@’I
DA=(-2,2)

Luego, efectivamente, ABCD es un trapecio isésceles de bases BC y DA.

Para calcular el drea necesitamos la altura:

AD (2,-2)

Como - y=-x-2 > AD:x+y+2=0

. [0+1+2] 3 342
h=dist(BAD) = —— -2 _ -~

ist ( ) % 52
Asi:
Area = |BC|+|DA| 342 _42+242 342 _9.2

2 2 2 2 4

29
)
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82 De un cuadrado conocemos la ecuacion de una de sus diagonales, d:x+2y—5 =0, y un vértice,
A(2,-1). Calcula el resto de vértices y su drea.

Y|

M

A ¢ d, luego el vértice C es el simétrico de A respecto de 4.
r: perpendicular a 4 que pasa por A.
7 tiene vector de direccién d = (1,2) ypasapor A=(2,-1).

- x—2 =J’+1

7 3 — 2x—y=5
M=rNd
x+2y-5=0
- x=3,y=1 > M=(3,1)
2x—y=5
M es el punto medio entre 4 y C= (x, ).
1 3:’“;2 — x=4
3, 1)=(%,L> - - C=(43)
2 AL
El vértice B = (x, y) verifica: Be d y dist(M, A) = dist(M, B), luego B es solucién del sistema:
x+2y-5=0
%
Jx=3)2+(-1)2=y(2-3)2+(-1-1)?
x+2y-5=0 : 5 5 0
I - =L )y=4X=D,)=
Je—3)2+(g-1)2=y5 T IEEEE2)

Que son las coordenadas de los vértices que faltan: B = (1,2), D= (5, 0).

83 Larecta x+y—2 =0 y unarecta paralela a ella que pasa por el punto (0, 5) determinan, junto
con los ejes de coordenadas, un trapecio isésceles. Halla su 4rea.

s/ rix+y—2=0 = x+y+k=0

P(0,5)€ s = 0+5+k=0 = k=-5

Luego s:x+y—-5=0

x+y—-2=0
Sean: A =rNejeX: 0 — x=2 — AQ2,0)
)/:
x+y—-2=0
B=rNeje V: 0 — y=2 — B(0,2)
X =
x+y-5=0
C=sNeje X: 0 — x=5—> C(5,0)
}I:
x+y-5=0
D=s5Neje V: 0 — y=5— D(0,5)
X =
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AB =(-2,2); CD=(-5,5)

) |AB!;|CD’.h=’AB‘;’CD‘-dist(A,JF

_ 84450 [2+0-5| 242452 3 742 3 _21 >

2 12en2 2 2 2 2

Area

84 Larecta 2x+y—4=0 esla mediatriz de un segmento que tiene un extremo en el punto (0, 0).
Halla las coordenadas del otro extremo.

rn2x+y—4=0

0(0,0) A y)

Un vector direccién de la rectaes v = (1, =2).
* Debe verificarse que: v1OA=v-04-=0
(1,-2)+ (%, 9)=0 = x-2y=0 — x=2y

* Ademds, el punto medio de OA, M, pertenece a la recta:

M(ﬁ l)e rs 2.5 40

22 22
2
—)2-7},+%—4:0—>4y+y—8:0—>
8 8 16
- y=2 5 x=2.2-1
V=5 TAESTSES

Luego: 4 <%, %)

85 Los puntos P(-2,4) y Q(6,0) son vértices consecutivos de un paralelogramo PQRS con cen-
tro en el punto (0, 0). Halla los vértices R y S y los 4ngulos del paralelogramo.

Y

P(-2, 4)

a) Como las dos diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio, que es el centro, se
tienen fécilmente los otros dos vértices:

R(2,-4), S(=6,0)
b) PQ = SR = (8,-4) — QP = RS = (-8, 4)
PS = QR = (—4,-4) — SP =RQ =(4,4)

cosPo D3P =32+16 _ (31603 -5 P-108°26 58" = R
|PS||PQ| +32-480
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360°— (P + R)
2

NoTa: Podriamos haber calculado S con los vectores:

S = =71°33'54" = Q

o  SP+SR _ 32-16 S o aat esn
0s S = 2L oK -0,31623 — S =71°33' 54
|SP||SR| 32-480

86 Dos de los lados de un paralelogramo estdn sobre las rectas x+y—2=0y x—2y+4=0 y uno
de sus vértices es el punto (6, 0). Halla los otros vértices.

* Como las rectas no son paralelas, el punto donde se corten serd un vértice:

r e+ y—2=0 x+ y—2=0
%
rtx—2y+4=0 —x+2y—4=0
3y-6=0 > y=2 5> x+2-2=0 = x=0
Luego un vértice es A4 (0, 2).

* El vértice que nos dan, C(6, 0), no pertenece a ninguna de las rectas anteriores (pues no verifica
sus ecuaciones, como podemos comprobar ficilmente sustituyendo los valores de x e y por las
coordenadas de C). Asi pues, el vértice C no es consecutivo de A.

Sean s, /[ 7, una recta que pasa por C y s, [/ r, una recta que pasa por C.
Se trata de las rectas sobre las que estdn los otros lados.

Asi, los otros vértices, B y D, serdn los puntos de corte de:

rlﬂ.fz:B
52
rzmSIZD ) /
at
B
p)
/D C 51
x+y+a=0
OE {Ce (> 6404220 = a=—6 — spix+y—6=0

x=2y+b=0
2 {Ce 5 = 6-0+b=0 = b=—6 2% =2y=6=0
x+ y—2=0
°B=71052:{x—2y—6=0

Resolviendo el sistema:

De la primera ecuacién — x=2-y — enlasegunda - 2-y-2y-6=0 —

—4 10 10 —4

- =4 10, p(10 -4

B T T (3 3)

b A x+2y+4=0 } 6 oy dDd
BRCRRRIEN PP y—6=0 = x=6-y 7 OTym A=l =

5y 10 5wl 8 o p(8,10)
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87 En un tridngulo, baricentro, ortocentro y circuncentro estdn alineados. La recta que los contiene
se llama recta de Euler. Compruébalo en el tridngulo de vértices A(-3, 2), B(6,2) y C(6,5).

¢ Circuncentro: P.
Calculamos dos mediatrices y su interseccién.
m,, es perpendicular a BC y pasa por Mp.
BC tiene vector de direccién BC = (6, 5) — (6, 2) = (0, 2) = 2(0, 1)

7
My-=16,%
BC (6 2)
m,, tiene vector de direccién d=(1,0) y pasa por Mpq = (6, %)
7
myly = ?

m, es perpendicular a AB y pasa por M p.
AB tiene vector de direccién AB = (6, 2) — (=3, 2) = (9, 0) = 9(1, 0).

3
Myp==,2
15 (2.2)
m, tiene vector de direccién d = (0, 1) y pasa por M, p = (%, 2).
3
m..x = 7
El circuncentro es el punto de interseccién de las mediatrices.
_3
72
A
a
Las coordenadas del circuncentro son P = <%, %)

Baricentro: R.
Calculamos dos medianas y su interseccién.

ny, pasapor B ypor Myc.

w33
(2.7 _6,2=(-2.3)-3
Bc-(3.7)-62-(-2.3)- 250
n, tiene vector de direccién d = (=3, 1) y pasa por B = (6, 2).
_2
ny: x—36 =y x—6=-3y+6 = x+3y—-12=0
n, pasapor C ypor Myp.
- (3
- (3]

m:@ 2)—(6, 5):(—%, —3):—%(3, 2)
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n,. tiene vector de direccién d - (3,2) ypasapor C=(6,5).

n: ’Cg—GJzi — 2x-12=3y-15 > 2x-3y+3=0

El baricentro es el punto de interseccién de las medianas. Como las tres medianas se cortan en el
mismo punto, para calcular el baricentro es suficiente con resolver el sistema formado por dos de las

medianas.
x+3y—-12=0
— x=3,y=3
2x-3y+ 3=0

Las coordenadas del baricentro son: R = (3, 3).
* Ortocentro: Q.
Calculamos dos alturas y su interseccion.
h, es perpendiculara BC y pasa por 4 = (-3, 2).
BC =(0,2)=2(0, 1)
h, tiene vector de direccién d = (1, 0) y pasa por A = (-3, 2).
hy:y=2
he es perpendicular a AB y pasa por C = (6, 5).
AB =9(1,0)
h, tiene vector de direccién d = (0, 1) y pasa por C = (G, 5).
heix=6

El ortocentro es el punto de interseccion de las alturas.

x=6
y=2

Las coordenadas del ortocentro son: Q = (6, 2).

p(%%) Q=62 R=(,3)

Para ver si estdan alineados, calculamos los vectores:

QR=(3,3)-(6,2)=(-3,1)=(-1) (3, -1)

Luego los vectores son proporcionales y, por tanto, los puntos estdn alineados.

88 De un tridngulo conocemos dos vértices, A4(0,0) y B(5,0) y lalongitud del lado AC, 3. Ade-

mds, la tangente del dngulo formado por los lados AB y AC es %

a) Calcula la ecuacién del lado AC.

b) Determina el vértice C.

¢) Halla la longitud de la altura relativaa C.
d) Obtén el 4rea del tridngulo.

* Puedes calcular la altura utilizando razones trigonométricas.

a) La recta que contiene al lado AC tiene pendiente % porque el lado AB esti enel eje OX, y

la tangente del dngulo que forma una recta con el eje horizontal positivo es su pendiente, luego

riy= ix.

3



Unidad 8. Geometria analitica VAWANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

b) C estdenlarecta 7:y= %x y dist(A, C) = 3, luego C es solucién del sistema:

4
y=3x 9 2. .9 12

—;)/=— > ,_J’=—
Je—0)24(—0)2=3 > > 57 5

N=)
—

Como la tangente del dngulo es positiva, C = ( 5 T)
) AB:y=0

altura = dist (C, AB) = 12 u
d)dist (A, B) =3 u

Area = -3-12—%@

1.3.12 _
2 75

89 Los puntos 4 (-3, -3), B(y3,-3), C(2/3,0), D(y3,3), E(-V3,3) y F(-2/3,0) son los
vértices de un hexdgono regular ABCDEF. Calcula:
a) El centro del hexdgono como la interseccién de las mediatrices de dos lados consecutivos.
b) La longitud de la apotema.
©) El 4rea del poligono.

a) AB = (243,0)
My = (0,-3)
map:x=0
BC =({3,3)

Myc=(25.2)

mge tiene vector director: (=3, +3)

x—i«/g y+2
mpc: % = ‘/*2
- 3

Centro = myg N mpc

x=0

x—%/§=y+% - ——= — y=0
-3 3
Centro = (0, 0)

2 2
b) Apotema = dist(Mp, Centro) = \/(%«B - 0) + (? - 0) =3u

¢) Area = % - Perimetro - Apotema

Lado = dist(A, B) = y(24/3)2 +(0)2=2y3 u

Area = % - Perimetro - Apotema = % 26243 = 1843 u?
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90 Dado el tridngulo de vértices A(-4,-2), B(-1,5) y C(5, 1), halla las ecuaciones de las rectas
r y s que parten de B y cortan a AC, dividiendo al tridngulo en tres tridngulos de igual drea.

* La altura de los tres tridngulos es igual a la distancia de B allado AC. Por tanto, tendrdn la misma
drea si tienen la misma base. Asi, se trata de hallar los puntos, P y Q, que dividen al lado AC en
tres partes iguales.

=, —

0P - 204+0C =<_2 1>; 0 - 0C+20C =<§’0>

3 3 3 3
* Larecta 7 esla que pasa por B y por P:
m -1-5 =6 18

T (2B =) anB)
y=5-18(x+1) = r:18x+y+13=0

* Larecta s esla que pasa por B ypor Q:

__5-0 _ -5 15
C(=1)=(8/3)  (-11/3) 11

m

y=5—%(x+1) — 1ly=55-15x—-15 — s5: 15x+ 11y—40=0

91 Un rombo ABCD tiene un vértice en el eje de ordenadas; otros dos vértices opuestos son
B(-1,-1) y D(-5, 3). Halla las coordenadas de los vértices A y C y el drea del rombo.

Sea A€ eje ¥ = A=(0,y,) yseael punto C= (x,, y,).
Como estamos trabajando con un rombo, sus diagonales AC y BD se cortan en su punto medio, M.

Ademids, AC L BD.

o M(%, _12—+3> = (-3, 1) esel punto medio de BD (yde AC).

* Sea d la recta perpendicular a BD por M (serd, por tanto, la que contiene a AC):

BD =(—4,4) — d=(4,4) esvector direccién de o
%
M(3,1)ed

La pendiente de & es md=%=l
M(3,1)ed

= diy—-1=(x+3) > diy=x+4
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o Asi:
y=x+4
A=dNejeY: 0 — y=4 — A(0,4)
X =
x
3="2 5 x,=-6
4 2
* M esel punto medio de AC — (-3, 1)=<0+x2, +}’2) 2 — C(-6,-2)
2 2 4+ 9,
1 —> }/2=—
2
« Area = IACQBDI

AC =] (=6,-6) |={72 =642 ) _
Iﬂl K¢ ) =472 =642 s frea 62442,
|BD|=|(-4,4)|=32=42 2

92 Un punto P, que es equidistante de los puntos A(3, 4) y B(-5, 6), dista el doble del eje de

abscisas que del eje de ordenadas. ;Cuadles son las coordenadas de P?

y=2x
* d(P, OX) =2d(P, OY) — |y|=2|x| —
y==2x

* [AP[=[PB] = J(x=3)2+ (-4 ={(-5-22+(6- ) —
= x2+9-6x+y2+16-8y=x2+25+10x+y2+36-12y —
— —6x—8y+25=10x—12y+61 — 16x—4y+36=0 — 4x—y+9=0

* Como deben cumplirse las dos condiciones, habrd dos soluciones:

Py y=2 > 4x—2x+9=0 - x= 2 - y=-9
P ldx— y+9=0 - S 2 r=

Luego: P, (%,—9)

pe T 5 4x+2x49=0 - x= 2= 5 53
z 4x—y+9=0 - 6 2 )=

Luego: P, (?, 3)

93 De todas las rectas que pasan por el punto A(1, 2), halla la pendiente de aquella cuya distancia
al origen es 1.

* Esas rectas tienen por ecuacion:

y=2+mx—-1) = mx—y+2-m)=0

12— m| {2—m=Jm2+1
=1 -

2—m=—Am?+1

e d0,r)=1 —

%
m? +1
- Q-m)P=m?+1 > 4d+m*—dm=m?+1 > 4—4m=1 - m:%

94 Halla el punto dela recta 2x—4y—1 =0 que con el origen de coordenadas y el punto P(-4, 0)
determina un tridngulo de drea 6.
OP = (-4, 0). Lado OP:y=0
Base =4 u

Area = % - base - altura=6 — % -4 .altura=6 — altura=3
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El punto C= (x, y) verifica: Ce r y dist(C, lado OP) = 3.

13
{2x—4y—1:0 y=3 > x= 2
-

|.}’|=3 y=_3ﬁx=__

Hay dos soluciones: C=

Pagina 213

Cuestiones tedricas

95 Prueba quesilasrectas ax+ by+c=0y a'x + b'y + ¢'= 0 son perpendiculares, se verifica que
aa'+ bb'=0.

* El vector (a, ) es perpendicular a la recta ax + by + ¢ = 0.
* El vector (a4, b') es perpendicular alarecta a’x + by + ¢'=0.
* Si las dos rectas son perpendiculares, entonces:

(a,6) - (a,b") = 0; esdecir, aa'+ bb'=0.

96 Dada la recta de ecuacién ax + by + ¢ = 0, prueba que el vector v = (4, b) es ortogonal a cual-
quier vector determinado por dos puntos de la recta.

* Llama A(xp, y;) y B(x» ) a dos puntos genéricos de la recta y haz v AB.

* Si A(x;,y;) pertenece a la recta, entonces ax;  + by +c¢=0
* Si B(x,, y5) pertenece a la recta, entonces ax, + by, +c¢=0
* Restando las dos igualdades: alxey—x) +b(y;—y) =0

Esta altima igualdad significa que:

(@, b) - (x; — x5, 9, — ) = 0; es decir, que el vector (2, b) es perpendicular al vector AB, siendo A
y B dos puntos cualesquiera de la recta.

97 a) ;Qué se puede decir de una recta si en su ecuacién general falta el término independiente?
b) ;Y si falta el término en x?

¢) ;Y si falta el término en y?
a) La recta pasa por (0, 0).
b) Es una recta horizontal (paralela al eje OX).

¢) Es una recta vertical (paralela al eje OY).
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98 Demuestra que las coordenadas del baricentro del tridngulo de vértices A(xy, y;), B(xy, y,) y
C(x3, y3) son:

G<x1+x2+x3 J’1+J’2+J’3>

3 3
* Utiliza que 2GM = BG donde M es el punto medio de AC.
G=(xy)
s [152.252)
2GM 4. =BG

2<x1;x3 —x yl;}/3 —)/>=(X—x2,}/—)/2)

x1+x3 x1+X3+X2
2 I R Xy +x3—2x=X—x) x| +X3+xy=3x I x= 3
S(nrrs ) I+y3=2y=y-> J1+)3+y2=3y 1)t

Sl VN Y=73

99 Demuestra que si una recta corta a los ejes de coordenadas en los puntos (4, 0) y (0, ), con a,
b = 0, entonces su ecuacién se puede expresar en la forma canénica o segmentaria:

£+l=1

a b
riax+by+c=0
7 no pasa por el origen de coordenadas porque 4, b = 0, luego ¢ = 0.

Dividimos la ecuacién entre —c:

x . J
: 1=
r a’+é’ 0
Si cortaen (0, b):
x=0 — Z/ =1 > 6'=b

Si cortaen (g, 0):

y=0 — ﬂi—l —> x=a'=a

T =

Luego la ecuacién de 7 es: XiZ_1=0 >
a

S
X |®
+
SNS
n

Para profundizar

100 Lasrectas x+y—2=0y 9x—3y—4 =0 son dos alturas del tridngulo ABC de vértice A(2, 2).
Halla las ecuaciones de los lados del tridngulo.

A no pertenece a ninguna de las dos alturas, luego los lados del tridngulo estardn en las rectas que
pasan por A = (2, 2) y son perpendiculares a las rectas dadas.

rix+y—2=0 tiene vector de direccién (-1, 1).

El lado AB tiene vector de direccién d = (1, 1) ypasapor A=(2,2).

-2
Lado AB: xIZ =yT - x-2=y-2 = x—y=0

5:9x—3y—4 =0 tiene vector de direccién d =(=3,9) = 3(-1, 3).
El lado AC tiene vector de direccién d = (3, 1) y pasa por A =(2,2).

Lado AC: x=2_r=2 — x—2=3y-6 > x-3y—-4=0

3 1
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101 Dos vértices contiguos de un cuadrado son A(3, 1) y B(4, 5). Calcula los otros vértices.
:Cudntas soluciones hay?

C y D son puntos de las rectas s y r perpendiculares a AB, y cuyas distanciasa B y A, res-
pectivamente, son |AB|:

AB=(1,4) - six+4y+ k=0
. — 4+20+k=0 = k=-24 - s:x+4y-24=0
Como Be€ s

AB=(1,4) - rix+4y+k'=0
. = 3+4+k'=0 > k'=-7 > rix+4-7=0
Como A€ r

ﬁ=(1,4) — ti4x—y+k"=0
. = 12-1+k"=0 = k"=-11 = r4x—y—-11=0
Como A€ ¢

* C y D son puntos que estdn en las rectas cuya distancia a AB es |E| = 17.
Sean P(x, y) tales que:
|[4x—y-11]
V17

{4x—_y—11=17 - {t1:4x—y—28=0

dist(P, t) = J17

dx—y-11=-17 — |tp:4x—y+6=0

Son dos rectas paralelas. Hay dos soluciones. Asi:

Coonnsl 7772820 96— 16y—y—28 =0 4 8 — C.(8. 4
I x+4}/—24=0—>x:24—4)/_> A =V —>y=4 5 x=06 — 1( , 4)

Copnaf T 2T 0=0 96— 16y—y+6=0 6 0 > C0.6
_ 60 ) |

2= 11 x+4y—-24=0 - x=24-4y - A y - x — G0, 6)

Dyon T 77280 28— 16y—y—28 =0 0 7 5 D\(7.0)
1=a x+dy— 7=0 > x=7—-4y — 20-10y—y—-206=0 = y=0 = x=/ = D)/,

Dy g 7620 2816 6-0 2 1 = D,(-1,2)
=t — 28— 16y-— =0 > y=2 = x=-1 = D,(-1,
2700 vy 720 5 x=7 -4y v 7 ¥ 2
Y
”2
~_ B
/ —
/ / I
L / /
2 \\A I
X




Unidad 8. Geometria analitica VANANTANSAC HILLERATO:

Matematicas |

102 La diagonal menor de un rombo mide lo mismo que su lado y sus extremos son los puntos
A(-3,-2) y C(1, 2). Hallalos vértices B y D Yy el perimetro del rombo.

Y

T
.
.
.

L
0
1|
<

A(—3 —. -) L)

« AC =(4,4) — |AC|={32=442
Como esta diagonal mide lo mismo que el lado, entonces el perimetro serd:
Perimetro = 4 |AC |=1642
« Los otros dos vértices estan en la perpendicular de AC por su punto medio M (-1, 0).

Larecta AC tiene por vector director (1,1) = x— y+4=0
%
Como, ademds, A(-3,-2) € recta AC

- 3+2+k=0 > k=1 > ACx—y+1=0
Larecta s perpendiculara AC sera:

six+y+k'=0

= —1+k'=0 > k'=1 - s: 1=0
Como M(-1,0)€ s * XTI

Los puntos B y C serdnlos (x, y) queestén en s y cuya distancia al vértice A sea igual a la
diagonal, es decir, igual a 442.
(xy)es > x+y+1=0 > x=-1-y
«/(x+3)2+(}/+2)2=4«/§ = (x+3)2+(y+2)%=32 >
= 2-9?+(+2)2=32 > 4+y>—dy+yr+d+4y=32 — 2)? =24 —

91=243 = x;=-1-243
y2=—2«/§ — x2=—1+2«/§

- y2=12 -

Luego, los vértices B y C son:
(_1 - 2‘/5’ 2‘/3) Y (_1 + 2‘/§) _2‘/5)

103 En un tridngulo isésceles ABC con lado desigual BC, la ecuacién dellado AB es 3x+y+2=0
y la mediatriz del lado BC es x+y—-2=0.

a) Calcula la ecuacién del lado AC. b) Halla sus vértices si su 4rea es 4 u>.
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a) Por ser el lado BC el lado desigual, la mediatriz de BC pasa por A.
A € lado AB, luego A es solucién del sistema.

{x+y—2=0

=—2, =4 A= _2,4
3x+y+2=0 - J - ( )

La mediatriz en este caso es la bisectriz del dngulo A, luego el lado AC es la recta simétrica de
AB respecto de la mediatriz s.

Buscamos un punto Q = A de r=lado AB y encontramos su simétrico Q' respecto de s.

Qer -5 x=0 = y=-2

Q = (07 _2)

Para hallar el simétrico de Q respecto de s, calculamos la recta / perpendicular a s que pasa
por Q:

[ tiene vector de direccién d = (1, 1) ypasapor Q=(0,-2).

2

1:%:)/; - x=y+2 > x—-y-2=0
M=sN/

x—y—-2=0

- x=2,y=0 - M=(2,0)
x+y-2=0

M es el punto medio entre Q y Q'= (x, y):

2=2 5 x=4
x J=2 2 '
(29 O):<_7—> - — Q:(4> 2)
2 2 y-2
0-2= > y-2
Larecta ¢ pasapor A ypor Q'=(4,2).
AQ" = (6,-2) =2(3,-1)
t: x52:$ - x-2=3y-12 - —x-3y+10=0

Lado AC=t:—x—3y+10=0
b) Lado BC = s es perpendicular a la mediatriz — s:x+y—-2=0
six—y+k=0

Altura = dist (A, lado BC) = [2-4+k] = =6+ = |£-6]

2 2 W)
Be lado ABNs'
e yr2=0 1 3, 1 ( 1, 13 1)
B - {x—wk:o = x=—gh—ouy=Th—5 o B=|-pk—o Tk
C € lado AC N5’
_x—3}’+10=0 5 3 ] 5 <5 - )
«- {x—y+k=0 %xzj_zk’}bzlﬂiﬁcz 5—Zk,—k+_
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Hay dos posibilidades debido al valor absoluto:

4= k=6 16-(h-6)2 — k=2, k=0

1 k-6 k-6

R

—4= 5 % . % — No tiene solucidn.
Hay dos soluciones:

Si k=2 — lado BC:x-y+2=0 — B=(-1,1); C=(1,3)
Si =10 — lado BC:x-y+10=0 — B=(-3,7); C=(-5,5)

104 A(1,1) y B(5, 1) son dos vértices de un trapecio rectingulo y uno de sus lados estd sobre la
recta y = x + 1. Calcula los otros dos vértices (hay dos soluciones).

Podemos comprobar que A, B¢ r.

Como un lado estd sobre 7, los otros dos vértices estdn en 7 vy, por tanto, A y B son vértices
consecutivos.

Ademads, un vector direccidén de » es T= (1, 1), que no es proporcional a AB = (4, 0).

Por tanto, r # AB — loslados AB y CD no son paralelos, luego no son las bases del trapecio.
Podemos construir dos trapecios:

a) ABC,D,, donde AB es la altura del trapecio:

C, y D, serédn los puntos de corte de r con las rectas perpendiculares a AB que pasan por B
y A, respectivamente.

e t LAB — 4x+k=0

— 44+k=0 > b=-4 > t:4x-4=0 = t:x=1
Como A(1,1)e ¢

x=1
Asi: Dy =tNr:

yoxsl - y=2 = Di(1,2)

o sLAB — 4x+k=0

— 4.5+k=0 > k=-20 > 5:4x-20=0 — s:x=5
Como B(5,1)€ s

As: Clzxﬂr:{ - y=6 = C/(5,0)

y=x+1

b) ABC,D,, donde C,D, es la altura del trapecio:

C, y D, seran los puntos de corte de 7 con las rectas perpendiculares a 7 que pasan por B y
C, respectivamente (es decir, C, y D, son los pies de dichas perpendiculares).

=—1+k > k=2 > tiy=—x+2

etlr = y=—x+k .
Como A€ ¢t -
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Asi: Dy=tNr: }/:_x+2—>—x+2—x+1—>1—2x—>x—l—> —ieD<ii)
FTETE T yex e ) ) "2 772 2272
eslr > y=—x+k
C Be = 1="5+k > k=06 > s:y=—x+06
omo s
, y=—x+6 5 7 5 7
Ast: Cy=sMr:y” ! —>—x+6=x+1—>5=2x—>x=? —>y=5—>C2 5y
y=x+
Y
o
L1
1
D, |
o B
— |4 \_ X
= h :

105 Toda recta se puede expresar como x cos 0 + y sen 0 = d, donde 0 es el 4ngulo que forma la
recta con el eje de ordenadas y d es su distancia al origen de coordenadas (se conoce como

ecuacién de Hesse). Escribe en esa forma la recta 4x + 3y —12 = 0.
-12
dist (O, r) = u

5
-12] _12
g 1712112
5 5

Dividimos entre 5 en la ecuacién de la recta y obtenemos:
%x+% :% N 0,8x+0,6y:%

0,8 = cos 36° 52

0,6 = sen 36° 52'

Luego la ecuacién que buscamos es: x cos 36° 52" + y sen 36° 52" = 12

5
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Autoevaluacién

1 Se consideran los puntos A(0, 1), B(4,9) y C(-4, k).

a) Calcula las coordenadas de un punto P que divide al segmento AB en dos partes tales que
AP - %ﬁ.

b) Determina % para que el punto C sea el simétrico de B respecto de A.

a) A0, 1), B(4,9), C(—4, k)
Sea P(x, y):
ﬁ:l]Té—>(x,y—1)=i(4—x,9—y)—>{3x=4_x_>x=1 = P(1,3)

3 3 3y-3=9-y — y=3

b) A debe ser el punto medio de CB.

(o, 1)=<%,9;k> 94 k=2 = ke

2 Calcula la ecuacién de estas rectas:
a) Pasa por A(3,2) y por B(-2, 1), en forma paramétrica e implicita.

b) Pasa por (0, 0) y tiene pendiente m = —%, en forma continua y explicita.

a) Vector direccién d=BA- (5, 1). Vector de posicién: 5(3, 2)

) . x=3+5¢
Ecuaciones paramétricas:
y=2+t

t=y—-2;x=3+5@(p-2)=3+5y-10 - x-5y+7=0
Ecuacién implicita: x—5y+7 =0

b) m = —% — vector direccién: 3(3, -1)

Ecuacién continua: % = ll
3y=—x = y=—%

Y Y 3
Ecuacién explicita: y=— %

3 Halla las ecuaciones de las siguientes rectas:
a) Pasa por P(2,-3) y es perpendiculara y = %x + 1.

b) Es paralelaa 2x + 3y + 1 = 0 y su ordenada en el origen es 2.

a) Una recta perpendicular a la dada tiene pendiente 7 = % Como ha de pasar por P(2, -3), su
ecuacion es:

y+3=%(x—2) — 2y+6=5x-10 = 5x-2y—-16=0
b) Una recta paralelaa 2x+3y+1=0 es 2x+3y+ £k=0.
Como ha de pasar por (0, 2), debe ser #=-6.

La recta buscada es 2x + 3y— 6 =0.
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4 Escribe la ecuacién del haz de rectas que pasa por (5, 1) y halla la recta de dicho haz que pasa por
(0, 1).

El haz de rectas que pasa por el punto (5, 1) es a(x—5) + b(y—1) = 0.

La recta del haz que pasa por (0, 1) es la recta que pasa por (5, 1) y por (0, 1). Por tanto, su ecuacién es:

-1
57 7!

5 Estudia la posicién relativa de las rectas 7 y s y delas rectas r y ¢, donde:

r:3x+5y-34=0 s:y:%x t:{x=§
y:

* Posicién relativade 7 y s:
Vector direccién de 7, d, (-5, 3)

. diculares.
Vector direccién de s, d,(3,5) } 7Y Son perpendiciiates

* Posicidn relativade 7 y #:

Vector direccién de ¢, a;(l, 0)

L, — 7 y t son secantes.
Vector direccién de 7, d,(—5,3)} y

6 Calcula % para quelasrectas r:y=3 y s:y=/lx+ 1 formen un dngulo de 60°.

Larecta 7:y=3 es paralela al eje de abscisas. Asi, la tangente del dngulo que forman 7 y s coincide
con la pendiente de 5, que esigual a 4. Es decir:

tgo=F

k:
tg60°=«/§ &

7 Considera los puntos A(0, #) y B(8,5) ylarecta r:3x + 4y + 1 = 0. Determina el valor de £
para que:

a) La distancia entre A y B sea igual a 10.

b) La distancia entre A y 7 sea 1.

k=11
a) dist(A, B) = {82 +(5— k)2 =64 +25+ k> =10k =10 — k> —10k—11=0 <k_ )
. [3-0+4-k+1| |4k+1]| 4k+1=5 - k=1
A = = =
) dirtd.) 32142 5 S dk1=o5 o k=302

8 En el tridngulo de vértices A(-3, 2), B(1,3) y C(4, 1), halla el ortocentro y el circuncentro.

ORTOCENTRO: R=h, M hz N h- donde hy, hg y h son las tres alturas (desde A, B y C, respec-
tivamente).

21 BC=(3,-2) - a=(2,3) x=-3+2¢ )
hA{AGhA _>hA:{y=2+3t - x;3=)’T — hy:3x-2y+13=0
bLAC=(7,-1) - b=(1,7) x=1+t _3
B{BehB _)hB:{y=3+7t —>x—1=yT — hp:7x—y-4=0
CLAB=(4,1) = c=(1,-4) x=lb+t y-1
.hC CEhC —> CZ y:1_4t —)X—4=7 _)hC:4X+_y—l7=0
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Bastarfa con haber calculado dos de las tres alturas y ver el punto de interseccién:

Jx—y— 4=0
hg Nhe: Sumando:
4x+y—17=0

147 44 103 (A m)
11 TR

91 - 2l g 4. 21 103
11x 21=0 — «x 11’)' Tx—4=7 11 4 11

NOTA: Puede comprobarse que el ortocentro, R, estd también en hy,. Basta con sustituir en su ecuacién.

CIRCUNCENTRO: S =my Nmg Nm, donde my, mp y mc son las tres mediatrices (desde A, B y C,

respectivamente)
alBC - a=(2,3)

- 5 _>y_2=2< _z) N T
Punto mediode BC: M (3’ 2)6 my 2 2 27 4

CLAB=(4,1) - c=(1,-4)

. - oy =2
"¢\ Punto medio de AB: M'(—l,%)e me )

Ast:
3. 7
S=myNme 772 3 7 43
y——4x—i 27 4
- 6x—7==-16x—6 = 22x=1 > x=% -
o yet - 3e =8
i (37

NOTA: Se podria calcular mp y comprobar que S e mjp.





