Limite de funciones. Con-
tinuidad y ramas infinitas

n esta Unidad vamos a concretar, formalizar y afianzar conceptos ya presentados en
unidades anteriores, y a la vez vamos a introducirnos en el campo del Analisis Matematico.

E Entre los grandes matematicos que trataron el limite de funciones y el célculo infinitesimal,
hay que mencionar a Maria Gaetana Agnesi (1718 — 1799), quien escribio el libro Instituciones
analiticas al uso de la juventud italiana en el que explicaba una parte novedosa de las matematicas:
el calculo analitico.

Comenzamos la Unidad con el limite de funciones, donde usaremos un concepto de limite
de funciones que no es el matematicamente riguroso, sino uno mas descriptivo, aunque valido
para el nivel en el que nos encontramos.

Introducimos el limite lateral, que luego emplea-
remos para estudiar tanto el comportamiento de una
funcion cerca de sus asintotas verticales como la
continuidad.

Una vez definido pasamos a calcular el limite de
funciones, surgiendo como caso importante la
indeterminacion 9, ya que es la base de la derivada.

Aprenderemos a resolverlo para el caso de cocientes
de polinomios, pues para otros casos €s necesario
saber usar la Regla de L'Hépital.

Los limites de funciones en el infinito son muy
importantes. Aqui resolveremos tres de las principales
indeterminaciones que aparecen en este tipo de
limites: %,oo—oo y 1”. Los dos primeros solo para
cocientes de polinomios y para radicales, y el tercero
usando de nuevo el numero e.

Después estudiamos las asintotas verticales, las
horizontales y las oblicuas. Las primeras se corres-
ponden con la no acotacién de la funciéon en un punto
y las dos ultimas indican si la funcidén se acerca a una recta (horizontal en el primer caso, con
cualquier inclinacién en el segundo) o no cuando x tiende a +oo.

Maria Gaetana Agnesi (Wikimedia Commons)

Terminamos la Unidad con un estudio de la continuidad de una funcion; este estudio es
tanto descriptivo, usando graficas, como analitico, introduciendo la notacion y la definicién
usadas habitualmente.

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1. Conocer y entender el concepto de limite de una funcién en un punto y en +oo.
2. Dominar el calculo de limites de funciones, incluidas las indeterminaciones.

3. Conocer y entender el concepto de asintotas de una funcién.
4

. Dominar el calculo de asintotas, asi como el estudio del comportamiento de la funcion en
sus proximidades.

5. Conocer, entender y dominar el estudio de la continuidad de una funcién.
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LIMITE DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

1. Limite de una funcion en un punto.
Limites laterales

El simbolo limf(x) se lee limite de f(x) cuando x tiende a a y es el valor al que se acerca f cuando x se aproxima
a a. Dejamos para mas adelante una definicion mas precisa, bastante similar a la del limite de una sucesion de la
Unidad 2. Hay que destacar que para las funciones siempre hay que escribir debajo de la palabra limite hacia
dénde tiende x. Otro hecho resefable es que si existe el limite de una funcién en un punto, éste ha de ser

Unico.

Sila funcion no presenta ningun salto en x = a podemos decir que limf(x)= f(a).
Observa en el grafico que a medida que damos valores a x cada vez mas proximos
a a (tanto por su izquierda como por su derecha), los valores de f(x) estaran cada
vez mas proximos a f(a).

¢Queé funciones pueden presentar dificultades en el calculo de limf(x) y cuales
son dichas dificultades?

Veamos las dificultades para el caso de las funciones definidas a trozos:

e En a) no hay salto y, aunque las definiciones a izquierda y a derecha de a son distintas, ambas dan el
mismo valor en el punto, por lo que los limites laterales son iguales y existe el limite en el punto:
lim f(x) = lim f(x) = lim (x).

e En b) hay un salto finito. El valor que se obtiene por la izquierda es distinto del que se obtiene por la
derecha, de modo que los limites laterales son distintos y no existe el limite en el punto:
limf(x)# limf(x) = A limf(x).
e En c) la funcidn no esta definida en el punto ( A f(a)). No obstante, los limites laterales coinciden por lo
que existe el limite en el punto: limf(x) = lim f(x) = limf(x). Esto es asi porque el limite es el valor al que se
acerca la funcién cuando x tiende al punto, pero no es necesariamente el valor de la funcion en el punto.

4x-1six<0
2
¢Cémo se calculan los limites laterales? Consideremos la funcion f (x) = {1+ T si0<x<4y

9-x,8ix>4

calculemos sus limites lateralesen x =0y en x =4.
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Limiteenx =0

x—0~ x—0 x—0"

2
lim f(x)=lim(4x-1)=-1, lmf(x)= Iirrg(1 +XTJ =1. Escribimos 0~ 6 0* cuando hablamos de la funcion

f en general, y sélo 0 cuando sustituimos f por la formula con la que calcularemos el limite. Como los limites

laterales son distintos Alim  (x).

Limiteenx=4

lim f(x)= Ilm(
Xx—4~ x—4

verifica que I|mf

x—4

XT) 5 I|mf —I|m(9 X)= 5.ComoIosIimitesIateralescoinciden,Hlinlf(x)yse
):

En el caso de las funciones definidas como cocientes los problemas estan alli donde se anula el denominador.
Hay que tener cuidado con la division por cero, pues dependiendo del signo con el que se acerque el denominador
a cero, la funcién puede ir a 0 0 a —co. Asi, siempre que el denominador tienda a cero, se descompone el limite
en sus limites laterales; de éstos s6lo interesan los signos de numerador y denominador, para saber si tiende a

00 O —o0;

i 176% 25 _
1-6x 25 |xos x44 0
im =—=
x4 x+4 0 lim 1-6x é

>4 x+4 0"

Obviamente, igual que para las sucesiones, decir que un limite es infinito es decir que no existe tal limite,
pues la funcién crece indefinidamente.

Podemos escribir;

e limk =k, para toda constante ke R : lim 5=5.

X—a x—-1

e limx"=a",VYneR: I|mx =2°=8:lim 12 12:1.
x—a x=3 X 3 9

2
o Iime™=¢@: |me’=¢" =e.
Xx—a x——1

o limin(f(x))=Inf(a): limn(x+3)=In5.

o limsen(f(x))=sen(f (a)), lmcos(f (x)) =cos(f (a)), imtg(f (x)) =tg(f (a)):

X—a X—a

lim sen3x =sen3r =0; I|m cos4x = 003(47;J cos2r =1, Iirr)Ttgx=tg%=1.

Estos tres Ultimos puntos pueden generalizarse usando la composicion de funciones:

im(fog)(x)=mf (g (x)) = (img (x)).

215 mggﬁ <>




LIMITE DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

2. Calculo de limites sencillos

2.1. Algebra de limites

Pocos limites se pueden calcular con los resultados anteriores; se necesitan algunas propiedades més, que
se engloban bajo el nombre de algebra de limites. Las férmulas son:

o lim(f£g)(x)=limf(x)+ Iinlg(x): el limite de una suma o resta es la suma o resta de los limites.

e lim(f-g)(x)= (Iimf(x)) -(Iim g(x)): el limite de un producto es el producto de limites.

» Cuando uno de los factores es constante: lim (k-)(x)=k-limf(x).

limf(x
o lim| (x)=222——limg(x)#0: el limite de un cociente es el cociente de limites.
x| g ||mg(x) X—a
. . [k k .
* Si el numerador es constante tenemos: lim| — |(x)=———,limf(x) #0.
x—a| f ||mf(x) x—a

X—a
. X . lim g(x) . . . .
o |im (f (x))g( - (Ilm f(x)) : el limite de una funcion elevada a otra es igual al limite de la base elevada

al limite del exponente.

&~ Ejemplos

1. Calcula los limites siguientes:
. 2 . . 3 . i 4,3 x\. H _ X
a) X|I_I;r_l1(X +x); b) lm(x +x+1); ¢) XI|_>n_12(x x*+e"); d) llm)(senx e").

Solucion :
. 2 T 2 : (N (1) —D-
a) I|m1(x +x)-XI|_r>r]1x +XI|_r3]1x-( 1) +(-1)=0;

X——

En lugar de escribir tantas veces el término limite, podemos hacerlo directamente, calculando el limite término a
término y sumando los resultados:

b) lim (x° +x+1) =2 +2+1=11,
; 43 XY ( oV (o a2 _ i
c) X|I_)nJZ(X -x*+e")=(-2)' - (-2) +e =2+,
d) Iin})(senx—ex):senO—e‘):—L
2. Calcula los siguientes limites:
a) lim(7x*); b) XIi_r)r_11(x3-exz); ¢) lim(7¥xIn(x+1)); d) XIi_r}r;(cos-Inx).

2
Solucion :
2

. . 2 3 (- .
a) lm(7x2)=7-22=28; b) XILnL(x3-e )=(—1) e =—¢
c) Iim1(7x/;In(x+1)):7-xﬁ-ln(1+1):7ln2;d) Iin)r(cos-lnx):cos%-ln%=0.

X——
2
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3. Calcula los siguientes limites:

x=3 tg(x +1 -x =
3 ImSb) 1m0 i d) i e lim b o B g Iy 0B
=3 Xt tgx -7 x? -1 e x=>2 X +2 =7 X =T x4 X" +3x -4
Solucion :
e ¢ Indx _ n 4% 5 5 5 cosx  cos0
a) lim —:— ;b) lim =Ihz;c) lim—=—=—d) Im—=——=1
o3 xt 3 — tgx tgﬂ =Tx= 77 49 =0 g e
limites ||m 3X+1_—5_
tg(x+1) tg(-1+1 3(=2)+1 —pterbs | B0 T T T
o im SO B 190y g, 301 3D SRR e 0 gy 341,
ot gt e e =2x42 =242 0 im X5 2 x+2
-2 x+2 0
limites ||m 1 X2 — _48 —
—y? laterales S === 2
g) jim =X - =87 e 7- X 0 = Blim =%
=17-x 0 1-x"_ 48 =1 7—x
[im =oco
or T-x 0
Cuando el denominador se acerque a cero y el numerador a un nimero, hemos de calcular los limites laterales.
x* - 16 (4-16 0
= es una indeterminacion, pues cualquier nimero sirve como cociente de esa

im — = ;
=4 x° +3x—4 (_4) +3( ) 4 0
division. La resolveremos en el apartado siguiente.

4, Calcula los siguientes limites:

. ) . X+2 . senx | . _o\lox, . cosx+1 | ; %+

a) lem(x +X 1) ' b) m(x+4) ;C) ll_)mz(x 2)";d) le(cosx+3) ;) XIer]3(x+4) 4

Solucién :
: 2 A\t (g2 1+2 4 . SenX _ rsen0 _ 4. : _9\l9X _ntg2 _ .

a) lim(x* +x-1) = (P 41-1)" = =1 b) lim (x+4)™ =4*" =t ¢) lim(x-2)" =0%=0;

d) lim(cosx+3)™"" =(~143) " =2" =1, ¢ |in]3(x+4)%+3:(_3+4)y—3+3:1%=1°° es una indeterminacion
conocida de las sucesiones y que resolveremos con ayuda del numero e.

2.2. Indeterminacion %

Cuando se anulan simultaneamente numerador y denominador estamos ante una indeterminacion, pues
cualquier numero sirve como resultado del cociente (cualquier nimero por cero siempre es cero). En este curso

solo resolveremos la indeterminacién % para las fracciones algebraicas y las funciones con raices cuadradas.
Para otro tipo de funciones se usa la Regla de L'Hopital, que se estudia en Matematicas |I.

Si en una fraccion algebraica se anulan numerador y denominador para un valor a, esto significa que son
divisibles por x — a, por lo que factorizando ambos polinomios y simplificando desapareceré la indeterminacion.

Si hay un binomio con raices cuadradas, multiplicaremos y dividiremos por su conjugado, para poder hacer la
resta y asi resolver la indeterminacién.
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LIMITE DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

&~ Ejemplos

5. Calcula los siguientes limites:

2 _ 2 _ 2_ 2
Y N A P S S S . s
o4 x* +3x—4 =3 x°—2x -3 =2 X" +8 =X =2x +1
Solucion :
X-16  (-4)-16

a) lim — = 5 g —ind = factorizamos numerador y denominador usando la Regla de
x—-4 x* +3x—4 (_4) +3(_4) 4 0

Ruffini o la ecuacion de segundo grado (son polinomios de segundo grado), obteniendo: x* —16 = (x +4)(x—4);

2 _ factorizando +4 — 4 ) simplificando _ ]
X434 =(x+4)(x—1) = lim 10 _0jpy™Z i XAt x4 _8_8
o4 x*+3x—4 0 o4 (x+4)(x-1) xo4x-1 -5 5
— 2 _ factorizamos 3 _3 simplificamos
b) lim X 9 23 9 =9ind = ||mw P= imx_+3=§_
ix?-2x—3 3-23-3 0 =3 (x+1)(x=3) =3 x+1 2
—x— -2) —(-2)-06 factorizando 2 -3 simplificando _
i O ) (SE)ORROPHY e ) 9 S o R O
=2 x°+8 (-2)'+8 0 =2 (x+2)(x* - 2x+4) o2xt-2x+4 12
im x+1 2
2 _ 2 _ factorizando +1)(x —1) simplificando limites — a4
i N s P o ) o O e e
12 —9x+1 1=21+1 0 =1 (x=1) x> —1 () laterales i x_+1=£=°°
ot x—=1 07
2_
=>55I|mx—1
11 x2 = 2X +1
6. Calcula los S|gmentes limites:
a) lim———2 b)|L)|| _2X12 g iy YXHO=2
X—2 ’X+ 3 x—0 x465 \/W xa1\/_ 3
Solucion :
conjugado:/x+7+3 (X—2) VX+T7+3 simplificando
a) lim—2=2 222 _ 0™ i ( ) = lim(Vx+7+3)=3+3=6;
x—>2\/x+7 3 \/2+7 3 0 X2 Xx+7-9 X2
‘,2X+ _1 /20+ _1 0 conjugado:/2x+1+1 2X+1 1 s:mpliﬁcandol 2 2 )
b) lim ! = 5 =61nd = lim = Ilm—:§—1,
X— X

e e

2x—12 26-12 0 conjugado: 5+/3x+7 (2X—12)(5+\/3X AF 7) operando
c) lim = =—ind = lim =
65—\3x+7  5-+/36+7 0 =6 25-(3x+7)

sacando
gc;ourn i 2(X—6)(5+\/3X+7)simpliﬁcando|_ —2(5+\/3X+7) -2.10 20
= X'E}; 3(6—X) - xl—>ms 3 = 3 ——?.

Ix+5 2 /_1+ -2 0 conjugados: (X+5—4)( 8—x +3) operando (X+1)(\/8—X +3) simplificando
0 =

T exa ()8 0 EEe e g (drbed) | () (dxesr2)
—(\/8_X+3) -6 2

=fm—— /=2__°

o Jx+5+2 40 2

d)
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7. Calcula los siguientes limites:

2x-5 . X=1,8ix#2
a) lemx - ' b) er;f(x),conf(x)—{o,six=2 c
Solucién :
2%-5 21 5_
[im —_— b I|mf =lim(x-1)=1,
3] H1x+7 1+7 ) (x) HZ( )

jm ——*__ 8
f-x _ 1-(5) _6/me |55y 25 0

c) lim = 5 =—
x—>—5X —-25 (_5) -2 () faterales “m 1—-x
-5 x° 25 0‘
2_
8. Calcula los siguientes limites: a) Iin]tLX;r16 b) lim i
X—> X_ X
Solucion :
— 2_g. factorizando -4 2 impifcando
A T 8x+16=4 84+16=9md rn o (x—4)" simp
=t x—4 4-4 0 =4 x—4
limites
) i =S 2 i = o — e
x5y — 5 () laterales x5~ x — 5§ -5 x =5 (O
9. Calcula los siguientes limites: a) lim ; b) lim —
x=24x — 8 x—-1 % —
Solucion :
limites
a) lim 6 6 § i 6 6

= 1im
24— 8 4.2—-8 () laterales x—2~ 4y — 8 0
3x+3 _ 3(—1) +3 0, factorizando i

lim(x—-4)=0;

; lim =—
o 4x -8 0

7- \/3x +1 \/ +x

b) lim =—jnd = N 7
) o1 x? —x =2 (_1)2_(_1)_2 0 o (x+1)(x-2)
10. Calcula los limites siguientes: a) I|m ;b) lim
Solucién :
2 — .42 conju ado:7+\/m
— V3 T34 410w

=t 3x-12 34-12 0

o —3(X+4)( ) slmpliﬂzcando“m —(X+4)

““(3x 12) (7+

(= 4) (T+347 +1) AT 43241
b) \/— X+ X ,6—(—3 + 3 conjugado: .

—lnd—

T+43-8241

| oy —
o x2-9 (- 3) 0 Voxx Xer‘]3(x2 —9)(M—X)
simplificando (X 2) —(—3—2)

= lim

o o e o ey




SN N N NN

LIMITE DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

11. Calcula los limites siguientes:

\/x +16-4 b) I X2 +x
x—>0 ,X + 3 12 /

Solucion :
2 2
i VW 16-4 O +16-4 0. dmn,vug_ados:”m(x +16‘16)(VX +9+3)sfmp"ffand°”m JE+9+3 6 3
0 r9-3 JPi9-3 0 e (x2+9_9)(m+4) e +16+4 8 4
) “ +x (- 1) +(-1) Oindconjugadti%\/ﬂ x +X)(2+\/3—X)fcton'iando_ - x(x+‘|)(2+\/3—x)_
~12-\3-x 2-3-(-1) O - A== 3-x) T e X+1 -
simplificando
= |m1[ (2+\/3—x)}=—(2+,/3—(—1))=—4.
2
N Actividades
3_ g2 _ _
1. Calcula: a) |imxax—fx+12; b) lim— 28 . ¢) jim Y2TX2
x—2 —3x°+4 =4\ [6x+1-5 x——1 X+1
[ 2 _ _ 3 _ 2 _ _
2. Calcula: a) 3X+ =3, ; b) lim 4X2 19 14; c) Iim%.
=7 x“—49 x>3 x° —5x“+3x+9
1- \/ XX+
3. Caleula: a) lim—— lim ——.
) ﬁsx/ﬁ 3 O M=
. X —2x"—4x+8 . 3-x*+5
4. Calcula: a) lim > ;b)) lim———.
=2x° —6x* +12x -8 =2 [x2 3 1
‘t’ Parasabermas.. [
senx senx 0,
Calculemos l/n% ——. Usando el algebra de limites obtenemos que //m—:alnd. Puesto que senx no es un
X— X X

polinomio, ni podemos factorizar ni simplificar. Sin embargo podemos aprovecharnos de un resultado que, aunque
no demostremos, es facil de justificar. Dice asi:
Sean f(x), g(x) y h(x) funciones que verifican que h(x) <f(x)<g(x) enunentorno de x =a y que

\ limh(x)=1limg(x)=1, entonces limf(x)=limh(x)=limg(x)=I.

’ - X Observa que lo que se hace es acotar f entre dos funciones h y g cuyos limites son
M X‘vtg X conocidos e iguales, por lo que conoceremos el limite de f. Apliquemos este hecho a
X

nuestro problema, después de echar un vistazo al grafico:

1

Se observa que sen x < x < tg x. Invirtiendo todos los términos se tiene que A <— ! < A . Multiplicando por sen x,
fgx x senx

senx senx senx senx . .
< < 0s X <—— < 1. Tomando limites se tiene
fgx X senx X

que es positivo en el primer cuadrante, queda

senx
que Ilmcosx_I/m1_1:>hm—:1.
=0 x

Este resultado se usa para hallar la derivada del seno y el coseno, y es la justificacion de la 6ptica geométrica, pues
indica que, cuando x es suficientemente pequefio, siempre se puede hacer la aproximacion senx = x.

____________________________________________________________________________________________________
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3. Limites en el infinito

3.1. Limites en el infinito de funciones basicas

En el apartado 1.2 de la Unidad 2 tratamos el limite de una sucesion; éste solo se puede calcular cuando
n —oo, por lo que lo dicho entonces va a servirnos para calcular el lim f(x) .

Para calcular el lim f(x) debemos ser cuidadosos con el signo de x. Es habitual agrupar ambos limites y escribir
lim f(x) si ambos limites coinciden.

Graficamente vemos los siguientes casos:
Ena): lim f(x)=k = f esta acotada tanto si la variable independiente crece (x — o)

X—>teo A

como si disminuye (x — —e=) y se acerca a un valor k.
lim g(x)=k = g esta acotada superiormente y se acerca a un valor k cuando
ng( ) g p y _/\ K

aumenta la variable independiente. =71 S_T_'_—;?;
lim g(x)=—e=>g no esta acotada inferiormente y disminuye cuando disminuye 7< \/f

X—>—o0

|a variable independiente. g h
lim h(x) = —oo = h no esta acotada inferiormente y disminuye cuando aumenta la

X—>o0

variable independiente
lim h(x) =k = h esta acotada superiormente y se acerca a un valor k cuando

X—>—o0

4
disminuye la variable independiente. b)
En b): f
lim f(x)=oco=>f no est4 acotada superiormente y aumenta tanto si x crece g

X—>too

como si disminuye. - p
lim g(x)=—eo=> g no esta acotada inferiormente y disminuye cuando aumenta x.

X—>o0

lim g(x)=-e°=>g no esta acotada superiormente y aumenta cuando disminuye x.
X—>—oo

lim h(x)=—e=> h no esta acotada inferiormente y disminuye tanto si x crece .

X—>too

como si disminuye.

Las funciones periodicas proporcionan un caso mas que se interpreta directamente diciendo que A lim f(x),
pues al repetirse indefinidamente sus oscilaciones no permiten saber cual es su comportamiento en =+co:
4 limsenx, A lim cosx, A lim tgx. Esto no es dbice para que puedan calcularse limites en los que aparezcan
funciones periddicas acompafiadas de otras. Hay que estudiar cada caso en particular. Légicamente, 2 |im Inx
pues los nimeros negativos no tienen logaritmo.

Recuerda que <o no es un numero y que no sigue las reglas que éstos deben cumplir oo+ o0 =00; 00 00 = o0;
0™ =00, Los siguientes resultados son evidentes:

. . . .3 3
o lmk=k= lim 2=2, lim (-11)=-11, lim ===.
X—>too X—>too X—>too x>t [ ]
o limXx =co,r>0= lim x =oo, lim v/x = oo, lim x° = .
X—o0 X—o0 X—o0 X—o0
. r_ r . _ . 4 _ . 5 _ . 6 _
o lim x"=(=1) eo,r>0= lim x=—co, lim x* =oco, lim x* =—oo, liM x° =co,
X—>—o0 X—>—o0 X—>—o0 X—>—o0 X—>—o0

6 lim x" =oo,sirespary lim x" =—co, sir esimpar.
X—>—oo
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Hay que tener cuidado con —eo : obviamente A lim Jx, B lim 4/x...3 lim ¥x, mientras que

X—>—0o X——oo X——oco
lim ¥/x = lim ¥x =...= lim 2Yx = —oo.

X—>—o0 X—>—o0 X—y—o0

Multiplicar por una constante positiva no cambia el signo del limite, pero si lo hace si es negativa:

(1) (28} (1€)== 28]~ )=
¢ Jm {r=0r>0keR= fm =0 Jip S7=0 i o= [ ~77]=0

Ya sabemos por las sucesiones que se obtiene 0 al dividir un nimero por e 6 —eo. En este caso no influye
el signo de la constante.

o [ime=co, ime*=0,lime™ =0, lim e =oo, liminx =co.

X—>o0 X—>—o0 X—>o0 X——ee X—>o0

Las reglas del algebra de limites no cambian, por lo que no las repetimos. Sabemos por las sucesiones que
el limite de un polinomio es igual al limite de su monomio de mayor grado (aproximacion asintética ~). De este
modo se simplifica el calculo del limite de polinomios en =+ oo:

factor comiin
im (2x° =3 +6x-1) = lim {2x5(1—2—;+%-i)}z im (2x°) =

X—>teo simplificando x—s+oo 2 x5 X—>Feo

jm (3x* —1000x+2)fac'°'=c°mu" lim {3x4(1—1000 +i)}z im (3x*) =
3

X—yteo simplificando x—+eo x* 3%t X—ytoo
Directamente: lim ( —Tx% +12x* +600x+3)~ lim ( —7x 3):$c><>.
X—>too X—>Foo

La definicién matemética de limite de una funciénenoo es idéntica a la del limite de una sucesién; no hay mas que
cambiar a, por f, n por x y el conjunto N por R:

lim f(x) =1 Ve >03x,€ R, X, >0, tal que si x > x, entonces |f(x)-I|<e.

X—>o0

lim f(x)=1« Ve >03x,€R,x, <0, tal que si x < x, entonces |f (x)—/|<e. /

X——oo

Cuando se trata del limite enunpunto hay que considerar dos aproximaciones: la
de x y la de la funcion. Si la funcién tiene limite en un punto es porque una de las
aproximaciones obliga a la otra. En este caso, 'I/ a

lim f (x) =1 < Ve >035 >0 tal que si 0<|x—a| <& entonces |f(x)—/|<e.

X—a

Quien obliga es ¢ (de ahi el V) que representa a la funcién. El valor de 6 esta relacionado con el de ¢, de modo que
disminuye cuando & disminuye, ya que al aproximarse la funcion al valor del limite, x debe aproximarse a a, y estara

mas préxima a a cuanto mas proxima esté la funcién a su limite. Por ejemplo, Im; 3 =1 porque Ve >036 >0 tal
X—

que si 0<|x—3| <5 entonces <. Usando ambas inecuaciones se halla la relacion entre & y & :

X
3

£
3

‘X—3
<e=|—
3

<& =|x-3 <3 =5 <3.

____________________________________________________________________________________________________
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3.2. Indeterminaciones —=,c0—co y 1

El algebra de limites permite resolver casos triviales del calculo de limites en los que aparece o0, como los

siguientes:
4\
lim (3INx+5)=co+5=co; lim (x2 +ex)=oo+oo:oo; lim (xzex):oo-oo:oo; lim (—) =0~ =0;
X—o0 X—oo X—oo X—oo X

im (12 +1)" =eo” =0,

X—>o0

Sin embargo, los resultados % o0—00, 1%, 000, °, 0°, que junto a 8 forman el conjunto de las 7 indeterminaciones

existentes, no son evidentes. Aqui resolveremos para determinados casos las 3 primeras; para las otras hay que
esperar a Matematicas Il.

La indeterminacion % solo la resolveremos para las fracciones algebraicas, pues el procedimiento para
cocientes de otro tipo de funciones escapa al nivel de este libro. Usaremos la aproximacién asintotica en el
numerador y denominador:

A —BXP 4T e 35 T -5 e XY Tx
||m4—=—lndzl|m—4=hm (3X)=°°. lim 3 a2 .- 3=
X X" +1 oo xoe X0 aoe xo==BX° +3X°+X  —oo o= BX° x> 6

En el caso de las fracciones algebraicas pueden darse tres situaciones:

e Grado del numerador mayor que grado del denominador: el limite es o0 ¢ — oo,
6 o 6 3 6 oo 6 3
i X=X 2 g i X Iim[—%)z—w. im 2% -2~ fim =X = i (—%]m.

D 4X3 1) X—o0 _4X3 X—>o0 e 4X3 oo X——o0 _4X3 X——c0

o Grado del numerador igual al grado del denominador: el limite es el cociente de los coeficientes de los monomios de
mayor grado del numerador y del denominador.
147x° T 6x*-18 e, 6

5 :findz [im ;== lim 3—=—/nd-- lim —:E.
10224+3x=5x° oo 1o —bx 5 1o=bBX +4x-T oo ==5X" 5

o Grado del numerador menor que grado del denominador: el limite es cero.

-4 e A 4 . TX—45 e . Tx T
lim ———=—ind = lim =lim—=0. lim ——=—ind = lim — = lim — =0.
x50 3x° — X oo ) X0 3y xo—e X' 41 oo Xm0 ¥ X0 )

Estos resultados pueden usarse directamente; hay que tener precaucion con el primero de ellos: que el limite
sea « 6 — oo depende de hacia donde tiende x, de los coeficientes de los monomios de mayor grado y del
exponente de la x.

Otro caso no trivial es la indeterminacion oo —oo. Resolveremos dos casos:

e Resta de fracciones algebraicas: aparece la indeterminacion por no haber efectuado la resta; para
resolverla basta con restar y aproximar asintoticamente.
2 2.\ restando 2 1)— 2 -1 2 2
: X X . Xt (x+1)=x"(x . 2X . 2X
lim =co—oojnd = lim L) = )= lim —— = lim —-=2.
o X =1 X +1 o= (x=1)(x+1) xoe X2 =1 xom X

( % J(*) rstando X (X +1)—x° —X*+x*+x x>

X——— |=oo—cojnd = lim = lim = [im — = —oco,
X+1 x> X +1 o X 41 x> X

lim

X—>o0
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e Funciones con raices cuadradas: se multiplica y divide por el conjugado de la raiz

conjugado X+3 X 3
im (vx+3-x)=co—coind = _lim = lim ~ lim =0.
Hw( ) W+fH°°\/x+3+\/_ H°"\/x+3+\/_ H°°2\/_

Iim(\/x2—3x—x):oo—ooind Con]u:gado X -3k —x" =~ lim = lim -3 __3

X—>o0 mﬂx_)‘” ’X —3X +X x—>oc [ +x o 2X 2

En este caso hay que tener cuidado con el polinomio o los polinomios que estén dentro de las raices: es
aconsejable usar siempre la aproximacion asintotica.

La indeterminacion 1° puede aparecer al calcular lim f (x)g(x) , donde a representa tanto un punto como + oo,
X—a

17 (ind)

Sabemos que lima” = exp{llm ( 1)-b,, ]} (apartado 3 de la Unidad 2). Rescribiendo la formula para las
17 (in

" exp{im (7 ()~ 1) (x) ]

X—a

n"e

funciones se obtiene: Iimf(x)g )

X—a n"e

Por ejemplo:

X+2 /1“ ind) . X+2 X . 2x 2| 43
lim = expilim|| ———=1}=|;=exp:lim| —= | =expi—==+e€".
X—>o0 X n°e X—>00 X 3 X—oo| ¥ 3 3

()

lim (x —2) X—31n(o—”;d)exp{llm{(x—Z—ﬂ-xi_J} exp{hmw}=e2.

x—3 -3 x—3

. . . "y S . . . A . ’ .
En (*) resolvemos directamente la indeterminacion — para no escribir demasiados célculos y complicar el limite

innecesariamente.
(3 Ejemplos
32
12. Calcula los limites siguientes: a) lim X4—X+1; b) lim 4x° +3.
o= X" +3X xoe - x?
Solucién :
3,2 oo 3 o 2
0l = e 5 Do, g i S e P g
xo—e  ¥* 4 3x oo X—o—e0 ¥ X—>—e0 ¥ x> — X —oco X0 — Y
13. Calcula: a) fim (\/x2 +7 —x); b) lim (2x—\/x2 +5x).
Solucién :
. 3 . conjugado X +7- X 7
a) Ilm(\/x +7—x)=oo—oomd = lim = lim =0.
X Vo= [x2 47 4 H°"\/—+x

_  cojugade 4X° —(Xx°+5x 3x2 3x2
b) lim (Zx—\/x2 +5x):oo—oo ind =__lim # lim = lim — = lim x = oo,
o 250 O 4y [x2 45X T2 44/x2 K0T 3X 0 xo

X+3
14. Calcula los siguientes limites: a) lim (1—5] ;b) Iim1(x +2)%+1 :
X—>oo X X——

Solucioén :

X+3 4= (inq) -5 3 _
a) lim (1—EJ = exp{ lim [(1—§—1)(x+3)}} = exp{ lim ﬂ} zexp{ lim ﬂ} =e” :i5.
X—>o0 X n°e X—>00 X X—>o0 X X—eo X e

17 (ind)
b) Iim1(x+2)%+1 = exp{Iim1[(x+2—1)%}}=exp{lim M}:e‘*.
X—— n°e X—— X

REa=S 4pb
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15.

16.

17.

4x° — o 1=x*

Calcula los siguientes limites: a) I|m b) lim -
= 1 o=

Solucién :

. 4 -1 oo, A4x® - 1=x' —oo, o=xt
a) lim ———=—ind = lim—-=lim(4x)=co. b) lim —=—ind = lim — = lm x* =co,

x—eo ¥ 4 oo X—eo ¥ X—300 x>0 ] — x —00 X——0 — ) X—>—o0
Calcula: a) lim (\/1+x+x2 —x);b) Iim(\3/x2—2x—3x).

X—oo X—>oo

Solucién :

, L GO . 1+ x+x* - x 1
a) lim (\/1+x+x2 —X)=°°—°°Ind = = lim = lim—=—.

o= m+xx‘”°\/1+x+x +X H°°\/ +x ow2x 2

b) fim (\3/x2 —2x —3x) oo oo ind = fim (=3x)=—

X—>o0 X—>o0

(*) No se puede usar el conjugado, pues no es una raiz cuadrada. Para hacer la aproximacion asintotica
2
observamos que ¥/x* = xé es de menor grado que — 3x.

2 2 2x2
Calcula los siguientes limites: a) Iin)1 (\/ x—3 )X“‘ ;b) lim ( ZX 1] .
X—> X—oo X —

Solucion :

o T v 2] e )

n°e X — X—4 x—4 0| Vx-3+

XPp 4 1M Z(X_3_1) =exX Z
'ep{l%(x 4)(\/—+1)} ° {H“mﬂ}

2 r (lnd) 2 2
b) lim ZX = exp{ lim X1 lox? =exp{ lim 22X =e’.
x—oo| ¥¢ 1 n°e X—>00 X -1 X—e0 ¥% —1

9.
A\ Actividades

1+x—x2+x°

5. Calcula: @) lim ; b) lim (\/ZX +3x—1-/2x2 +1)

6. Calcula: a) lim

7. Calcula: a)

8. Calcula: a) Iim(\/x2—3x+1—\/x2—5x—1) b) lim

o= 243x-5x* x>
2x 5 _n,4
1+i ©b) i w
X+4 x> 2X°+6x -3
-2x* +3x* +6x .

x> By3 _3x 41

X—»o0

5

) nm(x +1)/

—7x3 +4x +1
x—= 3% —5x+6

X—>o0
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(3 Ejemplo

4. Asintotas

Hay tres tipos de asintotas: vertical, horizontal y oblicua. La asintota vertical es la recta a la que se acerca la
funcién cuando no esta acotada en un punto; las asintota horizontal y oblicua son rectas a la que se acerca la
funcion cuando x— 0.

Las funciones que pueden tener asintota vertical son las definidas como cocientes (en los puntos que anulan el
denominador) y las funciones logaritmicas (donde se anula el argumento). La ecuacién de una asintota vertical es
X = a, siendo a el nimero que anula al denominador o al argumento de un logaritmo. Para hallar la ecuacion de las
asintotas verticales se resuelve la ecuacion DENOMINADOR = 0 o, si la funcién es logaritmica, ARGUMENTO = 0.

El comportamiento de la funcién en las proximidades de la asintota vertical viene dado por los limites laterales.

18. Halla las asintotas verticales y estudia el comportamiento de las siguientes funciones en las proximidades de sus

x—3 5
asintotas verticales: a) y=——:b) f(x)=————; ¢ x)=In(x-5).
) y=22ib) £(0)= i) 9(x)=n(x-5)

Solucién :
DN O S A TR SR S e

-4 x+4 0 >4 x+4 0

L 5 5 o 5 5 .
b) DEN=0=x=43= AV x=-3; Im ——=—=00; M ——=—=—oo;

x—>-3 X =9 " -3t x°=9 0

AV x=3; lim —>— =2 = s i —>— = >
=3 x° =9 0 -3 x° -9 0
¢) ARG=0=x=5= AV x =5 Iir751+ln(x—5):—oo.
En el caso del neperiano, sélo se puede calcular un limite lateral (por donde el argumento sea positivo) y el limite
siempre es —oo.

1 j: t t. |
a) b \ c I
i > : > X=5i />
|
: i

Sl

Las asintotas horizontal y oblicua indican adonde se acerca la funcién cuando x— +o0. Son dos rectas,
una de ellas horizontal, tiene pendiente cero, y otra oblicua, de pendiente distinta de cero. Una funcién ftiene
una asintota horizontal cuando limf(x)= k, siendo k un nimero real. La ecuacion de la asintota horizontal es
i, = k, donde escribimos el subindice , para distinguirlo de la funcién, que muchas veces se llama y. Una funcion
no tiene asintota horizontal cuando limf(x)= oo,

Si la funcién tiene asintota horizontal, no tendra asintota oblicua, pues la horizontal es un caso particular de
la oblicua, con la pendiente igual a cero. Para conocer como se acerca la funcion a la asintota horizontal (si lo
hace por encima o lo hace por debajo), hay que estudiar el signo de la diferencia y — y, tanto en co como en —co .
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19. Averigua si las siguientes funciones tienen asintota horizontal, estudia cémo se aproxima la funcién a su asintota
horizontal en su caso y represéntalo graficamente:

X+1 3 X2
a) y=——:b) y=——:¢c) y=e";: d) y= :
Vy="giPly=g 9V b y=-—¢
Solucién :

a) y=2 0 im X g~ im X iy, =1 oy, =X 4
X=1 Taomx—1 oo xoiy S Tx-1 0 x-1

2){<Ocuandox—>—oo:>y<y,_,

ﬁsgn(y_yH)zsgn(; >0cuando x o=y >y,

3 3 3 3
b) y=—2 = lim —>—=0=y, =0, y—y, =~
)y PRl g L et
3){>Ocuandoxa—oo=>y>yk,

= sgn(y-yH)zsgn(—; <Ocuando x = —cc=y <y’

c) y=e" :Xinloe‘* =oo;ime* =0=y, =0cuandox > oo; y—y, =" =

X—>o0

= sgn(y—yy)=sgn(e™)>0cuando x >co =y >y,,.

Esta funcion tiene asintota slo cuando x — oo, pero no cuando x — —eo. Este, junto con el de las funciones que
tienen asintotas horizontales distintas en = y — oo, son casos poco habituales que aqui mostramos para que se
sepa de su existencia.

2 2 2
d) y= X = lim =—ind = lim Lo lim x =40 = no tiene asintota horizontal.
X-5 Xxote ¥ — 5 oo Xokes X X—>too
d
) b) ¢)
T —
I g I —_— > \}

Una asintota oblicua es una recta de ecuacion y,, = mx + n a la que se aproxima la funcién cuando x— =oo. |

¢ Como calculamos my n? Si f se aproxima a y,, debera verificar que:

im ) g i L) TO) g T,
Xkeo }/Ob Xx=temX 4N xote MY X—>teo

lim | f(x)— =0= lim [f(x)-mx—n|[=0=n= lim | f(x)—mx |.
X—>teo ( ) yOb:I X—>teo ( ) :I X—>teo ( ) :I

Observa que primero se calcula m, y debe dar un valor finito, pues en caso contrario no tendria asintota
oblicua, y luego calculamos n. Igual que en el caso de la asintota horizontal, para ver como se acerca la curva a
la asintota hay que calcular el signo de la diferencia y—yo, .

Recuerda que solo se busca una asintota oblicua cuando la funcion no tiene asintota horizontal. También
puede darse el caso de que la asintota oblicua sea distinta para co que para — oo, pero para funciones mas
complejas que las que trataremos aqui.
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&~ Ejemplos

oblicua en su caso y represéntalo graficamente:

X X +1 2x* X
a) y= = 16 y=—-;4d) y= .
)yx )y2 -3’ )y X +5 )y X+9
Solucién :
a) Lo primero que hay que comprobar es si tiene o no asintota horizontal (AH):
2 2 2
y= = lim =—ind = lim X [im x =t = no tiene AH;
X-5 xoteo ¥ — B oo X—deo ¥ X—teo
f(x)® 2 2
metim T X X Dy X

Xty X—teo ¥ (X — 5) X—ieo ¥

importante.
2
n=lim [f(x)-mx]= lim LS T S L

X—>too x—te| ¥ — 5§ Xotoo ¥ — B xote y

2

YYo=

X-5
que hacer 5—X—5:£.
X=5 x-5

b) lim = lim — = lim = =Zco= no tiene AH; m = |im = |im
Xoteo Dy —F xode QY Xt D X—teo ¥ X—>oo 2X —3x

(*11}r x+2 . 3% _3

n=lim [f(x)-mx]= lim

m——- m-—=-—
b | 2x=3 2" | +=2(2x=3) wodx 4

La AODb tiene por ecuacion y, = EX + 3

7
3x+2 3 26

1
~Yop = — = sgn =
Vo= Ts a Tor—za ax Y Ye)= g[ssx

2x* 2x* f(x) ¢

X¥+1 XX : - f(x) 1 X
xainxz

c) lim
X—>too X +5 X—teo ¥

4 pa—
n=lim [f(x)-mx]= Iim( f" 5_2 ) im 10X _ 120 0
+

= lim == lim (2x)=zeo = notiene AH; m = lim = lim

3 X—>Foo

X—>Foo X—oteo| x X—>too X .|_5 x—>+eo X

La AODb tiene por ecuacion y,, = 2x.

-10x -10 -10 +
y_yOb=X3—+5z7:>Sgn(y_yOb) sgn| —- % <0Six > teo=y<y,,.

8 &
. X :
d) lim = lim === lim x? = = no tiene AH:

Xotoo ¥ 4+ 9 xote x X—>too

fX 3 8
m= lim ( )— [im X— lim X _ lim x =0 = no tiene AOb.

X—teo ¥ X—>too X +9x X—>too x2 X—>Foo

debe ser uno.
Las asintotas oblicuas son rectas, luego para representarlas necesitamos dos puntos.

o=y xom x4 4 By

X2

13)[<0six > —o=y<y,,
S0six—>ee=y>y,

20. Averigua si las siguientes funciones tienen asintota oblicua, estudia como se aproxima la funcion a su asintota

(*) Al dividir una fraccion algebraica por x, esta x siempre multiplicara al denominador de la fraccion algebraica.
(**) Aligeramos la escritura y evitamos escribir indeterminacion cada vez que aparece, para centrarnos en el calculo

La asintota oblicua (AODb) tiene por ecuacion y,, = x +5. Para ver como se acerca la curva a su AOb calculamos
<0cuando x = —o =y <y,

—(x+5):£z§=>sgn(y—y) sgn &
X-5 x o >0cuando x — o=y >y,

Si queremos, en la resta y — y,, ya esta hecha la parte f (x)—mx = 5— en el calculo de n. Asi que sélo hay

Para que una fraccién algebraica tenga asintota oblicua la diferencia entre el grado del numerador y del denominador
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21,

22,

X 515 ||x -27 % X 3|3
Yo=X+5 10 |10 y0b=1§x+% -1 |2 [|Vo=2x|6 |6
A
- 1 3 A
/ ==X+ — c
I Yoo =5%7% ) //f
// yOb = X+5 b) /// yOb=2X ‘//
’ > P ~

7

// /, > //

Averigua las asintotas de y =

5 e indica como se aproxima la funcién a sus asintotas. Represéntalo

3x* -
gréficamente.
Solucion :
AV: DEN=0=3x*-12=0= x = 2.
X=2 = fm = m S, ,
wones oz 3(x+2)(x=2) 0" oz 3(x+2)(x=2) 00 : ) i\
limites |
X=2 = lImM———=—=—0, M ————=—=0o | |
eraes 17 3(x+2)(x=2) O =7 3(x+2)(x=2) 0O —_— —
=2l X =
AH: lim ———=0=y, =0. X 2| :X 2
i 352 —12 | \
5 5 5
Yy =———=—=sgn(y -y, )=sgn| — |>0six —> o=y >y, . No tiene A Ob por tener AH.
Y=Yn =gy =52 = S9NV ~¥y) =59 (3)(2) Y >V p
Averigua las asintotas de y = s y estudia como se acerca a sus asintotas. Represéntalo graficamente.
Solucién :
limites —_ —
AV: DEN=0= x=—7 = fim 2XF3_ZB_ .y X+ _B__
laterales x—-7" X + T x> X+7 0" }l
A lim P gy mgy oy, =PSB | Yu =4
ot X 4T xote X X+7 X+7 X =Tt 71T
3 -25\[>0,8i x > -0 =y >y, | >
= sgn(y yH)—sgn( p ){<0,SiX—>°°=>y<yH : ey

No tiene asintota oblicua por tener asintota horizontal.
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2

23. Halla las asintotas de la funcion f (x) = y estudia el comportamiento de la funcion cerca de sus asintotas.

Represéntalo graficamente.

Solucion : Al //7
|

limites 2 2
AV: DEN=0=x=4 = lim =28 B _ -/
laterales x4~ x — 4 () =4t x—4 0F '/
7X2 7X2 yOb = 7X + 28 |/
AH: lim = lim — = lim (7x) = o = No tiene AH;
Xoteo ¥ — 4 x>ty X—too r x=4
f 2 2 —
s = Iy ey P B 1
XDt ¥ Xoteo XS Y xoFe X /’\:
2
n=lim [f(x)-mx]= lim X 75 |= tim 2% < jim 2% _ 28 14 ecuacion de la AOb es Yoo =TX+28.
X—>too x—teo| ¥ —4 Xxoteo ¥ — 4 xote ¥
_ 28x 12 112 . M2\ [<0six > —o=y<y,,
YYo=y Ty TR T o yo,,)—sgn( X ){>Osix—>oo=>y>y0b '
24. Averigua la asintotas de y = x — Lg e indica como se aproxima dicha funcién a sus asintotas.
X+
Solucion :
. 1 1 . 1 1
AV: DEN=0=x=-9= Ilim | X——— |=——=00; M | X——— |=—— = —oo;
x—>-9" X+9 0 x>-9" X+9 0
AH: lim | x N +oo = N0 tiene asintota horizontal. l //
o=l x40 | //
f |
Aob: m = lim ) = i - |=1 ! >
Xoteo ¥ X—>too X +9x 7
A | Yo =X
. . 1 . 1 . 74
n= lim [f(x)—mx]: lim| x————x|=lim| ——— |=0; |
X—>too X—>too X+9 X—>too X+9 X = _9 i

La AQb tiene por ecuacion y,, = X.

1j{>03ix—>—oo:>y>y0b

1 1
y_yOb__X__I_9~_;=>89n(y_y0b)_sgn(_; <OSix—)°°:>y<yOb .

9.
N Actividad

9. Averigua las asintotas de las siguientes funciones, estudia su comportamiento cerca de sus asintotas y represéntalo
graficamente:

3-x X% +1 7x* -5 X}
27X gy )= o =22 d) f(x) = .
2y 4—x ) £(x) X ) f(x) x2+1 ) F(x) x2—16
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5. Idea de continuidad y de discontinuidad

De forma gréfica, se dice que una funcion es continua en un punto cuando se puede trazar su grafica sin
levantar el lapiz del papel, mientras que es discontinua o no continua en un punto cuando hay que levantar el
lapiz del papel para seguir trazando la grafica. Asi, las funciones polinémicas, la exponencial, el seno y el coseno
son continuas en R, mientras que las candidatas a no ser continuas en algin punto son las definidas a trozos y
las definidas como cocientes. Observa las siguientes graficas:

La funcion a) es continua en R; podria presentar problemas en x = -2 y x = 3 que es, como se aprecia en la
grafica, donde hay cambios de definicién, pero ahi los trozos de la funcién empalman perfectamente. La funcion
b) no es continua en x = -5 ni en x = 5, pues presenta sendos saltos en los que es necesario levantar el lapiz.
Tampoco es continua la funcion ¢) en x = 3, pues tiene una asintota vertical.

Analiticamente, se dice que una funcion es continua en un punto x = a cuando limf(x)= f(a) .

En el caso de las funciones definidas a trozos los posibles puntos de discontinuidad son aquellos en los que
hay un cambio de definicién.

Para estudiar la continuidad en un punto en el que hay un cambio de definicidn en una funcion definida a
trozos se dan los tres pasos siguientes:

1. Se calcula f(a).

2. Se calculan los limites laterales. Si coinciden se verifica que lim f(x) = lim f(x) = lim f(x). Si no coinciden,
Alimf(x) , por lo que la funcion no seria continua en el punto.

3. ¢limf(x)= f(a)? Si coinciden, la funcion es continua en el punto. En caso contrario, no es continua.

Estos calculos no son mas que el desglose paso a paso del calculo del valor y del limite de la funcién; el
Ultimo es la pregunta que debemos hacer para ver si es continua.
4x—1,8i x<0

2
Veamos qué le ocurre a f(x)= 1+XT,si 0<x<4

9—x,six>4

Los posibles puntos de discontinuidad son x = 0y x = 4. Se efectla el estudio en cada punto:
Enx=0:

2
1- f(0)=1+xT =1,

x=0

2 lim £ (x) = lim (4x=1) =1, lim  (x) = lim

x—0" x—0 x—0* x—0

2
(1 +XT} =1= limf(x)= lafuncién no es continuaenx =0.
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En x=4:

2

1.—f(4):1+"T

x=4

x—4" x—4 x—4*

2 lim f(x) = lim 1+§)=5= im £ (x) = lim (9-x) = limf (x) = 5.
3~ limf (x)=f(4)=5.

La funcién es continua en x = 4 al coincidir ambos valores.
En resumen, la funcién es continua en R — {0} y, como los valores que toma la funcion a la izquierda y a la
derecha del 0 son finitos, presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 0. El salto valdria

im () fm f(x)‘ - 2 unidades,

X x—0"

En las funciones definidas a trozos puede ocurrir que la funcidn no esté definida en algun punto, lo que puede

1—x,8i x <—1

originar una discontinuidad. Por ejemplo, la funcién f (x) = {x 3 iyt

El punto problematico es x = —1,

porque Af (—1), ya que no esta definido en la funcién. Sin embargo, los limites laterales verifican que

lim f(x)=lim (1=x)=2= lim f(x)= lim (x+3), porlo que f seria continua en x = —1si se redefine la
x—=>-=1 x—-1 x——1" x—-1
1-x,si x <—1

. . La funcioén presenta una discontinuidad evitable en x = —1.
X+3,8i x=>-1

funcién como f (x) :{

x+1,8i x<2
Parecido a este caso es el siguiente: f (x) = 17,si x=2 . Ahora lim f (x) = lim (x+1) =3 = lim  (x) =
5-X,8i x>2 . - .

= lim (5-x) #f(2). Esta discontinuidad se resuelve redefiniendo la funcion de modo que (2) =3 y se dice que

la funcion presenta una discontinuidad evitable en x = 2.

Otras funciones que pueden presentar discontinuidades son las definidas como cocientes en los puntos en los

5 presenta problemas en x =5 donde verifica

, . - X
que el denominador se hace cero. Por ejemplo, la funcion y =

que lim 2T _ i_ = oo lim 22T = 3 _ . A la funcion ser continua en R —{5} y presenta una
=5 x-5 0 =5 x=5 07

discontinuidad inevitable de salto infinito en x = 5. En este caso Ay (5) porque es imposible calcular %

La funcion tiene una asintota vertical de ecuacion x =5 . A

También puede aparecer el resultado % En este caso, hay que recurrir al limite

y resolver la indeterminacion. X=5
x* -9 ———
g9(x)= =DEN=0=x+3=0=x=-3.

I

X+3 :
Posible punto de discontinuidad x = —3: :
I
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1- g(-3)=

0
2

2= lim g(x)= lim (x3)(x=3) _ lim (x —3) =—6. Al obtener un resultado finito, se hace g(-3)=—6y

x—-3 X+3 x—-3
la funcién presenta una discontinuidad evitable en x = —3. Se redefine la funcién como
2

X ,
——,Six#-3 . . TP
g(x)=1x+3" , aunque tampoco es incorrecto recurrir a la simplificacion g (x) = x —3.

—6,si x=-3
En resumen, hay 3 posibilidades:

i. Que la funcién presente una discontinuidad inevitable de salto finito (suele darse en funciones definidas
a trozos).

ii. Que la funcion presente una discontinuidad inevitable de salto infinito ( suele darse en funciones
definidas como cocientes). La funcién tiene asintotas verticales en los puntos en los que presenta este
tipo de discontinuidad.

iii. Que la funcién presente una discontinuidad evitable que se evita redefiniendo la funcion.

(= Ejemplos

X,8i x<0
2X+6,8i x =

25. Estudia la continuidad de f (x) = { 0V representa la funcion.

Solucion :

El posible punto de discontinuidad es x = 0, que es donde cambia de definicidn. Se comprueban las tres condiciones
exigidas para que la funcion sea continua:

i) f(0)=2-0+6=6;

i) XILT_f(x) = lim x =0; Xli_>r701+f(x) =lim (x+6)=6= XILng_f(x) # lim f(x)=> Alimf (x) = la funcion no es conti-

nua en x = 0. Resumiendo, f es continua en R—{0} y presenta en x = 0 una discontinuidad de salto finito de

valor 6 unidades.
Como se trata de dos rectas son suficientes 4 puntos para representarla:
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26. Estudia la continuidad de f (x) = {

27.

X2, si x <1 . ”
2% 8 X >1 y represéntala graficamente.
Solucién :

El Unico posible punto de discontinuidad es x =1.

i) 1‘(1)=12 =1,

i) lim f (x)=lmx* =1 =1, lim f(x) = m2x =21=2= lim f(x) # lim  (x) = Blimf (x) = f no es continua

x—>1" x—1 x—1

en x =1. Enresumen, f es continua en R—{1} y presenta en x =1 una discontinuidad de salto finito de valor

1 unidad.
Ahora hay que representar una parabola (x, = 0) y una recta:

x |20 [1 [1]3
fix) |4 [0 |1 |2 |6

2 — —
Estudia la continuidad de f (x) = XZ—X12
X —

Solucion :

Los posibles puntos de discontinuidad son aquellos que anulan el denominador: DEN =0 = x* -1=0=

= x==1.
, ?-1-2 -2 ,
Estudio en x =1: (1) = Bf (1)= f no es continua en x =1.
2 _ o . 2 _
Como Iirr11 xz_x12 = 0—2 = oo; Iirr11+ XZ—X12 = 0—+2 =—oo f presenta una discontinuidad inevitable de salto
X— X — X— X —

infinito en x =1.
. , (1 =(-1)-2 o0, 5 o .
Estudioen x =1 f(-1)= S = 6lnd. Para que la funcion presente una discontinuidad evitable

debe verificar que f (—1) = XIEf(x).

2_y_ factorizando 1 — 2 simplificando —
i i Sl = Wy oy b R e | X—2=g

=f(-1)= 3 para que sea
x——1 x——1 X2 =1 0] x——1 (X+1)(X—1) x—-1x —1 2

continua en x =—1.

Podemos resumir de dos maneras:

X2

i) f(x)= _Z—X;2 es continua en R —{1}. Presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito en x =1y una
X —_

discontinuidad evitable en x = —1.

X¥-x-2
2—,3/x¢—1
ii) La funcion f (x) = 3X - es continua en R —{1}.

—,Six=-1
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28.

29.

30.

x* —=3x
4x-12°

Estudia la continuidad de f (x) =

Solucion :
DEN =0= 4x-12=0= x = 3= el Unico posible punto de discontinuidad es x = 3.

2 —_— .
Estudioen x =3:f(3)= % = %ind = Para que la funcion presente una discontinuidad evitable debe veri-

2 _ factorizando = simplificando
ficar que f(3)=limf(x)=> lim X =3 _ 9in = lim X(x=3) T im X = E Podemos resumir de dos
x—3 x=>34x—-12 0 x—>34(x_3) >34 4

maneras:

2 p—
i) f (x) = z 3 es continua en R y presenta una discontinuidad evitable en x = 3.
X —

x*-3x .
,Six#3

i) La funcion  (x) = { 4 —12 es continua en R.
Z, Si X= 3

X*=5x
Determina k para que f (x) =1 y2 _25° SRl sea continua en x = 5.

k,six=5
Solucién :
Para que sea continua en x =5 debe verificar que  (5) = limf (x).

X2 —5x 52 —55 (. factorizando X( X — 5) simplificando X 5 1 1
im= - =—ind = Im——*— = Ilm——=—=—=k=—paraquef sea
x5x-25 5 -25 0 x5 (x+5)(x-5) =5x+5 10 2 2

continua en x =5.

3ax—1,si x <—1

) sea continua en R.
5—ax,six>-1

Calcula a para que f (x) = {
Solucién :

El Gnico posible punto de discontinuidad es x = —1=> para que f sea continuaen R, f(—1)= Iir@1f (x),y para
que 3 Iin]1f (x), han de coincidir los limites laterales:

lim f(x) = lim (3ax 1) =-3a—*1, lim f(x)= lim (5-ax)=5+a=

x—>-1 x——1

lim f(x)= Iimﬁf(x):>—3a—1=5+a:>4a=—6:>a=—§:>f es continua en R sia=—§.

—=1

=
X

Como f(~1)= lim f(x), se cumplen las 3 condiciones.
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9.
N Actividades

10. Estudia la continuidad de f (x)

X2 —x+1,8i x<-2 . .
y represéntala graficamente.

3x—3,8i x>-2
X2 —2x+2,8i x<2

represéntala graficamente.
n(x-1),six>2 7" g

11. Estudia la continuidad de f (x) = {

SIS

12. Estudia la continuidad de:

2
a)y=§;b)y=x 2
_ X X+2
"71 13. Estudia la continuidad de:
— 5% +1 XX —x-2
) f(x) x2-2x-8’ b)y 2x*—x-3
x*—6x+9 . 3
"71 14. Determina k para que f (x) =1 3x% _27 +SIX# 9 sea continua en x = 3,
— k,six=3

2

15. Calcula m para que f(x) =1 x? + 3x
m,six=-3

Six#-3 .
' sea continua en x = —3.

ax?+1six<3
2—-Xx,8ix>3

Q‘"v Parasabermas.. [

sea continua en R.

IS

16. Calcula el valor de a para que la funcioén f (x) = {

Una funcién es continua en un punto x = a cuando erg f(x)=f(a). Esta definicion puede hacerse rigurosa acudiendo a la
definicion de limite de una funcién en un punto. De este modo, diremos que f es continua en un punto x = a cuando
Ve >035 >0 tal que si [x—a| <5 entonces |f(x)—f(a)|<e.
Observa que ahora el valor a verifica la inecuacion para & y que, en la inecuacion para &, escribimos directamente el valor del
imf(x), queesf(a).
A partir de esta definicion podemos afirmar que una funcion que es continua en un punto esta acotada en un entorno de dicho
punto. Se obtiene directamente de la inecuacion para ¢:

|f(x)~f(a)|<e=>-& <f(x)-f(a)<e =f(a)-& <f(x)<f(a)+e.
Si, ademas, f (a) 0, f tiene el mismo signo que f (a) en un entorno de a. Usando la desigualdad anterior y haciendo en ella

f(a)

e=—0 o cualquier otra fraccion menor que f (a), se obtiene que gf(a) <f(x)< %f(a) = sgnf (x)=sgnf(a). i
Estos teoremas se pueden ampliar y asi, si una funcion es continua en un intervalo [a,b], esta acotada y alcanza su maximo y i
su minimo en dicho intervalo (teorema de Weierstrass). Ademas, si la funcion cambia de signo en [a, b], esto es, i

sgnf(a)#sgnf (b), se anula en un punto del interior del intervalo (teorema de Bolzano).
La importancia de la continuidad se extiende a la derivada, de modo que para que una funcién sea derivable previamente ha de

f(a+h)-f(a
ser continua. Una funcién es derivable cuando 3 iin?) % Observa que el limite del denominador es 0, por lo que la

Unica forma de que exista el limite del cociente es que el limite del numerador también sea 0; se llega a una indeterminacion 0’

que debe dar un resultado finito. Por ello, iin%[f (a+h)-f (a)] =0= iin%f(a +h)=f(a), que es otra forma de decir que f es
continua en x = a (no hay més que hacer el cambio x =a+ h).
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v’ limf(x) es el valor al que se acerca f cuando x se aproxima a a.

v Algebra de limites
o lim(f£g)(x)=limf(x)+lim(x).

X—a X—a X—a

e |im

X—a

(f-9)(x)= (Ilmf(x))-(liﬂg(x)).Cuando un factor es constante: lim (k-f)(x)=k-limf(x).

(f lim f (x s i (K)o K i

. Im{;} =222~ [img(x)# 0. También: Ilm(FJ(x)——, limf(x)#0.
b

X—a X—a

x—a ||mg X) x—a x—a ||mf(x) x—a

X—a X—a

o lim(f(x ) (Ilmf( ))"mg(X).

X—a X—a

v’ Los resultados 8 g ,0—o0 y 1” son indeterminaciones. Las resolvemos:
° % factorizando numerador y denominador, o usando el conjugado si hay raices cuadradas.
° % mediante la aproximacion asintética ~.
e oo-oo, bien efectuando la resta, bien mediante el conjugado, si hay raices cuadradas.
e 17 usando el nimero e: lmf(x)g(x) igexpﬂm[(f(x)—1)~g(x)]}.
v" Hay tres tipos de asintotas:
e asintota vertical: recta de ecuacion x = a a la que se acerca la funcién cuando no esta acotada en un punto.
e asintota horizontal: recta de ecuacion y, = k, con limf(x)= k, a la que se acerca la funcion cuando x — =co.
e asintota oblicua: recta de ecuacioén y,, = mx +n, a la que se acerca la funciéon cuando x — o0, con
f(x)

= lim ==y n=lim [f(x)-mx].

X—iteo ¥ X—>too

v" Una funcién es continua en x = a cuando lim f(x) = f(a). En el caso de las funciones definidas a trozos se dan los
tres pasos siguientes:

1. Se calcula f(a).

2. Se calculan los limites laterales: si coinciden im f(x) = lim f(x) = lim f(x) ; si no coinciden A lim f(x) y la funcion no
es continua en el punto.

3. ¢ limf(x)=f(a)? Si coinciden, es continua en el punto. En caso contrario no lo es.
v' Sila funcién no es continua, puede presentar una discontinuidad:
i. Inevitable de salto finito (suele darse en funciones definidas a trozos).

ii. Inevitable de salto infinito (suele darse en funciones definidas como cocientes). La funcién tiene asintotas
verticales en los puntos en los que presenta esta discontinuidad.

iii. Evitable que se evita redefiniendo la funcion.
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