LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS
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PARA EMPEZAR, REFLEXIONA Y RESUELVE

x? + 4x—45
2x—10
mente porque el denominador se hace cero. Lo obtendremos por aproximaciones

sucesivas, dando a x los valores 4; 4,9; 4,99; ...

El valor de la funcion f(x) = para x =5 no se puede obtener directa-

B Comprueba que:

S@® =6,5; f(4,9) = 6,95; f(4,99) = 6,995
B Calcula £(4,999); f(4,9999); f(4,99999); ...

B ;Te parece razonable afirmar que, cuando x se aproxima a 5, el valor de f(x)
se aproxima a 7? Lo expresamos asi: lim f(x)=7

x—5
. _x?+4x—45 .
B Si f(x) 10 entonces:
J(4,999) = 6,9995; [(4,9999) = 6,99995; f(4,99999) = 6,999995
lim f(x) =7
X =5
x%+ 6x—27

B Calcula, anilogamente, lim
x—3 2x — 6

B f(2)=55; f(2,9 =595; f(2,99) =5995; f(2,999) =5,9995; f(2,9999) = 5,99995
lim f(x)=06
x—3

Problema 1

Representa grdficamente las siguientes funciones y di, de cada una de ellas, si
es continua o discontinua:

4 x<0

2
a)y={x +2 xil b)y=74-x 0<x<5
Soxt w2l 2x-11 x>5
x? x<0
C)y={\]x+3 x<1 d)y= 2x 0<x<3
2/x x>1 x+2 x23
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a) b)
6 6
\
| Tii
2 \ 2
\
) \ 4 | =2 8
o) \ o)
9] 5 d
p \
\ e
] \ /|
A - 4
ey D \ 2
4 =2 4 O

Las tres primeras son continuas y d) es discontinua.
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Problema 2

2 _
Vamos a comprobar que la grdfica de la funcion y = f(x) = = x3x1+ L ose

aproxima a la recta de ecuacion y = x — 2.

E Completa en tu cuaderno esta representacion, obteniendo los valores de f(x)
para los siguientes valores de x:

5,6, 7,8, 9,10 y 11
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Comprueba para valores muy grandes de x que la diferencia entre curva y
recta llega a ser muy pequeiia.

x 50 100 1000

y=s()
y=x-2

DIFERENCIA

De este modo se comprueba que la recta y = x — 2 es asintota de la funciéon
2
x“—-3x+1

ry= x—1

B Comprueba, mediante pasos similares a los anteriores, que la funcién

3
x . - .
yY=— 5- > tiene por asintota a la recta de ecuacion y = x + 2.
x%—-2x

[
X 5 6 7 8 9 10 11 0 7
S| 275] 38 | 48358668878 | 89 8 //
6 /[
X 50 100 1000 4 /'/
y=f@ | 4798 | 9799 [997,999 - il
y=x-2 48 98 998 i //
DIFERENCIA 0,02 0,01 0,001 22 i1 6| 8 [ 10
yZ4ll
)4 |
B Para y=f(x)=2x—3 0 \ ya
X% —2x N
x 50 100 1000 6
y=fx) | 5208 | 102,04 |1002,004 4
99 =585 Y 52 102 1002 2
DIFERENCIA 0,08 0,04 0,004 -
,/ i D
T
|
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1. Explica por qué la funcion y = x?—5 es continua en todo R.

Porque es polindmica.

2. Explica por qué la funcién y = V5— x es continua en (—oo, 5].

Porque (—eo, 5] es su dominio, y en €l no hay ningin punto critico.

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas o



3. Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mas puntos donde no es con-
tinua. Indica cuales son esos puntos y qué tipo de discontinuidad presenta:

ayy=X*2 b)y=x2—3x Ay= x%2-3
-3 x
1 3x—4, x<3 3six#4
dDy=— ey= ’ Hy=
Y x2 Y {x+1, x>3 Y {1 si x=4

a) Rama infinita en x = 3 (asintota vertical).

b) Discontinuidad evitable en x = 0 (le falta ese punto).
¢) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical).

d) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical).

e) Salto en x = 3.

f) Salto en x = 4.
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1. Calcula el valor de los siguientes limites:

a) lim 3 b) lim (cos x—1)
x>0 X—2 x—0
3
a) > b) -2

2. Calcula estos limites:

a) lim Vx*-3x+5 b) lim log, x

x—2 x—0,1

] b) -1
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sea continua en [R.

3_ .
3. Calcula k para que y={x 2x+k six#3

six=3

Iim (x3—2x+k)=21+F
&N 20+ k=7 — k=-14
[ =7
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4. Calcula los limites de las funciones siguientes en los puntos que se indican.
Donde convenga, especifica el valor del limite a la izquierda y a la derecha del
punto. Representa graficamente los resultados.

3
@) ()= en—2,0y2 b)) = =12 en2,0y3
— x—
x2-2x+1 x4
= 1 —_ d = -
o) f(x) 120 3 enly-3 ) f(x) 3432 en0y-3

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 0



D fx) = x

(x+2)(x-2)
lim  f(x) =—oco
X = -2
No existe  [im f(x) -2
lim | [(x) = +oo N2 I
X — -2
lim f(x) =0 \
x—0
lim  f(x) = —oo
x =2
No existe fim [(x)
lim _f(x) = +eo e
x—2"

_ 4x-3)
b) f(x) = ———=
/(0 (x —2)?
lim [(x) = —oo !
x—2 L
23
lim [f(x)=-3
x—0
lim f(x) =0 1\
x—3
_ (x—1)?
A Y Ii
lim f(x) =0
x—1 :
-3
lim  f(x) = +oo :
x—-3
No existe lim [f(x) !
lim  f(x) = —o0 xS il
x —-3"
. .
d - X
/) x?(x + 3) \
lim [f(x)=0 !
x—0 :
-3
lim  f(x) = —oo ’
x—-3 1
No existe [lim f(x)
lim f(x = +oo x—-3 \.
x — 3"
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1.

Di el limite cuando x — +o de las siguientes funciones dadas por sus graficas:

//T\ . | e
\/\ ) -
y=fitx) \ OO\ T —= /

lim  f{(x) = —eo lim  f,(0) =-3
X — +oo X — too

lim  f3(x) = +oo lim  f(x) no existe
X — too X — too
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1.

Di el valor del limite cuando x — +« de las siguientes funciones:
) f(x)=-—x2+3x+5 b) f(x) = 5x3 + 7x ) f(x) = x —3x4
1 1 x3-1
d)f(x) = a e)f(x) = —F f)f(x) = 3
2[) —o00 b) + oo C) —o00
do e 0 f) —oo
.Como lim (x3—200x2) =+, halla un valor de x para el cual x3— 200x2

X —> +oo

sea mayor que 1000 000.
Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 800 000 000.

1 1

.Como lim ———— =0, hallaun valorde x paraelcual ————— sea

X +oo X2—10x

menor que 0,0001.

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 0,00000101.
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4, Calcula lim f(x) y representa sus ramas:

_ 1 _3
a)f(x) = g b)f(x) x
S =-L @ f(x) = 3x-5

X

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas o



a) 0
I
o0
I
5. Calcula
X > +oo
x3-1
2) fx) = X
QS =
a) —oo
——
C) +oco
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b) 0

(D +o0

lim f(x) yrepresenta sus ramas:

b) f(x) =

df(x) =

b) 0

[

x?-3
JUS
1-x3
1+x3

1. Halla las asintotas verticales y sitia la curva respecto a ellas:

x2+3x+11

a =
)y x+1
a) lim [f(x)=—co
x—-1"
lim  f(x) = +eo
x — 1%
b)) lim [f(x) = +eo
x—-1
lim  f(x) = —oo
x—-1*

x2+3x

b)y=
)y x+1

x = -1 es asintota vertical

x = -1 es asintota vertical

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas

-1

._____



2. Halla las asintotas verticales y sitaa la curva respecto a ellas:

2
x“+2 x4+ 2
ay= b)y=
Y x2-2x y xZ2-2x+1
) Iim [f(x)=+oeo .
x—07 I :\
x =0 es asintota vertical
lim [f(x) = —oo ;
x>0 ‘ 2!
lim f(x)=—oo l \5
X — 2"
X = 2 es asintota vertical
lim [(x) = +oo
x— 2"
b lim f(x) = +eo :
x— rf l :\
x =1 es asintota vertical '
lim f(x) = +oo T
x— 1" 1

Pagina 287

3. Halla las ramas infinitas, cuando x — +o, de estas funciones. Sitiia la curva
respecto a su asintota:

3
x x

ay= b)y-=

T TP
a) Iim fx)=0 — y=0 esasintota horizontal.

X —> +oo

S~
b)y=x+ — y=x es asintota oblicua. 1 /
1+ x2 .
1

4. Halla las ramas infinitas, x — +, de estas funciones. Sitiia la curva respecto a
sus asintotas, si las hay:

2 3_3x2
x2+2 b) y = 2x ix +7

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas



a) lim [f(x)=1 — y=1 es asintota horizontal.
X —>+oeo L E >~
b) grado de P —gradode Q=2 /
lim f(x) = +e0 — rama parabdlica hacia arriba.
X —> +oo
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1.Halla Zim f(x) yrepresentala rama correspondiente:
X —> —o0

S =-2x3+7x%-3

Iim fx) = Iim 7x%=+c \

X —>—oo X —>—o0

2.Halla lim f(x) y trazalas ramas correspondientes:

X ——oo
a) f(x) = (x? + 3)/(-x3) b) f(x) = —x3/(x? + 3)
D lim f@= Gm = m 2= =0
! xinzoof . xi}ﬂzw —x3 x—lz/}zoo —x -~
_ 43

b lim fx)= lim Lz = [lim -x=+oo \

X —> =0 X —=>—c0 X X — —o0 RN
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3. Halla las ramas infinitas, x —— de estas funciones y sitiia la curva respecto a
las asintotas:
x3

1+ x2

dy=

a)y=—1 b y=—% Ay= -
X X

+1 1+ x2 1+

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 0



a) Iim fx)=0 — y=0 esasintota horizontal.

X — —oo —
b) lim f(x)=0 — y=0 es asintota horizontal.

X ——o0

-~

o Ilim f(x)=1 — y=1 esasintota horizontal. . dal---a

X —> —co -~
d) y=x+—X_ — y=x esasintota oblicua. 1

1+ x?
T

4. Halla las ramas infinitas, cuando x — —, y si tienen asintotas, sitiia la curva
respecto a ellas:

2+2 x?%+3x 2x3 —3x2
= byy=X*2 = X"+ 35x d) vy = 2X¥7=5x"
Dy xZ+1 )y x%—2x )y x+1 )y
a) grado P — grado Q =2 \
lim [(x) = +oc0 — rama parabdlica.
X —>—oco
b) lim f(x)=1 — y=1 esasintota horizontal. ~ —------ Af--mm--o-
X —> —o0 -~
N\ W -2 - CAeTTOf .
Q) y=x+2+ =+ 1 — y=x+ 2 es asintota oblicua. /Zk/
sl
d Iim [ = lim (2x%—3x) = +oo N ‘
X —>—o0 X —>—oo0

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 0
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

1 a) ¢Cual de las siguientes graficas corresponde a una funciéon continua?

b) Sefiala, en cada una de las otras cinco, la razén de su discontinuidad.

a) b)

o

o

~—
Wl

d) e)

n

a) Solo la a).

<)
i N v
|
2 2 2 2
N \l/
W\l
i) A
4 4 pd
/1
ANV D4
//
L2 2 ) 2 4

b) b) Rama infinita en x =1 (asintota vertical).

¢) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical).

d) Salto en x = 2.

e) Punto desplazado en x=1; f(1) =4; lim [f(x) = 2.
x—1

f) No esta definida en x = 2.

2 Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

a)0y-1

1
C) —7

e)0y5

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas

D
DY onts
D= x21—2

b) 2

d) Continua

HN2 y-2

4



3 Comprueba si las siguientes funciones son continuas en x=0 yen x=-2:

a)y=—
Vax
Ay=Vx?-4

b)y=—*
)y x2-4

dDy=V7-2x

a) No es continuanien x=0 nien x=-2.

b) Si es continua en x =0, noen x=-2.

¢) No es continua en x =0, sien x=-2.

d) Continuaen x=0 yen x=-2.

4  Indica para qué valores de IR son continuas las siguientes funciones:

a)ys= 5—%
Ay =V3x
a) R

Q) (—e0, 0

5 Calcula los siguientes limites:

a) lim (5—%)

x—0
c) lim 1-x
x—>3 X—2

e) lim V10 + x— x2
x> -2

g) lim cos x
x—>0

a5
o) -2
e) 4
91

b)y=vVx-3
d)y=V5-2x

b) [3, +e0)
5
d) (—°°, ?

b) lim (x3-x)

x—=>-1

d) lim 2~
x — 0,5

f) lim log,x
x4

h) lim e*
x—2

b) 0
d V2
f)2
h) e?

6 Calcula el limite cuando x — +« de cada una de las siguientes funciones.
Representa el resultado que obtengas.

a) f(x) = x3-10x

o) f(x) = 3_Tx

b) f(x) = Vx2—4

&) f(x) = "2;32”‘

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas Q



@ Dale a x “valores grandes”y saca conclusiones.

a) i = +oo b) i (x) = +oo
0 oo ;o /
o) lim f(x) =—oo d lim fx) = -

X — +oo X —> +too

7 Calcula el limite de las funciones del ejercicio anterior cuando x — —~ y
representa la informaciéon que obtengas.

a) lim [f(x) =—eo b) lim [f(x) = +oo \

X — —oo X —> —oo

o) lim f(x) = +eo

X — —oo

d lim f(x) = -

X —> —oo

—
N

8 Comprueba, dando valores grandes a x, que las siguientes funciones tienden a
0 cuando x — +eco,

1 100
= b =
).f(x) x2-10 S 3x2
-7 2
=_7L d =_ £
UK Va VS 10x2 — x3

Representa graficamente su posicion sobre el eje OX o bajo el eje OX.

a) Iim f(x)=0 b) lim f(x)=0
X —> +oo ~ X —> +oo0 ~
o lim f(x)=0 d lim fx)=0
X o +oo X > +oo
-~ -~

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas Q



9 Calcula los siguientes limites y representa la informacion que obtengas:

2
a) lim (7+x-x3 b) lim ~ —10x—32
X —> +oo X —> +oo 5
4
O tim |-+ 517 & tm (7-x)
X —> +oo 3 2 X 5 400

10 Calcula el limite de las funciones del ejercicio anterior cuando x — —co y
representa la informaciéon que obtengas.

Resolucion de los ejercicios 9 y 10:

A lim T+x-xd=—c; Iim (7+x-x7) =+ —
X —> oo X — —oo
-~
2— —
X — oo 5
et x
C) lim L+——17 = —oo
x>t \ 3 2
— -~
d lim (7 —x)? =+
X — oo ~ -
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11 cCalcula los siguientes limites y representa las ramas que obtengas:

2
a) lim —> b) Iim 2%
x>+ (x—1)2 x>+ 3—X
_ -1 _ 1
c) lim d) lim
x>+ x%2-1 x> +ee (2—-x)3
_ 2
e) lim 2x—1 ) lim x+5
X — +oo x+2 X — +oo 1-x
_ 2-3x . 3-2x
lim ———— h) lim
g)x—>+oo x+3 )x—>+oo S_Zx

12 Calcula el limite de todas las funciones del ejercicio anterior cuando x — —co.

Resolucion de los ejercicios 11 y 12:

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas 0



x> te X —1

d lim 1

X = too (2 —x)3

2x—1
x+ 2

e) [lim
X = +oo

2
O m = *5 .

X —> too l—x

_ 2 —3x
Z = v =

8 x_lﬁw x+3
b lim 2= -

X — too S_Z-X

Unidad 11. Limites de funciones.

_ —2x°  _
;I =—
X -0 3—X
0, lim =

x——o X°—1

1
X —e (2—x)3

2; lim L
x> - X+ 2

2
—oo;  lim X L R
X —>- 1—x
3 im 22 - 3
X—>—e XT3
1 m 272 -

X —> o0 D= 2X

Continuidad y ramas infinitas

0; Ilim ———=0




2x

13 Dada la funcién y = 1 halla:
a) lim =X b) lim 2%
x—->1 1—Xx x—-1" 1—-x
c) lim _2x d) lim _2x
x>+ 1= x—o—e 1=

Representa graficamente los resultados obtenidos.

a) + oo ’E
b) —eo
C) -2 ;1
d) -2 P E
""""_'2""3'!"'"/"»'
4 peaf| 9]
I\
I\ -
L2
EECEEN [
|
Estas son, respectivamente, las graficas de las funciones:
-1 -1
J1(%) xenE Y L) = ——

¢Cual es el limite de cada una de estas funciones cuando x — -2?

@ Observa la funcion cuando x — -2 por la izquierda y por la derecha.

lim _ f1(x) = +oo
x— -2
lim () = +oo
lim  fi(x) = 400 | x—>-2
x — 2

lim  [,) = +oo

x—>-2
No existe [lim f,(x)
lim  f,(x) = —oo x— -2
x —=2"
15 I’ » Sobre la grafica de la funcion f(x), halla:
/
a) lim f(x) b) lim f(x)
V4 p N x =3 x — -3
1 A
3 3 o) lim f(x) d) lim f(x)
I x—0 X — —oo
|
|
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e) lim f(x)

x— 27

g) lim f(x)

X o +oo
a) +oo
o2

e 0

g) +oo

f) lim f(x)

x— 2"

h) tim f(x)

x—-2
b) —co
d o

£)3

h) 0

16 Comprueba que las graficas de estas funciones corresponden a la expresion

analitica y di si son continuas o discontinuas en x = 1.

a)f(x)={1_x2 si x<1

x—1 six>1

b)f(x)={x+2 si x<1
3 si x>1

c)f(x)={x2 si x#1

-1 si x=1

a) Continua
b) Discontinua

¢) Discontinua

17 Dada la funcién f(x) = {

a) lim f(x)

x —>-2

2 .
x“+1 si x<0, halla:

si x>0

b) lim f(x)

o) lim f(x)

@ Para que exista limite en el punto de ruptura, tienen que ser iguales los limites

laterales.
a) 5
b) 4

o Iim fx)= lim f(x) =
x— 0"

x—>0

lim f(x) =1

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas

@



18

2 .
Comprueba si la funcion f(x) = { x°-1 si x<0 es continuaen x = 0.

x—1 six20
@ Recuerda que para que [ sea continua en x = 0, debe verificarse que

lim f(x) = £(0).

lim [f(x) = llm f(x) = lzm fo =-1=f0)

x =0

Es continua en x = 0.
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19

Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se
indican:

a) f(x) = {(3_x)/2 sio<-1 o) x=-1
2x + 4 si x>—-1

2 - x?2 si x<2
b = en x=2
DS () {(x/Z)—S si x>2 ¥

) f(x) = { sixsl o) x-1

x+3 six>1
a) No, pues no existe f(-1).

b) Iim f(x) = lzm S0 = f(2) = -2, Sies continua en x = 2.

x =2

o lim fx)=3%# lzm . /() = 4. No es continua en x = 1.
x—1

PARA RESOLVER

20

Calcula los siguientes limites:

2
x>0 x2-2x x—0 X
3_ 2 2 _

o) lim 307 —=2b" & tim P =7b
h—0 b b0 4b

@ Saca factor comin y simplifica cada fraccion.

) lim 4—X -2 b) lim xQx + 3) _3
x—0 X(x=2) Pt X
m 22Gh=2) _ hh-D _ 7
o lim ZLR=2) A Iim __7
h—0 b h—0 4h 4

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 0



21 Resuelve los siguientes limites:

2 3

a) lim X_=1 b) tim X *1

x—>1 x—1 x—>-1 x%+x

2

c) lim X+ 2 d) lim XP-x=2

x—>-2 x2-4 x—2 x—2
e) lim _x*3 ) lim 1

x—>-3 x2+4x+3 x—>1 x“—1

o (x+D -1

fm XX DDy
D fm G
b) lim —x3+1=h’m (x+1)(x2—x+1)=i=_5

xo-1 X2+ X x—o-1 x(x+ 1D -1
N s (x+2) _ 1 o e+ D (x-2) _
QM vy a-n 1 Y T ooy %

) (x +3) _ 1 o x-D 3+ xt+x+ 1)

lim —=x2 -~ ) =2
O G D 2 ) Jm, (x—D @+ 1)

22 Resuelve los siguientes limites:

- sz , 2
a) lim ——— b) lim 1-(x-2)
x — +oo (2 —1)2 X —> —oo
3
) lim —1=X d tim X°+1
x > +oo (2x + 1)2 P .
D3 b) oo A0 d) +eo

23 Calcula el limite cuando x — +~ y cuando x — —c de las siguientes fun-
ciones y representa las ramas que obtengas:

a) f(x) = — b) f(x) = 10x — x3
X
_ 2 _1-12x2
o) f(x) 1 d f(x) Taa?
) i (x) =0 i (x)=0 -1
: xi}Wiwa Xi}f’)zwfx D e
b) / (x) / (€9) ~
¥ = —oo; 7 = +oo e
Xinzoofx ; xinzwfx <
) lim ) lim 0 1
= +oo- = —oo
¢ xin:lroo . ’ xinzoo . v
d) i = —4; 177 =—4 ... L
)x—lf}-/ioof(X) .X'izly_loo S —-4|

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 0



2
24 cCalcula el limite de la funciéon f(x) = Zx— en x=3,x=0y x=-1.
x%+x

tim f(x) =2 lim f(x) =0
x—3 x—0

lim  [(x) = +oo lim  f(x) = —oo
x—-1" x—-1*

25 cCalcula los limites de las siguientes funciones en los puntos que anulan su

denominador:
__3x . x-1
a) f(x) = x4 b) f(x) 2 om
x2-2x 13— 2¢2
o) f(x) = m df@® = T
Q) Iim f(x) =+,  Iim f(x)=—o
x— -2 x — =2
o x-1
b)) = x(x—2)
lim f(x) =—c; [im [f(x)=+e; [im [f(x)=—oc0; [im [(x)=+oo
x—0 x— 0" x =2 x— 2"
_ x(x—2)
S D
lim [f(x) = 2. l; lim  [(x) = +o0;  [im [(X) = —o0
x—2 4 2 x> x — -2
2
D@ = =D ) = 22
t t—0

26 Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitia la curva con respecto a ellas:

= _2x_ _x-1
) =2 b= 221
_ 1 _ 1
C)f(x) = m d)f(x) xz <9
=_3x I |
/) x2-1 D/ (x+2)?
a) Asintota vertical: x = 3 \
Asintota horizontal: y=2 . 2l R
- i

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas @



b) Asintota vertical: x = -3 I
Asintota horizontal: y =1
R ot B o
: -
_35
©) Asintota vertical: x = 2 ’
Asintota horizontal: y =0 .
12 -
d) Asintota vertical: y =0
No tiene mas asintotas. 3 B <
e) Asintota vertical: x =1, x=-1 ‘
) . - —
Asintota horizontal: y =0 -~ -1 ‘ il
f) Asintota vertical: x = -2 ‘
o : Al = i
Asintota horizontal: y =0 -

27 Cada una de las siguientes funciones tiene una asintota oblicua.

Hallala y estudia la posicion de la curva respecto a ella:

a) f(x) = 3x% b) f(x) = 3+x—x?
x+1 X
) f(x) = 4x%-3 d f(x) = xi+x-2
2x x-3
) f(x) = 2x3-3 £) f(x) = —2x%+3

x2-2 2x—2

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 0
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L P S
x+1 x+1
Asintota oblicua: y=3x-3
=3
,"/
3
=-x+1+ = A
x \ 11,
1 \

b) 3+X—.X’2

X
Asintota oblicua: y=-x+1
11,

2
C) 4.%'——5 = 2x — i
2x 2x
Asintota oblicua: y = 2x
57

2
d)x+x—2=x+4+ 10
x-3 x-3

Asintota oblicua: y=x+4
—

4x — 3
4

=2x+
x2-2

3_
o 2x° =3
x% -2
Asintota oblicua: y = 2x

2
fy 2243 1
2x—2 .
1’ \

2x -2
Asintota oblicua: y=-x-1

Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitia la curva respecto a ca-

—-x—-1+

28
da una de ellas:
0y-GF
Ay = ;2ii Dy= x? +x;+1
02 3%,

ey= x?
x2-4
Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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_ 1 13 49/4
DV N
Asintotas: x:—%; y=%x—1—45

b) Asintotas: y = %; x = %

©) Asintotas: y =0; x= %1

d) Asintotas: y =1

" 4x
(x+2)(x-2)

Asintotas: y=x;, x=-2, x=2

e)y=x

f) Asintotas: x=-2; y=3x-0

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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29 Halla las ramas infinitas de estas funciones. Cuando tengan asintotas, sitiia

la curva:

Dy- 21 by G

= 9—1x2 D= 29;22:11

= jfzg, D= 2;;

a) lim fx)=+eo;  Iim f(x)=+oo ~N e
X = +oo X — —eo

Asintota vertical: x =0

b) Asintota vertical: x = -1 f‘
___________ L) I
Asintota horizontal: y =1 —~ :
_1:
¢) Asintotas verticales: x =3, x=-3 ‘ 7
Asintota horizontal: y =0 - b=
1 1
d) Asintota horizontal: y = > <~ oy
e) Asintota vertical: x = -3 \ /
Asintota oblicua: y = 2x -0 - 4
-6
e
) lim f(x) =+e;  lim f(x) = +oeo !
X — too X — —oo \ ‘ :‘ /
Asintota vertical: x = % 1233

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas Q
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30 Prueba que la funciéon f(x) =

31

32

x2-

> solo tiene una asintota vertical y otra
x

horizontal.

@ Al ballar Lim f(x) verds que no es oo.
x—2

lim [0 =2, lim fQ0)=—eo;  lim [f(x)=+e; lim [f(x)=1

x—2 x—0 x— 0" X —> *oo
Asintota vertical: x =0

Asintota horizontal: y =1

Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados que
obtengas:
2
. x%2-x-6
a) lim —————
x—>3 XxX“—3x

2_3x+
b) lim X°-3x+2
x—>1 x2-2x+1

2— — -
Q) lim X2 5 x3 0 _ lim x-3Dx+2 xé)c (x; 2 =% 5 \
x—3 X~ — X x—=3 =
2
1 O\
123
2 _ _
, —3x+2 o =2 (x -1 o x=2
by X2 g, oD oD :
xszl x2-2x+1 xlzz (x—1)? xlzll x—1 f:
Calculamos los limites laterales: 1
x=2 x—2
lim =+oo;  [im = —o0 '
x—1 x—1 x—o1- x¥—1 :I

2_3x+
No existe [im XiZdwr2
x—1 x2-2x+1

Calcula los siguientes limites y representa los resultados que obtengas:

2

_ xX“—-2x
a) lim s
x>0 X3+ x

3 2

_ X2 +Xx

b) lim ————————
x—>-1 x2+2x+1

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas é



) lim xz——2x= lim X(x—_z)= lim _x=2
x50 X3 +x2 x50 XAx+ D x50 xx+ D)

Calculamos los limites laterales:

_ X -2 _ x—2
lim ———=— =+o0;, [im —————— =—
x—o0 X+ 1D x>0t X+ 1)
x3 + x2 3 X2+ _ x2

x—o-1 X“+2x+1 x—>-1 x+1 x—-1 x+1

Calculamos los limites laterales:
X2 2

_ _ X
tm = oo im = +oo
xo-1- x+1 xo-1t x+1
4 _ _ 3 2
o lim X 1=lz’m (r—1) (7 + 2 +X+1)=4
x—1 X— x—1 x—-1
2_ 2(c—2) (x + 2
d) lim o8 lim ( ) ¢ 7 ) = [im 2x+2)
Xx—>2 XZP—4dx+4  x52 (x—2) x> x—2
Calculamos los limites laterales:
im 2X* 2D o g 2%
x—2  X—2 X2t X =2
33 Halla las asintotas de las funciones:
3 3
a)y: 'zx b)y= x°+1
x“—-1 X
2x%+5 x2+1
Oy=——"-—"— d)y-=-
Y N _4x+s Y (x2-1)?

x2—5x+4

e)y= ~_5

_ 5
Dy x+1+x

N X
x-D&x+D

Asintotas verticales: x=-1, x=1

a)y=x

Asintota oblicua: y = x

b) Asintota vertical: x =0

©) Asintota horizontal: y =2 d) Asintota horizontal: y =0

Asintotas verticales: x

e)x=5 y=x f) Asintota vertical: x =0

=+l

Asintota oblicua: y=x+ 1

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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34 Representa las siguientes funciones y explica si son discontinuas en alguno
de sus puntos:

a)f(x)={2x_1 Sf x<3
5—-x six=>3
1 si x<0
b =
)/ () {x2+1 si x>0
2 _ .
c)f(x)={x 2 ST x<2
X si x>2
a) Discontinua en x = 3. %
4 S
5 /|
// X
///q T P -
/
b) Funcion continua. Y I
J
1/
1/
X
—4 -2 y 4
¢) Discontinua en x = 2. Y
o) /
) /| x
NPDEEEE
-2

35 a) Calcula el limite de las funciones del ejercicio anterioren x=-3 y x = 5.

b) Halla, en cada una de ellas, el limite cuando x — +c y cuando x — —oo,

Q) lim o) =-7; lim f(x) =0, lim [f(x)=-e, [lim [(x)=—oo

X — -3 xX—=5 X — +oo X — —oo
b lim fo) =1; lim fx) =26, [lim [f(x)=+e; [im [f(x)=1
x—-3 X =5 X —> +oo X —> —oo

o lim [ =7, lim f(x) =5 [lim [f(x)=+e; [im [(x)=+eo

X — -3 xX—5 X — +oo X — —oo

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 6



36 cCalcula los limites cuando x — +~ y cuando x — — de las siguientes fun-

ciones:
a) f(x) =2%-1 b) f(x) = 0,75%
O f(x)=1+e* d) f(x)=1/e*
a) Iim [f(x)=+e; Iim f(x)=0
X — +oo X —> —o0
b) lim f)=0; lim f(x)=+oo
X — +oo X —> —o°
o lim f(x)=+c; lim flx) =1
X — +oo X —> —o0
dD lim O =0; Iim [(x)=+eo
X — +oo X —> —o°

37 Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones exponenciales:
a)y=2%*3 b)y=15-1
Qy=2+e® dDy=e~

a) lim f(x)=+e;  lim f(x)=0

X — +oo X —> —o0

Asintota horizontal cuando x — —co: =0
b) lim f(x) =+, lim f(x)=-1

X — +oo X —> —o0

Asintota horizontal cuando x — —eo: p = -1
O lim [f(x)=+o0; [im f(x) =2

X — +oo X —> —o0

Asintota horizontal cuando x — —oo: = 2
d lim f)=0; lim f(x) =+

X — +oo X —> —o0

Asintota horizontal cuando x — —eo: =0

38 cCalcula, en cada caso, el valor de k para que la funcion f(x) sea continua

en todo R.
2 _ .
) f(x)={x 4 sTxS3
x+k six>3
_[6-(x/2) si x<2
b) f(x)_{x2+kx six>2

) f(x)={2x2+x)/x si x#0

six=0

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas @
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a) lim [f(x)=5=f3)

x =3

lim  f(x) =3 +k

x—3

5=3+k — k=2

b) lim f(x)=5

x =2

lim  [(x) =4+ 2k =f(2)

X —2

S5=4+2k = k=1/2

o lim f(x) = lim

x—=0 x =0

Estudia la continuidad de estas funciones:

2—-x si x<1
a) f(x) =
d {l/x si x>1
—-x—-1 si -1>2x
b)f(x)=11-x2 si-1<x<1

x—-1 si x2>1
1-x2 si x<0

o) f(x) =

4 {2“1 si x>0

a) Iim f(x)= lim f(x)=f(1)=1 — Continuaen x=1
x—=1 x—1*

x#1 — Continua

Es continua en R.

b lim )= lim [f(x)=/f(-1)=0 — Continuaen x=1
x—-1*

x—>-1

lim f) = Iim f(x)=f(1)=0 — Continuaen x=1
x—1 x—1*

x#1 vy x#-1 — Continua

Es continua en R.

o lim f(x)=1# lim f(x)=2 — Discontinua en x =0
x =0 x—0*

Si x#0, es continua.

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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41

Calcula a para que las siguientes funciones sean continuas en x = 1:

SV R DA st = | 2D s

4—ax? si x>1 six=1

a) lim [f(x)=2=f1
x—1"
2=4-a > a=2
lim f(x)=4-a

x—1"
) -+ D
b = A L )
)th1f(X) thl oD L

fD=a

En una empresa se hacen montajes en cadena. El nimero de montajes reali-
zados por un trabajador sin experiencia depende de los dias de entrena-

miento seguin la funcion M(?) = tsw?i

a) ¢Cuantos montajes realiza el primer dia? ;Y el décimo?

(t en dias).

b) Representa la funcion sabiendo que el periodo de entrenamiento es de un
mes.

©) ¢Qué ocurriria con el nimero de montajes si nunca acabara el entrena-
miento?

a) M(1) = 6 montajes el primer dia.

M(10) = 21,43 — 21 montajes el décimo dia.

b) 25 = T |
20 —
,/
151/
10 I
5

5 10 15 20 25 30

©) Se aproxima a 30 (pues [lim 300 _ 30).

t—>+e [T+ 4

Pagina 301

42 El gasto mensual en alimentacion de una familia depende de su renta, x. Asi:

0,6x + 200 si 0<x<1000

8@ ={ 1000x/(x +250) si  x>1000

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas @



donde los ingresos y los gastos vienen expresados en euros.
a) Representa g(x) y di si es funcién continua.

b) Calcula el limite de g(x) cuando x — +oo y explica su significado.

2 1000

800

4 Es continua.

600 /

4001/

200

1000 2000 3000 4000

b) lim g = 1000.

X —> +oo

Como maximo gastan 1000 € al mes en alimentacion.

CUESTIONES TEORICAS

43 ;Se puede calcular el limite de una funciéon en un punto en el que la funciéon
no esté definida? ;Puede ser la funcion continua en ese punto?

Si se puede calcular, pero no puede ser continua.

44  ;Puede tener una funciéon dos asintotas verticales? En caso afirmativo, pon
un ejemplo.

Si. Por ejemplo, f(x) = ;2 tiene x =0 y x=1 como asintotas verticales.
X—X

45 El denominador de una funcién f(x) se anula en x = a. ;Existe necesaria-
mente una asintota vertical en x = a? Pon ejemplos.

+ X

2
No. Por ejemplo, f(x) = XTEX e x= 0; puesto que:
x

lim f(x) = lim xBxr D)

x—0 x—0

46 ;Puede tener una funcion mas de dos asintotas horizontales?

St

47 Representa una funcion que cumpla estas condiciones:

lim f(x)=+oo, lim f(x)=2, lim f(x)=0

x—3 X — —oco X — +oo

¢Es discontinua en algin punto?

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas



Si, es discontinua al menos en x = 3. Y

48 Representa una funcion que verifique estas condiciones:

im f(x)=2

S "
lim f(x)=0 NI
x> +oo '
lim f(x)=+c T 5 ol N
x—1" E
Jon ) == N
2t
4 ;

49 Si lim f(x)=5, ¢;podemos afirmar que f es continua en x = 2?
x—2

No. Para que fuera continua deberia ser, ademas, f(2) = 5.

50 ¢Existe algin valor de & para el cual la funcion f(x) = { Zx :i if g sea

continua en x = 0? Justifica tu respuesta.

No, puesto que no existe [im [(x).
x—0

PARA PROFUNDIZAR

51 Calcula los siguientes limites:

a) lim A>3 b) lim X1
X — +oo x_z X — +oo

2 _

O Iim X +1 @ 1im >*=1

X —>—oo0 X x>+ Vx2+ 4

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas @
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D im A i A = e VT =T =1

X = +oo X=2 x5t X x> te
by g YL, N 1

X — +oo X — 4o X X — +oo NV x

2 N

o lim Not+ 1 lim X~ lim ﬂ=—l

X = —oo X X —=>—c0 X X —=>—c0 X
O mm XL oy - m X =3

x =+ Vx2 + 4

Puesto que lim (x?—3x) =+ halla un valor de x parael cual x2—3x

1
sea menor que 0,001.
3x—5 q

52
X = +oo
sea mayor que 5 000.
Por ejemplo, para x = 100, f(x) =9 700.
53 Halla un valor de x para el cual f(x) =
Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 0,00033.
54 Halla los siguientes limites:

a) lim (Nx —x)

X —> oo

_ x
o lim —
x—>+oo €

a) —oo

)0

b) lim (2*¥-x3)

X — +oo

d) lim 0,75 -x

X — —co

b) + oo
d) + oo

55 ;Cual es la asintota vertical de estas funciones logaritmicas? Halla su limite

cuando x — +oo:

a) y = log,(x—-3)
b)y=h(x+2)

a) Asintota vertical: x =3

lim  f(x) = +oo
X = +oo

b) Asintota vertical: x = -2

lim  f(x) = +eo

X —> +oo

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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56

Raquel quiere subir en bicicleta al mirador de la montafia y luego bajar, de
modo que la velocidad media con la que realice el recorrido de ida y vuelta
sea de 40 km/h. Ya ha subido y lo ha hecho a 20 km/h. Se pregunta a qué ve-
locidad debera bajar para conseguir su objetivo.

a) Halla la velocidad media final para velocidades de bajada de 60, 80, 100 y
200 km/h.

b) Halla la expresion de la velocidad media final, V, para una velocidad de
bajada de x km/h.

c) Comprueba que la velocidad media deseada, 40 km/h, es el limite lim V.
¢Qué significa esto? X — +oo

d) Vuelve sobre el enunciado razonando del siguiente modo: si la velocidad
media en la subida es la mitad de la deseada es porque el tiempo emplea-
do ha sido el doble, es decir, el tiempo que tard6 en subir es tanto como
tenia para subir y bajar. Se ha quedado sin tiempo. {Ha de bajar a veloci-
dad infinita!

a) VELOCIDAD DE BAJADA 60 80 | 100 | 200

VELOCIDAD MEDIA FINAL | 30 | 32 |33,33|36,36

b) Llamamos d = distancia que tiene que recorrer en la subida. Por tanto, entre la
subida y la bajada recorre 2d.
espacio

Recordamos que: velocidad = —
tiempo

El tiempo que tarda en total serd el que tarda en subir (a 20 km/h) mis el que
tarda en bajar (a x km/h):

d +d_d( 1, 1)=d(x+20)

20 x 20

20 «x

La velocidad media final serd entonces:

% 2d _2:200 | d0x oo 40x

V= =
d [(x + 20)/20x] x + 20 x + 20 x+ 20

c) Por tanto:  [im V(x) = 40
X = +oo

Significa que, por muy rapido que baje, su velocidad media total no superari los
40 km/h.
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