Apuntes de Trigonometria
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Capitulo 1

Formulas de Adicion

Sean a y b dos angulos cualesquiera. Se nos plantea el problema del calculo del seno, coseno y tangente
del angulo suma, a + b, conociendo el seno, el coseno y la tangente de los angulos a y b.

1.1. Razones trigonométricas del angulo suma

1.1.1. Seno del angulo suma

En una primera aproximacién podria pensarse que

sen(a + b) = sena + senb

Comprobamos con el siguiente contraejemplo que esta conjetura es falsa:

sen(60° + 30°) # sen 60° + sen 30°

Efectivamente, el valor del primer miembro es

sen(60° 4+ 30°) =sen90° =1
mientras que al segundo miembro corresponde un valor numérico diferente:

1 vV3+1
2 2

V3
2

sen 60° + sen 30° =

La pregunta es evidente: jcudl es el valor del sen(a +b) 7.

Para encontrar la respuesta debemos comenzar por la construcciéon geométrica del angulo suma: Colo-
quese el dngulo a en posicion normal, es decir, haciendo coincidir su vértice con el origen de coordenadas
y situando el lado inicial sobre el eje OX.Después, el dngulo b de tal manera que su vértice caiga en O
y su lado inicial sobre el lado final del dngulo a, como se refleja en la figura 1.1

Del triangulo OP A se deduce:

( +b)fA7PfAD+DPfA7D+%fE+%
semaTv=5op - opP _opP " OP oP " OP
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Representacion gréfica del déngulo suma.

Sea P un punto cualquiera del lado final del angulo a + b.

Tracense los segmentos siguientes:

PA1OX PBl1OB BClOX BD1lPA

b a—+b Entonces, APB=a porque sus lados correspondientes

», (OAy PA, OBy PB) son perpendiculares.

0] A C

Figura 1.1: Angulo suma de los angulos a y b.
Ahora bien, del triangulo rectdngulo BOC' se deduce que BC = OB -sena, y en el tridangulo BPD, que
también es rectangulo, se observa como DP = PB - cosa.

Utilizando estos resultados en la expresion 1.1, tendremos que

AP AD+DP AD DP BC DP

sen(a+b) = 55="06p ~optop _opP 0P
_ OB-sena  PB-cosa _
B oP op

PB
= ——-sena-+ ——=-cosa =

OP OP

= cosb-sena+senb-cosa
que se obtiene, evidentemente, a partir del tridngulo rectangulo OPB.

En definitiva,

sen(a+b) =sena-cosb+ cosa -senb (1.2)

Ejercicio 1 Comprueba esta formula con los datos del contraejemplo inicial, es decir, halla

sen(60° + 30°)

1.1.2. Coseno del dngulo suma

De forma anéloga, a partir de la figura 1.1, puedes deducir que

OA 0OC—-AC OC AC 0OC DB

cosla+d) = 55="6p ~0P 0P _OP OP
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Ahora bien, del tridngulo rectangulo BOC' se deduce que OC = OB - cosa, y en el tridngulo BPD,
que también es rectangulo, se observa como DB = PB - sena.

Con lo cuél

OC DB OB-cosa PB-sena

st = 55~ or~  op 0P
_ 9B _PB _
= OP cosa OP sena =

= cosa-cosb—sena-senb

que se obtiene, evidentemente, a partir del tridngulo rectangulo OPB.

En definitiva,

cos(a+b) = cosa-cosb—sena - senb (1.3)

V6 + /2 V6 — V2
v 4

Ejercicio 2 Observando que 75° = 45°+30°, comprueba que sen 75° = 08 75° = 1

Compara estos resultados con los proporcionados por la calculadora cientifica.

1.1.3. Tangente del 4ngulo suma

Recordando que la tangente de un dngulo puede obtenerse como el cociente entre el seno y el coseno
de dicho angulo, y utilizando las férmulas obtenidas para el seno y el coseno del angulo suma, se deduce
con facilidad que

sen(a+b) sena-cosb+ cosa-send

t b - =
gla+b) cos(a+b) cosa-cosb—sena-senbd

Pero esta expresion presenta un pequeno inconveniente, pues para calcular la tangente de una suma
de dos angulos, necesitariamos conocer tanto el seno como el coseno de dichos angulos. Por esta razon,
nos planteamos la posibilidad de encontrar otra en la que intervengan, Gnicamente, las tangentes. Para
conseguirlo, aplicaremos el principio fundamental de las fracciones:al dividir los dos términos de una
fraccion por una misma expresion no nula, se obtiene otra fraccion equivalente.

Vamos a dividir el numerador y el denominador de la expresién anterior por el producto cosa - cos b:

sen(a+b) sena-cosb+ cosa-senb
t b == = —
gla+?) cos(a+b) cosa-cosb—sena-senb

sena-cosb+ cosa-senb

cosa-cosb _
cosa-cosb—sena-senb

cosa - cosb
sena-cosb cosa-senbd

cosa-cosb cosa-cosb _ tga+tgb
cosa-cosb sena-senb 1—tga-tgb

cosa-cosb cosa-cosb
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Finalmente, la tangente del angulo suma viene dada por

tga+tgb

tgla+b) = 1—tga-tgh

Ejercicio 3 Calcula de dos formas tg 75°. Debes obtener tg75° = 2 4+ /3.

Ejercicio 4 Dos dngulos, o y 3, difieren en w si 8 —a = w. Por tanto, dado «, el dngulo que difiere en
T es T+ Q.

1. Utiliza las formulas 1.2 y 1.3 para demostrar que sen(m + o) = —sen« y cos(m + ) = — cos a.

2. Ezxpresando la tangente como cociente entre seno y coseno, demuestra que ™ + « y « tienen la
misma tangente.

3. Emplea los resultados obtenidos para calcular los valores exactos de las razones trigonométricas
directas de 240°.

4. Con la circunferencia trigonométrica (centro en el origen de coordenadas y radio unidad), intenta
dar una interpretacion geométrica.

5. ;Hay mds razones trigonométricas de m+ « que coincidan con la de a?.

6. Halla los valores exactos de las razones trigonométricas de 225°, comparando con los resultados
que proporciona la calculadora cientifica.

1.2. Razones trigonométricas del angulo diferencia

Recuerda que entre dos angulos opuestos, a y —a, existen las siguientes relaciones trigonométricas:

sen(—a) = —sen a, cos(—a) = cos «

Ejercicio 5 Resuelve las siguientes cuestiones relativas a dngulos opuestos:

1. Realiza una interpretacion geométrica.
. ¢Cudl serd la expresion correspondiente a tg(—a)?.

. Halla los valores exactos de las razones trigonométricas directas de 330°.

2

3

4. Sia€(0,5), sa qué cuadrante pertenece —a?.

5. Demostrar que cot(—a) = — cot a, cosec(—a) = — cosec v y sec(—a) = sec .
6

. Calcula los valores exactos de las razones de 315°.
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1.2.1. Seno del dngulo diferencia

Si en la formula 1.2 expresamos a — b = a + (—b) y aplicamos las razones trigonométricas de angulos
opuestos, obtenemos:

sen(a — b) = sen(a + (—b)) = sena - cos(—b) + cosa - sen(—b) = sena - cosb — cosa - sen b

En definitiva,

sen(a —b) =sena - cosb—cosa - senb (1.5)

1.2.2. Coseno del angulo diferencia

Si en la formula 1.3 aplicamos el mismo razonamiento, obtendremos:
cos(a — b) = cos(a + (—b)) = cosa - cos(—b) —sena - sen(—b) = cosa - cosb + sena - send

En definitiva,

cos(a —b) = cosa-cosb+sena - senb (1.6)

1.2.3. Tangente del angulo diferencia

Aplicando el mismo procedimiento a la féormula 1.4, resulta que

tga + tg(—b) tga —tgb
tgla —b) =t =b)) = =

Finalmente,

tg(a—b) = tga — tgb

— L 1.7
1+tga-tgh (17)

Ejercicio 6 FExpresando 15° como diferencia de dos dngulos cuyas razones se conocen exactamente,
6—+v2 6 2
u, cosl50:% ytg150:2f\/§'

comprobar que sen 15° = 1

Ejercicio 7 Dos dngulos, a y (3, se llaman suplementarios si sumados valen un llano, es decir, si
a+ B =m. Por consiguiente,dado «,su suplementario serd m — .

1. Utiliza las formulas 1.5 y 1.6 para demostrar que sen(m — ) = sen« y cos(m — @) = — cos av.
2. Ezxpresando la tangente como cociente entre seno y coseno, demuestra que tg(m — a) = —tga.

3. Con la circunferencia trigonométrica (centro en el origen de coordenadas y radio unidad), intenta
dar una interpretacion geométrica.

4. Demostrar que cot(m — o) = — cot e, cosec(m — a) = cosec v y sec(m — @) = —seca.

5. Hallar los valores exactos de las razones directas de 135° y 150°.
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Ejercicio 8 Dos dngulos, o y 3, se llaman complementarios si suman un recto, es decir, si a+3 = 5.
Por tanto, son complementarios o y 5 — .

T _

1. Utiliza las formulas 1.5 y 1.6 para demostrar que sen(5 — a) = cosa y cos(§ — a) = sen a.
2. Ezxpresando la tangente como cociente entre seno y coseno, demuestra que tg(% —a) = cota.

3. Con la circunferencia trigonométrica (centro en el origen de coordenadas y radio unidad), intenta
dar una interpretacion geométrica.

4. Demostrar que cot(5 — a) = tga, cosec( — a) = seca y sec(§ — a) = coseca.
5. Simplificar la expresion

cosa - tg(m + ) ~tg(g —a)- cosec(% —a).

Ejercicio 9 De forma andloga, realiza el estudio de las relaciones entre las razones trigonométricas de
los siguientes pares de dngulos : vy 5 +a , ay 37”4—04 , QY 37” —a, ay2r+a

1.2.4. Reglas practicas

En cada momento necesario podrés aplicar las formulas de adicidn, sin embargo, si recuerdas las
siguientes reglas adelantaras en la resolucién de ejercicios :

s Cuando intervienen m + a 0 27 &+ «, se compara cada razon trigonométrica consigo misma.

= Si los &ngulos que intervienen son 5 +a o 37” +«, las razones cambian de seno a coseno, de tangente
a cotangente, y reciprocamente.

= Para los signos, basta fijarse en qué cuadrantes estan los dos angulos relacionados.

1.2.5. Excepciones

En el segundo apartado del Ejercicio 8 encontramos la expresion para tg(3 — «) en funciéon del
adngulo a.. Te proponemos ahora que intentes obtener esta expresion, pero utilizando la férmula 1.7. ;Has
detectado el problema?. ;A qué se debe?.

Recuerda que en una de las etapas para deducir la féormula 1.4, tuvimos que dividir por la expresion
cosa - cosb. Pero el principio para conseguir fracciones equivalentes, requiere que esa expresiéon sea no
nula. Ahora bién, en nuestro caso, como a = 7, entonces cos a-cosb = cos 5 -cos b = 0, y, en consecuencia,
la férmula 1.4 no es aplicable en este caso. jExistirdn méas excepciones?.

Observa que

vl 3

cosa-cosb=0< cosa=00 cosb:0<i>a:(2n+1)~gotambiénb:(2n+1)o
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En definitiva, las formulas que proporcionan sen(a + b) y cos(a =+ b) son aplicables cualesquiera que
sean los valores de los angulos a y b. Sin embargo, las férmulas para tg(a £ b) no pueden emplearse
cuando alguno de los dngulos es un miltiplo impar de 5. En estos casos, debera expresarse la tangente
como el cociente entre seno y coseno. Ademaés, las formulas para tg(a £ b) tampoco se pueden utilizar
cuando tga - tgb = +£1. ;Por qué?.

Ejercicio 10 Demostrar que
tgla+0b) —tga

1+tgla+b)- tga

=tgb
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Capitulo 2

Formulas para los angulos doble y
mitad

2.1. Razones trigonométricas del angulo doble

Se nos plantea el célculo de las razones trigonométricas del d&ngulo doble conociendo las del angulo
sencillo.

Teniendo en cuenta que 2a = a+ a, basta con aplicar las formulas de adicién estudiadas en el capitulo
anterior:

sen2a = sen(a + a) =sena - cosa + cosa-sena = 2sena - COSa = 2seN A COS A

Analogamente:

cos 2a = cos(a + a) = cosa - cosa —sena -sena = (cosa)? — (sena)? = cos®>a — sen’ a

tga+tga  2tga  2tga

tg2a =1t = = =
g2 =tg(a+a) 1—tga-tga 1—(tga)? 1-—tg?a

Resumiendo:

= Seno del angulo doble:

Isen2a: 25enacosa| (2.1)
= Coseno del dngulo doble:
cos2a = cos?a — sen’a (2.2)
» Tangente del angulo doble:
2tga
tg2a = 2.3
B tg?a (2:3)

15
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Ejercicio 11 ;En qué casos no serd aplicable la formula 2.5%.

Ejercicio 12 Observando que 120° = 2 - 60°, calcula los valores exactos de las razones trigonométricas
directas del angulo 120°.

Ejercicio 13 Aplicando las formulas del dngulo doble, y sin utilizar calculadora, obtener el valor de:

1. cos? 15° — sen? 15°
2. cos?22°30’ — sen?22°30/
3. 2sen 15° cos 15°

Ejercicio 14 Simplificar las siguientes expresiones:

1. 2sengcosg
2 2

a a
2.2 - -
sen - cos -

a a
3. cos? 3 sen? —

2

Ejercicio 15 Demostrar que
cos2a =1—2sen’a = 2cos’a — 1

2.2. Razones trigonométricas del A&ngulo mitad

Se llama angulo mitad de a el dngulo g.

Segtin la formula fundamental de la Trigonometria, sen® % + cos? g =1.

a
Por otra parte, puesto que a = 2 - > segtn el coseno del dngulo doble, tendremos que

a 50 90
cosa = cos2- - = cos” - —sen” —
2 2 2

Con las dos ultimas expresiones planteamos el sistema de ecuaciones
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a a
cos?= + sen?- = 1
2 2
2 a 2 a
cos“— — sen“— = cosa
2 2

que resuelto por reduccién, nos proporciona

a a
cos?= + sen?- = 1
2 2
2 a 2 a
cos“— — sen“— = cosa
2 2

a
2c032§ =1+cosa

y despejando

Cambiando de signo la segunda ecuacién del sistema, se tiene:

a
cos2§ + sen?- = 1

a
—Cos“ = + sen“—- = —cosa

2sen? a_ 1 —cosa
2
y despejando

2a 1—cosa

se = se ¢ iwl—cosa
n — = ——— n— — _
2 2 2 2

Partiendo de estos resultados, es facil obtener la expresiéon para la tangente del angulo mitad

a 1 —cosa 1—cosa
¢ g_seng_ 2 4 9 L 1—cosa
g2_cosg_ 1+cosa l4cosa 7V 1+cosa
2 + 9 2

Resumiendo:

= Seno del dngulo mitad:

a 1 —cosa
— =44/ — 2.4
sen o \/ 5 (2.4)
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= Coseno del dngulo mitad:

/1
Cosgzzlz —+Cosa
2 2

a 1 —cosa
tg- =%y ———
gQ 1+ cosa

= Tangente del angulo mitad:

(2.6)

OBSERVACION El doble signo, obtenido al despejar el cuadrado, queda determinado cuando se

L a
conoce el cuadrante al que pertenece el angulo 35

50
5 comprueba que

Ejercicio 16 Teniendo en cuenta que 22°30' =

\
S

sen 22°30" =

&

2
c0s22°30" = +

Ejercicio 17 Obtener el valor exacto de sen 292°30’.




Capitulo 3

Transformaciéon de sumas y diferencias
en producto

Para poder simplificar conviene, en muchas ocasiones, transformar una suma o diferencia en producto
o viceversa.

3.1. Sumas y diferencias de senos

Partimos de las expresiones 1.2 y 1.5 para construir el siguiente sistema de ecuaciones, que resolvere-
mos por reduccién

sena-cosb + cosa-senb = sen(a+b)

sena-cosb — cosa-senb = sen(a—b)

2sena - cosb = sen(a + b) + sen(a — b)

Designemos por A y B la suma y diferencia de los angulos a y b, respectivamente, es decir:

a + b = A :>_A+Bb_A—B
a — b = B a72’72

que sustituyendo en la expresién obtenida tras la reduccion del sistema, nos queda:

A+ B A—-B
sen A + sen B = 2sen —’2_ cos 5

Procediendo de forma anéloga en el sistema inicial, pero aplicando la otra reduccién, encontramos

sena-cosb 4+ cosa-senb = sen(a+b)

—sena-cosb + cosa-senb = —sen(a—b)

2cosa-senb = sen(a + b) —sen(a — b)

19
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que, en funcién de A y B, se convierte en

A+ B A—B
sen A — sen B = 2 cos + sen 5
Resumiendo:
= Suma de senos:
A+ B A—-B
sen A + sen B = 2sen * cos — (3.1)
= Diferencia de senos:
A+ B A—B
sen A — sen B = 2 cos i sen — (3.2)

Ejercicio 18 Sin calculadora, hallar el valor de:

1. sen75° 4 sen 15°
2. sen 10° + sen 50°

3. sen50° — sen 10°

3.2. Sumas y diferencias de cosenos

Usando un razonamiento similar, es decir, partiendo de las férmulas 1.3 y 1.6, y construyendo el
sistema

cosa-cosb — sena-senb = cos(a+b)

cosa-cosb + sena-senb = cos(a—0b)

deberés deducir las férmulas que transforman en producto una suma y una diferencia de cosenos:

= Suma de cosenos:

A+ B A-B
cos A+ cos B = 2 cos i cos — (3.3)
» Diferencia de cosenos:
A+ B A-B
cos A — cos B = —2sen ; sen — (3.4)

Ejercicio 19 Transformar en producto cos 3a + cosa.
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Ejercicio 20 Demostrar que

sen 4a + sen 2a
— =tg3a
cos4a + cos 2a

Ejercicio 21 Utilizar las formulas que transforman sumas en productos para demostrar que

6
sen 105° + cos 75° = g

Ejercicio 22 Comprobar que

2+ V3
4

-1-+3
4

1. sen75° - cos 15° =

2. cos135? - cos15° =

Ejercicio 23 ;Cdmo transformar en producto una suma o diferencia de tangentes?
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Capitulo 4

Ecuaciones trigonométricas

4.1. Generalidades

Se conocen como ecuaciones trigonométricas aquellas que contienen razones trigonométricas de an-
gulos desconocidos. Por ejemplo, en senxz = 0 buscamos angulos que tengan seno cero. Una solucién
particular es un valor del angulo que satisface la ecuacion. Asi, dos soluciones particulares de la ecua-
cién anterior son x1 = 0 y o = 7. Ahora bién, cuando una ecuacion dada tiene una solucion, tendra, en
general, un conjunto infinito de soluciones. En el ejemplo anterior, el conjunto de soluciones o solucién
general viene dado por:

1 =0+ 2km, a0 =7+ 2km, k € Z

Al resolverlas, tendremos en cuenta que a cada angulo le corresponde un valor tinico para cada razén
trigonométrica, sin embargo, puede haber infinitos dngulos con la misma razén. Serd de gran utilidad
recordar que, en el primer giro:

Tienen el mismo seno oy m — «, ya que sen(m — o) = sen «, como vimos en el Ejercicio 7
Tienen el mismo coseno « y 27 — «, ya que cos(2m — a) = cos @
Tienen la misma tangente oy 7 + «, pues tg(m + a) = tg a, como vimos en el Ejercicio 4

Para resolver una ecuacién trigonométrica, en primer lugar, la reduciremos a una de los tipos seno,
coseno o tangente, y seguiremos las instrucciones que se recogen en la siguiente tabla:

TIPO SENO TIPO COSENO TIPO TANGENTE
Ecuacién senzr =a cosxT = a tgr=a
Solucién particular a rad o rad a rad
T = o+ 2kw r1 = o+ 2k T = o+ 2k
Soluciéon general To =7 — o+ 2km To =27 — o+ 2km To =7+ o+ 2kn
keZ keZ keZ

OBSERVACIONES

= Las soluciones particulares se localizan en el primer giro.

= Si la solucién particular se expresa en grados sexagesimales, debemos sustituir el sumando 2km por

k- 360°.

23
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= FExisten ecuaciones trigonométricas incompatibles. Por ejemplo, senx = 2. ;Por qué?.

Ejemplo 1 Resolver la ecuacion trigonométrica

1—2cosx=0

Se recomienda proceder de la siguiente forma:

1. Para reducirla a uno de los tipos, es suficiente con despejar la unica razon trigonométrica que
aparece:

1
CcoST = —
2

2. Para encontrar la solucion particular, observaremos que hay dos dngulos con el coseno positivo,
uno en el primer cuadrante y otro en el cuarto. Obviamente, el del primer cuadrante es 60°.

3. La solucion general, en grados sexagesimales, viene dada por

x1 = 60° + k - 360°
xo = 360° — 60° + k - 360° = 300° + k - 360°
keZ

Observa que 300° es el dngulo del cuarto cuadrante con coseno 3

La solucion general puede expresarse, también, en radianes, segin convenga o se nos pida. En este

caso

mlzg—t—Qkﬂ'
5
x2:27r—g+2kﬂ':§+2k7r
keZ

Ejemplo 2 Resolver la ecuacion trigonométrica

1+senx=0

Seguimos el mismo procedimiento del ejemplo anterior:

1. Despejamos la inica razén que aparece
senx = —1

2. Para buscar la solucion particular, en este caso, observamos que eziste un unico dngulo del primer

. 3
giro con seno —1, que es o = -

3. La solucion general de la ecuacion es

3
1::77T+2k77

kel
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Ejemplo 3 Resolver la ecuacion trigonométrica

1—-tgzx=0

Despejando la razon trigonométrica nos queda
tgr =1
. . m
y vemos que hay dos dngulos con tangente positiva, uno en el primer cuadrante, 2 y otro en el tercero,

- ™ . . .. ., .
que serda ™+ —. Por consiguiente, la solucion general de esta ecuacion viene dada por

T
£L‘1=Z+2kﬂ'

5
x2:7r+%+2k7r:£+2k7r
keZ

Ejemplo 4 Resolver la ecuacion trigonométrica

1-3tg?z=0

Despejando la razon trigonométrica resulta

1 1
tg?r = - otgr=+—

3 V3

En este ejemplo tendremos que resolver dos ecuaciones del tipo tangente:

. . 1 . .
Primera ecuacidn. tgr = 7 Hay dos dangulos con tangente positiva, uno en el primer cuadrante,

a = 30°, y otro en el tercero, 180° + o = 180° + 30° = 210°.

‘s 1 . . .
Segunda ecuacidén. tgx = ———. Ezxisten dos dngulos con tangente negativa, uno en el seqgundo cua-

drante, a« = 150°, y otro en el cuarto, 180° + a = 180° + 150° = 330°.

Por tanto, la solucion general de la ecuacion viene dada por
x1 = 30° 4+ k - 360°
xo = 150° + k - 360°
s = 2100+ k- 3600 (¥ EZ
x4 = 330° + k - 360°

La solucion general expresada en radianes seria

T
1’2:5%+2k7r

; keZ
933:I+2]€7T

6

11
x4=—ﬂ-—|—2k7r

6
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Ejemplo 5 Resolver la ecuacion trigonométrica

4sen’z—3=0

Despejando la razon trigonométrica resulta

2, _ 3 V3

sen“r = - < senx = +t—
4 2

En este ejemplo tendremos que resolver dos ecuaciones del tipo seno:

Primera ecuacidn. senx = —. Hay dos dngulos con seno positivo, uno en el primer cuadrante,

a = 60°, y otro en el sequndo, 180° — a = 180° — 60° = 120°.

V3

Segunda ecuacidn. senx = ———. Fuxisten dos dngulos con seno negativo, uno en el tercer cuadrante,

a = 240°, y otro en el cuarto, 300°.

Por tanto, la solucion general de la ecuacion viene dada por

x1 = 60°+ k- 360°
xg = 120° + k - 360°

vy = 240° + k- 3600 (P €L
x4 = 300° + k - 360°
La solucion general expresada en radianes seria
s
T = 3 + 2km
2
To = ?ﬁ + 2km
A keZ
T3 = il + 2km
3
5
Ty = g + 2km

Ejercicio 24 Demostrar que la solucion general de una ecuacion trigonométrica del tipo tangente,
tgxr=a

puede expresarse en la forma x = o+ km, k € Z y « es una solucion del primer giro.

4.2. Meétodos de resolucion

No existe un método general para resolver las ecuaciones trigonométricas, no obstante daremos algunos
procedimientos que pueden servir de modelo.
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La ecuaciéon puede descomponerse en factores. Resolver la ecuacién

senx —sen2x = 0

Aplicamos la férmula del seno del dngulo doble y factorizamos:
senx — 2senxcosx =0

senz - (1 —2cosz) =0

Recordando que un producto es cero cuando alguno de sus factores lo es, nos quedan dos opciones:

= senz = 0, cuyas soluciones en el primer giro son x =0y x = 7.
1 . . . 0 5w
m 1 —2cosx =0« cosz = > que tiene por soluciones particulares x = 3 yIr=—

3

En consecuencia, la solucién general en radianes viene expresada por:

1'1:2]{7T
162:%-1-2]677
keZ
r3 =m+ 2kT
5
l‘4=§+2k‘ﬂ'

Expresar las razones en términos de una sola y hacer un cambio de variables. Resolver la ecua-
ci6én trigonométrica

2cos? r = 3(1 — sen )

Utilizando la férmula fundamental de la Trigonometria, podemos expresar la ecuacién tnicamente
en términos de sen x:
sen?z 4+ cos?r =1 cos’z =1—sen’z

que sustituido en nuestra ecuacién resulta:
2cos’z = 3(1—senz) < 2(1—sen® ) = 3(1—senz) < —2sen’ z+3senz—1 = 0 < 2sen® z—3senz+1 = 0

Haciendo el cambio de variables sen x = t obtenemos la ecuacién de segundo grado 2t —3t+1 = 0,
cuyas soluciones son t; =1y ty = % Deshaciendo el cambio nos quedan dos opciones:

.. . . ™

= senz = 1, cuya solucion en el primer giro es x = 5
1 . . . T 57
= senx = —, que tiene por soluciones particulares x = s yx= 5

En consecuencia, la solucién general en radianes viene expresada por:

0

Ta= 42k ke
5

x3:l+2k7r

6
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Elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuacién. Resolver la ecuacién trigonométrica

senx + cosz =1 (4.1)

Elevando al cuadrado los dos miembros de la ecuaciéon y aplicando la férmula fundamental de la
Trigonometria, llegaremos a:

sen?z + 2senzcosz +cos’z =1< 14 2senzcosz =1 < senzcosz =0

Recordando, nuevamente, que un producto es cero cuando alguno de sus factores lo es, nos quedan
dos opciones:

= senz = 0, cuyas soluciones en el primer giro son x =0y = = 7.
. . . T 3m
= cosz = 0, que tiene por soluciones particulares z = 5 yx= -
Ahora bien, debemos tener en cuenta que al elevar al cuadrado ambos miembros de una ecuaciéon, no
se obtiene otra equivalente, por lo que se hace necesario realizar la comprobaciéon para determinar
si se han introducido soluciones extrarias. Sustituyendo los cuatro valores de z en la ecuacion 4.1,
. ™ . . .
comprobaremos que se verifica paraz =0y z = 5 €N consecuencia, la solucién general en radianes
viene expresada por:
x, = 2km
keZ
m
To = 5 + 2km

Ecuaciones con angulos miltiplos. Resolver la ecuacion trigonométrica

V2

3z = =
Sen oxr B)

En este tipo de ecuaciones hay que tener presente que buscamos las soluciones particulares en el
primer giro, es decir, en grados sexagesimales, x € [0°,360°). Por lo tanto, el angulo triple hay que
localizarlo en los tres primeros giros, o sea, 3z € [0°,1080°). Asi, los valores posibles para el angulo
triple son

3x = 45°,135°,405°,495°, 765°, 855°

y, finalmente, las soluciones de la ecuacién en el primer giro son:

z = 15°,45°, 135°, 165°, 255°, 285°
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