MATEMATICAS 1° BACH. CC. N. Y S. 20 de octubre de 2008
Trigonometria

Atencion: Los resultados seran validos sélo cuando los razonamientos empleados se
incluyan. Todos los problemas valen 2 puntos.

1) Sabiendo que > 90° y que tg a = 1/3, calcular el resto de razones trigonométricas
de « sin usar la calculadora. Posteriormente, decir el valor de « en grados, minu-
tos y segundos, ayudandose de la calculadora.

2) El punto mas alto de una elevacion se ve, desde un punto del suelo, bajo un angulo
de 60°. Alejandose 20 m en linea recta con la base de dicha elevacion, se ve bajo un
angulo de 30°. Averiguar la altura de la elevacion.

3) Resolver un triangulo, del que conocemosa=4m, b=7m y A=30°

4) Sin usar la calculadora, decir el valor de: a) tg 1920°; b) sen (-765°).

5) Demostrar la siguiente identidad: — %



MATEMATICAS 1° BACH. CC. N. Y S. 20 de octubre de 2008
Trigonometria
SOLUCIONES
1) Sabiendo que a>90° y que tg a =1/3, calcular el resto de razones trigonométricas
de « sin usar la calculadora. Posteriormente, decir el valor de « en grados, minu-
tos y segundos, ayudandose de la calculadora.
Sia>90° y tga>0 = « estaen el tercer cuadrante. Pues bien:
1 1 10 1
> = l+t—=—7— = —=—
Cos“ 9 cos‘«a 9 cos’«a
9 Y9 3 3410 310
10 Ji0o Jio 10410 10

que estamos en el tercer cuadrante.

Como 1+tg°a= = cosza:%

= C0Sa=-— , donde el signo — se debe a

Por otra parte, tga = 0% = 1_sha _ gng-—13 __ 1L __J10
’ cos & 3 3 3/10 10 10 -
V10
Las otras tres razones son:
coseCar=— =—* =10
senae 1
J10 .
1 1 V10
seca = = _
cosa 3 3
V10 >
cotga:i:1=3
tga 1
3

Por ultimo, como tg « = 1/3, con la calculadora obtenemos que: « = 18,43°. Trasladan-
dolo al tercer cuadrante: o= 180°+ 18,43°=198,43°=198° 26’ 5,8” (Ver figura).

2) EIl punto mas alto de una elevacion se ve, desde un punto del suelo, bajo un angulo
de 60°. Alejandose 20 m en linea recta con la base de dicha elevacion, se ve bajo un
angulo de 30°. Averiguar la altura de la elevacion.

En el triangulo rectangulo cuyos catetos son x e v,

deducimos:
X tg60°=> = x=ytg60° )
y
30° En el triangulo rectangulo cuyos catetos son x y
20 20+y, se tiene:

tg30°= = x=(20+y)tg30°

20+y
Igualando:

ytg60°=(20+y)tg30°=201tg30°+ytg30° = ytg60°— ytg30°=20tg30° =
0]
— y(tg 60°—tg 30°) = 20tg 30° = y= —20930°
tg 60°—tg 30°
Sustituyendo en (1): x=10tg 60°= 17,32 m
3) Resolver un triangulo, del que conocemosa=4m, b=7m y A=30°
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Como conocemos dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos, usamos el Teorema del
Seno:

a b bsen A 7sen30
= senB= =

sen A - sen B a 4
= B=61,04° 6 B=180°-61,04°=118,96°.
e SiB=6104° = C=180°-61,04°—30°=88,96° Y ademas:

a c asenC 4sen88,96° _
sen A senC sen A sen 30°
e SiB=118,96° = C=180°-118,96°—30°= 31,04°. De modo que:
a c asenC 4sen31,04° _
= = Cc= = =413 m
sen A senC sen A sen 30°

4) Sin usar la calculadora, decir el valor de: a) tg 1920°; b) sen (—765°).
Dividiendo 1920 entre 360 se obtiene 5 de cociente y 120 de A
resto. Es decir: 1920° = 360° - 5 + 120°. Luego 1920° coinci-
de, sobre la circunferencia, con 120°, después de dar 5 vuel-
tas. Por tanto, tg 1920° = tg 120°.

Ademaés tg 1920° = tg 120° = tg (180 — 60°) = —tg 60° = —3
A s .
—_ .
De la misma forma, 765 = 360 - 2
+45° = -765° coincide con —45°, después de dos vueltas

= > en sentido negativo. Y ademas, por tratarse de un angulo del
/\‘I/ 4° cuadrante: sen(—765°) = sen(-45°) = —sen(45°) = — % .

v

- . COSeC
5) Demostrar la siguiente identidad: —————=sena
1+ cotg
Usando que cosec & = y que 1+cotg’c =———, tenemos:
sen a sen‘a
1
2
cosec sen” a
—=ena _ =sen a
1+ cotg’ar 1 sen a
sen‘a
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MATEMATICAS 1° BACH. CC. N. Y S. 21 de noviembre de 2008
Trigonometria

1)
2)

3)
4)

5)

Resolver un triangulo del que se conocen: a=4,c =10y A = 20°. (2,5 puntos)
Demostrar que 2 tg x cos’ %— sen x =tg x (2 puntos)
Resolver la ecuacion: 3 sen® x + cos® x + €os X = 0 (2,5 puntos)

Empleando las formulas que relacionan las distintas razones trigonométricas entre
si, y sin usar calculadora, hallar las restantes razones de o, sabiendo que tg o = —5/3,
90°<a<180°. Después, decir el valor de o con ayuda de la calculadora. (2 puntos)
Sin usar la calculadora, decir el valor de: a) tg 1920°; b) sen (—765°). (1 punto)



MATEMATICAS 1° BACH. CC. N. Y S. 21 de noviembre de 2008
Trigonometria

SOLUCIONES
1) Resolver un triangulo del que se conocen: a=4,c =10y A = 20°. (2,5 puntos)
Por el T. de los senos:
a c csen A_10sen 20
= = senC= =
sen A senC a 4

= C=58,76° 6 C=180°-58,76°=121,23°
e SiC=58,76° = B=180°-A-C=101,23°Y ademas:

b= va?+c?—2accosB = /16+100—2410c0s101,23° = 11,47
e SiC=12123° = B=180°-A-C =38,76° De modo que:
b= +/a’+c?—2accosB = /16+100—2410c0s38,76° = 7,32

Demostrar que 2 tg X cos® g sen X =tg x (2 puntos)

1+ cos x

2tgxcoszg—senx:2tgx —senx=tgx (1 +cosx)—senx=

sen X
=tgx+tgxcosx—senx=tgx+ COS X—Sen X =tg X + sen X — sen X = tg x
COS X
2) Resolver la ecuacion: 3 sen” x + cos? X + cos X = 0 (2,5 puntos)

3(1-cos®X) +cos’x +cosx=0 = 3—3c0s’X+COs’°X+CcosX=0 =
—2c0s?x +cosXx+3=0 = 2cos’x—cosx—3=0 queesunaecuacién de segundo
grado cuya incognita es cos Xx:

1+/1+24 1+5 =§:—1:>x:180°+360°k,VKeZ
COS X = —— == = 145 N 2
4 4 =——=—=—=15quenoes posible
4 4 2

3) Empleando las férmulas que relacionan las distintas razones trigonométricas entre
si, y sin usar calculadora, hallar las restantes razones de o, sabiendo que tg o = —5/3,
90°<a<180°. Después, decir el valor de o con ayuda de la calculadora. (2 puntos)

o es del segundo cuadrante. 1+tg” o = : = LR % = 334 =

cos’a cos’ a
S o= 3 Por otra parte: tga = sena -, -tgaCOSa- 5.8 (|2
J34 | ' cosa 334 |J34]
\ 3 . J34 _ 34
Por tanto: [cotg o. = —g,seCa- 5 COSEeC o, = =

Con la calculadora, usando que tg o = -5/3, obtenemos que o= —59,03°. Pero tratdndose
de un angulo del segundo cuadrante, el verdadero valor es 180° — 59,03°: (o = 120,979,

4) Sin usar la calculadora, decir el valor de: a) tg 1920°; b) sen (—765°). (1 punto)
Dividiendo 1920 entre 360 se obtiene 5 de cociente y 120 de

A
resto. Es decir: 1920° = 360° - 5 + 120°. Luego 1920° coinci-
de, sobre la circunferencia, con 120°, después de dar 5 vuel-
tas. Por tanto, tg 1920° = tg 120°.

v

Ademas tg 1920° = tg 120° = tg (180 — 60°) = —tg 60° = ~3
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\ De la misma forma, 765 =360 - 2 + 45° = —765° coinci-

A
[ de con —45°, después de dos vueltas en sentido negativo. Y
ademas, por tratarse de un angulo del 4° cuadrante: sen(—
\ J/ > 765°) = sen(-45°) = —sen(45°) = —g.
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MATEMATICAS 1° BACH. C.N. Y S. 12 de diciembre de 2008
Trigonometria'y Complejos

1)

2)
3)
4)
5)

Conociendo que cos a = 1/3 y que o esta en el cuarto cuadrante, hallar, sin usar cal-
culadora, el resto de las razones trigonométricas de dicho angulo. Posteriormente,
con ayuda de la calculadora, decir cuanto vale el angulo. (2 puntos)
Resolver un tridngulo sabiendo que A=96° a=12m y b=9m (2 puntos)
Demostrar que tg (45°+x) —tg (45°—x) = 2tg 2x (2 puntos)
Resolver la ecuacion cos2x+5cos? x =6 (2 puntos)
a) Hallar (—1+i/3)% (1 punto)

b) Hallar los cinco resultados de 3/—243 (1 punto)



MATEMATICAS 1° BACH. C.N. Y S. 12 de diciembre de 2008
Trigonometria'y Complejos
SOLUCIONES

1) Conociendo que cos a = 1/3 y que o esté en el cuarto cuadrante, hallar, sin usar cal-
culadora, el resto de las razones trigonométricas de dicho angulo. Posteriormente,
con ayuda de la calculadora, decir cuanto vale el angulo. (2 puntos)

Comosen® o +cos’a=1 = sena=1-cos’o=1-— % = g =N senoc:—\/g =
= —? = —% , donde el signo negativo es por ser del cuarto cuadrante.
22
Por tanto, : Xna -3 o242
cos a 1
3

1 1 V2 V2| 2 1
Con lo que: -cot = =— =g ‘sec = —=3
| Y902 222 22| 4 =Y

fosec ol = 1 _ 3 _ 3 JE:_3J§
222 22 2242 |4

3
Comocosa =1/3 = o =70,53° Pero considerando que es del 4° cuadrante, el resul-
tado real es: @ = 360° — 70,53° = [289,47° = 289° 28’ 16’}

2) Resolver un triangulo sabiendo que A=96° a=12m y b=9m (2 puntos)
Por el T. de los senos:
a b bsen A_9sen 96°
= = senB= =
sen A senB a 12

= [B=148,249 6 B =180°-48,24° = 131,76°.
Pero esta segunda solucion no es valida, porque A + B > 180° con lo que no puede
completarse el triangulo.

Entonces: [C]=180°—A—B =[35,76% Y ademés:

a C asenC 12sen35,76°
= = (0= = ——=7,06m
sen A senC sen A sen 96° -
3) Demostrar que tg (45°+x) —tg (45°—x) = 2tg 2x (2 puntos)

tg45°+tgx  tg45°-tgx _ 1+tgx 1-tgx _
1-tg45°tgx 1+tg45°tgx 1-tgx 1+tgx
_(1+tgx)° —(A-tgx)* _ 1+2tgx+tg® x—(1-2tgx+1tg’ x) _

|tg (45°+x) — tg (45°—x)| =

(1-tgx)(1+1tgx) 17 —tg®x
1+2tgx+tg® x—1+2tgx—tg® x _  4tgx 2tg x
= = =2 =2 tg 2X
1-tg°x 1-tg°x  1-tg°x
4) Resolver la ecuacion cos2x+5co0s” x =6 (2 puntos)

c0s2x+5c0s°X=6 = c0s’Xx—sen’x+5c0s’x=6 = 6cos’x—(1—cos’x)=6
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= 7c0°’Xx-1=6 = 7cos’x=7 = cos’x=1 = cosx==+l.
En consecuencia:
e Sicosx=-1 = [x=180°+360%, VkeZ
e Sicosx=1 = Kk=0°+360% VkeZ

5) a) Hallar (—1+i \/5)15 (1 punto)
Lo primero es pasar la base de la potencia a forma polar, para poder operar facil-
mente.

e Elmoédulo serd /(1) +(/3)? = 2.

e Como arctg £i = -60°, y el complejo esta en el segundo cuadrante (pues su
parte real es negativa, y la parte imaginaria positiva) = o = 180° — 60° =
120°

Por tanto, |(~1+iv/3 )™ = (21200)*° = (2%%)15.1000 = 32.7681 goge = 32.7680 = [32.768
Ya que 1.800° = 5-360° + 0°.

b) Hallar los cinco resultados de 3/—243 (1 punto)
Para empezar, es imprescindible poner el radicando en polares. Lo que es facil: —243
= 2431500 pues el nimero esta en la parte negativa del eje real.

Entonces, las cinco raices tendran como modulo 3/243 = 3. Sus argumentos seran:

por lo que los resultados finales son:

0= o =3 =

0
0

o3 = ?+3650 :2=36°+720.2=180° = |73=31800=—-3
0

a4:%+320 3=36°+720-3=252° =

[0]
a5:@+320 4=360+ 720423240 =

5
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MATEMATICAS 1° BACH. C.N. Y S. 12 de enero de 2009
Trigonometria'y Complejos (recuperacion)

1)

2)
3)

4)

5)

Demostrar que 2tg a sen’ % +sena=tga (2 puntos)
Resolver la ecuacion sen 2x = cos X (2 puntos)
Resolver un tridngulo sabiendo que a=5cm, b =4 cm y C = 47° (4ngulo compren-
dido) (2 puntos)
a) Calcular cos 105° sin utilizar la calculadora, expresando 105° en funcién de otros

angulos cuyas razones trigonomeétricas sean conocidas. (1 punto)
b) Sin usar la calculadora, hallar cos 2370°. (1 punto)
a) Dadoz=-2-2+/3i, calcular 2** (1 punto)

b) Calcular las raices cubicas de —1 en el conjunto de los complejos (1 punto)



MATEMATICAS 1° BACH. C.N. Y S. 12 de enero de 2009
Trigonometria'y Complejos (recuperacion)
SOLUCIONES

1) Demostrar que 2 tg a sen® % +sena=tga (2 puntos)

2
2 tg a sen’ % +sena=2tga (1/1_(:205&} +sena=2tga 1_(:20861 +sena=

sen a
=tga(l-cosa)+sena=tga—-tgacosa+sena=tga—- —— cosa+sena=
cosa

=tga-sena+sena=tga

2) Resolver la ecuacion sen 2x = cos X (2 puntos)
SEN2X =COSX —=> 2SenXCOSX=CO0SX = 2senxcosx—cosx=0 = (co-
sx)(2senx—-1)=0 =
Como un producto vale cero si, y solo si alguno de los factores es cero, se tienen dos

posibilidades:
a) cosx=0 = [=90°+360% 6 x =270°+ 360°K (que pueden escribirse en
una sola férmula como [x = 90° + 180°K)), YkeZ.

b) 2senx-1=0 = 2senx=1 = senx=% = vkeZ.

X =150°+360°k

{X =30°+360°k 0

3) Resolver un triangulo sabiendo que a=5cm, b=4 cm y C = 47° (angulo compren-
dido) (2 puntos)
Por los datos que tenemos, hemos de utilizar el teorema del coseno:
c?=a’+b”—2abcos C =25+ 16— 2.5-4 cos 47° =
Segun el T. del seno:

a C asenC 5sen47°
= sen A= =

sen A senC c 3,70
En principio, ambas soluciones serian validas, porque sumadas con el angulo C no lle-
gan a 180°, por lo que podria existir B en ambos casos. Sin embargo, cuando un pro-
blema de este tipo se puede comenzar con el Teorema del coseno, s6lo hay una solucion
valida. Como no tenemos forma de saber cual de las dos es la correcta, desechamos el
procedimiento y recalculamos A usando el teorema del coseno:
a®=b’+c*—2bccosA = 25=16+3,70°-2-4-3,70 - cOSA =
25-16-3,70°
—2:43,70
Por tanto, B = 180°— A— C = 52,17° = 52° 9’ 55 82"

— A =80,83° 6 A =180°-80,83°= 99,17°.

=CcosA = lA =80,83°=80°50" 4.18"

4) a) Calcular cos 105° sin utilizar la calculadora, expresando 105° en funcién de otros

angulos cuyas razones trigonométricas sean conocidas. (1 punto)
= cos (60°+45°) = cos 60° cos 45° — sen 60° sen 45° = %% —%% =
J2 -6
— |
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5)

b) Sin usar la calculadora, hallar cos 2370°. (1 punto)
Dividiendo 2370° entre 360°, se tiene que 2370° = 6-360° + 210°. Es decir, que tras
6 vueltas completas, 2370° se sitta en el mismo lugar de la circunferencia que 210°.
Razonando sobre la circunferencia trigonométrica, tendremos, por tanto:

cos 2370° = cos 210° = — cos (210° — 180°) =

J3

=—-cos30°=|——

2 e »
a) Dadoz=-2-2+/3i, calcular 2 (1 punto)

Pasamos z a polares.

1= V(27 + (-2/3)" = 4+(-2)*(4}3)" = J4+43 = 16 =4

Como arctg % = arctg V3 = 60°, pero estamos en el tercer cuadrante, al ser

negativas la parte real y la imaginaria = o = 240°.
Luego:

7" = (4240)™ = (4240014 = (43600 = |(4™) 1200 = 268.435.4561201
puesto que 3360° = 360°-9 + 120°.

b) Calcular las raices cubicas de —1 en el conjunto de los complejos (1 punto)
Comenzamos escribiendo —1 en polares. Como su afijo esta en la parte negativa del

ejereal = -1 =1;40. Luego nos piden todas las soluciones de 3/1,, -

Pues bien, el médulo de las tres soluciones sera: 31 =1.
Y sus argumentos:

0 0,
. = 180 +§>6O 0 _ e -
0 0. 0 0
o, = 1800436001 _ 180° 3630 1=600+120°=180° = [ = Lygpo= 1

3 3
0 o, 0 o
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MATEMATICAS 1° BACH. C.N. Y S. 16 de Marzo de 2009
Trigonometria'y Complejos (Recuperacion)

1)

2)

3)
4)
5)

Empleando las formulas que relacionan las distintas razones trigonométricas entre
si, y sin usar calculadora, hallar las restantes razones de a, sabiendo que tg a = —3/4,
270° < a < 360°. Después, decir el valor de a con ayuda de la calculadora. (2 puntos)

tg x cosec’x

Demostrar que P cotg x (2 puntos)
g°Xx

Resolver un tridngulo sabiendo que a=10,b=22yc =17. (2 puntos)

Resolver: 4 cos 2x —2senx=1 (2 puntos)

a) Dadoz=-2-2+3i, calcular 2*° (1 punto)

b) Calcular las raices cubicas de —27 en el conjunto de los complejos (1 punto)



MATEMATICAS 1° BACH. C.N. Y S. 16 de Marzo de 2009
Trigonometria'y Complejos (Recuperacion)
SOLUCIONES
1) Empleando las férmulas que relacionan las distintas razones trigonometricas entre
si, y sin usar calculadora, hallar las restantes razones de a, sabiendo que tg a = —3/4,
270° < a < 360°. Después, decir el valor de a con ayuda de la calculadora. (2 puntos)
o es del cuarto cuadrante =

2 1 9 25 4

1+t9°a= 5 = >— = —=— = [osSa=—|

CcosS“ a CoS” « 16 16 5
3
Por otra parte: tga:sena = :tgac03a: —§f =|—=
cosa 45 5

4 5 5
Por tanto: cotg oo = ——,sec o= —, COseC oL = ——|.
3 4 3

Con la calculadora, usando que tg a. = —3/4, obtenemos que:
o =-36,87°=-36,87° + 360° = 323,13° = 323° 7’ 48,4".

tg x cosec’x

2) Demostrar que o =cotg X (2 puntos)
g X
senx 1 1
£g X COSEC*X _ cos x sen®X _ COS X Sen X cos°x Cos X
1+tg°x 1 1 COS XSen X Sen X
cos® X cos® X
3) Resolver un tridangulo sabiendo que a=10,b=22yc=17. (2 puntos)

Como conocemos los tres lados, empezamos aplicando el Teorema del coseno:

2 2 2 2 2 2
2 =b?+ - 2bccosA = cosA= D +2Cbc_a =2 ;;1;10 =
Con la calculadora, las operaciones son: 22 b4 17 bH 10 k3 N[ 2 ) 22
X 17| )| H[STO |Al[F], donde la Gltima operacién es guardar el resultado en la memoria A
para su uso posterior.
Para no tener problemas con los dos resultados que produce el uso del Teorema del Se-
no, aplicamos directamente el del Coseno para el calculo de otro de los angulos:

2 2 2 2 2 2
2_ .2, 12 a“+b°-c 10° +22° -17
cc=a"+b°-2abcosC = cosC= = = -C=47,89
2ab 210-22
El uso de la calculadora es similar, salvo que guardamos el resultado en la memoria C.
Por ultimo,

B =180°— (A + C) =(106,23°
Que, con calculadora, es asi: 180 H|{[MEMVAR AlHMEMVAR d)|E

4) Resolver: 4 cos2x—2senx=1 (2 puntos)
4cos2x—2senx=1 = 4(cos’x—sen’x)—2senx—1=0 =
— 4cos’x—4sen’x—2senx—1=0 = 4(1—sen’x)—4sen’x—2senx—-1=0=
= 4—4sen’x—4sen’x—2senx—1=0 = —8senx—2senx+3=0 =
= 8sen“x+2senx-3=0 =

Prof . Rogelio Mohigefer — Examen 16/3/09 Pagina 1



—2++/100 x=30°4360°k O
= =05=

sy —2% J4-48(3) _ < 16 x =150°+360°k
28 —-2-+/100 X =228,59°+360°k 06
eV 075
16 x =311,41°+360°k
5) a) Dadoz=-2-2+3i, calcular z*° (1 punto)

Pasamos z a polares.
2= \(-2)? +(-243)? = J4+(-2)*(/3)? = J4+43 = /16 = 4
~243

Como arctg — = arctg V3 = 60°, pero estamos en el tercer cuadrante, al ser

negativas la parte real y la imaginaria = o = 240°.
Luego:

2" = (42400)" = (4")200.13 = (4™)31200 = [(4") 2400 = 67.108.864 2401
puesto que 3360° = 360°-8 + 240°.

b) Calcular las raices cubicas de —27 en el conjunto de los complejos (1 punto)
Comenzamos escribiendo —27 en polares. Como su afijo esta en la parte negativa del

ejereal = 27 =27;50. Luego nos piden todas las soluciones de 3/27,4 .

Pues bien, el modulo de las tres soluciones sera: 3/27 = 3.
Y sus argumentos:

0 0.
o :180+360 0:600 :

1

3
0 0, [0] [0]
oy = 250 +:60 1 1830 s 3630 1=600+120°0=180° =
0 0. 0 0
oy = 180 +§>60 2 _ 1830 +3630 2= 609+ 12092 = 300° —
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MATEMATICAS 1°BACH. C. N. Y S. 8 de junio de 2009

Trigonometria'y Complejos (Recuperacion)
+1g°X

=~ = cosec’x
tg?x

1) Demostrar que:

2) Resolver: cos2x+cosx=0

3) Resolver un triangulo del que conocemosa=6,b =8y C = 60°.

4) Calcular (—\/§+ i)*!, dando el resultado final en forma polar, trigonémetrica, bi-
noémica y cartesiana.

5) Calcular las raices sextas de —i.





