DEPARTAMENTO DE FUNDAMENTOS DE ECONOMIA E HISTORIA ECONOMICA

Analisis Matematico I

APELLIDOS:

CUESTIONARIO DE RESPUESTA MULTIPLE (50%)

(Cada respuesta incorrecta resta 0,2 puntos)

« De un polinomio p(x) se sabe que su término
independiente es —5 y que toma el valor 7 para
x = 3. Entonces, se puede asegurar que p(x):
a) Tiene un maximo en un punto del intervalo [0, 3].
b) Toma el valor 2 en algiin punto del intervalo [0, 3].
¢) Es creciente en todo el intervalo [0, 3].

o Losinfinitésimosen x =0, f(x)= pxsinx y
g(x)=1-cosx son:

a) Equivalentes si p = 2.

b) Del mismo orden para todo p # 0.

¢) Ninguna de las anteriores.

» El polinomio de Taylor de grado 3 de la funcién
f(x) =sin(x—2) en el punto x =2, es:

a) P(x)z—%(f —6x% +6x+4)

b) P(x)=x—éx3

¢) Ninguna de las anteriores.

. ax+b six<0
o Lafuncién f(x)=< . ) es
Ssinx—2cosx six=0
continua y derivable:
a) Si a =5 y cualquier valor de b.
b) Si b = -2y cualquier valor de a.
c)Sia= yb=

o Lafuncién f(x)=v4+ x? tiene:
a) Una asintota horizontal y otra oblicua.
b) Al menos una asintota oblicua, larecta y = x.

¢) No tiene asintotas.

« Lafuncién f(x)= ln(x2 +4x— 5) cumple:
a) Esté definida para todo nimero real x > —5.

b) Es creciente para todo nimero real x > —2.
c¢) Decrece si x € (—0, =5), y crece si x € (1, +00).

3x% + px—1
x4+ x

a) Tiene dos asintotas verticales, cualquiera que sea el

valor de p.

b) Tiene una discontinuidad evitable si p = 2.

c) Ninguna de las anteriores.

o Lafunciéon f(x)= tiene:

EXAMEN FINAL

NOMBRE: D.N.L

+oo
o Laintegral I 1 e dx:

1

a) Converge a e’ b) Converge a e~

c) Esdivergente

« Laecuacién de la recta tangente a f (x) = x° +3x°

en su punto de inflexidn es:
a) y=3x+4. b) y=-3x-1.
b) Ninguna de las anteriores

tiene:

o La gréfica de la funcién f(x) = >
X
a) Un minimo relativo si m > 0.

b) Dos puntos de inflexion si m # 0.

¢) Ninguna de las anteriores.

PROBLEMAS (50%)

x> +2

1. Dada la funcién f(x) = 5
X

, se pide:

a) (0,5 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento
y de decrecimiento de f(x).

b) (0,5 puntos) Hallar los puntos de inflexién de la
graficade f(x).

¢) (0,5 puntos) Hallar las asintotas y dibujar la grafica
de f(x).

d) (1 punto) Hallar el 4rea del recinto acotado que
limitan la graficade f(x), el eje de abscisas y las

rectas y=x+2, x=1.

2. (1,5 puntos) Resuelve las siguientes integrales:

a) Ix(l —In x)dx b) J‘#J;S_zdx

3. (1 punto) Representa, justificando la respuesta, la
gréfica de una funcién f(x) que cumpla las
siguientes propiedades:

a) Tiene dos asintotas verticales, x =—1 y x = 3.

b) Para x — + oo, se cumple f(x) — 2.

) f(B)=fO)=f2)=f(5)=0.

d) Es decreciente en (—o, —1) U (-1, 1) y es creciente
en (1, 3) U (3, +x).

e) f(H)=-1.



SOLUCIONES SEPTIEMBRE 2010

1. De un polinomio p(x) se sabe que su término independiente es —5 y que toma el valor 7 para x = 3.
Entonces, se puede asegurar que p(x):

a) Toma el valor 2 en algin punto del intervalo [0, 3].

b) Tiene un maximo en algin punto del intervalo [0, 3].

¢) Es creciente en todo el intervalo [0, 3].

Solucion:
a) El teorema de Bolzano da respuesta a este ejercicio. Tal teorema dice: Si una funcidn es continua en un
intervalo [a, b] y toma valores de signo opuesto en los extremos (por ejemplo, f(a) <0y f(b)>0),

entonces existe al menos un punto ¢ € [a, b] tal que f(c) = 0.
Como los polinomios son funciones continuas se les puede aplicar dicho teorema.

Por otra parte, si el término independiente de un polinomio p(x) es =5 significa que p(0) =—-5. Como,

ademds, p(x) parax =3 es 7, estoes p(3) =7, se puede asegurar que p(x) toma el valor 2 en algin punto

del intervalo [0, 3]. Para demostrarlo basta con considerar la funcién f(x) = p(x) —2, pues cumple que:
f0)=p0)-2=-5-2=-7<0; f3)=p3)-2=7-2=5>0

En consecuencia, como f(x)= p(x)—2 es continua, se puede asegurar que existe al menos un punto ¢ €

[0,3]talque f(c) =0 f(c)=p(c)—2=0 & p(c)=2.

y ax+b six<0 ) .
2. La funcién f(x) = . ] es continua y derivable:
Ssinx—2cosx six=0
a) Si b = -2y cualquier valor de a.
b) Si a =5 y cualquier valor de b.
c)Sia= yb=

Solucion:

Por separado, para cada intervalo de definicidn, las funciones dadas son continuas y derivables. El tinico
punto conflictivo es x = 0, en donde las funciones se juntan.

En ese punto la funcién esta definida, siendo f(0) = —2; para que sea continua, ademads, debe tener limite en
x =0y coincidir con su valor de definicion.

Veamos:
Six—0, f(x)=ax+b —b
Six— 0%, f(x)=5sinx—2cosx— —2.
Ambos limites coinciden cuando b = -2.
. ax—2 six<0 )
Luego, la funcién f(x)= . . es continua en todo R.
S5sinx—2cosx six=>0

Salvo en x = 0, su derivada es
f)= {

La funcion sera derivable en x = O si coinciden las derivadas laterales.
Six—0, fW=a—a

Six— 0", f(x)=5cosx+2sinx — 5.
Las derivadas son iguales cuando a = 5.

six<O0

Scosx+2sinx six>0

. » 5x-2 six<0 . .
En consecuencia, la funcién f(x) = . . es continua y derivable en x = 0.
Ssinx—2cosx six=0



3. Lafuncién f(x)=+/4+x> tiene:

a) Una asintota horizontal y otra oblicua.

b) No tiene asintotas.

¢) Al menos una asintota oblicua, la recta y = x.

Solucion:
Para que sea una funcién debe suponerse que se elije el signo positivo de la raiz cuadrada.

El dominio de definicién es todo R, pues 4+ x* >0 para todo x € R.

No tiene asintotas horizontales, pues [lim V4 + x? =4oo.

xX—Foo

Larecta y =mx+n es asintota oblicua de la curva f(x) cuando se cumple que :

lim AC))

=m,m#0y oo
x—o X
n= ll’m(f(x)—mx),nqéoo
X—>00

/ 2 2
En este caso lim S ) =lim 4tx = lim1/4+2x =1
X —>00 X X—>00 X

Param=1, 1i_)r{1w(f(x)—mx):)lci_r£(\/4+x2 —x) = xg& (\/4+x2 ;ji(:/i-;ﬁ +X)

= lim;=0-
e JA4+ x4 x

La asintota oblicua es y = x . (Por la simetria (la funcién es par), y = —x es otra asintota oblicua.)

La grafica de la funcion es:

4. La funcién f(x) = ln(x2 +4x— 5) cumple:

a) Esta definida para todo nimero real x > —5.

b) Es creciente para todo nimero real x > —2.

¢) Decrece si x € (—o, —5), y crece six € (1, +o).

Solucién:
La funcién logaritmica esta definida para valores positivos; luego, en este caso, estard definida cuando:



X +4x-5>0 = (x=D-(x+5)>0 = xe (-0, —5)U(l,+x)

Tiene dos asintotas verticales: una a la izquierda de —5 (hacia —o0) y otra a la derecha de +1 (también hacia
—00).
La comprobacién es evidente, ya que

lim (ln(x2 +4x— 5)) =—ocoy lim(ln(x2 +4x— 5)) =—o0

x—=5" x—lt

2x+4  2(x+2)
X +4x-5 (x=Dx+95)
En el intervalo (—oo, —5) el signo de la derivada es negativo; mientras que en el intervalo (1, +00) toma
valores positivos. En consecuencia:
e Sixe€ (-0, -5), la funcién decrece.
o sixe (1, +0), la funcién crece.

Derivando: f"(x) =

3x* + px—1
x4 x

a) Tiene dos asintotas verticales, cualquiera que sea el valor de p.

b) Tiene una discontinuidad evitable si p = 2.

c) Ninguna de las anteriores.

5. La funcién f(x) = tiene:

Sol.
2 J— —
Sip=2, f(x):3x j—2x 1:3(x+1)(x 1/3) — Discontinuaen x =0y x=—1.
X +x x(x+1)
2 —_— —_— p—
Como lim w = {9} = lim 3xr+Dx—1/3) = lim 3(x=173) =4, la discontinuidad en x = —1
=l x4 x 0] =t x(x+1) x=>-1 X

puede evitarse definiendo f(—1)=4

6. La integral re_xdx:
1

a) Converge a e’

b) Converge a ¢’

c) Es divergente

Solucion:
> ! ! 1 1
J e "dx =lim| e "dx= ll’m(— e_x] = ll’m(—e_t —(—e” )): e
1 t—o0 J] —>o0 1 t—>00
7. La ecuacién de la recta tangente a f(x) = x° + 3x> en su punto de inflexién es:
a) y=3x+4
b) y=-3x-1
c¢) Ninguna de las anteriores

Sol.
f)=x+3x= f(x)=3x>4+6x = f"(x)=6x+6=0 = x=-1esPL
Latangentees:y—fi-1)=f"(-1)(x-1) = y-2=-3(x+1) = y=-3x-1



8. La gréfica de la funcién f(x) = n 5 tiene:
+x

a) Un minimo relativo si m > 0.

b) Dos puntos de inflexion si m # 0.

c) Ninguna de las anteriores.

m —2mx 2m(3x* 1)

Sol. f(x)= = ffW=—"—7F7 = ffW=""—F3"

1+ x2 (1+x2)? (1+x?)°

La derivada primera se anula si x = 0, independientemente del valor de m.
o Sim>0,f"1(0) <0 — se tendria un maximo.

« Sim<0,f "(0)>0 — se tendria un minimo.

o Sim=#0, la derivada segunda se anula en x = L yen x = Por tanto, hay dos puntos de

1
V3 V3
inflexion.
9. Los infinitésimos en x = 0, f(x) = pxsinx y g(x) =1—-cosx son:
a) Equivalentes si p = 2.
b) Del mismo orden para todo p # 0.
c¢) Ninguna de las anteriores.

pxsinx

Sol. lim

x=0]—cosx

psinx+ pxcosx |0
sin x

0
=|=| = (L"Hopital) = lim ~ | = (L Hopital) =
{0} ( pital) Lim 0} ( pital)

PCOSX+ pCcosx— pxsinx _

= lim 2p

x—=0 COS X
Para todo p # 0 serfan del mismo orden.

. | .
Sip= 5 serfan equivalentes.

10. El polinomio de Taylor de grado 3 de la funcién f(x)=sin(x—2) en el punto x = 2, es:

a) P(x) :—é(x3 —6x° +6x+4)

b) P(x)= x—éf

¢) Ninguna de las anteriores.

Sol.
f()=sin(x=2) — f(2)=0; f'(x)=cos(x—2) — f(2)=1;
[ ==sin(x-2) — f7(2)=0; f7"x)=-cos(x—2) — f7(2)=-1.

Luego: P(x):(x—2)—é(x—2)2 - P(x)=—%(x3—6x2+6x+4)



PROBLEMAS

2

1. Dada la funcién f(x) =~ "2
x +1

se pide:

a) (0,5 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

b) (0,5 puntos) Hallar los puntos de inflexion de la grafica de f(x).

c) (0,5 puntos) Hallar las asintotas y dibujar la grafica de f(x).

d) (1 punto) Hallar el area del recinto acotado que limitan la grafica de f(x), el eje de abscisas y las rectas
y=x+2, x=1.

Solucién:
2x-(x2 + 1)— (x2 + 2)2x . —2x
2 - 2
(x2 + 1) (x2 + 1)
La derivada se anula en x = 0; toma valores positivos cuando x < 0; y negativos si x > 0. En consecuencia:
« Six<0,lafuncidn es creciente.

o Six>0,la funcidn es decreciente.
o Six=0,la funcién toma el valor maximo.

o +1f +2x2( +1)2x  6x7 -2

(x2 +1)4 - (x2 +1)z .
1
—,_3 (6] x=+—_3 .

Como la derivada segunda toma signos distintos a izquierda y derecha de esos puntos, en ellos se dan

1 1
V3

a) Derivando, f’(x)=

b) La derivada segunda es, f"'(x) =

F()=0 = 6x>-2=0 = x=—

inflexiones. (También podria calcularse la derivada tercera y comprobar que en x = — ox=+

3

toma valores distintos de 0.)

c¢) La curva no tiene asintotas verticales pues siempre estd definida: Dom(f) = R.
2

: . : . X
Tiene una asintota horizontal pues: lim—;
xoe x° +1

Con los datos anteriores y dando algunos valores puede trazarse su gréfica.
Valores: (0, 2); (<1, 3/2); (£1/+/3,7/4); (12, 6/5).
La grafica sera:

=1.La asintotaes larecta y=1.

d) El 4rea pedida es la de la regién sombreada en la figura adjunta.

La region puede descomponerse en dos trozos: un tridngulo y un “trapecio” curvilineo.
El drea del tridngulo vale 2.

La del “trapecio” viene dado por:

I x*+2 X +1+1
Jo| oy f =
ol x“+1 0 xr+1 xr+1

= (x+arctanx] —1+Z

Por tanto, el area total valdra 3 +§ .



2. Resuelve las siguientes integrales:

a) jx(l —Inx)dx (0,75 puntos) b) J.,Zx;gdx (0,75 puntos)
X" +x-2

Solucion:
a) En primer lugar, puede escribirse Ix(l —Inx)dx = dex —I xIn xdx.

La segunda integral se hace por partes:
u=xlnx = du=(Onx+1)dx

dv=dx = v=x
2
Luego, Jxlnxdx:xz lnx—j(xlnx+x)dx =x’ lnx—jxlnxdx—jxdx: 2“.xlnxafx:x2 lnx—%

x2

De donde, len xclx:%)c2 lnx—T

Por tanto:

2 2 2
Ix(l—lnx)dx = J.xdx—“.xlnxdx =X _ lx2 Inx—"|+c = —lx2 lnx+3i+c.
2 \2 4 2 4

b) Esta integral puede hacerse por el método de descomposicion en fracciones simples.
Como las raices del denominador son x =1y x =-2: x> + x—2 = (x—1)(x +2), puede escribirse la
igualdad:
x+8 _ A N B _A(x+2)+B(x-1D
X’ 4+x-2 x-1 x+2 (x-D(x+2)

Luego:
x+8=A(x+2)+B(x-1)
six=1: 9=34A = A=3
six=-2: 6=-3B = B=-2
Con esto:

J‘f;gdxz 3 dx+_[ =2 =3L(x—1)—2L(x+2)+c
X +x=2 x—1 x+2



3. (1 punto) Representa, justificando la respuesta, la grafica de una funcién f(x) que cumpla las siguientes
propiedades:

a) Tiene dos asintotas verticales, x =—1 y x = 3.

b) Para x — + oo, se cumple f(x) — 2.

¢) f[(B)=fO0)=f2)=f5)=0.

d) Es decreciente en (—oo, —1) U (=1, 1) y es creciente en (1, 3) U (3, +x).

e) fH=-1.

Solucion:

Por a) la funcidn no esté definida en esos dos puntos, x = —1 y x = 3, y, ademads, por su izquierda o derecha

la funcidn se va hacia + oo.

Como es decreciente en (—o, —1) U (=1, 1) = a la izquierda de —1 se va hacia — oo; pero a su derecha

“baja” (decrece) desde + oo: tiende hacia + oo.

| Al

. i
Como es creciente en (1, 3) U (3, +o0) = a la izquierda de 3 :I\ A se va hacia + oo;

. [} i
mientras que su derecha “sube” (crece) desde ! :
— o0: tiende hacia — . A i3/
4 i

En esquema, la situacion es la adjunta.

Por b) = la funcién tiene una asintota horizontal: la recta y = 2. Esto lleva a matizar el esquema anterior,
debiéndose trazar como sigue:

Por c) y €) = pasa por los puntos: (=3, 0); (0, 0); (2, 0); (5, 0) y (1, —=1). El punto (1, —1) es un minimo
relativo de la funcién, pues ésta decrece a su izquierda y crece a su derecha.
Dibujando dichos puntos y ajustando las tendencias, se obtiene la siguiente gréfica.






