n CONICAS

6.1

6.1.

6.2.

Calcula las ecuaciones de los siguientes lugares geométricos e identificalos.

a) Puntos que equidistan de A(—3, 3) y de B(—1, —5).

b) Puntos que equidistande r: 2x + y =0y s: x — y = 0.

c) Puntos que equidistan de las rectas paralelas r: x + y =5y s:x + y = 9.

d) Puntos del plano cuya distancia a la recta x + 2y = 0 es de 2 unidades.

e) Puntos del plano cuya distancia al origen de coordenadas es el doble que la distancia al punto (2, 0).

a) Mediatriz del segmento AB. Su ecuacion es x — 4y — 2 = 0.
b) Bisectrices de los angulos que forman las rectas r vy s.

e 2Xv%y=X_y=>(2\/§—\/5))<+(\@+\/5)y=0
xtyl _ _Ix—y
VZ 1 T 2% + y

y-x
VB V2

N

d(P, r) = d(P, s) =

(2v2 + VB x + (V2 - VB) y = 0

c) Recta paralela a ambas por (0, 7).

_ Ix+y -5 _ Ix+y-—9| X+y—-5=x+y—-—9=-5%# -9
dp. 1) = dP. ) = VIiT T VP ip xty-85=-x-y+t9=xty-7=0

d) Rectas paralelas a la recta dada por (0,2\/5) y (0,—2\/5).
ap. ) =2 = XM :2:{X+2y:2\/g

VI + 2 x+ 2y = -2V
8

e) Circunferencia de centro <§,O> y de radio %

d(P;0) = 2d(P:(2,0) = Vx> + y> = 2\/(x — 2 + y’=5x> + > = 4(x — 2" + 4y = 3x* + 3y2 — 16x + 16 = 0

EJERCICIOS PROPUESTOS

Escribe la ecuacion de las circunferencias que verifican las siguientes condiciones.
a) El centro es el punto C(—3, 1) y el radio es r = 4.
b) Uno de sus diametros es el segmento de extremos A(—2, 0) y B(4, —2).
a)(x+32+(y—-1)P2=16=x>+y°+6x—2y—6=0
dAB) _ V36 +4 _ Va0 _ 1o
2 2 2
x—1)P4+{y+1)P=10=2x>+y?—2x+2y —8=0

-2+4 0-2
2 2

b) Centro: ( ) =1 -1) Radio:

Identifica cuales de las curvas representadas por las siguientes ecuaciones son circunferencias y halla, si es
posible, su centro y su radio.

a)3x* + 3y*-6x + 12y + 14 =0 b) x? + y2-6x=0 c)x*+y*=9
En todos los casos, la ecuacién representa una circunferencia:

14 14 1 3
a)3x?+ 3y —6x+ 12y +14=0=2x>4+y*—2x+4y+ —=0=>C(1 -2) r= 1+4——=—"F7F=—"
) y y ¥ y y+ 3 ( ) 3 V3 3
Centro: C = (1 —2) Radio: r = ?
b)x2+y276x=O:C<% O>=(3, 0), r=\/§=3 Centro: C = (3, 0), Radio: r = 3

c) x> + y> =9 = Centro: C = (0, 0), Radio: r = 3
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6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

Estudia, en cada caso, si el punto P es interior, exterior o perteneciente a la circunferencia: x? + y? — 10x = 0.
a) P(2, 4) b) P(2, 2) c) P(2, 5)

Centro: C = (5, 0) Radio: r = \/% =5

a) P2, 4) = d(P, C) = \/9 + 16 = 5 = P e circunferencia

b) P2, 2) = d(P, C) = V9 + 4 = \/13 < 5 = P es interior a la circunferencia.
c) P(2,5) = d(P, C) = V9 + 25 = \/ﬁ > 5 = P es exterior a la circunferencia.

Dada la circunferencia x> + y> — 6y — 16 = 0O y la recta 4x + 3y = 34:
a) Halla las coordenadas del centro y la medida del radio de la circunferencia y calcula la distancia del cen-
tro a la recta.

b) Resuelve el sistema de ecuaciones formado por la circunferencia y la recta y compara el resultado con el
del apartado anterior.

a) Centro: C = (0, 3) Radio:r=9 + 16 =5

d(C, recta) = [4+0+3+3-34] _ 25

V16 + 9 5

La recta es tangente a la circunferencia

2 2 _ _ — _ _
X2+ y?> — 6y — 16 O:>x 34 3y:><34 3y

=5=r

)4x+3y:34 4

2
>+y2—6y—1620:>

2
2 _
1156+ 9y" =204y . o o _g
16
1156 + 9y? — 204y + 16y® — 96y — 256 = 0 = 25y? — 300y + 900 = 0 = y* — 12y + 36 = 0 =
(y—6)2=0:>y=6,x=¥=4

La recta es tangente a la circunferencia en el punto P(4 6)

Indica la posicion relativa de la circunferencia y la recta en los siguientes casos.
a)x*+y*—6x+8 —-256=0;x—-y+5=0

b) x> +y’=4,x+y=0

c) x> + y?2 = 25;3x + 4y = 25

a)x>+y’—6x+8/ —25=0,x—y+5=0
Centro: C = (3, —4) Radio: r = \/9 + 16 + 25 = 5\/2

3+4+5
d(C, recta) = % = 1722 = 6\/5 > 5\/5 = La recta no corta a la circunferencia, es decir, es exterior a ella.

b) x>+ y*=4;x+y=0

Centro: C = (0, 0) Radio: r = 2

d(C, recta) = 0 < 2 = La recta corta en dos puntos (es secante) a la circunferencia.

c) x> + y? = 25;3x + 4y = 25

Centro: C = (0, 0) Radio:r =5

d(C recta) = 1=251 = 5 = r = La recta corta en un punto (es tangente) a la circunferencia.

\/25

Las trayectorias de dos particulas se describen mediante las circunferencias

X2+ y?=4yx2+y?—10x + 16 = 0.
Determina la posicién relativa de las trayectorias. ¢Es posible que las particulas se encuentren?

2 2 _ _
{X Ty oI 16 =0 L k416 =0 x=2y=0

x>+ y?=4
Las trayectorias son tangentes en el punto P(2, 0). Por tanto, las particulas pueden encontrarse en ese punto.
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6.7. Estudia la posicion relativa de las siguientes parejas de circunferencias.
a)x?+y*’—6x+8 —25=0;x2+y?—-1=0
b)x*+y’=4,x>*+y*—2x+6y+1=0
c)x*+y*=252x>+2y>+ 3y —3=0

{x? +y? —6Bx+ 8y — 25 =0 centro C,(3, — 4) radio r, = /9 + 16 + 25 = \/50 = 5\/2
a

x>+ y?> =1 centro C,(0, 0) radio r, = 1
dC,C)=V9+16=5=r—1= 5\/5 — 1> d(C,, C,) = Las circunferencias son interiores. No tienen pun-
tos en comun.

b) x>+ y?—2x+ 6y + 1 =0centro C(1, — 3)radior, =\1+9—1=3
x? + y? = 4 centro C,(0, 0) radio r, = 2

+r,> ) . ) ,
d(C,, C,) =V1 + 9=110 {rr: " Z - gEg C) Las circunferencias son secantes. Tienen dos puntos en comun.

9 ,3_ V33

2x2+2y2+3y—3=O:>x2+y2+§y—§=0 centroC1(O,—§> radior, = [—
) 2 2 4 16 2 4

x> + y? = 25 centro C, (0, 0) radior, = 5

d(C,, C,) = %:m —1,>d(C,, C,) = Las circunferencias son interiores. No tienen puntos en comdun.

6.8. Halla la posicion relativa entre cada punto y la circunferencia. x> + y> — 2x — 2y + 1 = 0

a)P<1, 3) b) o(z +2\/§ 2 +2\/§ ) 0 R<2, l)

3 4

o 3V 3 3 - . .

a) Poty(P) = 12 + > - 2-1-2- 5 +1 = -7 Punto interior a la circunferencia
2 +
b)Potcf(P)=<2+\/§> +(2 \/_) Lp.2xV2 24 Vo ) 4w2vaVD
2 2 2 2 4
—4-N2+1=2+1+202-4-22+1=0
Punto perteneciente a la circunferencia
2

c) Poty(P) = 22 + (%) -2:-2—-2- % +1 = % Punto exterior a la circunferencia

6.9. Estudia para qué valores de m el punto P (5, m) es interior, para qué valores es exterior y para qué valores
pertenece a la circunferencia x? + y?> — 4x — 4y — 17 = 0.

Poty(P) = 256 + m* — 20 —4+m — 17 =m’ — 4m —12
2—4m —12 = 0sim =6 6 m = —2 Puntos pertenecientes a la circunferencia
2 —4m —12 < 0 si =2 < m < 6 Puntos interiores a la circunferencia

m? — 4m —12 > 0 sim < —2 & m > 6 Puntos exteriores a la circunferencia

6.10. Calcula el eje radical de las circunferencias C, = x> + y> =9y C,=x*+ y> —4x + 2y + 1 = 0.

Ejeradical: 4x — 2y — 9 -1 =0=24x—-2y - 10=0=>2x—-y — 5

6.11. Calcula el centro radical de estas circunferencias.

Ci=x+1)+(y—2?=25 C,=3x>+3y’+6y=0 C;=x"+y’—6x—6y+9=0
Eje radical de C, y C,: 2x — 4y — 20 -2y =0=x -3y — 10 =0

Eje radical de C, y C,: 2x — 4y — 20 + 6Xx + 6y — 9 =0=8x + 2y — 29 =0

Eje radical de C,y C,;: 2y + 6x + 6y -9 =0=6x+ 8/ -9 =0

— 3y =10 107 51

. X
Centro radical: {BX + 8y =9 = X = 26" y = T
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6.12. Dadas las siguientes circunferencias.

Ci=x*+(y-172=4 C,=x’+y*—8 —2y+16 =0 C=x"+y’+2x-2y+1=0
a) Halla los ejes radicales de todas las posibles parejas entre las circunferencias dadas.
b) Razona si existe centro radical y, en su caso, hallalo.

a)C,=x>4+y?—2y-3=0 C,=x>+y*—8—-2y+16 =0 Co,=x>+y?+2x— 2y +1 =0
EjeradicaldeC1yCQ:72y73+8x+2y716=O:>8x719=O:>x=%
Ejeradical de C,y Cy: =2y — 3 — 2X+ 2y -1 =0=> -2x -4 =0=>x= =2
EjeradicaldeCQyCS:78x72y+1672X+2yf1=O:f10x+15=0:x:%

b) Los ejes radicales son rectas paralelas y, por tanto, no se cortan. No hay centro radical.

6.13*.Encuentra la ecuacién y dibuja la parabola que describe la trayectoria de un proyectil (tiro parabolico) sa-
biendo que tiene su vértice en el punto (2, 4), y que su directriz es la recta y = 2.

Vértice: (2, 4) Directrizz y = 2 = p =4

2
(k—af =2 (- b =>k-2F=8-4)=y=%-%5+3

6.14. Para las siguientes parabolas, calcula las coordenadas del foco y del vértice, las ecuaciones del eje y de la
directriz y dibujalas.

a)x =y>—o6y + 10 c)*x*+6y+13=-5
b) y> + 4y = 2 — 3x d) x2 — 4x = 6y — 28
a)x=(—-3?—-9+10=x — 1 = (y — 3)> = Apertura hacia la derecha Y
ot oy = _1 rectrizi x = 4 — L =3 (2
Vértice (1, 3) Eje: y = 3 P=7 Directriz: x = 1 ) Foco: a ,3)
1
0]
b) (y + 2> — 4 =2 — 3x= (y + 2)> = =3 (x — 2) = Apertura hacia la izquierda Y
i ey — -3 Diectrig v = 11 (5
Vértice (2, -2) Eje:y=-2 p= 5 Directriz: y = 4 Foco: (4, 2) =S
c) x> + 6y + 13 = =5 = x> = —6 (y + 3) = Apertura hacia abajo Y
Oﬂ—gx

Vértice (0, -3) Eje:x =0 p = —3 Directriz: y = %3 Foco: (o, %9)

d (x — 2?2 — 4 =6y — 28 = (x — 2)> = 6(y — 4) = Apertura hacia arriba

Vértice (2,4) FEe:x=2 »p

3  Directriz. y = % Foco: (2, %)

C

|

N
x|

L]

6.15. La cubierta de un estadio olimpico tiene forma de elipse. Halla su ecuacion reducida si se conocen los si-
guientes datos. Centro (0, 0) , a = 13, F(12, 0).

2
a=13c=12=b=\18 - 122 = 5= 2o + J= = 1



6.16.

6.17.

6.18.

Dibuja e indica los elementos de cada una de las siguientes elipses.
x .y y: _ x-2?  (y+3)° _ 2, =172 _
2) % +36 ! )144 - 9T g to g =1 I+ =t
a)a=8,b=6c=\/ Centro-(o 0). c)a=13b =12 ¢c =19 — 4 = \/5. Centro: (2, -3)
Vértices: (8, O) — -6, 0) Vértices: (6, —3 ), (=1, =3), (2, —1), (2, —5)
Focos: ( V28 Focos: (2 - \/5 - 3) (2 + \/5 - 3) v
1
e=2FL = 7V - i - C _ ﬁ o4 X
a 4 %% a 3
b)a=13 b=12 ¢ = 5—50entro ya =2 b=1c=\/§.Centro:(O,1)
Vértices: (0, 13), (0, —13), (12, 0), (=12, 0 Vértices: (0, —1), (0, 3), (1, 0), (=12, 0)
Focos: (0, 5), (0, —5). Focos: (0,1 - \/5) (01 + \/5) v
e_C_5 _ Vs
a 13 2
N *
Calcula las ecuaciones de estas hipérbolas.
a) Vértice en A(5, 0) y foco en F(8, 0). c) Asintota, y = 2x, y eje real 2a.
b) Foco en F(% O) y pasa por P(5, 3).
2 2
a)a=>5 c=8:>b=\/m=\/@:>g—5—%=1
15 225
—_ > bQ — _s a2
Xy A 29 _ 39X/
b)az b2_1:>§_i:1 =7 225_2—1:>a—3b—4:9 81
P be 16 a 16
c)gz2:>b:251:>c:\/a2+bQ:\/az+432:a\/§:>e:§:—a\a/g:\/5:>4x2—y2:4a2

Dibuja e indica los elementos de cada una de las siguientes hipérbolas.

)(_z_y_2 2 2 (X+2)2_(y_2)2_ _X_2 y_z_
)9 6 =1 b) ¥ — y? = 16 c) 2 5 =1 d)9+16—1
a)a=3 b=4 c=9+16 =5 Y

Centro: (0, 0) Vértices: (3, 0) (=3, 0) Focos: (=5, 0) (5, 0)

g e C 5 ‘ - A ES X
Excentricidad: e = 23 Asintotas: y isx
bja=4 b=4 c=\/32—4\f ’
Centro: (0, 0) Vértices: (4, 0), (—4, 0) Focos: (—V/32, 0) (V/32, 0) .
A/ O[1 X
Excentricidad: e = % = % = \/5 Asintotas: y = *x
Y]
c)a=2 b =12 c=V4+2=56
Centro: (=2, 2) Veértices: (-4, 2) (0, 2)  Focos: (=2 —\/6, 2) (=2 +\/6, 2) X
Ve \fz NS
Excentricidad: e = - Asintotas: y — 2 = iT X+ 2)
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da=4 b=3 c=5 Y
Centro: (0, 0) Vértices: (0, 4) (0, —4)  Focos: (0, 5) (0, —5)

icidag: e = S = & ' Ly = o4
Excentricidad: e = Pl Asintotas: y isx

EJERCICIOS

Circunferencia

6.19. Calcula la ecuaciéon de las siguientes circunferencias.

a) v b)

Y
1
o 1 X
2 A
( C
0 X
B

c) De centro, C(2, —3), y pasa por el punto P(5, 1).

d) De centro, el punto C(5, —2), y tangente al eje de abscisas.

e) Pasa por los puntos A(3, 2) y B(1, —2), y tiene su centro en la recta r = 3x — y = 6.

f) Pasa por el punto A(3, 4), su radio vale r = 5 y su centro se encuentra en el eje de abscisas.
g) El centro es C(3, 6), y es tangente a la bisectriz del primero y tercer cuadrantes.

h) Pasa por A(7, —3), B(5, 1) y C(2, —8).

a) Centro C(2, 1), pasa por P(5, 5). El radio es |CP| = 5, y la ecuacion, (x — 2)2 + (y — 1) = 25
b) Los puntos A(1, -2) y B(3, —4) son diametralmente opuestos. El centro sera el punto medio, C(2, -3), y el radio,
la mitad de |AB]|, es decir, /2. La ecuacion es (x — 2)2 + (y + 3)? =

)r=dC P =VV9+16=5=x—-2+{y+3P=25=x+4—4x+y +9+6y=25=x%x+y —
—4x+ 6y —12=0

dr=2=Kx-5+{y+2=4=x>+y’—10x+4y+25+4 -4 =0=>x"+y’—10x+4y + 25 =0

-— _ X—3 y — 2
AB = = K—B6=y—2=2%—y=4
e) Mediatriz del segmento AB: 2 g = Y -y

X+2/+k=0=22+2-0+k=0=2>k=-2=>x+2y—-2=0

El centro estard en la interseccién de la mediatriz y la recta r:

X+ 2y =2 X+ 2y =2 _ _ — o\ — 02 =
{Sx_y:6:>{6x_2y:12:>0(2,o) r=dA C =V@B-2F+2-07=15

La ecuacion de la circunferencia serd: (x — 22 + y* =5=x*+4 —4x+ y* = 5=0= x>+ y* —4x — 1 = 0.

f) El centro seré de la forma C(a, 0).

3—a=383=a=0=x>+y>=25

— _ 4)2 2 _
dAC)=5=0@B-af+4 25:’{3—a=—3:>a:6:>(x—6)2+y2=25:>x2+y2—12x+11=o

_ 3-8 _3V2

= = 1° = 91 oVe _ 2)2 _ R) — 2 2 _ _ _
g)r=d(C x=1y) \/5 5 = (x—-3+ (y — 6) = 2x? + 2y 12x — 24y + 81 0

N | ©

49+ 9+7A-3B+C=0
h) x>+ y? + Ax+Bx+ C=0425+1+5A4+B+C=0=A=—-4,B=6,C=—-12=x>+y’—4x+6y—12=0
4 +64+2A-8B+C=0

m



6.20. Determina el centro y el radio de la circunferencia que pasa por los puntos A(O, 0), B(0, 2) y C(2, 4).

O-Ccr+@O-cy=~r (1)Cc:+C=R
O-Cr+@-Cy=rR;=>@Q@C+4+C—-4C, =R’
2-CrP+@—-Cpr=rR| (3C2+4—4C, +C?+ 16 —8C, =R’
M=@2)=>C+C=Cl+4+C-4C,>4C,=4=C, =1

Ci+1=R?

,CXQ_4CX+13=R2}:>C5+1:Cf—4CX+13:>4CX:12:>CX:3

Sustituyendo

C2+1=R=R=110

Por tanto, C(3, 1) y r = \/10

6.21. Confirma si las siguientes ecuaciones representan una circunferencia. En caso afirmativo, dibujalas e indica
el centro y el valor del radio.

a)x*+y —4x+6y+9=0 c)2x* + 2y —6x =0
b)x* +y*—2x+2y+3=0 dx¥+y +2x+2y=0

C(2, —3)
2 2 _ _
a)x?+ vy 4x + 6y + 9 O:>{r: 179 _-9=09

c1, —1) No representa una circunferencia.

2 2 _ —
o) X +y x+2y+3 Oi{r:\/1+1—3 no es real

c) X*+y?—-3%=0=

C(—1, —1)

d) x> +y>+ 2x + 2 :0:>{
ety g F=VTT T =2

6.22. Halla la posicion relativa de cada punto y de la circunferencia x> + y* — 4x — 2y — 20 = 0.
a) A(5, 5) b) B(3, 3) c) C(—4, 3)
a) Poty (A) =52+ 5°—4-5—-2-5—20 =0 = El punto pertenece a la circunferencia.
b) Poty; (B) = 3 +3 —4-3—-2-3—-20=— 20 < 0 = El punto es interior a la circunferencia.

c) Poty; (C) = 4>+ 32 —4-(—4) —2-3—-20= 15> 0 = El punto es exterior a la circunferencia.

6.23. Calcula la maxima y la minima distancia del punto P(5, 2) a la circunferencia x> + y* + 6x + 8y = 0.
{C(—3, —4)
r=4v9+ 16 =5
Poty, (P) =5 +22+6:-5+4+8-2=175
Si la recta que une P con el centro corta a la circunferencia primero a una distancia x y después a una distancia

—10r202>{x:5
2

X+2rx+ x+2N=75=x>+10x — 75 =0=x = B .
x = —15 no valida

Por tanto, la minima distancia es 5, y la maxima, 5 + 2 - 5 = 15,

m



6.24.

6.25.

6.26.

Para cada caso, estudia la posicion relativa de la recta con la circunferencia que se indica.
a)2x+y+1=0conx*+)y?—4x+6y+9=0¢c¢c)x+7y=80conx*+y>—10x =0
b)x—2=0conx*+y*"—2x+2y+1=0

C(2, -3) 4-3+1 _ 2 . .
a d(C,r) = —=— = —= < r = La recta es secante a la circunferencia.
=V4+9-9=2 \/5 \/5
c(1, —=1) 1 — 2] . .
b) d(C, r) = —=— =1 = r = La recta es tangente a la circunferencia.
r=\V1t+1-1=1 V1
C(. 0) 15 — 30| 25
c diC, r) = = < r = La recta es secante a la circunferencia.
{ -y =5 4G 71 Vo5 + 49 \/74

Halla, en funcion del parametro positivo a, la posicion relativa de la circunferencia de ecuacion

(x — 2)> + y?2 = ay la recta de ecuacion y = x.
2 +0+0]

Centro: C = (2, 0) Radio: r = Va d(C, recta) = =21 2 _\fp
V1+ 1 V2

Si a=2, la recta es tangente a la circunferencia. Si a>2, es secante, y si a<<2 es exterior a la circunferencia.

Estudia la posicion relativa de la circunferencia 2x* + 2y* — 6x — 6y + 7 = 0 con cada una de las siguientes
circunferencias.

1

a)x2+y2=z b) 2x2 + 2y* = 5 c)x*+y?—2x -3y +3=0 dx*+y*-3y+2=0
) , 1 T e
X2 +y —chentro: C, (0, 0) radio n=z
a)
2x* + 2y —Bx — By + 7 = O:>centroC23§radior2=1 10
2’2
=%
dC,, C,) = 2 S_o3 =2 o=
19 2 4 7 1 2 2 2 1 2
d(C,, C,) > r, + r, = Las circunferencias son exteriores.
Y

x>+ y? — 2x* — 3y? + 3 = 0 = centro: C, <1, %) radio r, = %
b) 3
2

2x2+2y2_6x—6y+7=O:>centro:C2< )radior2=1 1@

1 1 3 1 ol 1 X
d(cmcz)_\/;_j r1+r2:E rz_r1:E

d(C,, C,) = r, — r, = Las circunferencias son tangentes interiores.

3 o7 =
’5) radio r, = 1 /1-@
Of 1 X
7
dc,, C,) ,l \/— f1+r2:5 fz_ﬁ:% \/

rn—r,<dC, C) <r + r,= Las circunferencias son secantes.

N

2x? + 2y? = 5 = centro: C, (0, 0) radio r, = g
c)

N

2x2+2y2—6x—6y+7=0:>centro:02<

x? + y? — 3y? + 2 = 0 = centro: C, (0, %) radio r, =%

d) 3
2x2 +2y—6x—6y+7—0:>centroC<2E)radior2=1 {

d(cmcz):E f1+fg=% fQ*I}:%

w

d(C,, C,) = r, + r, = Las circunferencias son tangentes exteriores.

m



6.27. Calcula la potencia de cada punto respecto de la circunferencia indicada y sefala su posicion relativa.

a) P(1,3) y 8x? + 8y? — 79x — 32y + 95 = 0
b) P(1, =1) y 2x* + 2y* — x =0
c)P(5,3)yx*+y>*—7x -8y =0

a) Poty,(P) =8 -12+8-3—-79-1—-32-3+ 95 = 0 El punto pertenece a la circunferencia.
b) Pot,(P) = 2 - 1> + 2 - (—1)> —1 = 3 > 0 El punto es exterior a la circunferencia.
c) Poty(P) = 5> + 32 =7 - 5 —8 - 3 = —25 < 0 El punto es interior a la circunferencia.

6.28. Calcula el eje radical de las siguientes parejas de circunferencias y representa graficamente la situacion en
cada caso.

a)x’+y’—4x -2y +4=0;, x> +y*—-6x=0
b)x* + y* =2y -3=0; 2x* + 2y* — 4y =0

2) X+ Yy’ —4dx—-2y+4=0
x>+ y?—6x=0

=>2X—2y+4=0=>x—-—y+2=0Eeradicai x —y+2=0

= —4x -2/ + 4 +6x=0 a

b))<2+y2—2y—3=0 X +y?=-—2y—-3=0
2% 4+ 2y — 4y =0 x>+ y?—2y=0

Y
Las circunferencias son concéntricas. No existe el eje radical. ﬁ’

NV X

6.29. Halla el centro radical de las circunferencias C, = x> + y>* =16 ,C, = x>+ y* — 2x + 4y — 4 = 0,
C,=x*+y’+6x—6y+ 14 =0

C,=x*+y>=16 C,=x>+y>—2x+4y — 4 =0 C,=x*>+y>+ 6x — 6y + 14 =0
Eje radical de C,y C: 2x — 4y — 16 + 4 =0=>x -2y — 6 =0

Eje radical de C, y C,;: —16 — 6x + 6y — 14 =0=>x—-y +5=0

Eje radical de C,y C;: —2x + 4y — 6x + 6y — 14 =0 =>4x — 5y + 9 =0

Centro radical: {X =€
X—y=-5

=sy=—-11,x=—-16 (—16, —11)
6.30. Calcula las tangentes a las circunferencias siguientes en el punto dado.

a) x> + y*> = 26 en P(-1, 5)
b) 3x2 + 3y? — 4x + 17y + 23 = 0 en P(1, —2)

a) La recta tangente debe ser perpendicular al radio correspondiente al punto:

C0,0)P(-1,5) > CP =" =L 5 5x+y=0

‘L<

—1 5 ]
La tangente sera:
X—5by+k=0=>-1-25+k=0=>k=26=x—5y+26=0
b) La recta tangente debe ser perpendicular al radio correspondiente al punto: ¥
i3
c(%,—%)P(m—z):_P:XE1 =%=>5x—5=2y+4:>5x—2y—9=o o i X

Latangente sera: 2x + 5y + k=0=2 - 10+ k=0=>k=8=>2x+ 5y +8 =0

m



6.31.

6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

Dada la circunferencia (x + 3)*> + (y — 1)* = 25, calcula las ecuaciones de sus tangentes paralelas a la rec-
ta3x + 4y — 16 = 0.

Las posibles soluciones seran de la forma 3x + 4y + k = 0.
La distancia del centro a la recta debe coincidir con el radio:

I
o

[3 4+ (=3) + 4 -1+ K| -5 5+ k=25=>k=30=23x+ 4y + 30 =
\V9 + 16 5-k=25=k=-20=>3x+4y —-20=0

Calcula las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia x*> + y?> — 4x + 4y — 17 = 0 que sean perpen-
diculares a la recta de ecuacion 3x — 4y = 14.

Centro: (2, —2) Radio: r=1\4+ 4 +17 =5
Las posibles soluciones seran de la forma 4x + 3y + k = 0.
La distancia del centro a la recta debe coincidir con el radio:

[4 -2 4+ 3-(=2) + K| -5 2+ k=26=k=283=4+3y+23=0
\/25 —2 - Kk=26=k=-27T=4x+ 3y —27 =0

Dada la circunferencia 4x* + 4y? — 24x + 4y + 33 = 0, calcula la ecuacion de otra concéntrica con ella y
cuyo radio mida la mitad.

a1 SR 1_33 _
Centro: (3, 2) Radio: r = 9+4 7 =1

2
(x—3)2+(y+%) =%=>x2+9—6x+y2+%+y—%=0=>x2+y2—6x+y+9=0

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasando por el punto P(2, 9) es tangente a los dos ejes de co-
ordenadas.

El centro debe ser el punto (r r), siendo r el radio:
x=—nN+y-nNN=r=x>+y>=2x—-2ry+r=20
4 +81 —4r—18r+r"=0=r"-22r+8 =0=r=

{r:17
=

22 = 12
2

r=25

x>+ y? — 34x — 34y + 289 =0
x>+ y?—10x — 10y + 25 =0

Calcula la ecuacion de la circunferencia que tiene por centro el punto C(1, 4) y es tangente a la recta
3x +4y — 4 =0.
La distancia del centro a la recta debe coincidir con el radio:

B-1+4-4-4] _ o 15 _ o 5_p
\/ 25 5

La ecuacion de la circunferencia es (x — 1)> + (y — 4)> = 3.

m




Parabola

6.36*.Calcula la ecuacion de las siguientes parabolas. (En c), d), e) y f), el vértice es el origen.)

6.

a) Foco, F(2, 0), y directriz, x

b) Foco, F(0, 4), y directriz, y = 1.

c) Parametro, p = 2 y abierta hacia la derecha.
d) Parametro, p = 4 y abierta hacia la izquierda.

6 y abierta hacia arriba.

e) Parametro, p

f) Parametro, p = 8 y abierta hacia abajo.

g) Veértice, V(2, 1), y foco, F(6, 1).

h) Vértice, V(-2, 1), y directriz, y = —2.

i) Vértice, V(-2, -2), y foco, F(—2, —6).

j) Veértice, V(0, 1), y directriz, x = 7.

a) Vértice en (4,0), p=4;y> = —2p (x — 4) = y?> = —8x + 32

il
)
C)p =2 y>=2px=y’ = 4x

b) Vértice en (O ),p =3, x*=2p (y— g) = x? =6y - 15
dp=4 y>= —2px = y> = —8x

e)p =6, x>=2py=x*=12y

fy p =28 x*= —2py = x> = —16y

g) Abierta hacia la derecha. p = 8, (y — 1) = 16(x — 2)

h) Abierta hacia arriba. p = 6, (x + 2)? = 12(y — 1)

i) Abierta hacia abajo. p = 8, (x + 2)> = —16(y + 2)

j) Abierta hacia la izquierda. p = 14, (y — 1)> = —28x

6.37. Para las siguientes parabolas, halla el vértice, el foco y la ecuacion de la directriz.

a) y?> = 10x d) y? = —x
b) x> = 2y e) x> = =3y
c)y’=2(x - 4) f) (y — 12 =8(x-1)
-~ 5 . . 5
a) Vértice: (0, 0). Foco: (5, O). Directriz: x = -5
- 1 . . 1
b) Vértice: (0, 0). Foco: (O, f)' Directriz: y = -5
- 9 . . 7
c) Vértice: (4, 0). Foco: o> 0). Directriz: x = 5
d) Vértice: (0, 0). Foco: (—% O). Directriz: x = %
- 3 . . 3
e) Vértice: (0, 0). Foco: (O, _Z)' Directriz: x = 7
f) Vértice: (1, 1). Foco: (3, 1). Directriz: x = —1



6.38. Para cada una de las siguientes parabolas, calcula su vértice, su foco y su directriz, el valor del parametro

p v su ecuacién reducida.

a) v b) 1% c) Yy d) g %

0 X
F
=
0 F X F g X
0 X
d d

a) Vértice: (0, 0) Foco: (3, 0). Directriz: x = —3; = 6; 2 =12x

b) Vértice: (0, 0). Foco: (-4, 0).  Directriz: x = 4; = 8; y? = —16x

c) Vértice: (0, 0) Foco: (O, 1). Directriz: y = —1; p = 2; X2 =4y

d) Vértice: (0, 0) Foco: (0, =3). Directriz: y = —3; p = 6; x> = —12y

6.39. Halla el vértice, el foco y la ecuacién de la directriz en cada una de las siguientes parabolas.

a)y>?’—4y —2x+2=0

a)(y—20—-4-2x+2=0=(y—2)%*=2(x+ 1) Vertice: (—1, 2) Foco: (—% 2) Directriz: x = 3

b) (x = 1) =y

b)

Veértice: (1, 0) Foco: (1

x> —-2x—-y+1=0

2

1 . R
'z Directriz: y = Z

6.40. La parabola de ecuacion y?> — 4y — 6x — 5 = 0 tiene por foco el punto (0, 2). Halla su directriz.

Completando cuadrados: (y — 2 — 9 —6x=0=(y — 2 =9+ 6x=(y —2°=2-3 (x - i).

Por tanto, p = 3, el vértice es (% 2), y la directriz, x = 3.

Elipse

2

6.41. Para cada una de las elipses de la figura, indica las medidas de sus semiejes y de su semidistancia focal,
escribe las coordenadas de los vértices y de los focos, y calcula el valor de la excentricidad. Escribe su

ecuacion.

a)

a)a=4b=23c=116 — 9 = /7.

Focos: (\/7 O), (,\/7 O).

Excentricidad: e =

o |0

ba=3b=2c=19 - 4=1/5

Focos: (O, \/5) (O, _\/E)

Excentricidad: e =

b)

Vértices: (4, 0), (-4, 0), (0, 3) y (0, -3)

\/7 2 % 1

X
= —. Ecuacion: — + = =

4 16 9

Vértices: (2, 0), (=2, 0), (0, 3), (0, —3)

X2
— Ecuacion: T +

= 1

© |‘<M



6.42. Para cada una de las siguientes elipses, indica las medidas de sus semiejes y de su semidistancia focal, es-
cribe las coordenadas de los vértices y de los focos, y calcula el valor de la excentricidad. Dibujalas.

6.43.

)2+ o1 p)1ex? + 257 = 400
169 ~ 144

a)a=13 b=12 ¢ =1\/169 — 144 =5
Vértices: (—13, 0) (13,0) (0, 12) (0, —12)
S5

3

—

Excentricidad: e =

oo

2 2

g3, y+2)

6

Focos: (5, 0) (=5, 0)

b);‘—5+1y—6:1:>a:5 b=4 c=125-16=3
Veértices: (5, 0) (=5, 0) (0, 4) (0, —4) Focos: (=3, 0) (3, 0)
Excentricidad: e = £ 3

a 5

c)a=V10 b=16 c=V10-6=2

Vértices: (3 — /10, —2) (3 + V10, —=2) (3, =2 — v/6) (3, =2 + \/6)

Focos: (1, =2) (5, —2)

x =1y
1

a=V2 b=1 c=V2-1=1
Vértices: (2, 0) (0,0) (1,V2) (1, —V2)
Focos: (1, 1) (1, —1)

2
d) +y7:1

Excentricidad: e =

Excentricidad: e = %

oo

2
V10

1
W

2
=1

d) 2(x — 1) + y?

Calcula la ecuacion de las siguientes elipses. (Salvo indicacién, el centro es el origen.)

a)a=5c¢c=3.

b) Los radios vectores de un punto miden 7y 3,y ¢ = 4.

c) Foco, F(3, 0), y vértice, A(4, 0).
d) Vértices, A(6, 0) y B(0, 3).
e) Foco, F'(—2, 0), y excentricidad, e = 0,4.

2

2
a)b=125-0=4=z+c=1

f) Pasa por los puntos P(1, 2) y Q(—2, 0).

g) Pasa por P(5, 0) y su excentricidad es %

h) Foco, F(0, 2), y semieje mayor, a = 3.
i) Centro, el punto C(—2, 1), a = 13y b

2 2

5 16=3= 2+ L = 1

b)2a=7+3=a=5 c=4 b=12

2

2

c)a=4,c=3,b=\/16—9=\/7:>f—6+y7=1

_ _ X v
da=6b=3= 5+ g =1
_ _c -2
e)c—2,e—a:>a—o‘4
1 4
2 2 -7t 7 =1
) mtir=1=1% 1" Sa=2
7=

=5=b=125-4=121

25 9

2

y

X p—
:)ﬁ+——1

21

2

Xy
Tt = 1

16
3

2

5.



c_3
X2y a 5 _ _ _ Xy
Q)az+bz—1:> 2_5=1:"a_5C_?"b_4:>25+16_1
a2

2 2
ha=8c=2b=\0+4=\18=%5 + Iz =1

<y71)2=1

) et 2
6.44. Dada la elipse x> + 4y? + 4x — 12 = 0, dibujala, y calcula las medidas de los semiejes y de la semidistan-
cia focal, el centro, los focos, los vértices y la excentricidad. ¢Cual es la ecuacion de la elipse que tiene los
mismos elementos pero cuyo centro es el origen de coordenadas?
2 2 Y
(x+2)2—4+4y2:12:>—<XT62) =
a=4,b=2c¢=V\16 — 4 = \/12
7 e
Centro (—2, 0)  Focos (—2 — V12, 0) (-2 + \/12,0) £ o}/ X
Vértices (=6, 0) (2, 0) (-2, 2) (-2, —2)
\/ 2 2
Excentricidad: e = c_Vi2 Ecuacion reducida: XX 1
a 4 16 4
Hipérbola

6.45. Halla la ecuacion de las siguientes hipérbolas. (Salvo indicacion, el centro es el origen.)

a)a=3,¢c=5. e) Foco, F'(—6, 0), y excentricidad, e = 1,25.

b) Distancia focal, 10, y los radios f) Pasa por los puntos P(3, 0) y Q(5, —3).

vectores de un punto miden 10 y 2. g) Pasa por P(2, 0) y su excentricidad es e = 1,5.

c) Foco, F(4, 0), y vértice, A(2, 0). h) Pasa por P(15, 4), y su distancia focal vale 2\/%.
d) Vértices, A(6, 0) y B(0, 3). i) Centro, C(2, —3), a =8y c = 10.

2

2
a)b=125-9=4=7% - J==1
X

2 2
b)2a =10 —-2=a =4, ¢ =5 b:\/25_16:3:>ﬁ_y§:1

XY
Dag T g =
. c_ .8 _ — \/36 — 23,04 - S
e)c=2~6 e—a:>a—1'25—4,8:>b— 36 23,04—3,6:'23,04 12,96_1
2% _ 9 _
X _y _ a? b’ _ 9 X v
f) PY; b2 1= :>a_3'b_4:>9 =1

®
Il
N
o
Il
w
o
Il

X X2
Vo= g - =




6.46. Encuentra la ecuacion de la hipérbola que tiene por focos los puntos F(3, 0) y F'(—3, 0) y que pasa por el

punto P(8, 5\/5).

2c=d(FF F)=>¢c =3
—130 £V 16900 + 4 - 675
=

64 75 _
a? b’ = 0 TS b4 130b° — 675 = 0 = b = :
a4 pr=g OO D

N b’ =5=2a =4
b? = 135 = a°> = —126 imposible

g Xy
La hipérbola es 7 5 = 1.

Calcula la ecuacion de una hipérbola si un foco es el punto F(0, 10) y una asintota la recta y = x.

6.47.
a=>b = 24° = 100 = & = b* = 50
c=10=Va + b’
ing Xy
La hipérbola es 50 50 1.
6.48. Para cada una de las siguientes hipérbolas, indica las medidas de sus semiejes y de su semidistancia focal,
escribe las coordenadas de los vértices y de los focos, y calcula las ecuaciones de las asintotas y el valor

de la excentricidad. Dibujalas.
2 2
y = 1

X _ ¥ _x
125 "5 d =%z * 598
b) 36x — 64y? = 2304 6) 4y — x° = 4

c)(XJ;1)2_(V;2)2=1 f) =x* + 2@y + 1) =2
Y|

a)a=12, b=5 ¢ =\144 + 25 =13

Vértices: (=12, 0) (12, 0)  Focos: (=13, 0) (13, 0)

y
A

. Ly D
Asintotas: y = * 2 X

Excentricidad: e = %

_13
12

2 2
)X Y =4 a=8b=6c=10
64 36
Vértices: (—8, 0) (8, 0)  Focos: (=10, 0) (10, 0)
Asintotas: y = tix 2 /
4 Of2 Q

Excentricidad: e = B

ENES)|

c)a=\/§, b=\/§, c=\14
Vértices: (-1 — /8, 2) (=1 + /8, 2)
Focos: (71 - \/ﬁ 2) (71 + \/ﬁ 2)

\/—(x+1)

Asintotas: y — 2 = rT

Excentricidad: e = £ = Y14 _ |7
a /s 4

e
B

(o))

@



6.49.

6.50.

dya=15 b =8 c=1\225+ 64 = 17

/.

Vértices: (0, 15) (0, —15)  Focos: (0, —17) (0, 17)

, 8
Asintotas: y = +—
sintotas: y 15y I

Excentricidad: e = % = 177

2
e)y——XT:L a=1b=2 c=1\5

Vértices: (0, 1) (0, —1)  Focos: (O, f\/g) (O, \/E)

N

/1N
Asintotas: y = =2y \1./
i

Excentricidad: e = % = \/3

T

-

f) (y+1)2_x_2:
1 2

—_

=

c=V3

Vertices: (0, 0) (0, —2)  Focos: (0, —1+v/3) (0, =1-1/3) m

0Ol1 X
Asintotas: x = =\/2(y + 1) w\

Excentricidad: e = % = \/§

a=1 b=

4
Yl [T
REARE
4',
T

Dada la hipérbola x> — y*> — 2y — 2 = O, dibujala, y calcula el centro, los semiegjes, la semidistancia focal,
los focos, los vértices y la excentricidad. ¢Cual es la ecuacion de la hipérbola que tiene los mismos ele-
mentos pero cuyo centro es el origen?

—y+12-1]-2=0=x—-(y+1Pp=1=a=1 b=1 c=1V2 Y
Vértices: (1, —1) (=1, —1) Focos: (—\/E —1) (\/E -1) .
Asintotas: y + 1 = *x Excentricidad: e = % =12 X
Ecuacion reducida: x* — y? = 1

Para cada una de las hipérbolas, indica las medidas de sus semiejes y de su semidistancia focal, escribe las
coordenadas de los vértices y de los focos, y el valor de la excentricidad. Halla su ecuacién y las de sus
asintotas.

VYT
VL -
F F F

0] X

[0 4 %
A

§|

Vértices: (—1, 0), (1, 0)  Focos: (f\/_ O), (\/ﬁ O) Asintotas: y = =3x  Excentricidad: e = % =

Vértices: (6, 4), (2, 4) Focos: (4 + /5, 4), (4 — \/5, 4) Asintotas: y— 4 = %(x— 4) Excentricidad: e = % =

o<,

m



PROBLEMAS

6.51. El techo de una estacion de metro tiene forma eliptica tal y como muestra el dibujo.

v
o
o
3m
P, l P,
0 5m X

a) Suponiendo las distancias y el sistema de referencia indicado, halla la ecuacion de la elipse del techo y
calcula las coordenadas de los focos.

b) Si dos personas se sitian una en cada foco y una de ellas habla en cualquier direccion, el sonido rebo-
ta de manera que el angulo o que forma esta direccion con la tangente es el mismo que el que forma
la direccion rebotada con esa misma tangente. ¢Hacia dénde se dirigira el sonido rebotado con toda se-
guridad?

c) Comprueba la propiedad anterior suponiendo que la primera persona hable en direccion al punto (4, %)

de la elipse. Para ello calcula la ecuacion de la recta correspondiente al sonido rebotado y estudia si pasa
por el otro foco.
X2 y2

a) 25 T g =1 Focos F (—4,0) y F(4,0)

b) Al ser la tangente la bisectriz de dos radios vectores y ser la direccion de salida un radio vector, la direccion
rebotada debe ser el otro radio vector del punto de choque y pasar, por tanto, por el otro foco.

pr=Xt4 _ Y 9x_40y+36=0

c) Los radios vectores son 8 95
PF=x=4

9x — 40y + 36 _
41

Como la pendiente debe ser negativa, la bisectriz que interesa es 9x — 40y + 36 = 41 (x — 4) =

Las bisectrices de los radios vectores son { +(x — 4)

=4x + 5y + 256 =0

2 2

X .

Al resolver el sistema 25 9
4x + 5y + 25 =0

. - 9
se comprueba que la solucion es unica |4, 5 y que, por tanto, la

bisectriz es tangente a la elipse.

6.52. Los tres tipos de conicas se pueden definir todos a la vez de la siguiente manera: “Una cénica es el lugar
geomeétrico de los puntos del plano tales que el cociente de distancias a un punto fijo llamado foco y a una
recta fija llamada directriz es constante”.

Si la constante es menor que la unidad, la cénica es una elipse.

Si la constante es igual a la unidad, la conica es una parabola.

Si la constante es mayor que la unidad, la conica es una hipérbola.
Comprueba lo anterior hallando:

a) El lugar geométrico de los puntos del plano tales que el cociente de distancias al punto F(3, 0) y a la

recta x = 2?5 es 0,6.

b) El lugar geométrico de los puntos del plano tales que el cociente de distancias al punto F(5, 0) y a la
recta x = % es 1,25.

c) En los dos casos anteriores, éa qué es igual la constante de la definicion?

m



6.53.

6.54.

x—=38+y* _ 38

a) o £ = (6 V=37 + y7) = (3x — 257 = 25( + 9 — 6x + y°) = 9 + 625 — 150x =
iy
16x2 + 252 = 400 = 2= + L — 1 g
= X y: = = 25 16 = Ipse
=Y 2
b)L)H;y=%:>(4 (x — BY + y?) = (5x — 16)> = 16(x* + 25 — 10x + y?) = 25x* + 256 — 160X =
L 16
5
X2 y? o
= 9x* + 16y2 = 144 =75 + g = 1 Hipérbola

c) La constante coincide con la excentricidad de la conica.

Cuando se chuta un baldn, la trayectoria que describe el mismo es una parabola. El tipo de parabola de-
pende del angulo con el que se golpea el balon y de la velocidad inicial con que se lanza el mismo.

Un jugador A ha golpeado un balén hacia su comparfiero B y ha conseguido las siguientes distancias.
— Altura maxima alcanzada por el balon: 2,75 m.
— Distancia hasta el punto donde el balén ha botado: 12,5 m.

Con estos datos:

a) Escribe la ecuacion de la trayectoria tomando una referencia adecuada.

b) Indica las coordenadas del foco y del vértice, y la ecuacion de la directriz.

c) Si el jugador B se encuentra a 5 m del A, éa qué altura pasa el balén por su vertical?

Tomando como origen el punto A:

(x — 6,25)> = —ply — 2,75)

Como debe pasar por el origen: 6,25° = —2p - 2,756 = p = 7,1 3 X
a) (x — 6,257 = —142 (y — 2,75)

b) Vértice: (6,25; 2,75)  Foco: (6,25; — 0,8) Directrizz. d =y = 6,3
c)x=5= (5 —625?2= —142(y — 2,75) = y = 2,64 metros

La Tierra gira alrededor del Sol describiendo una elipse en uno de cuyos focos se encuentra el Sol. El pun-
to en el que la distancia entre la Tierra y el Sol es maxima se denomina afelio, y el punto donde es mini-
ma, perihelio.

i A 152:10" km

Con los datos de la figura, calcula la excentricidad de la orbita de la Tierra e interprétala.

—a=1495 c=25= ¢ = g =0,0167

a+c=1562
a— c= 147

La orbita es una elipse muy poco achatada. Es casi una circunferencia.

m



6.55.

6.56.

6.57.

6.58.

La maxima distancia que separa a la Tierra de la Luna es de 63 veces el radio de la Tierra, y la excentrici-
dad de la érbita que describe la Luna en su movimiento de traslacién alrededor de la Tierra es, aproxima-
damente, e = 0,0678.

Calcula la distancia minima, en kildmetros, que puede separar a la Tierra de la Luna.
Radio de la Tierra: 6357 km.

Minima distancia entre la Luna y la Tierra: a — ¢

Maxima distancia entre la Luna y la Tierra: a + ¢

a+ c = 636357 = 400491 ] ;
c = a=375061,c=25429 = a — ¢ = 349632 km
3 0,0678 3

En la figura aparece la seccidon de un faro de un coche con forma parabdlica. La bombilla esta situada en
el foco y emite rayos en todas las direcciones. Demuestra que la direccién de cualquier rayo rebotado es
paralela al eje de la pardbola. ¢Te parece conveniente que las secciones de los faros de los coches tengan
forma parabdlica?

Tracemos la recta tangente a la pardbola en un punto P. Tracemos la recta que une
P con el foco F de la pardbola y la recta PG que pasa por Py es paralela al eje de
simetria x de la pardbola. Los angulos a y b que forma la recta tangente en P con
las rectas PFy PG son iguales. Asi, la tangente es bisectriz del angulo entre las rec-
tas ry PG, y PG es la direccion del rayo rebotado.

2 2

X y
25 — k * 16—k

¢Para qué valores del parametro k la ecuacion =1 representa una elipse? Comprueba que

todas esas elipses tienen los mismos focos.

2 =25 — k

22 — 16 - K Por la relacion general de la elipse: ¢ =a°> — b*=25—-k— (16 — k) =9=c= *3

Se tiene que {

Por tanto, los focos son (3, 0) y (=3, 0).

La ecuacioén representa una elipse si se cumple que k < 25y k < 16, es decir si k < 16.

Un avion de la ONU esta lanzando viveres sobre un punto del suelo situado en un campamento de refugia-
dos. Si el avion se mueve a una velocidad de 150 metros por segundo, y la ecuacion que relaciona la altu-
ra, h, a la que se encuentra la carga sobre el suelo con el tiempo medido desde que cae del avién es

h =400 — 49¢
a) Calcula cuanto tiempo tardara la carga en alcanzar el suelo.

b) Determina a qué distancia del punto elegido debe soltar la carga el piloto para que ésta aterrice en el
punto marcado.

Suponemos que la accion del aire es despreciable.

a) Cuando la carga alcanza el suelo, h = 0. Por tanto, 400 — 49 =0 =1t = /% = @ = 28,57.

La carga tarda 28,57 segundos en alcanzar el suelo.

b) Cuando el avion libera la carga, la velocidad de la misma, en la direccion del eje OX, es de 150 m/s. Por tan-
to, en 28,57 segundos habra recorrido 28,57 - 150 = 12856,5 metros. Debe soltar la carga a 12 856,5 me-
tros del punto indicado.

m



6.59.

6.60.

6.61.

PROFUNDIZACION

Dados los puntos A(2, 3) y B(6, 1), halla la ecuacion y describe el lugar geométrico de los puntos P(x, y) del
plano tales que los vectores AP y BP son perpendiculares entre si.

Sea P(x, y) un punto genérico.

,ﬁ=(x—2,y—3) 20 . BD — _ . _ _ _ _ 2 2 _ _
{BP:(X—G,y—U:)AP BP=x—-2)-x—86)+(y—-3)(y—-1)=x*-8+12+y 4y+3=0=
1 1

2 2
= (x — 4)* — 16 + (y —%) -7 7 15 =0= (x — 4) + (y - 5) = % Es decir, se trata de una circunfe-

Vs

rencia de centro (4, l) y radio —
2 2

Identifica cada una de las siguientes conicas y establece sus elementos mas importantes.

a)x? —4x — 4y =0 d) 3x> + 4y*> — 18x + 16y + 31 = 0

b) x* + y* + 6x — 10y + 33 =0 e) 25x? — 144y? + 288y — 3744 = 0

C)9x? — 4y* — 24y — 72 =0

a) (x — 2)? — 4 = 4y = (x — 2)> = 4(y + 1) Parabola abierta hacia arriba y con vértice en el punto (2, —1)
b) (x + 3> — 9 + (y — 5 —25 + 33 =0 = (x + 3)?> + (y — 5)? =1 Circunferencia de centro (—3, 5) y radio 1

2 2
) 9x2—4(y2+6y)—72=0:>9x2—4(y+3)2+36—72=O:>9x2—4(y+3)2=36:% - % = 1
Hipérbola centrada en (0, —3) y semigjes a = 2y b = 3.

d) 3(x2 —6x) + 4(y* +4y) +31=0=3(x =30 —27+4(y+2°—-16+31=0=3(x — 32+ 4(y + 2)? =12

_ 2 2
= (x a 3) + y J; 2 _ 1. Es una elipse centrada en (3, —2) y semigjes a = 2y b = \/5

2 _ 2
e) 25x2 — 144 (y — 1)* + 144 — 3744 = 0 = 1);4 = % = 1. Hipérbola de centro (0, 1) y semiejes

a=12yb = 5.

Calcula los puntos de interseccion de las siguientes parejas de conicas y verifica los resultados observando
sus graficas.

LS LS 2 a2 2 L 2=
a) g tig=tleng+ip=1 c) 9x* — 4y*> = 36 con x*> + y* = 43
x v 2 4 _Gx— 1 = X _y 2 _ -
b)16+1200nx +y?-6x-1=0 d)16 o7 CONy* - 36x + 144 = 0

2 2
a) | 2 % = (2,3) (-2,3) (2, -3) (-2, —3)

Z_ 4+ L =1

1 1

Y]

XLV
by116 = 12 = (2,3) (2, -3) .

X2+ Yy’ —6x—1=0

Y]

9x? — 4y* = 36
o) 1 T T (4 3v8) (4, -3V8) (—4,3V5) (-4, -3V3)

X+ y? =43 X

Y]

Xy
d)y{16 64 = (4,0) (5, 6) (5 —6) 2

y? — 36x + 144 = 0 o

m



6.62.

6.63.

Halla las circunferencias inscrita y circunscrita al triangulo de vértices A(0, 1), B(3, -3) y C(4, 4).
Se trata de un tridngulo isdsceles y rectangulo.
Circunferencia circunscrita:

El circuncentro estara situado en el punto medio de la hipotenusa: T(g l).

2
7\ 1\ 25
(X*E) +<y’§) -2
Circunferencia inscrita:
Bisectriz del angulo A:

A==t s x=Ty-Tox+7y=7
Bisectriz del angulo C; X — AVt 4 _  IXZ YV =24 (a5 4 7)x— (42 + 1)y + 4V2 - 24 = 0
5 5\/2
X+ 7y =71 V2 Vo oo 52
'ncen"o'{(:a 247) - (42 +1)y+4/2-24=0 :>'(7_T‘T)Rad'°'5_7

b )

| %h

Determina las circunferencias inscrita y circunscrita al triangulo cuyos lados estan sobre las rectas:

r=x—-y+2=0, s=x+y=12 t=x+ 4y =18

Los vértices A(5, 7), B(2, 4) y C(10, 2), puntos de interseccion entre las rectas, determinan un triangulo rectan-
gulo.

Circunferencia circunscrita:

El circuncentro estara situado en el punto medio de la hipotenusa: T(6, 3) y el radio sera la distancia de T a B,
r =1/17, con lo que la circunferencia circunscrita es (x — 6)* + (y — 3)* = 17

Y|
Circunferencia inscrita: 1
. . . X—y+2  x+y—12 _
Bisectriz del angulo A: = — =x=5
< V2 V2 B
. - . X—y+2 x4+ 4y — 18 1 ¢
Bisectriz del angulo B: = —
¢ \/E V 17 0O 1 NI~ X
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de las bisectrices:
5-y+2 544y —-18 3—y 13 — 4y _13\/5—3\/17:53+\/34:>

Ve oo Viz T N2 T v YT e —ir 15
53+\/§>.

Incentro: (5, 15

‘S_M”‘
15 52+\/§726\f2+\/ﬁ:

Radio de la circunferencia inscrita: d(/, r) = = = R.
(1) 15\/2 15

V2

53 + \/Q)Q _ 1369 + 52 V34

Asi la ecuacion de la circunferencia es: (x — 5) + (y - 15 595

m



6.64.

6.65.

6.66.

Halla las longitudes de las cuerdas comunes a la parabola y*> = 2x + 4 y la elipse 2x* + y? = 8.

Primero se hallan los puntos comunes a las dos coénicas:

yP=2x + 4
2x% +y? = 8

x=1y=+\6
=0

:>2x2+2x+4=8:>x2+x—2=0:>{ B
X = 2y

Puntos comunes: {

Los puntos comunes son: A(1, \/5) B(1, f\/E) C(72, O).

Las longitudes pedidas seran las distancias entre las puntos anteriores:

|AB| = V12 = 2\/3; |AC| = V9 + 6 = \/15; |BC| = V9 + 6 = \/15

. x? 2 . ,
Calcula las rectas tangentes a la elipse de ecuacion — + y? = 1, cuya pendiente sea igual a 1. Halla los

puntos de tangencia correspondientes. 16

Deben ser rectas de la forma y — x + k = 0.

2

XYy X2 (x — k)
16 4 zﬁ+T:1:>x2+4x2+4k2—8xk:16:>5x2—8kx+4k2—16:o
y—-—x+k=0

2

Esta ultima ecuacion de segundo grado debe tener una Unica solucion. Su discriminante ha de ser nulo:

A = 64K — 20(4k* — 16) = 0 = —16K + 320 = 0:>/<—+\/0:>{y XEV2

y—x—\/iofO

Calcula las rectas tangentes a la hipérbola de ecuacion x* — 4y? = 4, cuya pendiente sea igual a —1.
Calcula los puntos de tangencia.

Deben ser rectas de la forma y + x + k = 0.

Z 4+ 2:1 2
4V =2+ (H K= 15 X7+ AXT 4K+ Bxk = 4= 5 + Bkx + 4K — 4 = 0
y+x+ k=0

Esta Ultima ecuaciéon de segundo grado debe tener una unica solucion. Su discriminante ha de ser nulo:

A:64K2_20‘(4k2—4)=O:—16k2+80=0=>k=i\/§=>{y+x+\/g:0

y+x—-1V5=0

Los puntos de tangencia se calculan a partir de las soluciones de la ecuacion de segundo grado. Las soluciones

| -8\Vs  —4\s 4\f - \f P<—45\/§‘ —;/E)

X740 T 5 TV~

10

m



6.67.

6.68.

Al girar una hipérbola equilatera, x> — y* = a? 45° segun lo mostrado en las siguientes figuras, las asinto-

tas de la hipérbola coinciden con los ejes de coordenadas. Demuestra, utilizando las nuevas coordenadas

de los focos y la definiciéon de hipérbola como lugar geométrico, que respecto de estos nuevos ejes la ecua-
2

. s ) a
cion de la hipérbola se escribe en la forma xy = 5

"I

A
N

T

N>
™~
T

v //
| A 7

Las coordenadas de los nuevos focos seran F(a, a) y F'(—a, —a).

Por la definicion de hipérbola:

Vix+al+(y+al—Vix+al+(y+al=2a=VE+y + 2xa+ 2ya + 28 =

=2a+ \xX + y2— 2xa — 2ya + 2a

Elevando al cuadrado:

X+ y 4+ 2xa+ 2ya + 28 = 4@ + x> + y* — 2xa — 2ya + 28° + 48 \/xX* + y* — 2xa — 2ya + 28 =

X+y—a=\xX+yY -—2a-2a+28 =X+ +a+ 22— 2ya=x+y — 2xa — 2ya +28 =
2

2xy=aZ:>xy=%

Dada la hipérbola equilatera xy = 2, calcula el area del triangulo formado por los dos ejes de coordenadas
y la tangente a la hipérbola en el punto P(1, 2). Comprueba si esta area es independiente del punto P ele-
gido.

La recta debe ser de la forma y = mx + n.

{;y:nf)“rn:o:%:mx+n:>mx2+nx—2:O

Esta Ultima ecuacién de segundo grado debe tener una Unica solucion. Su discriminante ha de ser nulo:
A=n+8m=0

n”+8m=0

Como la recta pasa por (1, 2), se tiene { =nr+82-n=0= {nm=24_2

2=m+n
La recta es y = —-2x + 4. Dicha recta corta a los ejes en los puntos (0, 4) y (2, 0), por lo que el area del
triangulo es A = % = 4,
2 — 2
En el caso genérico se tiene {n _+ 8m =0 >y = - x + n = 0. Dicha reta corta a los ejes en los puntos
y=mx+n 8
8
8 b-h "
(0, n)y (F’ O), por lo que el area del triangulo queda: A = 5 T, = 4. El area es independiente del pun-

to elegido.
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6.69. Un segmento AB de longitud 5 unidades se desliza de forma que el extremo A siempre esta sobre el eje de
ordenadas, y el extremo B, sobre el de abscisas.

a) Determina el lugar geométrico que describe el centro del segmento a lo largo de Y
su deslizamiento.

b

b) Calcula el lugar geométrico que describe el punto del segmento que dista 2 uni- N\
dades de Ay 3 de B. \

a) Sean A(0, a) y B(b, 0), de forma que a*> + b*> = 5.
- . . b a b = 2x
Sea X(x, y) un punto genérico del lugar geométrico pedido = (x, y) = > 5] =4 = oy

Como & + b*> = 5 = 4y? + 4x*> = 25 Circunferencia de centro el origen y radio %

b) De nuevo sean A(0, a) y B(b, 0) a* + b* = 5.

El punto (2—; %) esta situado a 2 unidades de Ay 3 de B.
5x
. . 2b 3a b=7%
Sea X(x, y) un punto genérico del lugar pedido = (x, y) = (? ?) = 5y
4=
) , 25y? 25x% X2y b _ . . )
Como & + b* =5 = 9 + 7 —25:>T+3El|psecona—3b— 2 y eje mayor situado en el eje

de ordenadas.





