NUMEROS
COMPLEJOS

Z=X+1y

Z=X—1y



l) NECESIDAD DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Ejemplo 1: Los nimeros complejos, también llamados imaginarios, surgieron histéricamente de la necesidad
de resolver ecuaciones tan sencillas como

X2+1=0 = x?=-1=> x=+/-1

Esta ecuacion, como muy bien sabemos, no tendria solucion en el campo de los nimeros reales. Ahora bien,
si definimos:

\/—_1:i « unidad imaginaria es decir, H

entonces su solucion seria x=zi. Esto es lo que hicieron en el siglo XVI matematicos como Girolamo Cardano
(1501-1576) o Rafaelle Bombelli (1526-1572); en aquella época a este tipo de nimeros se les empezd a
llamar imaginarios. Por cierto, el primero en utilizar la i para designar la unidad imaginaria fue el suizo
Leonhard Euler (1707-1783), mientras que al aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que profundizé en el
estudio de estos numeros, se debe el adjetivo de complejos.

. , . i 2
Ejemplo 2: Resolver, en el campo de los numeros complejos, la ecuacion x +9=0

Ejemplo 3: idem con X -4x+13=0

Ejemplo 4: idem con x +x+1=0

En general: unidad imaginaria

a+bi

J \

parte real parte imaginaria

N° COMPLEJO EN FORMA BINOMICA

Conclusion: TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA: <« Todo polinomio de grado n tiene n raices
(reales o complejas) ».



Definiciones:

1°) Se define el conjunto de los nimeros complejos como el formado por todos los nimeros de la forma
a+tbi, donde ay b son reales:
C={a+bi/a beR}

A los numeros complejos se les suele designar con la letra z, es decir, z=a+bi, y se dice que

Re(z)=a « partereal de z

Im (2)=b
es aquel complejo que carece de parte real, es decir, Re(z)=0

« parte imaginaria de z

2°) Nimero imaginario puro:

3 \/gi,etc.

Ejemplos: 2i, -7i, i, gi, -,
3°) Numero real: es aquel complejo que carece de parte imaginaria, es decir, Im (z)=0

Ejemplos: 3, -6, 1, % -1, /3, etc.

Nétese, por tanto, que los reales estan contenidos en los complejos: RCC, o dicho de otra forma, los
reales son un subconjunto de los complejos; por lo tanto, ya podemos completar el esquema de todos los

conjuntos numéricos que conocemos:

Maturales primos
Maturales [y
Maturales compuestos
Enteros 77,
. Cero
Racionales () .
Enteros negativos
, Reales [
Complejos [ racci  [Fraccidn prapia
raccionarios o .
Fraccian impropia
. Irracionales algebraicos
Irracionales
Trascendentes

Imaginarios puros

4°) Complejo conjugado, z: El complejo conjugado del complejo z =a+hbi se define como z=a-bhi

Zz=2+5i - z=2-5i

Ejemplos:
z=7 - z=-Ti

3

z2=3 > Z

etc.
Adviértase que las soluciones imaginarias de una ecuacion de 2° grado siempre son pares conjugados

5° Dos nimeros complejos expresados en forma bindmica son iguales si coinciden sus partes reales e

imaginarias.
Ejemplo: 2-Xi=y+3i & y=2,x=-3



1) OPERACIONES CON COMPLEJOS en FORMA BINOMICA  (pags. 150y 151 libro de texto)

I1.1) Suma y diferencia_: Se realiza sumando (o restando) por separado sus partes reales e imaginarias:

Ejemplo 5: 2,=3+5i

z,+ 2z =7+3i Z, - 2,=-1+7i
z=4-2i | 1 ° v

. . . .2
11.2) Producto : Se realiza calculando los cuatro productos posibles y teniendo en cuenta que i =-1:

Ejemplo 6: z,=3+5i
jemp ! z,-2,7(3+5i)(4-2i)=12-6i+20i-10i =12-6i+20i+10=P2+14i

z,=4-2i
i2:-1Q5j

Consecuencia: (a+bi)(a-bi)=a’+b°eR"

Este hecho serd util para el cociente que vamos a definir a continuacion:

11.3) Cociente : Se realiza multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador:

Ejemplo 7: 3+5i _(3+5i)(4+2) _12+6i+20i+10° _12+6i+20i-10 _2+26i _ 2 .26, [1 13

=< —— + =

4-2i " (4-2i)(4+2) 16— 4¢ Qg 16+4 20 Qszo 20 f10 10

i‘=-1 propiedad
distributiva
del cociente
Observaciones: 1%) Se recomienda hacer la comprobacion:
(4-2) ENE-OF =3+5i
10 10

2%) Cuando en el denominador aparece un imaginario puro basta con multiplicar
numerador y denominador por i:

3+5 (3+5i)-i _ 3i+5° 3i-5_ -3i+5 |

Ejemplo 8:
2i 2i - 2i° -2 2

N | ol

. .\ n . . . . er
I1.4) Potencia : Para hacer (a+bi) tendremos que aplicar el binomio de Newton, como vimos en el 1~
tema del curso; ahora bien, como a continuacién habria que sustituir alguna de las

potencias sucesivas de i , vamos a investigar su valor:

.0 .
i =1| como siempre

L1 .
I =1 como siempre



i =-1| por definicion

= izl |

i =i i=-i-i=-i =1
|5: i3 i=1-i=i

i°= i%i=ii=it=-1
i'=i%i=-1i=-

Luego vemos que se trata de una serie de 4 términos (los recuadrados) que se van
repitiendo; y lo curioso es que este hecho también se da hacia atras:

|_1:]T-:_—I_:L:—|
i1 -1

_ 1 1

|2:—:—:—1
i -1

|’3—l—i—_l —l—|
[ T T T |

4,1 1

T =====1
i1

En resumen:

i =1

-3 .

=i

i’=_1

-1

i =-i

=1

1.

i =i

i’=_1

.3

i =-i

=1

.5 .

=i

i°=_1



Y, en general, para hallar una potencia n-ésima de i, basta con hacer la division y quedarnos
con el resto, que estara en uno de los cuatro casos anteriores:

Ejemplo 9: 151| 4
151=37-4+3 iot= iS:ZI

Es decir, descenderiamos 37 veces en la serie de 4 elementos para acabar en la posicion 3

I11) REPRESENTACION GRAFICA DE COMPLEJOS (Forma binémica y polar)

eje imaginario

bl oo _a_+b' Dado un sistema de dos ejes perpendiculares como el de la figura

i —eje real y eje imaginario-, llamado plano de Gauss', « para
) : representar un complejo  en forma binémica —es decir, z=a+bi-, le
‘4 L haremos corresponder el vector (a,b)  ».

, €ejereal

a

Definiciones: 1) El punto (a,b), es decir, el extremo del vector, se llama afijo del complejo a+bi.
223) La longitud del vector se denomina médulo , y se suele designar como r o |z|.

3%) El angulo que forma el vector con la parte positiva del eje x se llama argumento , y se
designa como a o arg(z).

Forma polar r g: Consiste en representar un complejo mediante dos valores: su médulo y su argumento,
designandolo como rg .

Para hallar el médulo podemos aplicar el teorema de Pitagoras en
el triangulo sombreado:

r’ =a’+b*> = |r=+a’+b?

Para obtener el argumento, aplicamos trigonometria elemental en el
mismo triangulo:

b b
tga =— = |a = arctg —
a a

Todo lo anterior podemos resumirlo en la siguiente tabla:

! Curiosamente, en realidad los artifices de esta idea fueron el danés Caspar Wessel (1745-1818) en 1797 y el suizo Jean
Robert Argand (1768-1822) en 1806, pero la gloria del nombre se debe al aleman Gauss (1777-1885), que profundizé en
este tema 30 afios después...



Definicion: Célculo: Rango:

fa

MODULO Longitud del complejo z=a+bi r=+a’+b’ =|z| r>0

ARGUMENTO

FORMA POLAR

Angulo® que forma el complejo con la | a = arctg b_ arg(z)
parte positiva del eje R a

0<a<360°

Consejos a la hora de pasar de bindmica a polar:

1%) Como muy bien sabemos del tema de Trigonometria, entre 0° y 360° existen dos arcotangentes (que
difieren en 180°), por lo que conviene dibujar previamente el complejo y ver con cual de las dos nos
quedamos, en funcién de en qué cuadrante esté situado:

Ejemplo 10: Pasar -V3+i a bindmica:

(= o = [ e = va =

| b 1 -3 330° ~ descartada
a —

J3 3

Por tanto: |-V3+i =200

2%) Si se trata de un nimero real o un imaginario puro se pasa a polar graficamente, es decir, sin necesidad
de aplicar las dos formulas anteriores:

Ejemplo 11: Pasar -2 a binémica:

En el dibujo se ve que: -2=2g00

(Puede comprobarse también, naturalmente, que si se utilizan las
dos férmulas se obtiene el mismo resultado, pero el proceso
resulta muy tedioso...)

Dicho angulo puede expresarse en radianes o grados sexagesimales, indistintamente.



r=r'
; Cuando son dos complejos iguales en forma polar?: e .
é plejos g p a a {a:a +k-360° ,donde kOZ

Es decir: «Dos complejos en forma polar son iguales si sus mddulos son exactamente idénticos y sus
argumentos son iguales, salvo una diferencia de un mdaltiplo entero de vueltas»

Ejemplos:  2540=23400 S3300°°_300 275253, V2300=V27500

Forma trigonométrica: Sirve para pasar de polar a binémica:

eje C
a
cosa =— = a =rcosa
tr) =|a+bi=rcosa +rsena-i=r(cosa +isena)
sena =— = b =rsena
r
Ejemplo 12: Pasar 21500 a binébmica:
PR R P P i c0s150°= cos (180°-30°) = —00530052
[ o T L L _ N
! 1500 | ! ! 2,500 = 2(C0S150°+isen150°) = 2 —7+| 5= 3 +i
N e —
; — ; ; sen150°=sen(180°-30°) = sen 300@
Por tanto: 21500:—\/3+i
A i yE====== FEEss==qE===== Fre===== b Tl
bR Pommee e emmaes Notese que es el mismo resultado obtenido en el ejemplo 10.

Observacion: Para pasar de polar a binémica, y cuando se trate de los argumentos 0°, 90°, 180° y 270°, no
es necesario pasar previamente a trigopnomeétrica:

Ejemplo 13: Pasar 2, ., a bindmica:

En el dibujo se ve que: 2,g00="2

(Puede comprobarse también, naturalmente, que si se pasa
previamente a trigonométrica se obtiene el mismo resultado...)

) DU [ I




B Todo lo visto en este apartado se puede resumir en el siguiente diagrama, en el que se muestran las tres
formas que hemos indicado de representar un complejo y todas las combinaciones de paso de una a otra:

r:\/m

FORMA BINOMICA — FORMA POLAR

atbi la

a = arctg b (jHacerdibujo!)
a

FORMA
TRIGONOMETRICA
r (cos a+isen a)

V) OPERACIONES EN FORMA POLAR

IV.1) Producto y cociente en forma polar (pags. 154 y 155 libro de texto)

« El producto de dos complejos en forma polar es otro complejo de médulo el producto de los médulos y
argumento la suma de éstos»:

Dem:

Ejemplos:

]

-r'n =r(cosa +isena)-r'(cosa’ +isena’) = r-r(cosa +isena)(cosa’ +isena’) =

= r-r’(cosa cosa’ +isena cosa’ +icosa sena’ +i? sena sencx’) =
= r-r'[(cosa cosa’ - sena sena’)+i(sena cosa’ +cosa sencx’)] =

(CQD.)

=r-r'[ cos(a +a') +isen(a+a’')|=(r-r')

o+a’

3600 * 240 = 61050

\/3135" ' 1270° = \/3405" = \/3450

Se puede generalizar a tres 0 mas complejos:
‘/31200 2500 \/3900 = 63600 = 6

B «El cociente de dos complejos en forma polar es otro complejo de médulo el cociente de los modulos y
argumento la resta de éstos»:




(o))
)
a

°

= 265"

21200 2 -30° 2 330°

Ejemplos:

Enresumen: 1° Sumas y restas de complejos: sélo se pueden hacer en bindmica.

2°) Productos, cocientes (y potencias y raices, como veremos a continuacién): se recomienda
en polar (aunque también pueden hacerse, mas prolijamente, en bindmica).

IV.2) Potencia en forma polar _  (pag. 154 libro de texto)

Vamos a obtener —en polar, que es la forma mas comoda para ello-, la férmula para obtener la potencia
de un complejo. Para ello, aplicaremos n veces el producto recién visto:

n terminos Q5§ n sumandos J

Por tanto:

Es decir: « Para elevar un complejo en forma polar a un exponente se eleva su moédulo al exponente y se
multiplica su argumento por dicho exponente»:

Ejemplos:  (2.) = (23)900 =840

(Buw)' = [(\@)“} =900 = 9g00

4 .135°



Si pasamos ambos miembros de la anterior formula a forma trigonométrica obtenemos la formula de
De Moivre ®:

[r(cosa +isen0()]n =r"(cos na +isen na)

Esta formula es muy Util en Trigonometria, para hallar formulas de senna y cosna en funcién de sem y
cosa

IV.3) Raices de un complejo  (pags. 156 y 157 libro de texto)

Es imposible hallar las raices de un complejo directamente en forma bindmica. Vamos a deducir a
continuacion las férmulas para hallar la raiz de un complejo en polar.

Supongamos que nos dan el complejo r,, y queremos hallar su raiz n-ésima, que vamos a llamar Rg; por
tanto, tendremos que:

Q/r_u:RB

Por lo tanto, por definicién de raiz n-ésima, tendremos que:

(RB)n =l
Podemos aplicar ahora al primer miembro la férmula de la potencia obtenida en el apartado anterior:
(Rn )n-B =la
A continuacién tendremos en cuenta que, segun vimos en el apdo. lll, dos complejos expresados en

forma polar son iguales si sus modulos son iguales y sus argumentos también, salvo una diferencia de un
multiplo entero k de vueltas:

R"=r = R=4r
n —_
(R )n.B =r, =
+k- o
n-B=a+k-360° =|f :ﬂ ,donde k =0,12,...n-1
n
Falta razonar que k solamente puede tomar los valores 0, 1, 2, ..., hasta n-1. Efectivamente, si k=n,

entonces, al sustituir en la segunda férmula recuadrada, obtendriamos B=a+360° con lo cual
volveriamos al mismo angulo.

El hecho de k sdélo pueda tomar estos n valores desde 0, 1, 2... hasta n-1 tiene una serie de
consecuencias:

1°) Un complejo tiene n raices n-ésimas.

% Descubierta por el francés Abraham de Moivre (1667-1754).



29 Las n raices comparten el mismo médulo R (lo que varia es el argumento).

39 Si las dibujamos, formaran un poligono regular de n lados.

Ejemplo 14: Hallar 3/ 8.

R=%g8=2
38 0=R A o . o
2 B B=w=30°+k-120°; k=0-pB=30°
k=1-p=150°

k=2_.p=270°

Soluc: |2, ., 2 2

3007 715007 T270°

Si dibujamos las tres raices, comprobaremos que sus afijos forman un triangulo equilatero:

T, T [P a- .

1 1 1 1

1 1 R 1 1

1 - S~o 1

1 Plig SQ 1
e PR AL R EEE T [ -

' ' ' '

' 1 [ '
21500’ | | \230°

v 1 1 V!
[ R ) i [ R (S

4 ] AN

! d Vi

iU 1 1 1N

i ' ' "

1 ! ' u

\ T T )

I 1 1 1

! 1 1 !

" 1 1 L

1\ 1 1 /0
SmmmgAm s === --- [l e T

[ 1 1 /7

1 N 1 ] ’ 1

1 \\ 1 1 ,/ 1

1 1 1 '
----'l'----§\-i- ----------- G‘-----I-'

1 DS -7 1

1 [ RN AEE L] '

' ' ' '

. . 20700, | .




60 EJERCICIOS de NUMEROS COMPLEJOS

1. Resolver las siguientes ecuaciones en el campo de los nimeros complejos:
a) X>-2x+2=0 (Soluc: 14) f) x*+1=0 " Sole: -1, lrﬁi)
b) x*+3=0 (Soluc: ++/3i) g) x*-1=0 (Soluc: 1, ii)2 2
¢) X*-2x+4=0 (Soluc: 1+3i) h) x*-3x*-2x*+10x-12=0 (Soluc: -2, 3, 1)
d) x*x+1=0 (Soluc: _ 1, Y3 )
e) X*-6x°+21x-26=0 (Soluc: 2, §r3i) ’
Forma binémica de un complejo:
2. Completar (obsérvese el primer ejemplo):
COMPLEJO | PARTE REAL | PARTE IMAGINARIA | OPUESTO CONJlﬂGADO
z Re(z) Im(z) -z z
2=2+3i Re(z)=2 Im(z)=3 -7=-2-3i z=2-3i
z=3i
z=1+i
z=3 - 3.3
z=3
z=-2i
z=i
3. Dados los complejos z,=2+3i, z,=-1+4i y z;=2-5i, hallar:
a) z1+2,= (Soluc: 1+7i) | e) 3z,+2z5= (Soluc: 1+2i) | i) z,-z,= (Soluc: -10i)
b) z1+z5= (Soluc: 4-2i) | f) 2z,-3z,= (Soluc: 7-6i) | J) 2z,-z,= (Soluc: 2-9i)
C) 21-2,= (Soluc: 3-i) g) z3-3z,+42,= (Soluc: -8+2i)
d) z3-z,= (Soluc: 3-9i)) [ h) z,+z, = (Soluc: 1-i)
4. Calcular x ey para que (2+xi)+(y+3i)=7+4i (Soluc: x=1, y=5)
5. Calcular:
a) (2+5i) (3+4i)= (Soluc: -14+23i) f) (a+) (1-i)= (Soluc: 2)
b) (1+3i) (1+i)= (Soluc: -2+4i) g) (5+2i) (3-4i)= (Soluc: 23-14i)
c) (1+) (-1-i)= (Soluc: -2i) h) (3+5i)°= (Soluc: -16+30i)
d) (2-5i)i= (Soluc: 5+2i) i) (1+3i) (1-3i)= (Soluc: 10)
e) (2+5i) (2-5i)= (Soluc: 29) i) (-2-5i) (-2+5i)= (Soluc: 29)




© ¢+—>

10.

k) (2+3i) 3i= (Soluc: -9+6i) p) (1-3i) 2i= (Soluc: 6+2i)
) (3i) (-3i)= (Soluc: 9) q) (1+i) (2-3i)= (Soluc: 5-i)

m) (2+3i)’= (Soluc: -5+12i) r) (5+) (5-i)= (Soluc: 26)

n) (6-3i)’= (Soluc: 27-36i) S) (4+3i) (4+2i)-(2+i) (3-4i)= (Soluc: 25i)

0) (2+3i) (1-i)= (Soluc: 5+i)

¢ Como es siempre el producto de dos complejos conjugados? Razonar la respuesta. (Soluc: € IR

Dados los complejos del ejercicio 2, hallar:

a) 2,-2,= (Soluc: -14+5i) |f) (21)2: (Soluc: -5+12i) [j) z»(22,-3z3)=  (Soluc: -82-29i)
b) z;-z5= (Soluc: 19-4i) | g) (z1-25)°= (Soluc: -64) k) (32:+22,)°=  (Soluc: -273+136i)
C) Z3-2,= (Soluc: 3-9i) h) z,z, = (Soluc: 13) N z,2,2, = (Soluc: 75-28i

d) z; (z5+22)= (Soluc: 5+i) i) 2,-7 - (Soluc: 6i) m)z2-7, %

€) 21-25-23= (Soluc: -16-10i)

Dados los complejos 2-miy 3-ni hallar m y n para que su producto sea 8+4i.
(Soluc: mi=-2 y n1=1; my=2/3 y n,=-3)

Resolver la ecuacién (a+i) (b-3i)=7-11i (Soluc: a;=4 y b1=1; a,=-1/3 y n,=-12)

Calcular:
a) 1431 _ (Sol : 2+i) m) O30+ _ (Sol-E—ﬂi)
1+|_ 1-2i "5 5
b) 251 _ (s0: 2. 74} | ) @2 +8-2i .73 4
3+ 4 25 25 (5 +i) ( ? '@+ﬁlj
C)%= (Sol :1) o) B-2)+) _ L s
b T2 (s0l: 5g)
d) 1+_' - (Sol : -1+4i) 14
_I -
_5i p) L - .2 4.
e) 2-5 _ (Sol : -5 2i) 2+i (SOI' 5 5')
I .
1-i
20 + 30i . —
f) 7;“ L - (Sol :9+7i) g 3+2i 1Le2i_ 1
_ i 344 (Sol: 1-1)
9 ' - ( 2 i-) e 1e om
3-2i ERETRETY r 1Oi10'+15;5'= (Sol : 1-17i)
. +1
h) ﬂ: (Sol :1-1i) i
i s) 1;? = (Sol : i)
1+2i . B
i) 2+ ! _ (Sol :i) y —a-+hi .
-1 ) — = (Sol : i)
) A L s b+ai
j _ 1 5.
2+3i (SOI' 13 13 ')
K) 12 —54| 3+2i _ (Sol : 4)
-9l |
) 2-i 1 _ 1
3+ 2i (s01:5)




11. Calcular el inverso de cada uno de los siguientes complejos:

a) 3i [Sol:—%i] c) 2+3i (Sol:%f%i] €) -2+ (Sol:—g—%i]
b) 1+i (sm %—%i] d) 1-i (sm :%%i) f) i (Sol : i)

12. Calcular las siguientes potencias sucesivas de i:

a) it’= Soluc: 1 . 1
) - ( _ ) N == (Soluc: -i)
b)i''= (Soluc: i) [
c) 125_ (Soluc: i) k) if= (Soluc: -1)
d) "= (Soluc: =iy | 1) i24= (Soluc: 1)
e) i*= (Soluc: 1) m) %= (Soluc: -1)
) 1. Soluc: -y | ™ = (Soluc: -i)
i 0) = (Soluc: i)
g) é - (Soluc: -1)
i
h) é — (Soluc: i)
i
i) i“= (Soluc: 1)
13. Calcular las siguientes operaciones combinadas en forma binémica:
a) (2+)°= (Soluc: 2+11i) ) 1-(@2+3) 2(1-2i) 62 14
3 ] W [SO|UCI 7f+flj
b) (1+i)*= (Soluc: -2+2i) 2" —i 5 5
c) (2-3i)° (Soluc: -46-9i) k) (2+3)@E-2)-(2-3i)° _ (Soluc: i)
d) i3t (Soluc: i) 17@=i)
- . 10-10i-5(1+i) e
e) -1 _ (Soluc: -1) ) _2_5|_T(5+3i) (Soluc: -5-i)
1+i
2i—1 4-3i . . m (2_3i)2_(2+3i)(3_2i): .17 34,
N S - (Soluc: 4+29 ) 3i7 -1 (SOIUC' 7?+?')
. _ . . oo
g) (8-2)*+(2-3)* _ (Soluc: 12-12i) n) (3+|)(3_,2|)T(2I_3) +i Soluc : 2 +4i
i12 + i75 2 |20 - |13 5| 5
N (1) — (34 40> 2-3)° -(2+3)(3-2) 4
h) (2+3I)(2::'14|1i7$3+4l) (Soluc: —%+%ij 0) (2-30) 3i(17til)( ) _5i_25 [Soluc- —£+6ij
i) G- Zi)(:;:i)i; (21-3) (Soluc : 7%+3i)

14. ¢Cuanto ha de valer m para que el complejo z=(m-2i) (2+4i) sea un nimero real? ¢E imaginario puro?
I ¢De qué nimeros se trata? (Soluc: m=1 o m=-4; z=10 y z=-20i, respectivamente)

15. Determinar x para que el producto z=(2-5i) (3+xi) sea:
a) Un namero real. ¢ Qué nimero resulta?  (Soluc: x=15/2; z=87/2)
b) Un ndmero imaginario puro. ¢ Qué complejo z se obtiene? (Soluc: x=-6/5; z=-87i/5)



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

a) Hallar x con la condicion de que (x-2i)2 sea un nimero imaginario puro.  (Soluc: x=#2)
b) idem con (3x-2i) (Soluc: x=2/3)
c) idem con (2+xi)* (Soluc: x=#2)
Hallar x e y de modo que 3"‘? =y+2i (Soluc: x=-16; y=7)
1+2i
. X+3i , . o L . L
Hallar x para que el cociente 322 sea un numero imaginario puro. ¢De qué nimero imaginario se trata?
+2i

(Soluc: x=-2; i)

. . -2 +ki .
Determinar k para que el cociente z = —~ sea:

-1

a) Un nimero real. ¢ Qué nimero resulta? (30/ k=22 zzi@)

b) Un nimero imaginario puro. ¢Qué nimero es? (Sol :k=0; z=-2i)

Demostrar la siguiente igualdad, obtenida de manera fortuita por el insigne fildsofo y matemético aleméan
Gottfried Leibniz (1646-1716):

\/1+\/§i+\/l—\/§i=\/g

Hallar dos complejos de los que sabemos que su diferencia es un niimero real, su suma tiene la parte real
igual a 1 y su producto es -7+i (Soluc: 3+i y -2+i)

Determinar los valores de a y b para que el complejo z=a+bi satisfaga la ecuacion z2 =z
1 3. 1 3.
Soluc: z =—=+—i, z,=—=-—1i, z,=0, z, =1
{ 21 2 2 2 2 2 3 4 J
Comprobar que los numeros complejos 2+3i verifican la ecuacion X?-4x+13=0
Hallar una ecuacion polinémica cuyas raices sean:
a) 1+3i (Soluc: x*-2x+10=0)
b) 5+2i (Soluc: x*~10x+29=0)
C) 2+ y 3+5i (Soluc: X*~(5+6i)x+1+13i=0)
d) =i (Soluc: x*+1=0)

25. TEORIA: Demostrar que si las raices complejas de Ax*+Bx+C=0 son a+bi, entonces:

A[(x-a)2+b2] =AX*+Bx+C

(Ayuda: Desarrollar el miembro izquierdo y aplicar las relaciones de Cardano-Vieta)



Forma polar de un complejo:

26.

27.

28.

29.

30.

33.

Representar los siguientes complejos, sus opuestos y sus conjugados:
a) z;=3+4i b) z,=1-i C) z3=-3+i d) z,=-2-5i e) zs=7i
f) z=-7 g)i h) -V2 i

Pasar a forma polar los siguientes complejos (se recomienda representarlos previamente, para asi
elegir correctamente su argumento):

a) 4+4v3i= (Soluc: 8s0r) k) 3+4i (Soluc: Sexa)

b) 3-3vV3i= (Soluc: 63000) ) 3-4i (Soluc: Ss0e)

C) —V2+i= (SO|UCZ\/§144044) m) -ovl o e
n) -5+12i (Soluc: 13112037)

d) —J2-+2i= (Soluc: 2250) 0) -8i (Soluc: 85709

e) V3 —i= (Soluc: 23300) p) 8 (Soluc: 8¢0)

f) 1+i (Soluc : V2 4s0) q) -8 (Soluc: 810

g) 1-i (Soluc : v2 a1+ ) 3+2i (Soluc : V13 ssear )

h) -1-i (Soluc : V2 z25) s) -2-5i (Soluc : v29 24ge12')

i) i (Soluc: 1gg0)

i) i (Soluc: 1270)

a) Hallar m para que el nimero complejo m+3i tenga modulo 5. Justificar graficamente la solucion.
(Soluc: m=#4)

b) Hallar m para que su argumento sea 60° (Soluc: m=13)

Hallar un namero complejo tal que |z|=3 e Im(z)=-2. Justificar gréficamente la solucién.
(Soluc : z, =5 -2i, z, =-v5 -2i)

Hallar un nimero complejo del 2° cuadrante que tiene por médulo 2 y tal que Re(z)=-1. Expresarlo en
forma polar. Justificar graficamente la solucion. (Soluc : -1++3i=2,,,)

. Hallar un complejo de argumento 45° tal que sumado a 1+2i dé un complejo de médulo 5 (Soluc: 2+2i)

. Encontrar un complejo tal que suméandolo con 1/2 dé otro complejo de médulo /3 'y argumento 60°

{Soluc: \/§_1+3i]
2 2

Pasar a forma binémica:

a) 4o (Soluc : 2v/3 +2i) €) 2amp

b) 4ge f) Looe

) 2o 9) Laoe (Soluc: %+%]

d) 5,



34.

h) 2ee (Soluc : 1++31) m) 3soo (Soluc: 1,929+2,298i)
i) 62250 (Soluc : ~342 -3 n) 2igee (Soluc: -2)
J) 41200 (Soluc: —2+2J§i) O) Loroe [Soluc —\/Zg—;]
K) 21500 (Soluc: -3 +i)
) SBeor [Soluc 3 393 i]
2 2

Hallar los niameros complejos, en forma polar y binébmica, que corresponden a los vértices de estos
hexagonos:
a b
) ) 5
Z2
Z1
1 : 1 :
21/]2 2

(Soluc: Q) 21=200=2; 24=-21; Zp=2p00=1+ 13i; Z6=7,; Z5=-22; Z3=-Z6 b) z1=2300= V3+i: z4=-71; 26=7 ; Z3=-Z6; Z2=290°=2i;

Z5=—Zz)

. Determinar el valor de a para que el complejo z=(3-6i) (2-ai) sea:
a) Un namero real. ¢ De qué nimero se trata? (Sol: a=-4; 30)
(Sol: a=1; -15i)

¢) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 1% y 3% cuadrantes. ¢ De qué nimero se trata? (Sol: a=6; -30-30i)

b) Un nimero imaginario puro. ¢De qué nimero se trata?

. . 2-mi
. Determinar el valor de m para que el complejo z= s g Se&

a) Un namero real. ¢ Qué nimero es? (Soluc: m=3/2; 1/4)
(Soluc: m=-8/3; i/3)

(Soluc: m=14; 1-i)

b) Imaginario puro. ¢ Cual en concreto?

¢) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 2° y 4° cuadrantes.

. Determinar el valor de a para que el complejo z=(2+3i) (-2+ali) sea:

a) Un namero real. (Soluc: a=3)
b) Un ndimero imaginario puro. (Soluc: a=-4/3)
c) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 1% y 3% cuadrantes.  (Soluc: a=-10)

. @) Dado z=24s, hallar z en polar. (Soluc: 23150)
b) Dado z=134, hallar —z
) Si =230, hallar su conjugado y su opuesto.

d) Hallar un nimero complejo y su opuesto sabiendo que su conjugado es z-=3,,



39. Representar las siguientes regiones del plano complejo:

a) Im(z)=-2 (Sol: recta horizontal) g)-1<|z|<3 (Sol: anillo)
b) Re(z)=Im(2) (Sol: bisectriz del 1* cuadrante) h) Arg(z)=30° (Sol: recta)
c) -1<Re(2)<3 (Sol: banda vertical) i) Re(2)=-3 (Sol: recta vertical)
d) Im(z)<2 (Sol: semiplano) ) 12|24
e) |z|=5 (Sol: circunferencia) K) Arg(z)=90°
f) |z|<3 (Sol: region circular)
40. TEORIA:

a) Demostrar que |7 =VzZ

b) Si z=r,, ¢qué relacién tienen con z los NUMEros rq.+1500 Y M3600—o?

¢) El producto de dos complejos imaginarios, ¢puede ser real? Poner un ejemplo.
d) ¢ Qué relacion existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto?

e) ¢ Qué condicion debe cumplir un nimero complejo z para que 7 = 1 (Soluc: Su médulo tiene que ser 1)
z

Producto v cociente en forma polar:

41. a) Dados los numeros complejos 3300 Y 500, cOMprobar que el producto en forma polar y en forma
binébmica dan el mismo complejo.  (Soluc: 15i)

b) idem con 3iy 2-2i  (Soluc : 6+6i =62 4)

42. Efectuar las siguientes operaciones en forma polar y pasar el resultado a binémica:

a) a5+ 2150 (Soluc : 6,4 =3+3Y3 i) 9) (2407)° (Soluc : 8,5 =4 +443i)

(Soluc : (ij =~0,79 +1,27iJ
2 Jsgo

i) 3120 4170:210 (Soluc : (E) =0,37 —0,04ij
354

b) 31500 * 4aso (SOlUC : 12,650 =-11,59 =3,111) | h) 1550 : 2460+ 3a1e
C) lsze - 2160 3210 (Soluc : 6yg = 6i)

d) Bipe - dipo- 210 (Soluc: 24,123 +12i)
€) 2106 : 1o (Soluc : 2,5, =2 ++2 i)

f) 9370 : 3970 .3 _3£i
2 2

[Soluc * 35000

43. El complejo de argumento 80° y médulo 12 es el producto de dos complejos; uno de ellos tiene de moédulo
3y argumento 50°. Escribir en forma binémica el otro complejo.  (Soluc : 23 +2i)

44. Efectuar las siguientes operaciones en forma polar y pasar el resultado a binémica:

a) 21z dis _ (Soluc : 1,40.=0,94-0,34i)
8170°
b) 2150'(1+ i) _ ) 1 J3.
72_150_(1_0 Soluc: 1, _—§+7|
) (1+3 )A+i)(3-i)= (Soluc : 4v2 7+ 1,46 +5,46i )

45. Hallar el valor de a para que el producto 3,, - 1, sea:
a) Un nimero real positivo. (Soluc: a=37/2)



46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

b) Un ndmero real negativo. (Soluc: a=n/2)

Hallar el valor de o para que el cociente 5, : 3, sea:
a) Un namero real positivo. (Soluc: a=r)
b) Un namero real negativo. (Soluc: a=0)

¢) Un ndmero imaginario puro con su parte imaginaria positiva. (Soluc: a=x/2)
d) Un nimero imaginario puro con su parte imaginaria negativa. (Soluc: a=37/2)
e * “ “ situado en la bisectriz del 2° cuadrante

Sin necesidad de efectuar el producto en binémica, hallar cuanto ha de valer m para que el complejo
z=(m-2i) (2+4i) tenga modulo 10  (Soluc: m=+1)

Sin necesidad de efectuar el cociente, determinar el valor de a para que el médulo del complejo z = ﬂ
sea 2 (Soluc: a=#2)

Hallar dos nimeros complejos sabiendo que su producto es -8 y el cociente de uno entre el cuadrado del
otro es la unidad. (Ayuda: utilizar la forma polar)  (Soluc: z1=41200 Y Z2=260° )

Hallar dos nimeros complejos sabiendo que su producto es 4 y el cociente de uno entre el cuadrado del
otroes2 (Soluc: z, =(2%4), yz, =}2),)

Interpretar geométricamente el resultado de multiplicar el complejo z=a+bi=r, por la unidad imaginaria i.
(Soluc: Se trata de una rotacion de 90° en el plano complejo)

;sen75° =

Calcular cos 75° y sen 75° mediante el producto 13g0-14s50 (Soluc : CcOs75°= \@;\E

V6 +v2
4

Potencias en forma polar:

53.

Calcular, aplicando el método méas apropiado (es decir, operando en polar o en bindmica) en cada caso;
dar el resultado en forma binémica:
a) (1+)? (Soluc: 2i) K) (-2+243i)° (Soluc: 4096)
2 . _Qj . L
b) (2-2i) (Soluc: -8i) ) i7 =i (Soluc: -1)
c) (1+i)° (Soluc: -2+2i) 2i
d) (2+3i)° (Soluc: -46+9) m) (4-443 i)? (Soluc: -512)
e) (1-i)* (Soluc: -4) n) (-2+243 )" (Soluc : 128 +128+3i)
“5 . .
f) (-2+i) (Soluc: 38+41i) 0) (V3-i) (Soluc: —16J§—16i)
(1+i)? 2 8. _
9 4+i (SO'UC' 17 7! p) (3‘5+3" (Soluc: 27i)
h) 21 (SO|UC' l—ij i ’
(1+i)? 2 q) (-1+)* (Soluc: 2*%)
i) (@(i*+i%)° (Soluc: -2-2i) fy (S1+0)° LSOIUC' L J
3 DT —
i) (1+)° (Soluc: ~1024) 1+ 22




s) (2+ 2V3 i)4 (Soluc 1 -128 —128\/§i) B) (\/E*\/E i (-1-i) (SO|UC D421 =4 +4i)
(-1+i® 7
) (4+4v3i) Soluc : —2048 —2048+/3i .
( ) Y) m (Soluc: Ly :—%—gi]
u) (2+2\/§i)2 (Soluc: —8+8J§i) (—4+ )" 2
_2J§_ 2i)* ) _ .
v) (1+)° (Soluc: -4-4i) %) (_1(4_\/503 (le 27 (SO/”C- 42100 = —2\/5—2/)
w) (1+2i)° 3
2-23i ,
X) (2+i5)3 (Soluc: 2+5i) €) (\/g_z_ = (SO/UC B _\/5_/)
y) (3+3i)° (Soluc: -972-972i) (3]
2) (2\5—2i)8 1 \/— 1 (\/_+|) -§+£
6 [Soluc: [fj — I] €) (Soluc: -i)
(—4\/§+4\/§I> 4 )ye 8 8 _6
o) (1-V3i)°-(v2 ++421) ot V22
(—2v2 + 242 i)? ( oMes 5T ]

54. Dados los complejos z;=+/3 —i, z,=3i y zz=1+i, calcular las siguientes expresiones, dando el resultado en

binémica:
a) Z1tZ;  b)zyzs c)(z)’ d) z, (Sol 2“/— 2- J—u b)(\/3 +1) + (+/3-)i; ¢)—8+8+/3i; d)— 3.J
23
55. Dado el complejo z=~2 —~/2 i, calcular z°.z (Soluc: -64)

56.

a) Aplicando la formula de De Moivre', hallar sen 3o y cos 3a. Comprobar las expresiones obtenidas
sustituyendo valores apropiados de o (p.ej. a=30°)

(Soluc: sen 3a=3sen a-4sen’a; cos 3a=4cos’a-3cos a)

b) idem para sen 4a y cos 4a

c) Idem para las ya conocidas sen 2a y cos 2a

Raices de un n° complejo:

57. Calcular las siguientes raices (dando el resultado en binémica en aquellos apartados marcados con (¥)), y

representarlas en el plano complejo:

a) Y 1+i (SO|UC . %11,250, %101,252 %191,259 éi/izt}l,zs")
b) ¥1-i (Soluc : 802 1050 ¥/2 205 %3450)
(*)c) 4 \/7 (SOlUC /2 60 42 1500 Y2 2400 4\/5330‘1)
1- i
d) s ﬂ (SO|UC 202 450, ¥/2 1650 %285“)
2—i
() e) ¥-i [Soluc i; —\/_+;|]

! Abraham De Moivre (1667-1754), matematico francés. Como dato curioso, parece ser que predijo
exactamente la fecha de su propia muerte: se dio cuenta de que cada dia dormia 15 minutos mas que el dia
anterior; a partir de ahi, conjeturé que el descanso eterno le llegaria el dia que durmiera durante 24 horas.

Ese dia aciago, calculado por él mismo, fue el 27 de noviembre de 1754.




[ V2 2.
*)1) 3‘7*’7' [Soluc:f+\/2§i; -0,97 +0,26i; 0,26—0,97ij

(*)9) Vi [Soluc:2+ﬁi; —Q—Qi ]
2 2 2 2

h) s % (Soluc : 0,894, 0,89,,5. 0,894, )
*i) ¥8i (Soluc : 2i; ++3 +i)
()1 V-1 [Soluc Zigi—zlj

2 2
() k) V8 (Soluc:2; ~1++3i)
(*) |) 4\}_2+2\/§| SOIUC'@‘Fii' _ﬁ_ii' _72+@i' £_£|
"2 2 2 2 2 2" 2 2

m) V4443 i (SOlUC : 25400 25500 23400)

*)n) 2 ﬂ (Soluc 2= 20 i£+i]
1-i ' 2

0) {-2+2i (Soluc - /8 33752 V8 123,752 V8 213750 %303.750)
(*)p) ¥-16 (Soluc : 2 ++2i)

q) ¥-243 (SolUC : 3300 3080 31a00; e Saza0)

*n V-8+8v3i (Soluc:\/§+i; —1+\/§i;—\/§—i;1—\/§i)

(*)s) 3

z) ¥-27
a) Y729
B) /164

*)7) 478\/§+8i SO|UC'@+ﬁi' —Q/l7_2+@i' —ﬁ—éﬁ_zi' Qﬁ_z—@i
3 +i 2 2 2

2 2 2 2 2
6, -6
*) 8) 3{| +i
—2i

58. TEORIA:

a) El nimero 4+3i es la raiz cuarta de un cierto complejo z; hallar las otras tres raices.

b) ¢Pueden ser 2+i, -2+i, -1-2i y 1-2i las raices cuartas de un complejo? Justificar la respuesta.



c) ¢Pueden ser 2580, 21000, 21720, 22440 Y 23160 las raices de un complejo? ¢ De cual?

d) El complejo 3400 es vértice de un pentagono regular. Hallar los otros vértices y el nimero complejo
cuyas raices quintas son esos vértices.

e) Una de las raices cubicas de un nimero complejo z es i+i. Hallar z y las otras raices cubicas.

59. a) Hallar las raices cubicas de la unidad en forma binémica, y dibujarlas.

Soluc :1; 1+£i; _l_ﬁi
2 2 2 2

b) Hallar las raices cuartas de la unidad en forma bindmica, y dibujarlas.
(Soluc : £1; +i)

¢) Hallar las raices quintas de la unidad en forma polar, y dibujarlas.

(Soluc : oo, Lrpe Lases Logge Leo)

d) Hallar las raices sextas de la unidad en forma binémica, y dibujarlas.

T
Soluc : +1; iiiii
2 2

60. Resolver las siguientes ecuaciones en el campo de los complejos. Dibujar los afijos de las raices:
3,q- . . 4 .
a) x°+8=0 (Soluc: -2, 1++3i) d) x"+1=0 (Soluc :iﬁiﬁi]
b) x*-16=0 (Soluc: #2, £2i) 2 2
c) ix*+16=0





