EJERCICIOS DE GEOMETRIA EUCLIDEA. PRODUCTO ESCALAR
Ejercicio 1.-

Halla el simétrico del punto A4 (-2, 3, 0) respecto del punto M(1, -1, 2).

A" Sea A'(x, y, 2) el simétrico de A respecto del punto M.

Como M es el punto medio del segmento AA. entonces:

-*"‘ ¥-2 y+3 2
M - M4
5 T (1,=1,.2)
& X-2 _.J”+3__ = e B -
A S =1 —» x=4 T 1 - y=-5 > -2 — z=4

Por tanto: A'(4, -5, 4)
Ejercicio 2.-
(Cudl es el vector normal del plano x=-1?

Escribe las ecuaciones de una recta perpendicular a ese plano que pase por
A2, 3,0).

El vector normal al plano x=-1 es H}[l 0, 0).

X=2+ A
Recta: {y=3
==
Ejercicio 3.-

-1 -2 ¥
Dado el plano m 2x -3y + z=0 y la recta r: Xl = }’_1 = z; ;
halla la ecuacién del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al
plano m.

El plano sera paralelo a (2, -3, 1) y a (1, -1, 2).

Un vector normal al plano es: (2, -3, 1) x (1, -1, 2) =(-5,-3, 1) — E}(S, 3, -1)
El punto (1, 2, -1) pertenece al plano.

La ecuacion del planoes: 3(x-1)+3(y-2) -1l(z+1)=0

Sx+3y-z-12=0
Ejercicio 4.-
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Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos 4A(1,-3,2) y B(0,1, 1)
y es paralelo a la recta:

= 3x -2y +1=0
’ 2y+3z-3=0

Un vector direccion de r es: (3, -2,0) x (0, 2, 3) = (-6, -9, 6) // (2, 3, -2)
AB(-1, 4, -1)

El plano que buscamos es paralelo a (2, 3, -2) y a (-1, 4, -1).

Un vector normal al plano es: ?{': (2, 3 =2) &% 1,4, 1) = (5,4, 11)

La ecuacion del plano es: 5(x-0) +4(y-1) + 11(z-1) =0

Sx+4y+11z-15=0
Ejercicio 5.-

¥ =27Z%+3=0

y- z-4=0 yelplano m x + 2y + 3z -1 = 0,

Dados la recta r: {
halla la ecuacion de una recta s contenida en el plano © que pase por el
punto P(2, 1, -1) y sea perpendicular a r.

= El vector direccion de s ha de ser perpendicular al vector direccion de r y al
vector normal del plano.

—}
Un vector direccionde r es: d=1(1,0,-2) x (0,1, -1) = (2, 1, 1)
Un vector normal al plano es H}z (L. e2NG),

Un vector direccion de la recta que buscamos es: (2, 1, 1) x (1, 2, 3) = (1, -5, 3)

=
Larectaes: { y=1-5A
z=-1+ 3L

Ejercicio 6.-

Halla la ecuacién de la recta paralela a r: {X y: 3;255) que pase por

x-1 y+3 z+2

el punto de interseccion de la recta s: 1 5 3

nmx-y+z=1.

con el plano

Un vector direccion de larectaes: (1,0,2) x (0,1,3) =(-2,-3, 1) // (2, 3, -1)

Escribimos la recta s en forma paramétrica para hallar el punto de corte de s y m

x= 1+4A T x—-y+z=1T1
S 4y=-3+2A l+4A+3-20-2+ 30 =17
z=-2+ 3A =5 —- A=1

El punto de corte de s y m es (5, -1, 1).

2 Ejercicios resueltos de
Geometria Euclidea. Producto escalar



Por tanto, la recta que buscamos es:

x= h+ 2\

y=-1+3A o bien x-5 _y+l_z-1

o T A 2 3 i |
Ejercicio 7.-

Halla la ecuacidon de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3) y es perpendi-
cular al plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1.1) y C(1, 2, 1).

- =
Un vector normal al plano es: OBx0OC=(1,1,1) x (1, 2, 1) = (-1, 0, 1)
Este vector es un vector direccién de la recta que buscamos.

Las ecuaciones de la recta son:

2 el R ¥

=2

Zz=3+ A
Ejercicio 8.-

x+y -1-=

0
Escribe la ecuacion del plano que contiene a la recta r: {
2x-y+z =0

y es paralelo a s: 1_—_2.1' = % = ;42
Un vector direccion de r es: (1,1, 0) x (2, -1, 1) = (1, -1, -3)

El plano que buscamos es paralelo a (1, -1, -3) y a (-2, 3, -4). Un vector normal al

plano es: n= (1, -1, -3) x (-2, 3, -4) = (13, 10, 1)

Obtenemos un punto de r haciendo x= 0:

F= 1=0 — }/:]
_y+3=0 — z=}1=1}P(D'l*l}

La ecuacion del plano es: 13(x-0) + 10(y-1) + 1(z- 1)
13x+10y+z-11=0

0
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Ejercicio 9.-
Dados el plano m: ax+ y+ z+ 1 =0 y las rectas:

o x=1 - x=2 - x=3
1° ‘}r:z 2 J,f: 22’ 3 ‘}": 32

Calcula el valor de a para que los puntos de corte del plano con cada una
de las rectas estén alineados.

< Halla, en funcion de a, los puntos de corte P. Q y R. Expresa después la de-
pendencia lineal entre los vectores P(Q y (JR.

Hallamos los puntos de corte del plano con cada una de las tres rectas:

T con Iy a+2z+1=0 — Z:_lg_a
-l1-a -1-a
=72 2
mcon r,;, 2a+3z+1=0 — 22—1523
-2-4a -1-2a
ole 52 =57
mcon ryy 3a+4z+1=0 — Z=—1—43a
3=8a( N =35
=7 3 )
_}

Los vectores P() y (JR han de tener sus coordenadas proporcionales:

4l M -ha l—a),_}'( 1-1la 1-a
P55 -1-Ha e A ’
—% == — -2-10a=-1-1la —» a=1
l-a 1-a .
i a=1

Por tanto, a = 1.
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Ejercicio 10.-

Calcula el angulo que forma la recta: ~ Shee 1h=h con el plano

x+3y-z+1=0.

] . i — .
Llamamos Y90° — o al angulo formado por las direcciones de d y n sin tener en

cuenta sus sentidos.

d(7.-1,3)//r w3 -1)Ll=x

cos @0° o) — Bl _ |7-3-8] 1 g
|d| - |n] V59 - V11 V649

90° —a=87°45 1" —» o=2°14'59"
Ejercicio 11.-
. Determina la ecuacidén de la recta r que pasa por el punto A y es perpendicu-
lar al plano

A(3,0,-1) m2x-3y-z+1=0
Un vector direccion de la recta es el vector normal al plano: (2, -3, -1).
x= ¥+ 2k
Las ecuaciones paramétricas de r son: § y = -3A
e N

Ejercicio 12.-
. Halla la distancia del punto P (8, 5, -6) al plano m: x+ 2y-2z+3 =0.

|18+ 10+ 12 + 3| 33
- = = 11u
V1 +4+4 3

dist (P, m)

Ejercicio 13.-
Calcula la distancia entre la recta y el plano:

r:(1-30,2+A,1-4) mx+3y=0

de3.1,-)//r) o 3 e
5 d-i=-3+3=0 = dln = ri/'=x
n(l, 3,0 L=

Puesto que la recta es paralela al plano (o, acaso, contenida en él), la distancia de r
a T se obtiene calculando la distancia de cualquier punto de r a m:

dist (r. 7) — dist [(1, 2, 1), m] = LLX8L T _ 599
VI +9 V10

Ejercicio 14.-
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Hallar, en cada caso, el angulo que forma la recta y el plano:

x4l »yrd =z
2 & 2
Dr:x=k y=1+2k 2=-2 n2x-y+z=0

a).r: mx-2y-z+1=0

c}r:xélzyigz% iz x4 2=1T

a) d(-2, 4, 2): ®(1, -2, 1)

d-n 2_8_
cos (90° o= 19" _1-2-8-2] 12 _4  gp 4.0 - goor°
G|IR|  Ved-\N6 12

Observacion: Los vectores d y n tienen la misma direccién; luego la recta y el

plano son perpendiculares, es decir, o = 90°.

b)d(l, 2, 0); (2, -1, 1)

cas (90° —o) = 4B _12-2+0] _ o ., ge_go90° - «=0°

EEIRER

—

) d(2 1, 1); n(l,0,1)

cos (90° — o) = |d-A] _j2+1] _ 3 3 _ N3 _,

Id||R] V6-v2 V12 2v3 2

— S0 -a=30° -5 o=60°

Ejercicio 15.-

Calcula el angulo que forman los planos c: z=3 y B: x-y+2z+4=0.

n, (0, 0, 1); ﬁ'ﬁ(lf -1, 2)

= liﬁliﬁl __2__0816 - oa=235°15 52"
|na||nﬁ| 1V6
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Ejercicio 16.-
Calcula la distancia del punto dado a la recta, en los siguientes casos:

Xx= -5 +4\

a) P(0,7,0); r:{y= 5+ A
z=-10 + 3A

y+ 1
b) P(1,0,0); r:x~1=- 5 =

&) A(L,2,3): # {X:“
y=4
a) R(5. 5 -100er d@,1,3) // r

RP(5, 2, 10)
RP xd=(5,2.10) x (4 1,3) = (-4, 25, -3)

!

R_}P - ey
| Xd|=\'55{]=\|[25=5

dist (P, ) = rea _

Base |d| V726
b) #(1,-1,0) € r; d_}{l_. 2. 1) r
—}
RP(0, 1, 0)
—3
FPxd =10, 1,0y % {1.201%="(1..0.-1)
dist (P. 1) = Area _ |RP_>}< d| _ ‘»:E y 1_ ~ 0577
Base |d| V6 V3
c) R(0,0,1) e r E(D, g 1) //r
—}
RA(1, 2, 2)
i A
BAxd= (1, 2, 2)x (6,0;,1) =1(2, =1, O)
' RAxdl 5
dist (4, = B8 _ MAXEL NS _ I w59
Base |d]| 1
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Ejercicio 17.-
a) Halla p para que las rectas r; y r, sean perpendiculares:

r-f:y_lzf r_x—lz_y—p:z—Z}
1" 4 -2 2 O | p-1 3

b) Calcula su punto de interseccion y la ecuacion del plano que las contiene.

a) (4,-2,2) - (LLp-1,3)=4-2p+2+6=12-2p=0 — p=6

x=4A x=1+p
b)r;i:yy=1-2A ry1y="6+5p
=2k z=3+ 3u

e Punto de interseccion:

dh=1+u
1 - 2L =6+ 5u ¢ Sumando las dos tiltimas ecuaciones:
2h=3+ 3u

1=9+8u —» 8=8u — pn=-1

S+ 3
N gy g 0
12 ecuacion: 4 - 0=1-1. Luego A=0, p=-1.
Sustituyendo A =0 en las ecuaciones de r; (o bien u=-1 enlas de r),

obtenemos el punto de corte: (0, 1, 0).

» Ecuacion del plano que las contiene:

(4, -2, 2) x (1, 5, 3) = (-16, -10, 22) — (8, 5, -11) es un vector normal al plano.

Ecuacién: 8(x-0) +5(y-1)-11(z-0) =0
8x+by-11z-5=10
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Ejercicio 18.-
Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta perpendi-

X -y-Zz=1
cularmente a la recta r: Y

X + z=2
Escribimos r en forma paramétrica:

g Lepdanges gus] = ] e
P

o
ey
X 5
+ |

~t

I

> NN
[

[ i
Ll
S
T

x=2
rriy=1-2L — Un punto genéricode r es: R(Z-A, 1 -2\ A)
z=A

%
Si llamamos al punto P(l, 2, 1), el vector PR ha de
L o ser perpendicular a r, es decir, perpendicular a
d(-1, -2, 1).
—

Por tanto, como PR(1 - A, -1 - 2A, -1 + A):
PR-d=p — ALLR N 2% 1) - (1, 42,1) =0

P2 1)
.

L

hj e L LT LN

1+A+2+4A-1+A=0 — 6A=0 — A=0

La recta que buscamos pasa por el punto P(l, 2, 1) y por el punto (2, 1, 0)
(Q se obtiene sustiuyendo A =0 en las ecuaciones de r).

%
Un vector direccion sera: PQ(12, -1, -1)

x=1+A
Llarectaes: { y=2-A
z=1-1A

Ejercicio 19.-

x-1 y+1 =z

Halla el punto P delarecta r: =3 que equidiste de los planos:

2 1
x=-3+A
owx+y+z=-3 y B:iy= -A+p
z=-6+p

« Un punto genérico de larecta r es: R(l + 2A, -1 + A, 3A)
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« Escribimos el plano B en forma implicita:

x+d 1. 0
y -1 1{=0 —- Bx+y-z-3=0
z¥6 0 1

« La distanciade R a a ya B ha de ser la misma: dist (R, o) = dist (R, B)

[1+2A-1+A+30+3] _ |1+2h-1+A-30-3]
VIi+1+1 V1+1+1

, es decir:

SR 3 o B B S R D
L F9 = 388 B BB B A=l

Hay dos soluciones: P(1,-1,0) y P'(-1, -2, -3)
Ejercicio 20.-

Halla la ecuacion del plano cuyo punto mas préoximo al origen es (1, 3, 2).

%
Si el punto méas préximo al origen es P(l, 3, 2), el vector OP(l, 3, 2) es normal
al plano. Por tanto, la ecuacién del plano es:

I(x-1) +3(y-3) +2(z-2) =0

x+3y+2z-14=0
Ejercicio 21.-

a) Encuentra los puntos de r: {i+}fzfﬂ“ que disten 1 gel plano

3
nm2x-y+2z+1=0.

b) Obtén los puntos de © que distan % de los puntos hallados en el apartado

anterior.

a) Escribimos r en forma paramétrica:

xX= A
}’=—X} — r{4y=-A — Unpuntode r esdelaforma R(A, —A, A)
Z= X
z= A

dist(Rm) = A +A+2h+1] [SA+1] 1

— — =

~Hh+1=1 — A=0
s Tl 9 gkt l=-1 = A=-2/5

i_i)
"5 5

10

Hay dos puntos: (0, 0, 0) vy (—

u~.|m
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b) Los dos puntos obtenidos estan a distancia L3 de m.

3

Se trata de encontrar la proyeccién de estos puntos sobre el plano .
» Para (0, 0, 0):

Obtenemos la recta que pasa por (0, 0, 0) y es perpendicular a =

xX=2A
y=-A
Z=2Ah

Hallamos el punto de corte de esta recta con

Do+r+ah+1=0 5 B=-1 > A=t
2 1 2
El punto es (—g 9" _ﬁ)
2 2 2

Para (5. 5~ 5)
Hallamos la recta que pasa por este punto y es perpendicular a 7

x=-2/5+ 2\

y= 2/ - A

z=-2/5 + Z\

Obtenemos el punto de corte de esta recta con T

2@%+2ﬂ_f%_a%qﬂm%+zﬂ+1=ﬂ
-%+41~%+1_%+4A+1=0
M-1=0 — A=l

9

8 13 8
El punto es |- 15 45 A5
Ejercicio 22.-
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Ejercicio 23.-

Determina la ecuacion continua de la recta r que es perpendicular y corta a
las rectas s y f de ecuaciones:

ss(1+20,2-A,1+24) t(4+u,6+p,5-20

Un vector genérico de origen en s y extremo en [ es:

—:‘p
ST(3 20+, 4+ A+, 4-A-2n

Este vector ha de ser perpendicular a las dos rectas:

%
ST-(2,-1,1)=0 —» 6-4A+2u-4-A-p+4-A-2u=0 - 61+p=6}
%

ST-(1,1,-2)=0 - 3-2h+pu+4+A+pu-8+2AL+4u=0 - A+bu=1

k=13 P=4
La recta que buscamos, cortaa s en 5(3, 1, 2), ycortaa t en T(4, 6, 5).
Un vector direccion es ﬁ(l b, 3k

g . - x-3 y-1 z_2
SLl ecuacion continua es; = =

1 5 3

Ejercicio 24.-

Halla los puntos simétricos de P{l, 2, 3) respecto del plano

o: x-3y-2z+4=0 yrespecto de larecta r: { 4i_-y_ » s 32 g

W Simétrico respecto del plano:

* Ecuacién de la recta que pasa por P y es perpendicular a o

x=1+ A
y=2-3A
z=3 -2\

e Punto de corte de o con la recta anterior:
(I1+A)-3(2-30) -2(3-20) +4=0
l+A-6+9A-6+4L+4=0

P ==l = 1:%
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1

La recta y el plano se cortan en ( 3 —, ) Este es el punto medio del segmento

R
PP, siendo P’ el simétrico de P respecto del plano a. Luego, si P'(x, y. 2),

x+1 ¥+2 z2+3\ (3 1 :
7 T —(??2) - P2 -1,1)

entonces. (

B Simétrico respecto de la recta:
» Escribimos la recta en paramétricas:

Xx-y+3=0 - y=x+3 =5 Xz%+l
dx - z=10 — z=A4x ‘ };qu

 Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por P.
lx-1)+1(y-2)+4(z-3) =0
x+y+4z-15=0

» Obtenemos el punto de interseccién de la recta r con el plano:

A+3+A+16A-15=0

18A-12=0 > A=<
El 2 11 &3 ; ?
punto de corte es a3 g Este es el punto medio del segmento PP,

siendo P" el simétrico de P respecto de larecta r. Asi,si P"(a, b, ¢, en-

. a+1 f+8A3) (2 11 8 Piﬁi
' 2. " BN 2 3= 3+ 3 3 373
Ejercicio 25.-
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Halla la distancia entre el punto P(2, 1, 3) y la recta r: 2x-y-z-3=0
x-y+z-2=0

» Escribimos la recta r en forma paramétrica:

2x-y=3+2z| Restando: x= 1+2z -’fj 1+ 2A
rryy=-1+3k
x-y=2-2z[ y=x+z-2=-1+3z z=1

» Hallamos la ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicular a r:
2x-2)+3(y-1)+1(z-3)=0
w:2x+3y+z-10=0
» Obtenemos el punto de corte de r con
2(1 +20) +3(-1+30) +A-10=0
2+40-3+9A+A-10=0

4h-11=0 — 1=i_1

El punto de corte es Q(

18 19 11
77147 14

e Calculamos la distancia:

T e (4 o5 31y L[1os0 75
dist (P, 1) = dist (P, Q) = |PO| = ‘(7 5 W]' : 1!—1% _ 4 o =~ 231

Ejercicio 26.-

Determina la ecuaciéon de un plano & paralelo al plano de la ecuacion
x-2y+3z+ 6 =0y que dista 12 unidades del origen.

Un plano paraleloa x-2y+3z+6=0 esdelaforma m: x-2y+3z+ k=0. Te-
nemos que hallar k para que la distancia al origen sea de 12 unidades:

BP0 0= L LEL g e RETENER
Vi+4+9 14 ~ k=-12V14

Hay dos planos: x—2y+3z+12V14 =0 y x-2y+3z-12V14 =0
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Ejercicio 27.-

Sean los puntos P(5,1,3) v Q(3,7 ,-1). Por el punto medio del segmento
PQ trazamos un plano n perpendicular a dicho segmento.

Este plano corta a los ejes coordenados en los puntos 4, By C
a) Escribe la ecuacion del plano .
b) Calcula el volumen del tetraedro de vértices O, A, B y C (O es el origen
de R?).
%
a) El plano es perpendicular a PO(-2, 6, —4) // (1, -3, 2). Pasa por el punto medio
del segmento P M= (4, 4, 1).
La ecuacion del plano es: 1(x-4) -3(y-4) + 2(z-1) =0
nx-3y+2z+6=0
b) Hallamos los vértices del tetraedro:
y=2z=0 — x+6=0 —- x=-6 — A(-6,00
x=z=0 - 3y+6=0 —- y=2 — B0 20
x=y=0 —» -2z+6=0 - z=-3 - C(C(0,0, -3

1
6

Volumen =

6-2.3)=6u

Ejercicio 28.-

Halla el punto del plano de ecuacién x - z =3 que esta mas cerca del pun-
to P(3, 1, 4), asi como la distancia entre el punto P y el plano dado.

» Hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por P(3, 1, 4):

xX=3+A
3 y=1
z=4 — A

» El punto que buscamos es el punto de corte de r y el plano:
B+r)-(4-2)=3
3+A-4+A=3 - 2AL=4 > L=2
El punto es P'(5, 1, 2)

» La distancia entre P y el plano es igual a la distancia entre P y P

. =g 5
dist (P, P) = |PP'|=|(2,0,-2)|=V4 +4 =+8 = 2,83
Ejercicio 29.-
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Dadas lasrectas r y s

r_x—'&__y_z—l . xf“
7 1§ 2 et
Z=-U

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacién de la
perpendicular comina ry s.

Un punto genérico de r es R(3+2A, A, 1 +A)

Un punto genérico de s es S(u, -, —u)

Un vector genérico de origen en r y extremo en § es:

_>
RS(3-2h+m -h—u -1 —A—p)

Este vector debe ser perpendiculara r ya s
L \
RS-2,1,1)=0 - BA-T7T=0 — l=—€

e 2
RS-(L-1,-)=0 - 2+3u=0 - p=3

Los puntos que dan la minima distancia son:
2 7 | 2 2 2 )
dott) o 32

3 6 6
La perpendicular comiin es la recta que pasa por K y §

ﬁ(o L _l] 5 4, 1,-1)
!2’ 2 ] L ]
o
« 3
I . . &
a recta es: <y_—€+l.
1
Z——g—}u
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Ejercicio 30.-

Halla la ecuacién de la proyeccion ortogonal r' de la recta

x—01 =1 1z=2
" T

Ir.

sobre el plano o: x-3y+ 2z+12=0.

La proyeccion ortogonal de r sobre o es la recta interseccion del plano o con
otro plano =®, perpendicular a o y que contiene a r.

H
n

P(1,1,2); d.(21,2); n(,-3,2)
dxn=(212x(1,-32 =8 -2 -7
La ecuacionde m es: 8(x-1)-2(y-1)-T(z-2) =0
m8x-2y-Tz+8=0
La proyeccién ortogonal de r sobre o es:

st x-3y+2z+12=0
" 18x-2y-T7z+ 8=0

Ejercicio 31.-

Halla el plano de la familia: mx + y+ z- (m + 1) = 0 que esta situado a dis-
tancia 1 del origen.

Hallamos la distancia del origen, (0, 0, 0), al plano y la igualamos a 1:

0+0+0-(m+1)| _ |m+1] _

—_—

VvmZ+ 1 +1 Vm? + 2

i T 1

im+1|=Vm?+2 - m+1)2=m?+2 - m?+1+2m=m?+2

2m=1 — m=l

2

El plano es: %X+y+ z—%z{}; es decir: x+2y+2z-3=0
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Ejercicio 32.-

La ecuacion ax + by + cz+ d =0 representa un plano del espacio. Explica
qué caracteristica tiene ese plano en cada uno de estos casos:

) a=0, b=0 10 b=, c=0
m) a=0, c=0 w) d=0

) Es perpendicular al eje OZ. (Paralelo al plano OXY).
1) Es perpendicular al eje OX. (Paralelo al plano OYZ).
1) Es perpendicular al eje OY. (Paralelo al plano OXZ).

V) Pasa por el origen, (0, 0, 0).
Ejercicio 33.-

Dada unarecta r y un punto P de ella, ;cuantas rectas perpendicularesa r
que pasen por el punto P se pueden trazar?

Infinitas. Todas las que, pasando por P, estan contenidas en el plano perpendicu-
lar a r que pasa por P.

Ejercicio 34.-
Dadas lasrectas r, s y :
X = =2 2x + z=-2 x -z= 0
;- | r
! { y-z= 0 SJ[ x+y =0 { y+z= -1

Halla las coordenadas de un punto P que estd en larecta ¢ y que determi-
na con larecta s un plano que contiene a r.

* Escribimos las ecuaciones de r, s y f en forma paramétrica:

X=-2 X=q x=k
EA 5 4y=-u tqy=-1-k
= z=-2 - 21 F=— &

» Hallamos la ecuacién del plano, m, que contienea r ya s

Las rectas r y s se cortan en el punto (-2, 2, 2), luego el plano © contiene a
este punto.
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Un vector normal al plano es:

— =

d.xd.= (0 1,1)x1-1,-2)=(11,-1) = 7, -L1)

Luego el plano es: m 1(x+2) - 1(y-2) + 1(z-2) =0

wx—-y+z+2=0

* P es el punto de corte de © con la recta ¢
k—(-1-b+k+2=0 - k+1+k+k+2=0 — 3%k+3=0 — k=-1
El punto es P(-1, 0, -1)

Ejercicio 35.-

Haz de planos

La recta r: { G Ex i~ =l) es la interseccién de los planos © y ©.

o x-2y+z+1=0

El conjunto de todos los planos que contienen a r se llama H4z DE PLANOS de
arista r, y su expresion analiticaes: a(Z2x+3y-z-4)+b(x-2y+z+1)=0

x II,—- £ IIIII III:I, /

Para cada par de valores de a y b (salvo para a=0 y b=0) se obtiene la
ecuacion de un plano del haz.

a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.

b) ;Para qué valor de k uno de los planos del haz es perpendicular a la recta

f—y_z_fﬂ Cus ?
L. N ;Cudl es ese plano del haz?

c) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.
d) Pon la expresion del haz de planos cuya arista es la recta s:

x-5 y+1 =z-3

*3 ZF 1
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Haz de planos

La recta r: { o4y ~m=a =) es la interseccion de los planos © y ©.

o x-2y+z+1=0

El conjunto de todos los planos que contienen a r se llama HAZ DE PLANOS de
arista r, y su expresion analiticaes: a(Zx+3y-z-4)+b(x-2y+2z+1)=0

Para cada par de valoresde a y b (salvo para a=0 y b=0) se obtiene la
ecuacion de un plano del haz.

a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.

b) ;Para qué valor de k uno de los planos del haz es perpendicular a la recta

f_y_z_fﬂ 'Cuai ?
t g =t (Cudl es ese plano del haz’

c) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.
d) Pon la expresion del haz de planos cuya arista es la recta s:

x-5 y+1 z-3

3 Z (71

Para que el plano sea perpendicular a la recta, el vector normal del plano y el
vector direccién de la recta han de ser paralelos, es decir, sus coordenadas de-
ben ser proporcionales:

Za+b=3£3—2b=—a+b
3 5 k

2ka + kb= -3a+ 3b (2k+3a+ (k-3)b=0
112k+3) +(k-3)=0 — -22k-33+k-3=0

10a+ 55 Qa—Bb} e 11h=0 - a=-11h

== k=%=i72 - k:#
El plano del haz es:
-11b(2x+3y-z-4) + b(x-2y+z+1)=0
-11@2x+3y-z-4)+(x-2y+2z+1)=0
—22x-33y+1lz+44 +x-2y+2z+1=0
2lx-35y+ 122+ 45=0
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Otra resolucion:

Si la recta es perpendicular a un cierto plano del haz, serd perpendicular a todas
las rectas contenidas en ese plano, y, en concreto, a la recta r, arista del haz.

Vector direccién de r. d = (2; 31) »1, 2. 1) =1}; =5 -7T)
Vector direccién de £ d = (3, 5, k)

d-d-0 = @ -3 -7 @58=3-16-Tk= — k=#

A partir de aqui, obtendriamos la relacion entre a y b, y el plano del haz co-
mo en el caso anterior.

c) Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son los puntos de la recta

r. Por ejemplo: (1, 0, -2) y (0, 3, 5).

d) Escribimos la recta s en forma implicita;

X55=}’_+21 S 2x+10=3y+3 — 2x-3y+7=0
X§5=ZIS — x-5=3z-9 -5 x-3z+4-=0
CJexr3y —7-0

‘ x-3z+4=0

La expresion del haz de planos cuya arista es s es:

a(2x+3y-1)+bx-3z+4)=0
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e) %el plano que contiene a la recta (puesto que es del haz) y es perpendicular a
00, siendo 0(0,0,0) y O la proyeccién de O sobre la recta.

Lo calculamos en el caso de la recta s

0(0. 0,0
Un punto genérico de la recta s es: -‘{‘ }

Pl5-+8% =1 = 2% 8 &%)

Un vector direccion de s es 32(3, -2, 1).

%
El vector OP ha de ser perpendicular a gs:
(E}D-a;=ﬂ — 3(5+3M)-2(-1-20)+(3+A) =0

15+00+2+4A+3+A=0 — 14A3+20=0 — 1=%=$
ofs 13 1) (3, 13 1)
Luego: D(?, = = y el vector normal al plano es OO R i
bien (5, 13, 11).
El plano sera: 5(}{—%)-% 13( —1—?,3)+ II(Z—%)=U
S5x+ 13y+11z-45=0
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