2
1.Hallala derivada de la funcidn fix) = w1 en el punto ® =3, aplicando la d efinicion dederivada.
=+

2 201
17 fla = f(=—"—_=Z=_
@) ) a+1 4 2
2 2
29 fla+h) = f(3+h)= =
d+h+1 4+h
2 T 4-1(4+h) -h
3% f hy—f =f(3+h)-f[3)= -—= =
@+h)-fia) AL o S R 7 U a7y
-h
. . fla+h)-f(a) . . 24 +h) . -h -1 -1
o — —_— — —_— — —_— —_—
4% Ma)=lim h =M@=l = N @em T A T@en T B
2.Calcula laderivad a de las siguientes funciones :
= 2 2 2 .- e 2
a) fix) = senx flx]=senx" —f=x" ==« =)= 2xcosx®  (seno)
b}ﬂx}=sen2x f{x) = (senx)z —f=zenx = f=cosx =f{x)=2senx cos {potencial)

flx)= (322 -2 = (372 =3P -2 s f=Bx =f(x) = 30x (32 -2

A=32-3  f)=32-3 sf=x23 SFx  Sf)- o

2
33 [xz -3)
&) fix) = e7¥+2 fle) = e L f=3ws2 =3 =f[x)=3 . g+
filog; (4x+1) log,(dx+1) —=f=dx+] —=f=4 = f(x) S
I : @x+1).n3
Q=2 -3x  f(x)=l-3x fzxl-dx f=ixd  =f()= -2
2% - 3x

2
h) fix) = sen” @x> +2x) f(x) = [5&n[2><3 4 Ex)}
f
1. potencial —s f{x) = 2. [Sen(2x3 + zx)]-f’ ...... fix) =2 [sen(2x3 + zxj]- cos (263 + zx)-[5x2 +2)

2 seno —f'(x) =cos (2><3 + 2 f'{x) =cos [2x3 + 2% [Exz + 2) estoesfde 1.

d.suma —f(x) = Bx?+2 estoesfde? Completamos.



3.Halla las funciones derivadas delas siguientes funciones :

y=— = e LT T
a) fix)= %) = W)= —
7x+1 (7x1)? (Tx+1)°
B =527 = =2 x§_1:,~f'(><j:3><_’~1? o ) =
3 3 33/
1 7 7. 4 3f 4
f)=x? %3 f(x)=x7 =f(x)==x3 =f(x)==x3 =Ff(x)= -
2 2 Y
d)f(x) =[x -1-27 | =F(x)=2[x- 417 |1+ =)= 2]x- 1 -2 [ 1+
| | | | 21 -x? | | 1-x2
2 2,82 % (g2 - 2y _
PR DO o i Gl NP2 L DOV Xkl o
X * * *
fif{x)=xcos2x =f1(x]=1cosZ«+ x(-sen?x) 2 =fx)=cos2x- Zxsenix

— 5N X = f'(x) =- tg x

gl f{x)=lncosx =fTx)

Cos
-2
z
- 1+
h) fix) = 1_:-: :*,>1.f'[:><]|=|[ ) =f(x)=- 1
1+ x 1-x 7 1-x
2,[— (14x)° =
T+ 1+x
- M) =1-x)-1  —1-x- -
Derivamos: ><= ( ) (2 ) = e 12+X= 22 o colocamos enf'de 1.
T+x (1) (1+x) (1)
2
i}f[x}=e“2-tgx =fx)=2% " tgx+ e . 12 =
Cos” ®

2 2
fx)=e" [2><-tg><+ 12 ] = fx)=g" (2><-tg><+1+tg2><)
cos® x



Ejercicios propuestos

1. flx) = (1+3x0)° 2. flx) = (1 +x+x)
1 _ 1 2 3
3. flx) = _—E{x!+],:|= 4. flxz) o | + (JL-'I_'I& + [1_1]3
5 f(x) =/ 1-x7 6. fix) =¥Z+ox2
= 1 8. flx) = (5x¥+1)%.(x2+x+1)"
7. fix) =3 =
3 f(x) = {(5-3cosx) 10. f(x) = senx +senx + sen’x
PR 12. flx) = sen’x - cos’x
1. flx) = 5% g x
1 P & F = sen(x?)
S s AT s 154
15, f{x) = {1+ sen5x)" 16. f(x) = Vxe¥ +x
17, flx) = V¥ e x 18. flx) = Ln(Inx)
1
13. f(x) = Arccos/% 20. f(x) = Arcsen (=)
1
2 = 4
21, fx) = H&%ﬁ 22. flx) = Arctg ()
.1
23, f(x) = Arctg (e”) 24, f(x) = Arc sgn{iF}
25,  f(x) = Ln(senx} 76, f{x) = sen’x . casx
3
. 1+ senix 28. f{x) = x%.e"
2. SR 1+ cosix
JHIE ; 23z +1)3
29, f{x)=e™" 30. f(x} = [‘?—r}
senx +cosx |3 SRS Vit
il. f(x) = [m] 32, flx) e B
. _ 1 = cos{x*
33,  f(x) = sec(x¥ +cosec (x%) 34, F(zi = ﬁ?:s_&fll
35, () = (1 + %) 36. flx)= Lnffi+e* 1) -Ln (Y1re" +1)
= Cos X
7. f(x) = Ln Fﬁﬁ_ 8. () = Lny/ e
1 -x?
39, fix) = Arctg (x*-1) 30. f(x) = Arctg [mz

41, f{x) = Arcsen(l-z) +V2x-x? 42.  flx) = Arc cos x

1-x?

—— 1 Fyia
43, flx) = Ln{cns%} 44, flx) = 7 xi+] -Ln =2 x*+ 1
45. f(x) = Ln LELSENX 86, f{x) = LniLn{Ln{Lnx))}

1=-/senx
k]

87, flx) = (x2)* a8,  f(x) = %)
ag,  flx) = yARIE 50, filx) = et
51, fx) = (cosx)3eM* 52, flx) = (1+x)%



Soluciones:

1. 60x*(1+3x")
2. F(2x+1)(1+x+x?)?

8 -Bx(x*-1)-*%

4, ={x=1)"%-4(x=1)"*-9(x-1)""
=X

5. ’ =

5. Eqaégégng

7. -2x*(xtez)"h

457 (52 +1)? (xP+x+1 )t +
+ 4 2x41) (5741 ) (R 4x41)?
g, 12senx (5-3cos x)!
10, cosx(1+2senx+3sen’x)

=1
[1+x*]{ Arctgx F
12. 3senxcosx(senx +cosx)

1 1
13, senx [c_‘_us iy
14.  2xcos (x?)

15. 20cos5x(1+sensx)?

16 g* 4 yat 4 ]
i ZYxes + 1
22ne+ 1
7. WiET
1
18. FLnw
19 o
T E_fx - xi
-2
2. 7T
-4 spn 2
2l. - COS ox
-1
- et
3. B
?d' x:éx‘?f
25, cotx

*** | as soluciaones sstin simpificadas al masima

EJERCICIO

26 .

27.

28.

29

30

-

3.

33.

34

35
36

37,
38.
3%.

41,

4z,

43.

44,

45,

46,

45.
28,
a3,

50.

514

8Z.

3sen®zcos?x [cos?x - sen?+)

Esenx cos x
+CO5<x

:e1’{2+3x’}
?F !+|
1;1':“
5. ::+_x+1 .
. -x"-2x7-3x%-12x-6
X =

-8 { SENX +CO5X ]z
l-258RXcOss ' 58NK-205 X

5 2
E”x H*%J

2x( tg(®)sec(x®)-cot(x®)cosac( ) )

4y sen x’
[IT+coslxi] )2

SENX SEen .‘-1-12

e cosx(1+e

=X

Tex = 22
AArccosx =4T-22
1=-x -

1 k=1
S

x2+1+/%7+1 _JTF2
x(1+/xTF]) X

COS X
¥5En X - SEN X

(LalLn{Ln x}]]{ll.n{Ln eilnx]x
2% {Lnx+ 1)
**2Lnxe1)
20 ¥ lcosx Lnx + EE-E )

xCO5 X ¢ _SEHILHHE%-j

(cos xJ°%* (cos x Ln(eosx) - ———SE::II )

1
X 4-Lnfll 1
Elﬂ}'x*'{—ﬂﬂil‘m]



a) Comprueba que la siguiente funcion es continua y derivable y halla f7(0),
Sy f):

,f(x')={3'f_1 Sf x<1
x“+x si xz1
b) ;Cual es su funcion derivada?

¢) ;En qué punto se cumple ['(x) = 5?

3x—1 si x<1

Sflx) = {

x2+x si x=>1

a) Si x# 1, la funcion es continua y derivable, pues esta formada por dos polino-
mios.

Continuidad en x = 1:

lim f(xX)= lim (Bx—-1)=2
x=>1 x—1

lim flx)= lim (x*+x) =2 | f(x) escontinuaen x=1.
x—>1° x—1

f() =2

Derivabilidad en x = 1:

lim fflx)= lim 3=3=/f(1")

=opal =g Las derivadas laterales existen
lim f(x)= lim 2x+1)=3=/(1% | Y coinciden.
x—=1" x—1 .

Luego, f(x) es derivable en x=1. Ademas, f'(1) = 3.
Asi flx) es continua v derivable en todo R.

F£(0) =3

FR=2-3+1=7

3 x<1

apdl el

b) f(x) =

c) Si f(x) =15, entonces x = 1. Es decir:

4
2

fx=2x+1=5 —» x=—=2>1

5

f@



EJERCICIO
Comprueba que f(x) es continua pero no derivable en x = 2:

| Im(x—-1) si x<2
f(x)_{}x—ﬁ si x=2

e Si x# 2, la funcidén es continua y derivable.

e Continuidad en x = 2:

lim ()= lim m(x-1=mh1=0
x = x—2
lim f(x)= lIim Gx-06)=0 +  f es continua en x = 2.
x—2 x—2
F(2)=0

e Derivabilidad en x = 2:

lim P& = lm ——=1=£2°

x>Z x—2x—1 Las derivadas laterales existen pero no
) - ) coinciden.
Iim fi(x)= lim 3=3=/"(27)
X~ 2T o= 2

f(x) no es derivable en x = 2.



EJERCICIO

Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las
propiedades de los logaritmos:

@ y= f"‘d 1-x l)) Y= Iﬂ'(:\.‘ g .\.')2

1+ x
. 1 s—>—— _ 5[
C) '=Iﬂ(— -‘\.'.r‘—l) d) '=In~\/7
_] _,\'2 .} (1 &+ .l')l
e 1 . . . .
a)y=in _ [ln (1 —2x)—In(1 + )]
x 2
},fzi 1 1 a1l d-—x1+x|_. 1 . 13
; 211—x 1+ 2 1 — a2 1 — a2 P |

b)y =In (x tg x)* = 2lin x + In (g x)]

52 1 2
]r’=2[i+ﬂ—x =2[i+ : +£g.r]=l+2corg.r+2ng
2 x g x X g x -
_ .
c)y=lin % ANx? -1 =2 x+ L] In(x*=1)
s o
yr= 2,1, 2% _-2_. 2x _-6*+6+2x2 —4x?+6
X 3 @GP = 3x2-3 3xd — 3x 3x? — 3x
Dbl L eoLiha i aiis i
: (1+x2 3 | 3 '
G =2 1 2
okl ] =

3 (1+ ) 3+ 3x

EJERCICIO

Utilizando la definicion de derivada, calcula: f'(-2), siendo f(x) = =
x

| 2_2+b

T _#E = > T
f1(=2)= lim Je2¥B)—jL2), lim 2+b 2.« 7 e i B t2bh _

h—=0 b h—0 b bh—=0 b
= lim P4 m — = = f1e2)

h—=0 b{——/f + 21{1} h—=0 —4 + Eb 4



EJERCICIO

Halla la funcion derivada de f(x) = r= i aplicando la definicion de derivada.

x +

x+b-1 x-1

f'(x) = lim [t b)) —f) _ lim — trt ] x¥l..
S h—0 b h—0 h
= G x+Dx+b-1D--Dx+b+1) _
j} _:,,.g} i‘?(:\"" J'l_:} + ]){.ﬂ."— 1}
I B Y ST S Y £ L 2 &
h—0 hix+h+Dix+1)
2h 2
lim — — = Iim - -2
bosobE+b+Dx+1)  p L ,x+b+Dx+1) (x4 1)2
EJERCICIO

Comprueba que la funciéon y = |x—2| no es derivable en x = 2.

e —x+ 2 si x<?2 p! = —1 si x<2

' x—2 s1 x=2 : 1 R S e TP

La funcion es continua, pues: [fim (=x+ 2)= [im (x—2)=f(2)=0
L 52t

X

Las derivadas laterales son: f'(27) = -1 # f(27) = 1. Por tanto, no es derivable
=2

€n



EJERCICIO
Calcula los puntos de derivada nula de las siguientes funciones:

x 16

a) P = e b) = —

MEEEE TR

2

Qgmt oEEL d) y = e*(x—1)

- s o | ’
e)y=x?e* f) y=sen x + cos x
a) = N -2EEHx _ @G+ _ -

' (x+3)? (x + 3)3 (x+ 3)2

1
Jlmil) —y Hegpmf) o = — y=17

1
Se anula en el punto (5. 1)

4 -2
[}')-1,- = 1—6 5 = _](“L_?)Ji — 8x)

x0 — 4x? ’ (x3 — 4x2)2

x =0 (no vale)
y=0 — 3x2—8x=0 — x(B3x-8)=0 < 8 =27
AT Yeg

x =10 no esti en el dominio.

8 -7
3 lﬁ)'

La derivada se anula en el punto (
(2x—D?+x+ D —(x?—x+ DRx+1) _
(%2 +x + 1)2

I i’ i et e’ it G i o T SOOI - i’

(x2 + 2+ 1)? S Gl x+ 1)2

c)y'=

.

A

5
I
|
[+
l
I
SN

y'=0 — 2x?-2=0 — x*=1

Uu||—l
"1-_.__-"'

Se anula en los puntos (-1, 3) y (1_. .

dy'=e"x-—1D+e"=e"x-1+1) =ae”
=0 — =0 — p=_1

Se anula en el punto (0, —1).

2% = g% (2x + x2)

e)y'=2xe*+x
i 5 _ il = ()
=0 — u+x"=0 — x2+x)=0 _

Se anula en los puntos (0, 0) y (=2, 4¢72).



f) y'= cos x — sen x
o m
y'=0 — cosx=senx — rgx=l< 2
x = '—;+ 2nk — jl=—\s'§

n =\ [ 5n
Se anula en los puntos (Z + 2nk, \4'2), (T

+2n£z,—\z’§, con ke Z.

EJERCICIO
Dada la funcion f(x) = es" ¥, halla: f'(x), f"(x) v f"(x).
f(x) = cos x e ¥
J'(x) = —sen x " + cos? x ¥ = (cos? x — sen x) ¥
F"(x) = (2cos x(—sen x) — cos x) e~ + (cos” x — sen x) cos x "~ =
enx _

= (—2sen x cos X — cos x + cos> x — sen x cos X) &

= (cos?® x — 3sen x cos x — cos X) e*n¥

10



EJERCICIO

2 _ . .
Considera la funcion: f(x) = { A rS e SRR

—x2+ nx si x>1

a) Calcula m y n para que f sea derivable en todo R.

b) ;En qué puntos es f'(x) = 0?

a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.
e Si x# 1, lafuncidn es continua, pues esta formada por dos polinomios.
o+ En x=1;

lim f(xX)= lim (@ =5x+m)=—4+m
=31 x—=1

lim [f(x)=lim (—x2+nx)=-1+n
x—1 -1

S =~+m
Para que sea continua en x =1, hadeser -4+ m=-1+mn esdecin m=n+3.

Derivabilidad:

e Si x#1, lafuncion es derivable. Ademas:
f&) = { il

=2+ ¥ s>

*En x=1:

fv(l? e } Para que sea derivable en x=1, hadeser -3=-2+n, es
SAD =2+ n ] decir, n=-1.
Por tanto, la funcién serd derivable entodo R si m=2 y n=-1. En este

caso, la derivada seria:

2x—5 s1 x<1
2x—-1 s x=21

Sfx) = {

b fiflx)=2x—-5 si x<1

5 5
2x—5=0 — x=—; pero ?::vl

Plo)y=2x=1 si x21

1 1
_? L = = e—r = S
2x—1=0 — x > pero 2 <1

Por tanto, f'(x) no se anula en ningtn punto.

11



EJERCICIO
Determina el valor de k que hace que la funcion f(x) =
unico punto de tangente horizontal.

-

= tenga un

x=+

e (x? + k) — 2xe® _ (x? —2x + b) e~

S = . _
(2 + k)? (x? + k)2
f![\x) =0 — X2 _2v+pkb=0 —% x= 2% \;j_.:h,{g

Para que haya una sola ecuacion, ha de ser 4 — 4k =0; es decir, £= 1.

EJERCICIO
e si x<0

Dada la funcion ) =
J(x) W EE si x>0

estudia si es continua v derivable

en todo R.

Continuidad:

s En x#0 — Lafuncién es continua, pues esta formada por dos funciones con-
tinuas.

s En x=0:

lim f(x)= lim e*=1
X— 0 x—=0

ik FO>= B (L—8)=T } lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcion es conti-

x—0* x—0 x>0 nua en x = 0.

f)=1
La funcién es continua en todo R.

Derivabilidad:

eSi x#0 — La funcion es derivable. Ademas:

F1(x0) = e si x<0
-1 si x>0

«sEn x=0:
SO =—1 = f1(07)

Por tanto, f(x) es derivable en x=0 y f'(0) =—-1. La funcién es derivable en
todo IR. Su derivada seria:

Play=4€¢" st x<0
—1 six=20

12



EJERCICIO
Calcula a vy b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

) = ax’+3x si x<2
: xNi—bx—-4si x>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
eSi x#2 — La funcion es continua, pues estd formada por dos polinomios.

e En x=2:

lim f(x)= lim (ax*+3x)=4a +6

xX—=2 x—2
lim f(xX)= lim (x*—bx—4)=-2b ¢

x 32" x—2

S(2)=4a+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = -2b, es decir, 2a + 3 = b; o bien
= _2a— 3.

Derivabilidad:

eSi x#22 — lafuncion es derivable. Ademas:

; Z2ax+3 s x<2
X)) =
I {Zx‘—b si x> 2

s En x=2:
f:{Z:) - 4}‘2 3 } Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, es decir,
f@)=4-b ] p=_4a+1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

bh=_Jg—3 2a—3=—4da+1 — 2a=4 — a=2
b=—-4g +1 b=_-7

Por tanto, para que f(x) sea derivable entodo R, hadeser a=2 y b=-7.

13



EJERCICIO

Sea la funcion: f(x) = x|x .

_J—x% si x<0
x- s1t x>0

a) Halla f'(x).
b) Halla f"'(x).
c) Representa 'y [

o —2x s x<{()
a) frix)=
1 <{ 2x si x=20

En x=( existe la derivada, pues f(x) es continua, y, ademas, /(07) = /(0%).

o -2 s x<0
b) f"(x) =
I { 2 5i x>0

En x=0 no existe la segunda derivada, pues f"(07) #/"(07).

c)
Sx) 1)
2 2
————t s
EJERCICIO o
Estudia la derivabilidad de la funcion: f(x) = 1—-3Vx? y calcula f(1).
g
f)=—=
INx

J(x) es una funcién continua en R.

S(x) es derivable en R —{0] (en x =0 no existe la derivada).

14



EJERCICIO
Calcula la derivada de orden » de la funcién f(x) = e*™.

Fiix) = 2e%
() = 4e¥x = 222%

f'”(l'} s Se.?.r - 2;'5':_,:".&'

f” (':\.") — znelr
Lo demostramos por induccion:

Para m=1, n=2, n=3, vemos que se cumple.

Supongamos que es cierto para 7 — 1; es decir, que f"~ (x) = 2"~ 1e?; entonces,

derivando, tenemos que: f"(x)=2- 2"~ le2x = 212X Por tanto, la expresion ob-
tenida es cierta para todo #n.

EJERCICIO
Observa las grificas de las a) b) c)
siguientes funciones e indi- \\

ca en qué puntos no son de- \
rivables.

—
-ﬁh

(5]

[
__:ru-""
i}
5]
i ]

¢Alguna de ellas es deriva-
ble en todo R? \ L

a) No es derivable en x=-1 (tiene un punto “anguloso”) nien x =2 (no estd de-
finida la funcién).

b) Es derivable en todo R.

c) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

15



EJERCICIO
La funcion f(x) esta definida por:

FGI = xd—x si x<0
ax+b si x>0

Calcula @ v b para que [ sea continua y derivable.

Continuidad:
*En x#0 — La funcion es continua, pues esta formada por dos polinom

e En x=0:

lim f(x)= lim (x>—x)=0

x—¥(J X =)

lim f(x)= Ilim (ax+ b)=>b ; Para que sea continua ha de ser b =10
x—0 x—=0

S =0

Derivabilidad:

eSi x#0 — La funcion es derivable. Ademas:

F(x) = {5.».3—1 st x<0

a si x>0
*En x=0:
.a’ﬁm__} =-1 } Para que sea derivable, ha de ser a = —1.
SO =a

Por tanto, f(x) serd continua y derivable si a=-1 y b= 0.

EJERCICIO
Halla los puntos de derivada nula de la funcion y = (3x—2x2) e®.

y'=(03-4x)e’ + (3x — 2x2)e* = (3 —4x + 3x — 2x2)e* = (2x%2 —x + 3) &

-3
2

| y) X
p'=0 - 2?-x+3=0 — o 1ENIH+24 125 —
x

2 X _”i. 4 ‘-Mﬁ“ 5

16



EJERCICIO

Determina, si es posible, el valor del parametro a para que la funcion f
sea derivable en todo su dominio de definicion:

1=_J.xh:x si 0<x=1
f() 1 a(l—el %) si 1<x

Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

*Si x>0, x# 1: La funcion es continua, pues esta formada por funciones continuas.

sEn x=1:

lim f(x)= lim (xlnx)=0

x— 1" x—1

Iim f(x)= lim la(l - el=# =1 & [f(x) es continua en x = (.
x—1* x—1

f(D =0

Derivabilidad
e Si x>0, x#1: es derivable. Ademas:

o JiEXFL 8 0<€x<]
S (x0) {ae]—-" e

eEn x=1:

Fy=1

\ f(x) es derivable en x=1 si a=1.
(A =a

Luego, para que [ sea derivable en todo su dominio de definicién, ha de ser a = 1.

17



