SUCESIONES Y LIMITES

DEFINICION DE “SUCESION”

Se llama sucesion a un conjunto de nimeros dados ordenadamente de modo que
se puedan numerar: primero, segundo, tercero,....

Los elementos de la sucesion se llaman términos v se suelen designar mediante
una letra con los subindices correspondientes a los lugares que ocupan en la sucesion:
ap, dp, Az, ‘

Ejemplo histdrico: la sucesion de Fibonacci:

"Alguien puso en un corral una pareja de conejos recién nacidos con el
proposito de averiguar cuantas parejas habra al cabo de un afio. La prolifica naturaleza
de estos animalitos indica que cada pareja recién nacida requiere un mes de maduracion,
durante el cual no se reproduce, pero al finalizar el segundo mes da a luz una nueva
pareja, v luego sigue pariendo cada mes ofra pareja. ;Cuantas parejas habra al término
de un afio, suponiendo que ninguin conejo muere en esta feliz experiencia?"

La solucion que dio Fibonacci fue que cada mes habria las mismas parejas de conejos
que ya habia el mes anterior (se suponia que no habia muerto ninguno) mas un
numero nuevo de parejas igual al nimero de parejas fértiles, que son las que ya habia
2 meses antes. Si escribimos una serie con el nimero de parejas que hay cada mes,
obtenemos: 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,144..........

Asi, el niumero total de parejas al final del afio es de 144 (la que habia al principio y otras

143 nuevas).
Esta secuencia recibe el nombre de sucesidn de Fibonacci, y cada nimero es un nimero

de Fibonacci, que resulta de sumar los dos nimeros anteriores.
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TERMINO GENERAL DE UNA SUCESION

Se llama término general de una sucesion, y se simboliza con a,, al término que
representa uno cualquiera de ella.

- Hay sucesiones cuyo término general puede expresarse mediante una férmula:
a, = f(n). Dandole a n un cierto valor natural, se obtiene el término correspondiente.

11 1
n {l:i,g,...};esdecir,anzg, n > 1.

m {1, -1,1,-1,1,—1,...} es decir, a, = (—1)"*!, n> 1.

! , n=0.

{1, on’ =

3

1
.o ... i es decir, a,, =
3 }; es decir, a

O | =
= | =

/

Sin embargo, en algunos casos la sucesion se define o bien por comprension
0 bien por recurrencia; esta 1iltima significa que el término general a,, se
define en funcién de uno o varios términos anteriores.

m La sucesién formada por la unidad v los niimeros primos. No es posible
escribir a, en funcién de n: {1,3,5,7,11,13,17,19,...}.

mag=1,a,=1;a, =a,_1+a, - paran = 2; que da la conocida suce-
sion de Fibonaecl donde cada término es la suma de los dos anteriores:

11,1,2,3,5,8,13...}

EJERCICIO 1:

Describe el criterio con el que se forman estas sucesiones y afiade tres tér-
minos a cada una:

111 1 i
L, o e b 1, V2, V3, 2, V5, ...
DL 23 s ) 3,2,\5
<) 2,5,10, 17, 26, ... d) 0, 3, 8, 15, 24, ...

e)1,3,6,10,15,...

a) Cada término lo obtenemos dividiendo 1 entre el lugar que ocupa el término:

a(= a8=

0 ‘aTz

|~

1
7 ?

b) Cada término es la raiz cuadrada del lugar que ocupa: ag = V6, a, =7, ag = V8

¢) Cada término es el cuadrado del lugar que ocupa mas 1 unidad: a; = 37,
a, =50, a; = 65

d) Cada término es el cuadrado del lugar que ocupa menos 1 unidad: a, = 35,
a, = 48, ag = 63

e) Cada término, a partir del segundo, se obtiene sumdndole al lugar que ocupa el
término anterior: a, = 21, a, = 28, ay = 36




EJERCICIO 2:

Escribe los cinco primeros términos de las sucesiones cuyos términos ge-
nerales son estos:

. 2
a)a,=3+—2 b) b, =2 =1
10" n
3n—1 _
c)c"= Tl d)d”=2 "
e}e”=1 2»3 . n f) H=L2””

a) a, =3,2; a,=3,02; as = 3,002; a, = 3,0002; as = 3,00002

- _3 _ 8 _ 15 _
b)b.l—O', bz—?; b‘%—g; !’94— 4; bi_ 3
e =1 Cz:%? c3 = 2; 642%, cﬁ=%

1 1 1 1 1
d.)dlzz; dgzz; d_gzg: di:ﬁl’ d3=5—2

ele; =1, e,=2; e;=0; e, =24; e; =120

DA=-1 =0 =3 =0 f5=-5

EJERCICIO 3:

Escribe el término general de estas sucesiones:

1 2 3 4 1 1 1
3 2 L_’ Q- b C I T R
& 23 4 5 ) 3’9’27
3 8 15 24 . .
0, =, —, —, —, ... d) 5.1; 5,01; 5,001: 5,0001: ...
9051017 26 ) 5,15 5,01; 5,001; 5
) 7 _ 1 n—1
D a, = n—1 D) by = (?)
c)c=?32_1 dd =5+ 1
it n2+ 1 J Ay, 107



EJERCICIO 4:

Construye dos sucesiones cuyas leyes de recurrencias sean las siguientes:

+
_ a ﬂ'"_

) - _ - - n—1 2
a) a =0 a,=2 a, 5

b)al=1 a,=2 a, =

n 2
) o
00,2 1,22 W 2145 © 09 L L L L
2 4 8 16 7 32 24 16 128

Busca una ley de recurrencia para definir las siguientes sucesiones:

\ 4 . vy 2 3 1 1
a) 4, 7$ 5‘1_41_79 ses b] 23 5s 2$ Es gs---

' = 4 =7 - 2
a)a,=4,a,=7,a,=a, —a,_ , para n>2
b)b,=2b,=3,b =b”—_1 ara n> 2

1 iy 2 o n b p( e 4
n-2
o . n? +10

EJERCICIOS : Si el término general de una sucesion es a,= w11

n+

a) Halla el término segundo y el décimo.
b) (Hay algun término que valga 5? Si hay decir que lugar ocupa en la sucesion.
¢) Hay algiin término que valga 7? Si hay decir que lugar ocupa en la sucesion.

Solucion:
27410 14 7 107410 110 55
a)a = == - U2
2+2 4 2 10+2 12 6
2410 . .
b)a”:%=3:>112+10:511+103112—511:0311(11—5):0311:0011:3
n+2

Como n tiene que ser un nimero natural positivo = n = 5 = El quinto término de la sucesion.

2 ) N
b)(hq:%=7:>nz+10=711+14:>11‘-711-4=U:>11=?_7 ‘f%
n+2

Como 1 tiene que ser un numero natural positivo = No existe ningin término que valga 7.

ALGUNAS SUCESIONES IMPORTANTES

1.- Progresiones Aritméticas

Definicién: Una progresion aritmética es una sucesion en la que se pasa de cada
término al siguiente sumando una cantidad fija, llamada diferencia de la progresion.

Término general, a,. de una progresion aritmética cuyo primer término es a; y cuya
diferencia es d se obtiene asi: a, =a; + (n-1)d

Suma de los n-primeros términos de una progresion aritmeética es:
(a  +a_hn

S,=ayta,+....+a,= 5



EJERCICIO 6:

De las siguientes sucesiones, di cuales son progresiones aritméticas y escribe su
término general:

a) 1,2; 2,4; 3,6; 4,8; 6; ... b) 5; 4,6; 4,2; 3,8; 3,45 ...
c1,24,711,... d) 14, 13,11, 8, 4, ...
a) Es una progresion aritmética con a; = 1,2 y d=1,2.
a, =12+ (n-1)-1,2=12n.
b) Es una progresion aritmética con b, =5 y d=-04.

b,=5+m—-1)(=0,4) =-04n + 54.

¢) v d) no son progresiones aritméticas.

EJERCICIO 7:

De las sucesiones siguientes, indica cuales son progresiones aritméticas:

a) a,=3n b) b,= Su—4
C) Cu= % d) du= S_—43”
e}eu=5+% f)_f;}=n2—1

aAa,—a, =3n-3n-1)=3n-3n+3=3

Es una progresion aritmética con o = 3.

byb,—b, =5n—4-[5n-1D)-Dl=5n-4-5n+5+4=5

n n

Es una progresion aritmética con d = 5.

_ _ 1 _ 1 1
C)CI_I’CZ_E’CS_g’C‘i_I’
- 1 . N
C2 — Cl = 7 * 63 — CZ = (— No es una progresion aritmetica.
D

_8-3n 8-3n-1) _8-3n-8+3n-3 _ -3
d)dn_dn—l_ 4 - 4 - 4 e

_3.

Es una progresion aritmética con d =

. -, R =, n-1
6_)8?3—8”_1—_‘3+7—(b+

Es una progresion aritmética con d =

0 fi=0./,=3/f=8/=15 ..

S =1 =3#/3-/, =5 No esuna progresion aritmética.




EJERCICIO 8

Calcula los términos a,, y a,,, de las siguientes progresiones aritméticas:
a)—4,-2,0,2,4, ...
b) 2, -3, -8, -13, 18, ...

_ _3 1 12 _
C)“m—“1+9d_z+9'z_ 7 0
_ _3 1 102 51
amﬂ—a1+99d—z+99-z— i 2
EJERCICIO 9

Calcula la suma de los 25 primeros términos de las siguientes progresiones
aritmeéticas:

a)3,6,9,12,15,... b) 5; 4,9; 4,8; 4,7; 4,0; ...
1-2n

c,=4n—2 dd, =

a)a; =3y =ay +24d=3+24-3=75

(ay+ay) 25 _(3+75 25
59- - = . -

2 - : =975

b) b, =5; bys = by + 24d =5 —24-0,1 = 2,6
_ b+ b)) 25 (5426)-25

25 P > =95
c) c 2; Ch5 = 98
st (c, + 6223:) 25 2+ 9;;) - 25 _ 1250
dd, = _—21; dys = _—39

iy s [1-8)
L+ d,2) - 25 ' _
S,):} _ N 1 25 _ 2 2 _ 6225 =_312,s




2.- Progresiones Geométricas

Definicion: Una progresiéon geomeétrica es una sucesién en la que se pasa de cada
término al siguiente multiplicando por una cantidad fija, llamada razén de la
progresion.

Término general, a,. de una progresién geométrica cuyo primer término es a; y cuya
razon esr se obtiene asi: a, = 511.1‘“'1

Suma de los n-primeros términos de una progresion geomeétrica conr # 1 es:

n
a,r—a a1 —a
Sp=ayta+...+ta=-" -1 L
r—1 r—1

Suma de infinitos términos de una progresion geométrica en la que [r| < 1 es:

g, =

-1
EJERCICIO 10

De las siguientes sucesiones, ;cuiles son progresiones geométricas? Escribe
tres términos mas en cada una y también su término general.

a) 32,16, 8,4, 2, ... b) 1; 0,1; 0,01; 0,001; ...

o 1,4,9,16,25, ... D2, 2,272, 4,472, ...

a) Es una progresion geométrica con ay =32 y r= %

_1 =
s a =32'(%)H =2 _6-n

=64, b= n?

b) No es una progresién geométrica; b, = 36, b, = 49, b .

8
©) Es una progresion geométrica con ¢; =1 y r=0,1.

¢ = 0,00001; ¢, = 0,000001; ¢, = 0,0000001; ¢, = 1-0,17~1=0,17~1

J—

d) Es una progresion geométrica con d, = N2 y r=\

o]

= \H

[y ; — —yi—1 T
de=8;d, =8N2;d,=16;d, =2 - N‘2_)” =(\'2) :




EJERCICIO 11

Calcula la suma de los 25 primeros términos de las siguientes progresiones

geométricas y halla la suma de los infinitos términos en los casos que sea
posible:

_ 1 1
a)a, =32, r= 5 b) a, =10, r= 1o
- »—10 - _ 1
Aa,=27" r=2 d)a, =-5, -__Z
o - dys r—dy _a - r¥—a, o a,
= r—1 r—1 B
25
32 [l)) 732
. 2 Vel -
A) S, = —————— = 6399999809 = 64 § =—L =32 32 _¢4
B 1 Tol-r 11
2 2 2
25
1()-(%) - 10
7]
s, —20 . 100 g =M 10 _100
£ i_] () o 1_!. l_i 9
10 10

C) S _ 2—'1{3 R 225 _ 2—'“}

25 2-1

= 32767,99902 = 32768

No se puede calcular S porque |r| no es mayor que 1.

s) - (—i)” _(5)

4 A -5 —2 i
d) 525 = = —4 S = = = = —4

1 1_[_l) 2
i) 4

3.- Sucesiones de Potencias

.-l‘-\ll—l

Nos encontramos con frecuencia sucesiones del tipo 1™, 2™, 3™ ..., n™
(Cuadrados, cubos, raices). Son especialmente importantes:

. n.(n+1).(2n+1
- La suma de los n primeros cuadrados: 17+ 2>+ ... +n’ = ( ) )

6
;3 n’.(n+1)’
4

- La suma de los n primeros cubos: ’+2°+ _+n

EJERCICIO 12

10. Calcula: 502 + 512 + ... + 602

(124 .+ 60D -2+ . +49) = (’“'(’; AN 5(“'99=
3] 2

= 73810 — 40425 = 33385

Halla la suma siguiente:
213+ 223 + 233 + ..+ 373 + 383 + 393 + 403
20+ L4400 = (P2 200420+ L+ 40D - (P L+ 20D =
C40% 412 202 - 212

4 - 7 = 672400 — 44100 = 628 300




CACULO DEL TERMINO GENERAL DE ALGUNAS SUCESIONES “RECONOCIBLES”

EJERCICIO 13 : Halla el término general de las siguientes sucesiones:
3 5 111 1

a) —1,2,5,8,11,... b) 1,-2,4,-8, 16.... o 11,322 d) —, =, ~,
27272 2°4°816

Solucion:
a) Es una progresion aritmética con a;=-1 y d=3. Por tanto:a, =-1+(n

b) Es una progresion geométricacon a; =1 y r=-2. Portanto:a, =1.(-2)"" — a, =(-2)""
c) Esunaprogresion aritmética con a, :% y d= 7 Portanto: a, = E+ (n 71}% - a, :g

d) Esuna progresién geométrica con a, :% y r= Portanto: a, =

N =

EJERCICIO 14 : Encuentra el término general de las siguientes sucesiones:

a) 0,3,8,15, 24,... b) E’E’E’E!E!”_ c) 2,9,28,65,126,...
56 7 8 9
q 3456 ) 1,->,2-2.3,.. f)-2:-05:1;25; 4;...
2 3 45 2 2
Solucion:

a) No es aritmética ni geométrica: Restando a cada uno el anterior (2 pasos hasta que se repite)
D e 3 /3\ /u\ / ’
3 / 5\/ 7 \/9
z z 2
J'a +b+c=0
4a+2b+c=3

‘_9a+3b+c:8
a=1:3.1+b=3>b=0:1+0+c=0=>c=-1 =25, =n"-1

= Grado2=S,=an’+bn+c

J3a+b:3 {2

- a=2
Restando a cada ecuacion la anterior {Sﬂ + b =5Restando a cada ecuacién la anterior

b) Numerador: Geométrica de r =2 = a, = a;.r™' =22 =2"

n

Denominador: Aritméticaded=1=Db,=a; +(n-1)d=5+(n-1)1=5+n-1=4+n

¢) No es aritmética ni geométrica: Restando a cada uno el anterior (3 pasos hasta que se repite)

A 9 28 65 126
7\ /19\/ 37\/ 51 = Grado3=S,=an’+bn’+cn+d
12 18 24
& &
a+b+c+d=2 ;
Ja+3b+c=7 B
8a+4b+2c+d=9 [12a+2b=12
= 19a+5b+c=19 4
Restando a cada ecuacién la anterior :‘1 8a+2b=18

27a+9b+3c+d =28 Restandoa cada ecuacién la anterior | -
~ 37a+7b+c=37
64a+16b+4c+d =65

{ea=6
Restando a cada ecuacién la anterior
a=1;121+2b=12>b=0:71+30+c=7 =c=0:14+0+0+d=2=>d=1=S,=n" + 1
d) Alternancia de signos (-1)"
Numerador: Aritméticad=1—=a,=3+(n-1).1=n+2 Sy =(-D* at2
Denominador: Aritméticade=1=b,=2+(n-1).l=n+1 n+l

n+4



¢)

Alternancia de signos (-l)r1+1 S, =(

Numerador: Aritméticad=1=a,=2+n-1).1=n+1

Denominador: Constante = b, =2

f) Es una progresion aritmética con «; =-2 y d =1,5. Por tanto:
a,=-2+(n-1)15=-2+15n-15=15n-35 = a,=15n-35

[SHNS]
2 | =

1 | e
ta | o

(SR

_1)11+1 n+l
5

BEJERCICIO15 . Halla el criterio de formacién de las siguientes sucesiones recurrentes:
a) 3,4, 12, 48, 576, 27 648.,... b)1,2,3,5,8,13, 21,...
c1,54,-1,-5,-4,1,5,.. d)1,2,2,4,8, 32,256,8 192,...

e)2,5,7, 12,19, 31, 50, 81,...

Solucion:
a) A partir del tercero, cada término se obtiene multiplicando los dos anteriores:
a=3 , a,=4 , a,=a,,-a,, paran>2

b) A partir del tercero, cada término se obtiene sumando los dos anteriores:
a, =1, a=2 , a,=a,,+a,, paran>2

¢) A partir del tercero, cada término se obtiene restando los dos anteriores:
a, =1, a, =5, a,=a,,—a,, paran>2

d) A partir del tercero, cada término se obtiene multiplicando los dos anteriores:
a, =1, a=2 , a,=a,,-a,, paran>2

e) A partir del tercero, cada término se obtiene sumando los dos anteriores:
a=2 , a,=5%5 , a,=a,,+a,, paran>2

REPRESENTACION DE UNA SUCESION

Una forma de representar graficamente las sucesiones reales es como funciones, es
decir, como pares ordenados (n, an), lo que puede ser Util en ocasiones para el estudio
de sus propiedades. En el eje de abcisas se representan los numeros naturales ny en el
eje de ordenadas los valores reales an. Dado que la variable n solo admite valores
naturales, la representacién grafica se visualizard, entonces, como un conjunto de
puntos aislados.

EJERCICIO 16

_4n+ 10

- Representa la sucesién a, 2m— 1
n—

10



EJERCICIO 17

. . n- .
Representa la sucesion b,=—-2n+3
+

C) c,= D" n

|
& d, = (1" —

n-

11



SUCESIONES MONOTONAS “a

Definicion Diremos que {a,} es: a “

m mondtona creciente si, y s6lo si, an < any1, neEN .

» mondtona decreciente si, v s6lo si, a, > any1, Yne ™

EJERCICIO 18

Estudiar la monotonfa de las siguientes sucesiones:

2n-1 8n an 1
= b = e = =-—
" n " 14+2n " n+l d, nt

Solucidn:

a) Vamos a probar que los términos de esta sucesion verifican

a,., —a, >0 VYneN, es decir que se trata de una sucesién mondtona

LEJ ]
estrictamente creciente,
2n+1)=1 2n=1 2n+1 2n-1

a -l -

il e n+l n n+1l n
() n—(n+)2e-1) I+ —Fn® -+l 1 >0
B (n+1)-n - (n+1)-n -{n-{—l)-n

el cardeter positivo del anterior coclente estd garantizado porgque noes un

miimero IJ.,H.LILI'HJ..

b} En este caso vamos a demostrar que b, <8, ¥ae N, con lo cual la

steesion serd mondtona ereciente.

Bn 8- 1
b S by o g — )
142~ 142 (n+1)
Bn < Bn+ 8
1+20  1+2+2
S En 1 + 1 < Fn+ 84 1fn? + 10 S 0<8

-

lo enal es siempre cierto.
¢)] La sucesidn dada es creciente, yaque ¢, < ., %o € N, pues

ruﬂ_Iq;-_‘_]@i-{Mﬁi{M@

n+l (m+1)+1 n+l" n4?2
sdmt stz i+ n+ In+i 0

la expresion tltima a la cual hemos llegado es siempre cierta, luego la

designaldad inicial también lo es.

d} En este caso demostraremos que o =d,,  ¥a € N, es decir que la sucesidn

es mondtona estrictamente decreciente.

1
d, =d , & —=>
+] nt w1

= (n+ 1]‘ = md

esta designaldad es cierta para cuslguier mimero natural, luege se cumple

AlEpre.

12



. . . n!
EJERCICIO 19 Determina si la sucesion {

- es mondétona.
Qn
n>1

Solucién: Primero calculamos algunos de los primeros términos para deter-
minar si es mondtona v en qué sentido:
1 2

Ay = 5y Qg = -1 3 = 5o Qg = 7
2 4 8 16
por lo que,

a;p < as < ag < ay
v parece indicar que es mondtona creciente. Para probarlo, debemos verificar
que a, < an.1, para todo n. Dado que todos los términos son positivos y
. . . . a 1

que involucran factoriales y potencias vamos a probar que e

a]l
(n+1)!
Ton+1 4+ 1
%:%21, para todon > 1
2n

Queda asf comprobado que a, < an.1, para todo n, por lo que la sucesién
resulta ser mondtona creciente.

SUCESIONES ACOTADAS

Sea {a,} una sucesién real y M c R .

= Sia, <M, ¥YncN diremos que {a,} estd acotada superiormente.
En este caso el mimero M se llama cota superior.

w Sia, > M, YneN diremos que {a,} estd acotada inferiormente.

En este caso el mimero M se llama cota inferior.

= Diremos que {a,} estd acotada si lo estd superior e inferiormente. Esto
equivale a decir que
la,| <M, YnelN

Graficamente, una sucesién acotada es, pues, aquella cuyos términos se en-
cuentran situados en una banda horizontal de anchura 2M, como puede
observarse |

M
a,, .
.
L]
L -
1 1 1 T 1 n >
.
L] .
L]
—-M
Sucesién acotada |a,| < M
Ejemplo Veamos algunos ejemplos de sucesiones acotadas.

1 1 ‘
m {—} estd acotada porque |—| <1, VneN
n n

m {(—1)"*!} estd acotada porque |(—1)"H| <1, vneN

= {n} no estd acotada superiormente.

13



LIMITE DE UNA SUCESION

El limite de una sucesion es el valor al que se van aproximando los términos de la
sucesion, cuando se va avanzando en ella, esto es, cuando n toma valores cada vez
mayores.

- Siseacerca a un nimero, 7 decimos que: a, — # ¢ bien lim a, =7¢
Y se lee “a, tiende a #’ o bien “El limite de a, es #’

- Si crece de modo que sus valores acaban superando a cualquier nimero, decimos
que: a, — teo ¢ bien lim a, = +eeo
Y se lee “a, tiende a +e=” 0 bien “El limite de a, es +oo”

- Sidecrece, tomando valores menores que cualquier nimero negativo por grande que
sea su valor absoluto, diremos que: a, — -co ¢ bien lim a, = -co
Y se lee “a, tiende a -o” 0 bien “El limite de a, es -o”

- Existen otras sucesiones que no se comportan de ninguna de las tres formas
anteriores v por tanto no tienen limite y se llaman oscilantes.

CLASIFICACION DE LAS SUCESIONES SEGUN SU LIMITE
- Sitienen limite finito: Convergentes

- Sitienen limite infinito (+ee 6 -e): Divergentes
- Sino tienen limite: Oscilantes

EJERCICIO 20
Con una calculadora, forma términos de las siguientes sucesiones y estudia a qué valores tienden.
2n’ —3n 1
a)an——n1+1 b)b"_n+1 .:).;n_E
B _8 _ 200 ~ 20000
a)a =1 H=g= 1,6 an = o7 = 1,98... an = T5007 = 1,9998
Se observa que tiende a 2.
- _3__ - _30__ - 300 _ - 3000 _ _
b) b, = 7= 15 b, = = 2,757... by = il 297... by = 001 = 2,997...
Se observa que tiende a —3.
d ¢ = % =02 ¢, =01 ¢, = 0,02 € = 0,002 Coe = 0,0002 oo = 0,00002

Se observa que tiende a 0.

Estudia el comportamiento de estas sucesiones para términos muy avanzados e
indica su limite:

_2n—-3 _2n-3
aa,=—-= b) b, = P
e, =3-2" d)d, = 5—715

a) a, = 2,83; ay, = 32,83 a = 332,83,... lima, = +e

100 1000
b) by = 1,133; by, = 1.876; by = 1,987, lim b, =2
O ¢y ==1021; ¢y =—1,27 - 10°,... lim ¢, = —co

d d,, =4999; d,, = 4.999999,... limd, =5

Di, razonadamente, cuiles de las siguientes sucesiones tienen limite:

. _ 2 (M

a)a, > b) b, = (-1) 55
- =0 - 2

e, =1)"n d)d, =" =3

a) ay =—0,02; ay, = —0,0002; d, 50, = —0,000002,... lima, = 0.

b) by, = 0,714; by = —0,733;: b, = 0,962; by, = —-0.962....

Los términos pares son positivos y tienden a 1; los términos impares son negativos
y tienden a —1. La sucesién no tiene limite.

ey =16, =2 €5 = 3o € = 1000, €0, = =1001....

Los términos impares son negativos y tienden a —oo; los términos pares son positi-
vos v tienden a +eo. 1a sucesion no tiene limite.
Dd =-2d,=05..;d,, = 00002 d, =-000019,... limd, =0.
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Graficamente el concepto de limite se interpreta como que la cola de la
sucesion se aproxima a una recta horizontal de ecuaciéon y = L, silima, = L;

A y=L

Sucesién convergente

o por el contrario, la cola supera cualquier cota K si lima,, = +oc;

A

n K
K,

. K,
. K,

K,

Sucesion divergente

DEFINICION “FORMAL” DEL CONCEPTO DE LIMITE DE UNA SUCESION

Definicion Diremos que {a,} es convergente y tiene limite A € R sii

Ve>0 dngeN [ si n>ng = |a,— A <e

/ =
v lo escribiremos lim a, = A.
n—00

Traduccion:

Que lim a, = 1 significa:

n—-0oo
Dada una cantidad muy pequefia & > 0 siempre encontramos una posicion no en la
sucesion (que corresponde al término a,, de la sucesion) tal que, a partir de ese término
de la sucesion en adelante V n = ny, la distancia entre un término a,, de la sucesidn
y el limite A es MENOR que la cantidad fijada € , esto es, d(a,,A) < &, oloqueeslo
mismo |a,, —A| < & oquea, € E(4,¢&) (entorno de centro Ay radio ¢)
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a) Halla su limite.

b) Calcula las distancias entre los términos a,, ;5 ¥ a0 ¥ €l limite.

¢) (A partir de qué término esta distancia es menor que una centésima?
d) ;Y menor que una diezmilésima?

a) Calculamos algunos términos:

. 6n
Por tanto, lim ——— = 2.
n— .

a, = 1,9354... a0 = 1,993355... au = 1,999333... I+ 1

b) |ay — 2| = |1,9354 — 2| = 0,0646; | — 2| =

1,999333 — 2| = 0,000667

1,993355 — 2| = 0,006645; |2 — 2| =

9 llay - 2| = 3n6fi1 —2‘ = 6”3’”?’1*2 = 3n2+1 <11ﬁj 00<3n+1 = 2003’7 <n=6633<n
A partir del término 67, la diferencia entre los términos de la sucesién y su limite es menor que una centésima.
2 1 20000 -1 . _—

d) |a, — 2| = 1 < 10000 = 20000 <3n +1 = T3 <n= 6666,33 << n. A partir del término 6667, la

diferencia entre los términos de la sucesion y su limite es menor que una diezmilésima.

16
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La sucesién de término general b, = tiene por limite 0. Halla a partir de qué término se verifica

que |b, — 0| < 0,00001.

3
n+1

3

1
m‘<mz300000<n+1 = n > 299999

1

Por tanto, a partir del término 299999 se verifica que: |b, — 0| < 100000

n+ 2

Tl tiene por limite l. Calcula a partir de qué término se ve-

La sucesién de término general ¢, = 3

c, — 1 < 0,0001.

rifica que >

1
10000 —

3

1 )
4n2+2‘<10000 = 30000 < 4n* + 2 =

m+2 1) _ 1 '+ 4 -2 -1
2+ 1 2| 10000 — an” + 2

= 29998 < 4’ = n = \;-"'% = 86,6. Por tanto, a partir del término 87 se verifica que:

1 1
@~ 7‘ = 70000

Dados k = 10000 y la sucesion de término general a, = n* — 1, averigua a partir de qué valor del indi-
ce n sus términos son mayores que k.

|a,| > 10000 = | — 1| > 10000 = n’ > 9999 = n > /9999 = 99,995

A partir del término 100, los términos siguientes son mayores que 10000.

CALCULO DE LIMITES

1 lim(a,+by)=lima,+limb, (Excepto co-co)
2 lim (a, - by) = lim a, - lim b, (Excepto oo -eo)
3 lim(a,.b,)=1lima, . lim b, (Excepto 0.00)
4 lim (a, / by) = lim a, / lim by, (Excepto oo /e y0/0)
5 lima, ™= lim a, """ (Excepto 0%, =%, 17
+oo sia>1 0 sia>1
Nota: a™ =4{1" sia=I a~ =41" sia=1
0 si O<a<l oo si 0<a<l

Estos excepciones reciben el nombre de indeterminaciones v cada una se resuelve de
un modo determinado

Limite de sucesiones del tipo lim X =0 conp >0 y KeR

n-oco N
. . K . K ) K
Ejemplos: AI_ILIO — = 0 Tlll_r)glo = = 0 Tllgglo = 0 etc

RESOLUCION DE INDETERMINACIONES

Con la aritmética infinita, pueden presentarse los siguientes tipos de inde-
terminaciones:

Veamos como resolver algunas de ellas:
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Indeterminacion Tipo « - o

. . . K
Se saca factor comun la mayor potencia y tenemos en cuenta que lim = = 0 conp>0
n—-oo

Ejemplos:

5 1 1

lim —4n®+5n  —n+1=limn®(-4+-—-—=+—=)=+00(-44+0-0+4+0) = -
27T 3
n n?¢ n

n—-oo n—oo

, 3 7 2
lim 2n4—3n3+7n—2=11mn4(2——+———>=+oo(2—0+0—0)=+oo
n—-oo n—oo n Tl3 Tl4

Regla:
El limite es mas infinito si el coeficiente del término de mayor grado es positivo y es menos

infinito si el coeficiente del término de mayor grado es negativo.

Indeterminacién Tipo co/oo

Se saca factor comun la mayor potencia en el numerador y en el denominador, luego se

simplifica y tenemos en cuenta que lim % =0 conp>0

n-oo N
Ejemplos:
1 2 1 1 2 1
A’ tn’—2n-1  too R A
lim :(_) = lim — lim _ 4
noo —3n3 4+ 5n2 + 2 —o/;yp noo 3(_3+§+£) o0 _3+5+£ 3
n n3 n n3
1 2 1 1 2 1
L AnSdn?—2n—1 _ teo Cn(dtmras) P (ttmenw) 4
ez~ (Coy 5.2y A% I (o) (-5) = -
IND nS(—3+H+F) (_3+H+F)
1 2 1 1 2 1
—5n3+n2—2n—1_ —o0 n3(_5+5_?_$) _5+5_F_? _5

N St Y 5nZ 1 2 _(+_oo),ND=rlzii§o n4(3+%+%) naoon(3+_+£) Foo

Regla:

e Si el grado del numerador es mayor que el del denominador el limite es *
oo (Dependiendo del signo del coeficiente de mayor grado del numerador y del
denominador)

e Siel grado del numerador es menor que el del denominador el limite es 0.

e Sielgrado del numeradory denominador es el mismo el limite es igual al cociente entre
los coeficientes de los términos de mayor grado del numerador y denominador.

Indeterminacion Tipo (e« - ) con expresiones radicales

Se elimina la indeterminacidon multiplicando y dividiendo por el conjugado, para quitarnos la
raiz.

| B ——— (W FL+Ve=1)
M T =P == () = (o) = i (V1= 0? 1) (e T =
n?Hl-*-1) _ n+l-ni+l 2 2

lim = lim = lim =——=90
noo\pZ 4 149Vn2 -1 nroyn24+14vVn2—1 m®n2+14+Vn2—-1 t©
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) ) —— (Vn?=2n+3+Vn?—1)
Tllgrc}ox/nz—2n+3—\/nz—1=(+°°)—(+°°)1ND=1{§TC}O(V”2_2”+3_ nz_l).(m_;_m):

o onP=-2n+3-(n%-1) o on?-2n+3-n?+1 ) -2n+4 —o0
= lim = lim = lim =(—) =

noo\nZ —2n+3+VnZ—1 mnoonZ —2n+3+Vn2—1 mooVnZ—2n+3+VnZ—-1 ‘+%/mnp
4 4 4

n(—-2+-— n(—-2+-— n|(-2+-

= lim (3 n) = lim = n) T = lim 2( 3 n) =
n-oo n-oo n-—oo
\}le(l——+n—)+ le(l—%) n\/l—z+ﬁ+n\/1—p TL( 1—1—1+p+ 1—%)

-2 +i
= lim e

-2
=i - VI+VI
n n n

EL NUMERO “e”

. . L - 1\"
Consideremos la sucesion de término general siguiente: (a,) = (1 + ;) con n€N

Esta sucesion verifica lo siguiente:

1. Es mondtona creciente, estoes, a, < a,;; V n€N
2. Estd acotada superiormente, pues a, <3 V neN

Aplicando un teorema que afirma que toda sucesién mondtona creciente y que esté
acotada superiormente es convergente (tiene limite), podemos decir, que la sucesién

1\" .. . . , . . .
(ap) = (1 + ;) tiene limite, el cudl, es un nimero irracional denominado “e” (en

honor a Leonard Euler):

lim (1 + %)n —e=27118281 oo ...

n—-oo

HISTORIA DEL NUMERO e

Primer ejemplo. Crecimiento de un capital

En el siglo XVII los matematicos se preguntaban. ;Con arreglo a qué ley aumentaria un
capital colocado a interés compuesto si el interés se acumulara a cada momento al capital?. Es
decir, sin esperar a transcurrir un afio, sino desde el momento que comenzara a producir inter-

eses.
Por ejemplo, 1 € colocado al 100%, al cabo de un afio, tendriamos 1 +1 =2 €.
Colocados de nuevo al 100%, tendriamos al cabo del segundo afio 2 +2 =4 €
Al tercer aio 4 + 4 =8 €.

En general, al cabo de n afios tendriamos (1 + 1) euros.
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Pero, ;por qué hacer la acumulacion al cabo de 1 afio?. ;Por qué no hacerla al cabo de 6

1
meses (E ano)?.

En ese caso, nuestro euro al cabo de 6 meses habria producido 0.5 € y el capital total se

, . . 1 . . .
habria convertido en (1 + E) euros. Pero este capital estaria ahora produciendo intereses durante

. ! 1
el medio afio restante, lo que resultaria 3 (1+ E) euros.

En total.
1 1 1 1 1
1+ )+ —(1+—)=010+=)-(1+=)=(1+
( 2) 5 ( 2} ( 2) ( 2} (

.Y st hiciéramos la acumulacidn dia a dia?

.Y si la hiciéramos hora a hora?

8760
1
I+——
[ 8760}

.Y si la hiciéramos segundo a segundo?

31536000
, 1
l+—
L 31536000}

Curiosamente, por mas que subdividamos el tiempo, el capital no crece indefinidamente,

sino que la sucesion de término general.

=

1 n
1+7} conn = oo

| n

Se mantiene por debajo de un cierto limite.

Se podrian dar mas ejemplos que son casos particulares de la llamada ley del crecimiento,
donde una cierta magnitud (dinero, habitantes, bacilos, etc), susceptible de multiplicarse a un
ritmo constante cada cierto tiempo, el crecimiento se agrega a la poblacidn inicial y toma parte
a su vez, en su multiplicacion

Al limite de la sucesion de término general.

r 1 n
lm | 1+—
e n

Lo llamamos, nimero e, o niumero de Euler.
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1 10
1+—| =25936
10
1 50
1+— | =2.6915
50 |
1 200
— | =27164
200 |

Conforme mayor es n, la expresion se va haciendo mayor. Sin embargo, el valor de di-

cha expresion va creciendo cada vez mas despacio, al crecer n. Los sucesivos valores forman una

sucesion convergente acotada. El valor limite de esta sucesion recibe el nombre de numero e y su

valor es.

e=2.718281828459.....

Es un numero irracional y ademds trascendente. Es decir, que no es solucion de ninguna

ecuacion polinomica de coeficientes racionales.

Indeterminacion Tipo 1

Se resuelve utilizando el n2 “e”:

lim (1 + %)n =e en general lim (1 + i)an =e

n—-oo n—-oo an
De éste modo, si tenemos:

. b, o0 __lim by-(an—1)
lim a,’» = (1%°) ;yp = en-x
n—-oo

Ejemplo:
nZ
2n + 1\n+1 lim n? _(2n+1_1)
hm <—) = 1+°0 = en-ocon+1\2n+4
n-oo \21 + 4 ( ) IND

nZ

. -3 - —3n° 3
. lim —————— _2
= er%l—pgon+1 (2n+4) = enl—>ng°(n+1)'(2n+4) = 2 = —

= er¥1—>12<>1’l+1

con a, — *©

le

(2n+1—2n—4)
2n+4

Ve3
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