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Part 1
Ecuaciones y sistemas ecuaciones
trigonométricas

1 Ecuaciones trigonométricas

Para resolver las ecuaciones trigonométricas no existen procedimientos especifi-
cos. A veces tendremos que:

a) Factorizar utilizando adecuadamente las férmulas que conocemos.

Veamos algunos ejemplos:

b) Intentar que en la ecuacién trigonométrica , tan solo aparezca una sola
razén trigonométrica del mismo dngulo

¢) Aislar una razén trigonomeétrica y elevar al cuadrado. Cuando utilicemos
este procedimiento; es conveniente comprobar las soluciones (alguna puede que
no lo sea).

d) Combinando los procedimientos explicados con anterioridad etc,etc,etc...



1.1 Ejemplos de ecuaciones trigonométricas
Ejemplo 1 Resuelve la ecuacion 2sinx cosx = sinx
2sinxcosz =sinx

2sinxcosz —sinx =0

sinxz(2cosx —1) =0

2km
sine =0—x = keZ
T+ 2kw
§+2k7r
1
2cosx—1=0—>cosx:§—>a:: . keZ
%‘I-Qkﬂ'

Ejemplo 2 Resuelve la ecuacion cos 3x + cos x = cos 2x

Para resolver esta ecuacion utilizaremos la férmula:

C+D C-D
cosC' + cos D = 2 cos <J2r) cos (2>

para transformar cos 3x + cos x en forma de producto.
Fijate que:
€08 3T + cosx = 2 cos 2x cos T

Asi pues ; resolver la ecuacién cos 3x+cos x = cos 2x es lo mismo que resolver
la ecuacién:

2cos2x cosx = cos2x
2cos2xcosx —cos2x =0

cos2x(2cosx —1) =0

g+2k7r %—i—lm
cos2x =0— 2x = — T = keZ
3 3
77T+2]€7T %-l—kw
1 z+2k’ﬂ'
QCOS$—1=0—>COSZE:§—>.’E= 5377 kel

?4'2]671'

El conjunto solucién de esta ecuacién trigonométrica es :

0 o U 37
S {3—1— kj7r,3—|— k7r,4—|—k;7r, —|—l<:7rconk:€Z}



Observacién 3 Vamos a resolver esta ecuacion de otra manera. Para ello;
vamos a escribir cos 3x en funcion sélo del cosx y cos 2z en funcion del cosx

cos3x = cos(2z+ x) =cos2xcosz —sin2zsinz =

2 —sin?2) cosz — 2sinz cosrsinz =

2pcosz — 2sin zcosx =

= (cos

cos® x — sin

= cos®z — 3sin?xzcosz = cos® . — 3(1 — cos® x) cosx =

cos®x — 3cosx + 3cos® x =

4cos®x — 3cosw

2 2 2 2

cos 2z = cos? x — sin® x = cos? z-sin® = cos? x — (1 — cos?z) = 2cos?x — 1
cos 3z = 4cos® x — 3cosx
Como Y entonces resolver la ecuacién

cos2z =2cos?z — 1
cos 3x + cosx = cos 2x

Es equivalente a resolver la ecuacién

cos3r +cosxr = cos2x
4cos®z —3cosz +cosz = 2cos’x—1
deos® s —2cos’x —2cosz+1 = 0

Si llamamos a cosxz = X. Tendremos que resolver la ecuacion:
4X3 —2X%2 -2X +1=0

Para ello; factorizamos aplicando la regla de Rufinni

4 -2 -2 1
1 .
5 2 0 1
ER —2|£|
X--=0—>X=-
(X—1>(4X2—2):0—> i:@
2 AX2-2=0— X = \[3/5 2
2

Deshaciendo el cambio de variable, el problema ha quedado reducido a re-
solver las tres ecuaciones trigonométricas siguientes:



1 3
1. cosxr == —ax = keZ
? T ok
— T
3
Y %+2k7r
2
2. coSxT=— — T = kel
? ok
— T
4
5 %T-I-ka
3. cost=—— > x = keZ
? 5£+2k‘
1 T

3 5 7
Puedes comprobar que el conjunto {Z + 2k, Zﬂ- + 2k, % + 2k, Zﬂ + 2km con k € Z}

3
coincide con el conjunto siguiente{;r + k, Zﬂ + km con k € Z}

Con lo que; el conjunto solucién de la ecuacién trigonométrica es:

us oT U 37
S {3—1— kj7r,3—|— k7r,4—|—/<:7r, —|—l<:7rconk:€Z}

Las soluciones en [0,27) son :

m br w bw 3w Tw

3737474747 4
Ejemplo 4 Resuelve cos? z + 2sinz = 2

Tendremos que expresar el cos® z en funcién del sin z. Para ello; utilizamos
la formula fundamental de trigonometria (cos?z = 1 — sin® z). Con lo que :

cos?x + 2sinz =
1—sin?z + 2sinz =

—sin’z +2sing—1 =

S O NN

sinx —2sinz+1 =

La ecuacién obtenida, es una ecuacién de segundo grado cuya incégnita a
determinar es sin z.
2+v4—-4

sinx:leex:g—&—QkﬁconkeZ

1
Ejemplo 5 Resolver la ecuacion —3 + cos? x + cos? g =0



s A  1+cosA 5T 1+ cosx
ST L. _ -

Sabemos que cos

0s?2 = =
2 ] 2 2
T
Por lo tanto, resolver la ecuacién -5+ cos? z + cos? = = 0 es lo mismo que

resolver:
1 9 1+ cosx
—_— —_— = 0
2 + cos”x + 5
2cos2z4+cosz = 0

Factorizando; tendremos:

g—!—?kw
cosr=0— o= 3 con k € Z
§+2kw
cosx (2cosz+1)=0—

2
) §+2kw
COST = — — o = con k € Z
2 47

?“V‘Qkﬂ'

La solucién es el conjunto

S = {2§+2k — + 2km 7+2k7r +2kﬂconk€Z}

que coincide con éste:

5{2;+2k — + 2km, — +k7rconk€Z}

. . 1 T
Observacién 6 También se puede resolver la ecuacion —=—+cos? x+cos? 5= 0

. 2 ., X
st expresamos el cos” x en funcion del cos —

X X X X
C = (27>—_ 2Z _gin?Z =2cos? = — 1
omo Cosx COSs 9 COS 9 Sin 9 COS 9

entonces:

2
cos® r = (QCOSZg— 1) :4cos4g—400823+1

1 x .
Resolver —5 + cos? z + cos? 5= 0 es lo mismo que resolver:

1
—5 + 4 cos? (g) — 4 cos? (g) + 1 + cos? (g) =0

8c0s4(g) 6 cos> (2) +1=0



x

Si llamamos a cos (5) =T tendremos que resolver la ecuacién bicuadrada

siguiente:

1

21
2

V2

1
~L3

8T* —6T? +1=0—T =

N[—=

Deshaciendo el cambio de variable; el problema queda reducido a resolver las
ecuaciones trigonométricas elementales:

g + 2k
1.cos(%):%—>£: con k €Z
2 oT
? + 2km
Multiplicando por 2
27
? + 4km
T = con k €Z
1
E 4k
3
2
ok
x 3
2cos(%)=—%—>f: con k €7
2 47
? i 2km
Multiplicando por 2
4
?ﬂ- + 4km
T = con k€7
8
?ﬂ- + 4km
Las soluciones de las ecuaciones 1 y 2 se pueden expresar conjuntamente
asl: 4
5t 2k
T = con k €7Z
4
5 + 2k
=+ 2k
3005(%):72—>§: con k €7
2 i
Z + 2km
Multiplicando por 2
z + 4k
2
Y q
o+ 4k



3

I + 2k7T
4.cos(%)z—§—>§: con k € Z
2 5%
I + 2]{37&'
Multiplicando por 2
ST 4k
— T
2
T =
5
% + 4km

Las soluciones de las ecuaciones3 y 4se pueden agrupar asi:

{g-ﬁ-k‘ﬂ' conkEZ}
Por lo tanto; la solucién de la ecuacién inicial es el conjuntoo:
S = {?+2kw,§r+2kﬂ,g+kﬂ+2kw con k EZ}
Ejemplo 7 Resolver la ecuacion sinx + cosx = 1

Aislamos el sinz
sinx =1—cosx
Elevamos los dos miembros de la ecuacién al cuadrado

2

sinx =1-—2cosz + cos® z

Utilizamos la F.F.T para expresar el sin?z en funcién del cos? z.Como
24 =1 — cos? x; entonces:

sin
l1—cos?z = 1—2cosz+ cos®x
2cos’z —2cosz = 0
T4 2%n
cosz(cosz —1) = 0— cosz=0—2= %—i—%w con k € Z

costr=1—-x=2krconk€Z

. T 3T . -
Comprobemos ahora si los valores —, —, 0 son soluciones de la ecuacién

27 2
Param:gﬁcosg—i—sing:0+1:1—>x:g+2lmconk€Zsique
es solucién 5 3 5
Parax:g—>cos—7r—|—sin§:O—1=—1—>x=7ﬂ-+2k7rconk6Z

no es solucién
Para x =0 — cos0+sin0 =14+0=1— x = 2kw con k € Z si que es

solucion
El conjunto solucién de la ecuacion es :

{g + 2k, 2k con k € Z}



Observacion 8 Vamos a resolver esta ecuacion de otra manera

T
Como cosz = sm(§ — ) entonces:

sint +cosz =1« sin:v—l—sin(g —z)=1

Si utilizamos la férmula sin C' + sin D = 2sin <C er D> cos (C ; D>

La ecuacién nos quedard asf:

+3 (5-2)
T4+ - —=x r—(=——=x
2sin g cos g =1
QSingcos(m + 2) =1
Como sin = = Y2 sent
omo sin — = —— ;entonces:
4 2
s =+ 2k
1 2
cos(x—z)z—:——m:—zz con k € Z
47 V2 2 4 T
— + 2km
4
Aislando x
7r
5 + 2km
x = con k,k' € Z
21 + 2km = 2n(k + 1) = 27k’
Observaciéon 9 Resuelve ti la ecuacion sinx + cosx = 1 considerando que
C+D C-D
sinx = cos(g — 1) y que cos C' + cos D = 2 cos < —; ) cos ( 5 ) .

Ejemplo 10 Resuelve la ecuacion v/3sinz + cosz = 1
Aislamos el cosx
cosz =1—+3sinz
Elevando al cuadrado:
cos?z =1—2V3sina + 3sin?

2

Utilizamos la F.F.T para expresar el cos®z en funcién del sin?z.Como

cos? z = 1 — sin? z; entonces:

1—sin’z = 1-—2V3sinz+ 3sin’x
4sin’z — 2\/§Sin:1c 0

. 2km
smx—0—>x—{ Tt ok conkeZ

2sinz(2sinz —V3) = 0— 3 Ty okn
sine = — - o= 2%r con k €7
2 o T2k



) w27 . -
Comprobemos ahora si los valores 0, 7, 33 son soluciones de la ecuacién

Parax:O—>\/gsinO—&—cosO:O—Fl:1—>m:2k7rc0nk€Zsiquees
solucién

Paraz =7 — V3sinmtr+costr =0—1=—-1 o2 =7+ 2kr con k € Z no
es solucién

3 1
Parafx:gﬁ\/gsing—l—cosg:§+§:2—>m:g+2kwconk€Zno
es solucién 5 5 5 1 5
ParalE:?ﬂ—H\/gSiH?ﬂ-#»COS?ﬂ-:§7§:1H$:?ﬂ-+2kﬂ'COHk’€Z

si que es solucién
El conjunto solucién de la ecuacion es :

2
{;T + 2km,2km con k € Z}
Observacién 11 v/3sinz +cosz =1 .

3 1 1
Divido la ecuacién por 2— g sinx + 5 cosx = 5

3 ™ 1 .om ., .
Como — = cos — y — = sin — entonces la ecuacién queda asi:
2 6" 2 6
V3. N 1 1
~—— sin — cos = =
5 sinx 5 ST 5
. T + LT 1
sinxcos — +cosxsin— = —
TSy e 2
T
sinfz+-) = - —z+—-=1¢ 5r conk €Z
6 2 6 F + 2km

Aislando z

2km

T = 27 conk e€Z

— + 2k7
3

Fijate bien; que este procedimiento es mds corto que el anterior

Ejemplo 12 Resuelve cosx + v/3sinz = 0

. . 3
Sugerencia : Determina los dngulos tales que tanx = —3



1.2 Ejercicios ecuaciones trigonométricas

Ejercicio 13 Resuelve 4sin(z — %) cos(x — I) =3

6
4sin(x — %)cos(m - %) = /3 — 2:2sin(z — %) cos(z — %) =3
3
2sin(z — %) cos(z — %) =5
Como 2sin A-cos A = sin 2A entonces la ecuacion se reduce a:
sin(2z — <) = @
3 2
T — + 2k7
20— - = Ir conkc€Z
3 — + 27
3
Aislando z, tendremos:
il + km
T = 2 con k €7

Ejercicio 14 4sin (;) +2cosz =3

Fijate que cosz = cos? <323> — sin? (g) =1—2sin? <92c) — . Por lo tanto; la

ecuacién quedard asf:
4sin @) 42 {1 — 25in? ( )] ~- 3
1
4 sin® (JQS) — 45sin (g) +1

—4sin? <§> + 4 sin (;) —
El, problema queda reducido a resolver una ecuacién de segundo grado

N8
I
o

I
o

x
<cuya incégnita essin <2> > con lo que:

sin(x) B 4j:\/m:1

8 2
%+2k7r
- = 5 conkeZ
2 %‘FQ’CTI‘

10



Aislando z -
— + 4dk7
T = 537r conk €Z
? + 4]{17{'

Ejercicio 15 Resuelve sin2x = cos 120°

sin 2x = cos 120° — sin2x = 3
7
Ty ok
2 = 1?77 conkeZ
— + 2k7
Aislando z
s
—+k
T = 1 277 conk €Z
— +k
2 + km
Ejercicio 16 Resuelve cotx + _SmE -2
1+ cosx

En primer lugar, vamos a transformar la expresiéon que queda a la derecha
de la ecuacién

sinx cosx sinx cosx + cos? x + sin’ x
cotx + = — + = .
l+cosz sinz 14cosz sinz(1 + cosx)
Como cos? z + sin® z = 1, entonces:
sin x cos x + cos? x + sin® 1+cosz 1
cotx + = - = — = —
1+ cosz sinz(1 + cos x) sinz(l+cosz) sinz
Asi pues; la ecuacion inicial quedard como:
1 1 2
- = —\/§—>sinac:——:—£
sin x V2 2
T
— 4+ 2k7
r = 747r con k €Z
— + 2k7
4
Y. . .. cos T
Ejercicio 17 Resuelve ti la ecuacion tanx + ———— = —2
1+ sinx

Ejercicio 18 Resuelve cos®(x + %) — sin?(x + %) =1

Como cos? A — sin? A = cos 24; la ecuacién cos?(z + %) — sin’(z + z) =1

6
queda:
T
2 f) -1

cos(x—|—3

233—}—% = 2km

T

r = —E—i-kﬂ'conkeZ

11



Comof%+k7r:f7r+5g+k7r:5%+(k71)7r:5%+k’7rconk’62

Ejercicio 19 Resuelve tii la ecuacion cos?(z — %) — sin?(x — %) =-

Ejercicio 20 Resuelve cos2x — cos 6z = sin 5z + sin 3z

- D
cosC —cos D = —2sin (C—;D) sin <02>

Yy
sinC +sinD = 2sin <C;D) cos <CD>

Como

2
cos 2z — cos 6 = —2sin(4x) sin(—2z) = 2sin 4z sin 2z
entonces Y
sin 5z + sin 3z = 2sin4x cosx
Con lo que; la ecuacién se transforma asi:

2sindxsin2x = 2sin4xcosx

sin4xsin2x —sindxcosz = 0

Sacando factor comun sin4x

sindx(sin2z —cosx) = 0—<{ . sin4z =0
sin2x — cosx =0

o>
3

2km

Y- conk e€Z

1%sin4x = 0—>4x={

+
| F

I

2%sin2x —cosz = 0 *

Resolvamos ahora la ecuacién * sin2x — cosx = 0
Teniendo presente que sin 2A = 2sin A cos A

sin2x —cosx = 0
2sinxcosx —coszx = 0
T
— + 2km

cosx=0—zx = con k €7Z

cosz(2sinx —1) = 0—

— T = 5§r conk €Z

Ejercicio 21 Resuelve cos® (%) — sin® (g) =sinz

12



cos? A — sin® A = cos 24 — cos? (g) — sin® (g) = cos {2 (g)] = cosz

Luego
cos? <£) — sin? (£> = sinx
2 2

cosr = sinz

Dividiendo por cosz ,y teniendo presente que la funcién y = tanz es una
funcién periédica de periodo w

tanx:1—>x:%+k7rconkeZ

Ejercicio 22 Resuelve cos 2z + sinx = 4sin® z

cos2A =cos? A —sin?A=1-2sin’ A

cos2z +sinz = 4sin’z
1—2sin?z +sinz = 4sin’z
6sin®x —sinz —1 = 0

El, problema queda reducido a resolver una ecuacién de segundo grado
(cuya incégnita essinz). con lo que:

| —

_1£vV25
=5 =

DO
—

sinx

El problema queda reducido a resolver las ecuaciones trigonométricas ele-
mentales:

%—i—?km
—x = conk e€Z

5
%—F%w

1. sinz =

T — arcsin (%) + 2km
2. sinz=—-% 5= conk €7
27 — arcsin (%) + 2km

w

Ejercicio 23 Resuelve ti sin2x + 2cos?z — 2 =0

2

2x=1-—sin’2;

Sugerencia sin 2z = 2sinx cosx y cos

Ejercicio 24 Resuelve cosz — v/3sinz = 0

Sugerencia: Determina los dngulos tales que tanx = 5

13



Ejercicio 25 Resuelve cosx + V3sinz =0

Sugerencia: Determina los dngulos tales que tanx = —

|3

Ejercicio 26 Resuelve 8tan? <§) =1+secx

5 [ 1—cosx 1 . i
Como tan” | = ———— y secxr= entonces, la ecuacion queda asi:
bl
Ccos T

2 - 1+ cosx
8(1— 1
(1 — cosz) - 14+
1+ cosx cos T
8(1—cosz)  1l+4cosx
1+ cosx - Ccos T
8cosx —8cos’x = 1+ 2cosz+ cos?z
0 = 9cos’z—6cosz+1
0 = (3cosz—1)°
1
1 arccos (> + 2km
3
cosr = §—>x: 1 con k € Z
27 — arccos (3) + 2km
Ejercicio 27 Resuelve tan2x = —tanz
2t
Como tan2x = Lﬁ ; entonces, la ecuaciéon queda asf:
1 —tan®x
2tanz
oA — —tanx
1 —tan“x
2tanx = —tanz+tan®z
0 = tan®z — 3tanz

Factorizando:
tanxr =0 —>x=krconk €Z

T
tanx(tanzx—?)) =0— 9 tanz =vV3 >z ==+knrconkeZ
tan“xz =3 —

tanx:—\/g—nr:g—i—kﬂconkeZ

V2

Ejercicio 28 Resuelve sin 3z + cos 3x = —5

Transformemos en primer lugar la suma sin 3z 4 cos 3z como producto
Para ello; utilizaremos que:

cos3x = sin(g—?)x)
)
D - D
sinC+sinD = QSin(C—g )cos(c2 >

14



Con lo que
sin 3x + cos 3z = sin 3z + sin(g — 3z)
. 3x+z—3x 3m—z+3x
sin 3z + sin(§ — 3z) = 2sin — 2 Jcos +

2

Por lo tanto:

sin 3z 4 cos 3z = 2sin (I) cos (Bx — E) =V2cos (395 — I)
4 4 4
Después de todo esto, la ecuacién inicial sin 3x + cos 3z = -5 queda:

V2 cos (310 — %) = ——

2
2
1 — +2km
cos(3x—ﬁ) = _,_>3$_E: 437r conk €Z
4 2 S =
3
Si aislamos3z
T 27
-+ — +2knm
3x = % 437r con k € Z
-+ — +2knm
4 3
Aislando z; tendremos la solucién
ks 27r 2km
r = 71‘2+47r 22 conke€Z
12 9 3
U 2k77
r = 1o 2271_ con k € Z
%’ﬂ'

Las soluciones de esta ecuacién entre 0 y 27 son:

2 47
1135 (11 2T\ 59 am
36T 367 | 367 T 3 ) 367 T+ 3
2 4
19 43_( 19 67
e (T g ) s sy

Observacién 29 Fdjate en como la resolvemos ahora

V2

sin 3z + cos 3z = 5

Aislamos sin 3z

15



2
sin 3x = 5 cos 3z

Elevamos al cuadrado
2
2 1
sin? 3z = (—\2[ — CcoSs 3:E> — sin? 3z = cos? 3z + V2 cos3x + 5

Expresamos el sin? 3z en funcién del cos?3z utilizando la F.F.T
1
1 — cos? 3z = cos? 3x + \/50083.174— 3
Transponiendo términos;obtenemos la siguiente ecuacién de segundo grado:

1
200823w+\/§c0s3x—§ =0—>4cos23z 4 2v2c0s3z —1=0

Resolviéndola:
—2v2+ /24 L6 —-1y2
cos3x = ————— = 4 1
5 SR/ W)
Si determinas los dngulos tales que su coseno vale l — lf 2 veras que son
2, Br (2r — 5m) y analogamente los dngulos cuyo coseno vale —4+/6 —

i1 13
Son AT, 1om (7r + 57).
Perdona; pero como no lo comprobarés. Te lo voy a calcular:

T ™ m . T .7
COS%TF—COS( +g>:cosfcosffsmfsmf:ﬁ(%\/gfi)

4 4 6 4 6
cos 197 = cos(2m — &) =cos ST =V2(3V/3 - 1)
11 5 1 1
COSETF: —sinl—g = —sin (g—&—%) = —sin%cos%—cos%sin% =2 <4\/§+ 4)

Ccos %7‘( = cos %7‘( =2 (i\/g—l— i)
Con lo que podemos afirmar con todo rigor; que el dngulo 3z valdra:
S+ 2k
3x = H L con keZ

Aislando z




Como has elevado al cuadrado, algunas de las soluciones obtenidas no verif-
ican la ecuacion.

Comprueba ti que los valores 3—5671', %TF no son solucién

Conclusion : las soluciones de la ecuacién son

11 2km
+ _

T=4 ng con k € Z
BTy

Ejercicio 30 Resuelve la ecuacion sin3z — 2sinz =0
Fijate en la siguiente transformacion:

sin3x —sinx = sinx

Teniendo presente que sin(C) — sin(D) = 2 cos (“£2) sin (Y52 tendremos
sin 3z — sinx = 2 cos (‘“;1) sin (dz;z) = 2cos2zsinz
Con lo que la ecuacién nos queda asf:

2cos2xsinx = sinz

2cos2xsinx —sinx = 0

Sacando factor comun sin x

. 2km
1 sing =0 — x = .
sinz(2cos2x —1) =0 —

T+ 2krw
a =1 — 3
2% cos2x = 5 — 2z { 5?”+2k:7r conkeZ

conkeZ

1“sinx0%x{ 2k con k €Z

T+ 2kw
1 T+ 2km T +knm
a ~ — — — 3 = 6
2% cos 2z 2—>2x { 53”+2k77 T { 5gr+k7r con k€

Las soluciones de la ecuacién en [0, 27) son:

0,m, 2,52 Ir (2 4 ), Lr (52 4 )

Observacién 31 Vamos a resolver la misma ecuacion; pero, expresando el
sin3x en funcion del sinx

sin 3z = sin(2z + z) = sin 2x cos x + cos 2z sin x

sin2x = 2sinx cos x
Co

. entonces:
cos2xr =1—2sin’z

sin 2z cos « 4 cos 2z sinx = 2sinx cos? z 4 (1 — 2sin’ z) sinz

17



Sustiituyendo cos? z por (1 —sin®z) F.F.T
22) + (1 —2sin® z)sinz

sin3z = 2sinz(1 — sin

Operando y reduciendo términos semejantes
sin3z = 3sinx — 4sin® (a)

Resolvamos ahora la ecuacién
sin3z — 2sinz =0
Usando la expresion (a), la ecuacién se transforma en:

3sinx — 4sin®x — 2sinz =0

Reduciendo términos semejantes
. NS e —
sinz —4sin"z =0

Factorizando la ecuacion:
1% sinx =0

. o 102 =
sinz(1 — 4sin” x) OH{ 2% 4sinz —1=0

a . 2k
1 smx()%:c{ Y- con k €Z

1 sinx:%—m:: 5%7,122]:;
a 02, = 6
2% sin 33_4—> 0 6%+2k7r con k€l
T2 o IT”JerW
5 kT con
%"—!—kﬂ

Las soluciones de la 2% ecuacién se pueden agrupar asi z = {

kelZ
Las soluciones de la ecuacién en [0, 27) son:
(§+m). % (%% +7)

w bw Tw
07 T, 6’ 6° 6
Ejercicio 32 Resuelve la ecuacion cosz + V3sinz = —v2

Divido la ecuacién por 2
1 V3 V2
— COST + 7 sinx = 77

Como la ecuacion queda:
V3 _in &
5> = sin 3
s . . \/i
COSZ COS — +sInTsSin — = ———
3 3 2

18



Como cos A cos B + sin Asin B = cos(A — B)

7 \/i s —37T+2/€7T
)Y = = _ = 4
cos(x 3) 5 — T 3 {SI o keZ

Aislando ©

T4 3Ty Oy Br 4 okr
= 3 r4 = 2
o= BT wez—e= {10

Conclusién final : Las soluciones de la ecuacion entre 0 y 27 son :

137 197
127 12

Observacién 33 Vamos a resolver la misma ecuacion con otro procedimiento

Aislamos de la ecuacién cos x
cosx = —V2 —V3sinz

Elevamos los dos miembros de la ecuacién al cuadrado

coss = (—\f 2 \/gsinx>2
cos’z = 24 2V6sinz + 3sin’x
Sustiituyendo cos?  por (1 —sin?z) F.F.T
1 —sin®z =2+ 2V6sinz + 3sin’ x
Transponiendo términos, obteneemos una ecuacién de segundo grado (la

incégnita es sin x)
0=4sin?2 +2v6sinz + 1

Resolviéndola

sinx =

—2v/6 +2v/2 V216
S R v

sinx = %\@ — %\/6

sinz = —i 2 — i\/é
Nota: Para poder conseguirlo, lee detenidamente estas notas enumeradas

que vienen a continuacion (Si tienes problemas al trabajar en radianes ,considera

su equivalente en grados)

El problema se reduce a resolver las ecuaciones elementales {

1° Vamos a calcular el sin%7T considerando que sin%’r = sin (7r + 112) =
—sin 75
23 21 1 1
sin % = sin (% — %) = sin%cos %—cos Z sin% = g%—gi = Z\/é_i\/i
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Por lo tanto: Slnm—”:—sinlz—(i\/é—i\/?):i 2—%\/6

12 12
2° Vamos a calcular el sin 2132”
Hemos de tener prebente que sin 2132” = —sin {5puesto que 25’—; =2r— {5y
sin (27r 12) —sin {5
Asi pues:
. 237 . 1 1
sin—— = —gin— = -v2 - =6
12 12 4 4
Conclusion 1%: Los unicos dngulos entre [0,27) tales que sinx = %\/ﬁ— i\/é
13w 237
Som J20 12 17 17 : 5
3° Vamos a calcular el sin 53~ considerando que sin 53- = sin (7r + 1—”) =
_ 5m
sin 95

. b .
S1n —— = SIn

(7r 7T> .o T ﬂ-'ﬂ-l\f\[\[—\/é‘*‘i\/i

2 6 ) TIGeSTe g T T
Por lo tanto: sm%*fsm— ( \f+1\[) f%\/é
4° Vamos a calcular el sin 1192”
Hemos de tener presente que sin 1192” =— sm 15 buesto que 1192” =21 — %’ y
sin (27r — %T) = —sm%
Asi pues:
197 .
smﬁ——m E _,\f_,f
Conclusion 2*: Los tnicos dngulos entre [0,2m) tales que sinz = —3v/2 —
6 son ix 197

120 12
Utilizando las dos conclusiones anteriores podemos determinar las soluciones

de la ecuaciones trigonométricas eleementales:

Losine =12 - 16 —a={ 22 T2 con ke 7 (por la 19 condl
csinz = 3vV2— 3V6 -z = 2]3 4 okn COMKE (por la 1% concl. )
177'r
2. sinx = —3 2—1\[—>x—{ i;:ﬂ con k € Z (por la 2% concl. )
T2

Observacion importante: Al elevar al cuadrado la ecuacion, puede ocurrir

que no todas las soluciones sean vdlidas. Comprueba ti que los dngulos 213—2” Y

117—2” no verifican la solucion inicial

Conclusién final : Las soluciones de la ecuacion entre 0 y 27 son :

137 197
127 12

Después de explicar todo este procedimiento, es evidente que este iltimo
procedimiento es muy complejo. Asi que: querido alumno, evitalo en la medida
de lo posible.
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2.2 Ejercicios sistemas de ecs. trigonométricas

. ) Sina?—&—siny:@
Ejercicio 36 Resuelve el sistema T ,
r+y=—
2
De la 2% ecuacién aislamos z
s
== —
5 Y

Y sustituimos dicha expresién en la 1% ecuacion:

3+1
sin (g - y) +siny = f;_ (3)

C+D C-D
cos 5

podemos transformar la expresion que hay a la izquierda de la igualdad de la
stguiente manera:

Nota a) : Como sinC +sinD = 28i11< ; entonces

T 7r
T §_y+i‘/ 5 Y~y

sin (f —y) +siny = 2sin| =—7——|cos| =—F— | =
2 2 2

= 2sin%cos (% fy) = ﬁcos(% — )

Quedando la ecuacién (3) asi:

V31
2

VZeos(7 — )

Aislando cos(% —v)

cos(™ — )7\/§+17(\/§+1)\@7\/6+\/§
VSR T T v 4

4
Nota b) Como cos A = cos (—A) la ecuacion anterior se transforma en:

s \/6 + \/5
_)y=xX=_¥= 4
cos(y 4) 1 (4)
6 2 ‘
Nota ¢) El dngulo agudo cuyo coseno vale % esl%(lf)o) A
1 T (7r 7r> ™ ™ . T . T V246
cos — =cos | — — — ) = cos —cos — + sin — sin — =
12 3 4 3 4 3 4 4

28



Por la nota anterior; la solucidn de la ecuacion (4) es:

™ ™
. — + 2km — + 2kw
by=3 7 2]327r conk €z —y= 1§7r
— + 2kmw — +2kw
12 6
1 1
5T _ T ior — ﬁ+2k7r: T or + 2kn = %+27r(k+1).

COmO T = g
Entonces, las soluciones de la incégnita y se pueden expresar :

z—|—2/€7r
3 conkeZ

Y= 0
5 +2(k+ 1)
Obtenidos todos los valores de la incégnita ”y” |, vamos a calcular los corre-
spondientes valores de la incégnita ”2”. (recuerda que © = — — y)

Siy=g+2k‘7r—>x:g—g—Wm:%—?kwconkeZ
Siyz%+2(k+1)7r—>:1:=g—%—2(/€+1)ﬂ':g—Q(k—Fl)ﬂconkeZ
El conjunto solucién del sistema es:
S:{(%—Zlm,g—i—%w) conkez}u{(f—z(kﬂ)w,%+2(k+1)w) conkGZ}
sinm—&—cosy;\/g

Ejercicio 37 Resuelve el sistema { voy="
S 2

De la 2% ecuacién aislamos z
4
T=—=
B) Yy
Y sustituimos dicha expresién en la 1¢ ecuacién:
T
sin (§+y) +cosy = V3 (5)

Nota a) : Como sin (g + y) = sin (g) cosy + cos (5 siny = 2cosy ;
entonces, podemos transformar la expresion que hay a la izquierda de la igualdad

de la siguiente manera:

. ™ .
sin (5 —|—y) +siny = 2cosy

Quedando la ecuacién (5) asi:

2cosy = V3 — cosy = >

2sin (g) =1y cos (g) =0
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Los valores de y que se obtienen son

_ Z 4+ 2km
y—{ %+2k7r con k €7

”,,0

Obtenidos todos los valores de la incégnita ”y” , vamos a calcular los cor-

. . . s
respondientes valores de la incégnita ”z”.(recuerda que x = 3 +y)

2
Siy:E+2k7T—>$:Z—FE—FQ]CTF:%—FQ]WTCODICGZ

6
11 11 7
Siy:%+2k57r—>x:g—l—%—i—Qkﬂ:%—l—?lm:g—l—Z(k—&—l)ﬂ'conk‘EZ

El conjunto solucién del sistema es:

2 11
S:{(;+2kﬁ,g+2kﬂ) conkGZ}U{(§+2(k+1)7r,67T+2k7r) conkGZ}

s
rT—y=—-

Ejercicio 38 Resuelve el sistema
sing +siny = /3
™
T—y==
Ejercicio 39 Resuelve el sistema Y73
sinz = siny

27
Ejercicio 40 Resuelve el sistema { tTY=g

COSX + COsy = f%

sinx +siny =

I | —

Ejercicio 41 Resuelve el sistema
sinx —siny =

Sumando y restando ambas ecuaciones obtenemos:
2sinz = 2 sing =1
. — 1
2siny = —1 Smy:,§

Los dngulos que verifican cada una de las ecuaciones anteriores son:

w:%—f—le
y—{ °T 4 2k conkeZ

%-I-ka

La solucién del sistema es el conjunto:

11
S:{(72T+2k7r,5g+2k7r) conkEZ}U{(Z—&—ka,Gﬂ—i—%w) conkeZ}

Resuelve tu, los 2 sistemas siguientes
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Ejercicio 42 Resuelve los sistemas cosz +3cosy = 1 4 S * 5.Sm y=2
dcosx —cosy =3 sinx +siny =1

sinz = 2siny

Ejercicio 43 Resuelve el sistema { . .
sinxsiny =

1
2

Si realizamos el siguiente cambio de variable sinz = Z y cosz = T.
tendremos que resolver el sistema:

Z=2T
Zr =1

Multiplicamos la 1% ecuacién por T' y la 2% por —1

Y

{ 2T = 27172
1
—ZT = —5
Sumando ambas ecuaciones
1
0=2T2-1>T?=1—-T= _2%

SiT=-1 7=

2

{ SiT=%-27=1 }

Deshaciendo el cambio de variable

L 1 . Sigx= G +2km —y=Z+knconk€eZ
Si s1nx:?—>smy:1 — 2
Si sinz = —5 — siny = —1

3+ 2km

7T
. 42k 3
Slx—{lzﬂ okr YT T + km

La solucién del sistema es el conjunto de puntos del plano siguiente:

S={(%+2km, T +kr)} U{(ZE +2km, 3 + kr)} U{(Z +2kn, 3 + kr) } U {(HE + 2k, 3T + knr) }
donde k € Z

sinz +siny =1

Ejercicio 44 Resuelve el sistema {
cosx —cosy =1

Aislamos de la primera sinz y de la segunda cos x; obteniendo:

sinz =1-—siny
cosx =14 cosy

Elevando al cuadrado ambas ecuaciones:

sin?x =1 — 2siny + sin?y
cos?x =1+2cosy + cos?y

Sumando ambas ecuaciones

sin?x + cos?z = 2 — 2siny + 2cosy + sin® y + cos? y
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como sin? A + cos? A = 1;la ecuacién anterior quedas:

1 = 2—-2siny+2cosy+1
-1 cosy — siny
7T . . . .
Como cos(=+y) = — siny, tendremos que resolver la ecuacién trigonométrica:

cosy + cos(g +y) =-1

- C+D C-D
Para ello, utilizamos que cos C'4+cos D = 2 cos ( 5 ) cos ( ) ; con
lo que la ecuacién a resolver es ésta:

2
T ™
yraty v=(5+)
2 cos — cos —5 =-1

Operando:

2cos (y + g) cos (—%) =1
Como cos (7%) = cos (W> — V2

Z 2

™ V2
COS y+4 B

La ecuacion se reduce al final a resolver la ecuacion trigonométrica elemental:

/3 37T+2k
T 1 2 T ™
o8 Jrf):f —_Y2 42 4 conk €Z
(y 4 V2 2 YT —5I+2k77

Aislando la incégnita, tendremos que:

7r
Y= §+2kﬂ- con k €7
™+ 2kw

Siy = — + 2kw sustituyendo en cualquiera de la dos ecuaciones iniciales
determinaremos el valor de la correspondiente incégnita . Vamos a hacerlo en
la 1%

Sinx:l—sm(g-l—?kﬂ)—>sinx:0—>m:{ 0+ 2km

ok conk €Z
Con lo que obtenemos los siguientes puntos del plano:

(O+2k7r,g+2k7r) y (7r+2k7r,g+2k7r) con k € Z

32



Si y = m + 2kw sustituyendo en la 1* determinaremos el valor de la corre-
spondiente incégnita x.

sinz =1 —sin (7 + 2k7) — sinx = 1—>x:g+2k7r conk €z
Con lo que obtenemos los siguientes puntos del plano:

(g + 2k, 7 + 2km) con k € Z

Recuerda que al elevar al cuadrado las ecuaciones, alguno de estos pares de
puntos puede que no sean solucién del sistema
Comprobaciones:

- sin 0 + sin — = 1
Siz=0ey=—- —
2 cosO—cos§:1

Los puntos del plano (0 + 2k, g + 2k7) con k € Z si que son solucién del
sistema.
. LT
sinm+sin— =1

) T
Siz=mey=_-—
2 cos7r—cos§:—1

Los puntos del plano (7 + 2k7r,g + 2krm) con k € Z no son solucién del
sistema.

LT .
T sin — +sinm =1
Sie=—-ey=7—
2 cos§—cos7T:1

Los puntos del plano (g + 2km,m 4 2km) con k € Z si que son solucién del

sistema.
La solucion del sistema es el conjunto siguiente:

S =10+ 2%, Z 4 2km) con ke ZVUL(E 4 2%kn, 7 4+ 2kn) con k e Z
2 2
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