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Planteamiento y resolucion de los problemas de optimizacion

Se quiere construir una caja, sin tapa, partiendo de una lamina rectangular de 32 cm de
larga por 24 de ancha. Para ello se recortara un cuadradito en cada esquina y se doblara.
¢ Cual debe ser el lado del cuadradito cortado para que el volumen de la caja resultante sea
maximo?

A partir del enunciado puede seguirse el proceso que se detalla a continuacion:
1. Determinar el objetivo del problema: lo que hay que hacer maxima o minima.
En el ejemplo anterior el objetivo es que el volumen de la caja sea maximo.

2. Expresar en forma de funcion tal objetivo.
La caja es un prisma rectangular: volumen = area de la base por la altura.
Para mejor comprension conviene hacer un dibujo.

/]
“ — X[~ /24 - 2x

32 -2x

X

N

< 32
Si se corta un cuadradito de lado x, el volumen de la caja obtenida sera:
V =(32-2X)(24-2x)x = V =4x> —112x> + 768x

3. Los puntos maximos o minimos se encuentran, si existen, entre las soluciones de V'=0.

+ /
V'=12x% —224x+768 =0 —> X = w (hemos simplificado)

Se obtienen x 4,53 y x = 14,14

4. Para ver cual de ellos es el méximo hacemos V''= 24X —224 y sustituimos.
Como V''(4,53) <0 y V'’(14,14) > 0, el méximo se da para x = 4,53. Esta es la solucion

buscada.

Nota: El valor x = 14,14 no es posible, pues 24 cm no da para cortar dos trozos de tamafio
14,14 cada uno.
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PAJOS

1. Se dispone de una tela metalica de 100 metros de longitud para -
vallar una regién como la de la figura. ;Cudles son los valores de x e 2
y que hacen que el area encerrada sea méaxima? (2,5 puntos)

H

Solucion:
Se trata de un problema de optimizacion.
Objetivo: que el area de la figura sea maxima.

La figura estd formada por un tridngulo equildtero de lado x y por un rectangulo de lados x e

y.
N

X—X
Area del triangulo: At = ; = 73 x?. Véase la figura.
2
% N La altura del tridngulo es: h = [x? —(%J = % X

zf2

Area del rectangulo: Ag = xy
Area total: A= g X%+ xy

Condicion: perimetro de la figura=100m — 100=3x+2y = y=50- % X

Sustituyendo en la expresion anterior, se tiene:

A(x)=£x2 50X =2 %2
4 2

Esta funcion alcanza el méximo en las soluciones de A’(x) = 0 que hacen negativa a A" (x).

A \/5—6x+5020 R (L 100(6 +/3)
6-+3 33
oo N3-6 s
Como A (X) = 3 <0, para ese valor hallado se tendra el maximo buscado.
El valor de y sera: y =50— %J;\/g) .
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2. Se dispone de una tela metélica de 100 metros de longitud para
vallar una region rectangular. ;Cuales son los valoresde x ey,
dimensiones del rectdngulo, que hacen que el area del romboide,
formado por la unidn de los puntos medios de los lados, sea
maxima? (2,5 puntos)

—

r—

Solucion:
Se trata de un problema de optimizacion.

Objetivo: que el area del romboide sea maxima. Su area es la mitad que la del rectangulo. Por
tanto:

Area del romboide: Ag = %

Condicién: perimetro del rectangulo =100 m — 100 =2x+2y = y=50-X
Sustituyendo en la expresion anterior, se tiene:

A(X) = 25x —%xz

Esta funcién alcanza el méximo en las soluciones de A’(x) = 0 que hacen negativa a A"’(x).
AX)=25-x=0 = x=25

Como A'(X) =—1<0, para ese valor hallado se tendra el maximo buscado.
El valor de y serd: y =25.
Por tanto, tanto el rectangulo como el romboide son cuadrados. El “rectangulo” tendra lado

25; el “romboide” sera un cuadrado de lado = )

J2
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3. Considera la funcién f(X)=3—x? y un punto de su grafica, M, situado en el primer

cuadrante (x > 0, y > 0). Si por el punto M se trazan paralelas a los ejes de coordenadas, su
interseccion con OX y OY determina dos puntos, A y B, respectivamente.
a) Haz una grafica de los elementos del problema.
b) Halla las coordenadas del punto M que hace que el rectangulo OAMB tenga area
maxima.

Solucién:

a) La curva es una parabola. Puede representarse dando valores.
La situacion es la siguiente.

7oy
t-1
b) Si el punto M = (X, y), las coordenadas de A y B son: A =(x,0) y B=(0, y).
El 4rea del rectangulo sera:
S=xy
Como y =3—x?, sustituyendo se tiene:
S(X)=x(3—x?)=3x—-x’
El maximo de S(x) se da en las soluciones de S’(x) = 0 que hagan negativa a S”'(x).
S'(x)=3-3x*>=0 = x=1yx=-1 (esta tltima no vale)

Como S”'(x) = —6X, se tiene que S"'(1) = -6 < 0; luego para ese valor de x se tendra la
superficie maxima.

Por tanto M = (1, 2).
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4. Una imprenta recibe el encargo de disefiar un cartel con las siguientes caracteristicas: la
zona impresa debe ocupar 100 cm?, el margen superior debe medir 3 cm, el inferior 2 cm, y
los margenes laterales 4 cm cada uno.

Calcula las dimensiones que debe tener el cartel de modo que se utilice la menor cantidad de
papel posible.

Solucién:

Si las dimensiones de la parte impresa son x por y, el cartel serd como

el que dibujamos. E
100 et
La cantidad de papel que se necesita, y que se desea que sea minima, es: s
S=x+8)(y+5) 4 4
Con la condicién de que xy = 100 = y=100/x -
x+ 3

Sustituyendo en S, queda:

X X

Esta funcidén es minima en las soluciones de S’= 0 que hacen positivaa S™".

S’(x)zs—g - S”(x):16(3)0
X X
, ) 100
S'x)=0= x>=160 = x=+160=410 = y=—— =2510

4410

Como para ese valor S”” es positiva se tiene la solucion minima buscada.

Las dimensiones del cartel deben ser:
ancho: X+8 :8+4\/E
alto: y+5=5+ 2,5@
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5. De todos los prismas rectos de base cuadrada y tales que el perimetro de una cara lateral es
de 30 cm, halla las dimensiones del que tiene volumen maximo.

Solucion:
Si x es el lado de la base e y la altura del prisma, el volumen y

sera V = xy. Esta es la funcion que se desea hacer maxima.
Se sabe que 2x + 2y =30 = y=15-x.

Luego it
V(X)=xy=x*(15-x)=15x* - x°

El maximo de V se da en la solucion de V'= 0 que hace negativaa V"',
V' (X) =30x—3x* =3x(10—X); V7'(X) =30—-6x

La derivada se anula para x =0 y x = 10. Como V"'(10) = =30 < 0, para ese valor se tiene el
maximo buscado.

Las dimensiones seran 10 x 10 x 5; y el volumen 500 ¢m’.
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6. De todos los rectangulos de diagonal 62 , encontrar las dimensiones del de perimetro
maximo.

Solucién:

Los rectangulos son de la forma

642

H

Su perimetro es P = 2x + 2y, siendo la relacion entre los lados x* + y* = (6\/5 )2 3

Despejando (y =72 —x? ) y sustituyendo en P queda:

P(X) = 2X +2v72 — x?

El méximo de P se obtiene en las soluciones de P’(x) que hacen negativa a P""(x).

229 _
2072 = %2

=x2=72-%x> = x=6

P'(X)=2+ 2 =0 = 2X=2y72-%X> =

2X
N

En vez de hacer P"’(x), porque resulta engorrosa, podemos estudiar el signo de P'(x) a
izquierda y derecha de x = 6. Asi,

six<6,P’(x)>0 — P(x) es creciente.

six>6,P’(x) <0 — P(x)es decreciente
Como la funcion crece a la izquierda de x = 6 y decrece a su derecha, para x = 6 se da el
maximo de P(x).

Si el lado x = 6, el otro lado vale también 6. Asi pues, se trata de un cuadrado de lado 6.
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7. Calcular la base y la altura de un triangulo isosceles de perimetro 8 y drea maxima.
Solucion:

Sea el tridngulo de la figura.

Su perimetro vale § = 2y +x=8 = y:8_TX

x\ x?
P Pt’ N 2 = h2 +| — - h = 2 [
or Pitagoras: y (2j y 7 -

Sustituyendo el valor de y = S_TX =

2 2
_ h:\/w_%fﬁx

El area del tridngulo es A = X?h .

4x% = x*

XN16—4x
2

Sustituyendo h por su valor, A(X) =

Para que A sea maxima: A'(x)=0 y A"(x)<0:

8x —3x°

2N4x? —x3

En vez de calcular la derivada segunda, que resulta muy engorroso, estudiamos el crecimiento
y el decrecimiento de A(x).

A(X) = =0 = 8-3x*=0 = x=0, x=8/3

Para x < 0 no tiene sentido ver el signo de A".
Para 0 <x <8/3, A’'(x) >0 = A(x) crece.
Para x > 8/3, A’(x) <0 = A(x) decrece.

Como la funcioén crece a la izquierda de x = 8/3 y decrece a su derecha, en x = 8/3 se da el
maximo.

4

Por tanto, la base pedida es x = 8/3, mientras que la altura valdra h=,/16—-4(8/3) = E
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8. El perimetro de la ventana del dibujo mide 6 metros. Los dos lados superiores forman entre

si un angulo de 90°. HQH

Calcula la longitud de los lados a y b para que el area de la ventana sea maxima.
Solucion:

Suponemos que los dos lados superiores son iguales (el enunciado no lo dice, pero
asi lo sugiere la figura). Si su medida es x se tendra:

X X
b
a a
Por Pitagoras:
b
X2 +x2=bh? = x=—
J2
El perimetro es: 2a+b+2x=6 — 2a+b+2—b:6 = a:—6_b(l+‘/§)

J2 2

El area de la ventana es la suma del area de la seccion rectangular mas la de la seccion
triangular:

2 _ 2 B 2
X _6 b(12+\/§).b+b7: A(b):12b (1;2\/§)b

A=ab+

Para que A sea maxima: A’=0; A" <0.

(D)= 12-2(1+2v2)b e s
4 1+2v2
A'(b)= —(1+—§\/§) <0 — luego, para el valor de b hallado se tiene el maximo de A.
6(1++/2)
6——— 7~
6 14242 _ 32

Sib=

—>a=

1+2\/§ 2 _1+2\/5
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9. Tenemos que hacer dos chapas cuadradas de dos distintos materiales. Los dos materiales
tienen precios respectivamente de 2 y 3 euros por centimetro cuadrado. ;Como henos de
elegir los lados de los cuadrados si queremos que el coste total sea minimo y si ademas nos
piden que la suma de los perimetros de los dos cuadrados ha de ser de un metro? (2,5 puntos)

Solucion:

Sean los cuadrados siguientes:

X ¥
Perimetro = 4x + 4y = 100 cm
Superficie = x> + y*
Coste = 2x” + 3y*
Despejando Yy en la ecuacion del perimetro: Y= M =25-X

Sustituimos en la expresion del coste:
C(x) =2x* +3(25-x)* = C(x)=5x>—150x+1875

El coste serd minimo en la solucién de C’'(x) = 0 que haga positiva C"'(x).
C(x)=10x-150=0 = x=15

Como C"'(x) = 10 > 0, para ese valor de x = 15 se obtiene el minimo buscado.

Por tanto, los lados deben ser de 15 cm y de 25 — 15 =10 cm.
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10. Descomponer el ntimero € en dos sumandos positivos de forma que la suma de los
logaritmos neperianos de los sumandos sea maxima (1,5 puntos). Calcular dicha suma (1
punto)

Solucion:

Sean los sumandos x y e —x:

Se desea que S(x) =In x + In(e — x) sea maxima.

El méximo se da en las soluciones de S’(x) = 0 que hacen negativa a S"’(x).

S'(X)=1—L=O = eox X =0 2> e—-x-x=0= X=E
X e—X X(e—Xx) Xx(e—-X) 2
Como S'(x) = _—21 < (—)2 es suma de dos numeros negativos, S"’(x) < 0 para cualquier
X e—X

. e i Phon.
valor de x; en consecuencia, para X = 5 se tendra el maximo buscado.

La suma pedida es:

S =h1§+h1§=21n§=2(lne—h12)=2—2h12
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11. Con 60 centimetros de alambre se construyen dos
tridngulos equilateros cuyos lados miden x e y. ;Qué valores
de x e y hacen que la suma de las areas de los triangulos sea .

minima. (2,5 puntos)

Solucion:

La altura del tridangulo de lado x es:
X2 3
=—X ,

=,/X
X 4 2

la del triangulo de lado y es, hy = g y

Se cumple que 3x +3y =60 = y=20-x

Se desea que

y=‘/§(><2+y2)

S=S,+S, = N

sea minima.

V3

4

V3

T(x2 + (20— x)?) == (2x* —40x + 400)

Sustituyendo y = 20 — x, se tiene: S =

Para que S sea minima: S'=0y S"" > 0:

V3

§="-(x-10)=0 = x=10

3 . g,
Como S''= b > 0, para ese valor de x = 10 se tiene el minimo buscado.

En consecuencia, los lados serda x = 10 e y = 10; o sea, dos triangulos equilateros iguales.
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12. Expresa el nimero 60 como suma de tres nimeros positivos de forma que el segundo sea
doble del primero.
Si el producto de los tres es maximo, determina el valor de dicho producto.
Solucion:
Sean x, y, z los nimeros.
Sesabe que y=2x;yquex+y+z=60 = 3x+z=60= z=60-3x
El producto de los tres numeros es:
P=xyz=x - 2x * (60 — 3x) = —6x° + 120x’
El producto en funcién de x es: P(x) = —6x> + 120x”
Este producto es maximo en los valores de x que cumplen que P’'(x) =0y P""(x) >0

P’(x) = —18x% + 240x = 6x(—3x +40) =0 = x=0; x = 40/3.

Como P"’(x) = —-36x + 240 se tiene que P''(40/3) = —-120 < 0. Por tanto, el producto sera
maximo cuando x = 40/3.

Los otros dos niimeros son y = 2x = 80/3; z = 20.

El producto méximo es P = ?-%-20 ~711L11
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13. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de volumen y tal que un lado
de la base sea doble que el otro. Determinar las longitudes de sus lados para que el area total
de sus 6 caras sea minima.

2x
Solucion:

Si su altura es h, el volumen de este paralelepipedo vale:
V=2x"-x h=2xh

El area total de sus 6 caras es:

A=2-(2x-x)+2-(2x-h)+2-(x-h) = A=4x"+6xh

Como V=2xh=9 = h=i2
2X

Sustituyendo en A:

Ax) = ax? + 2]
X

Esta funcidon es minima en las soluciones de A" = 0 que hacen positivaa A"".

A’(x)=8x—£=0 = 8’ -27=0 = x=3/£=§
x* 8 2

54 3 ) . !
Como A”(X) =8+—> 0 para todo x > 0, para X = 5 se tiene la solucion minima.
X

9

Por tanto, el lado mas largo valdra 3, y la altura h=———=
2(3/2)
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14. Dada la funcion f(X) = 1 se pide:
X

a) (1 punto). Hallar la ecuacion de la recta tangente a su grafica en el punto (a, f (a)) para a
> 0.

b) (1 punto). Hallar los puntos de corte de la recta tangente hallada en el apartado a) con los
dos ejes coordenados.

¢) (1 punto). Hallar el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados
sea minima.

Solucion:

a) La ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto (a, f (a))es:
y—f@=f'@ix-a)

En este caso:

f(x):i - f(a):é

-1 1
f'X)=— > f'@=—-——
(X) 2 @) 2

Se tendra: y—l:—iz(X—a) = y=—%x+g
a a a a

b) Corte con eje OY, (se hacex=0) = y= % . Punto (O, E)
a

. 1 2
Corte coneje OX, (lay=0) = 0=-—X+—.= x=2a.Punto (Za,O).
a a

c¢) La distancia entre los dos puntos de corte es:

2
d:W/(Za)2+(§j = /4a2+i2
a

) ) .. 4
Esta distancia serd minima cuando lo sea su cuadrado, d 2=D=4a’+

— -
a
El valor minimo se da en las soluciones de D’= 0 que hagan D’" > 0.

(Derivamos con respecto a a.)

D= 8a—i3 =0 = 8a*-8=0 = a=1(lasolucién a=—1 se descarta)
a

24 .
Como D=8+ —- >0, paraa =1 se dara el valor minimo.
a

© http://selectividad.intergranada.com P-15
Noviembre de 2015




Optimizacion de Funciones 22 Bcto

] L] e 7 N
Departamento de Matematicas
,’ [ Optimizacion Resueltos ] g2l P
© Raul Gonzélez Medina

inter: .com

Un observador se encuentra frente a un cuadro colgado de una pared vertical. El
borde inferior del cuadro estd situado a una distancia a sobre el nivel de los ojos del
observador, el borde superior a una distancia b. ;A qué distancia de la pared debe
situarse el observador para que el angulo bajo el que ve el cuadro sea el maximo?

taga +tagh b

=— puesto que fagh = g, resulta:
1- tagatagh x X

tag(a + b) _b ;
x

(l‘aga + g)x = (1 - taga,ﬁ)b ; taga(x + @) = b -da ; taga = (bz- a)x
X X X x“+ab

(b- a)x .. .
a = arctag-—————; como lo que hay que maximizar es o ya tenemos la funcion a
X +a

derivar para calcular el extremo. Derivando se obtiene:

(b- a)(x* +ab)- 2x*(b- a)

2 2
da _ (" +ab) —0: dedonde (b- a)(- x> +ab)=0
dx {(b- a)x}
Il
X~ +ab

x =X+ ab que en nuestro caso solo nos servira la solucion positiva, es decir v/ ab
que lo estudiamos en el dominio de la funcion que es R.

0 ab

Jab

La derivada en 0 es positiva pues viene determinada por el signo de la expresion ab(b-a)
que es positiva toda vez que b>a y ambos son positivos.
La derivada en ab es negativa pues viene determinada por el signo de la expresion

ab-(ab)” < 0.

Hay un méximo.'

! A partir de este momento no volveremos a comprobar si el valor que anula la derivada determina un
maximo o un minimo salvo que haya necesidad de discernir. Damos por hecho la optimizacion
establecida en el enunciado del problema.
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Determinar la razon entre el radio de la base y la altura de un cilindro que, con el
volumen dado, tenga la superficie total minima.

m 1%
2

N 7 V=ph ; h=—s

or

h S, =2orh+2pr*

S, =z+2pr

N r
Si la superficie total ha de ser minima, la derivada respecto al
radio se anula en dicho minimo, es decir:
- 2V

——+4pr=0 de donde, — ———— por tanto la relacion entre

el radio y la altura es %

S|~

Hallar el darea total maxima de un cilindro inscrito en una esfera de radio R.

N

A=2p" +4prx, R*=x’+1 x=vVR>- r?

A=2pr* +4prR* - r* ; derivando e igualando a 0, se obtiene la ecuacion bicuadrada
enr:
5 SR + R = 0, de donde

10

2 5+45 5++/5
: 10

JRZ Obtenemos para r dos posibles soluciones » = R (
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=
I~
W
Py

j, cuyos respectivos valores de x son x

Veamos entonces cuanto vale el area lateral en ambos casos:
En el primer caso el area vale: pR*(1+ V5 )

En el segundo caso el 4rea vale: oR”(1+ %x/g ) que es inferior a la anterior. Por tanto la

solucion es: OR 2 a1+ \/g)

La fabrica A debe unirse mediante una carretera con una linea férrea rectilinea en la
que se encuentra el poblado B. La distancia AC desde la fabrica hasta el ferrocarril
es igual a a, en tanto que la distancia BC por el ferrocarril es igual a b. El costo del
transporte de las mercancias por la carretera es k veces (k>1) mayor que por el
ferrocarril. ;En que punto D del segmento BC hay que trazar la carretera desde la
fabrica para que el costo del transporte de las mercancias desde la fabrica A hasta el
poblado B sea el minimo?

Si supongo que el precio por unidad de distancia por tren es 1, por carretera es k.
Por tanto la funcidn coste es:

k.y + b-x
Ahorabien y=+/x>+a’ , por tanto la funcion coste es:

C(x)=kNx*+a* +b- x
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O =—F 1 Cx)=0 implica ,___a

2 2
Vx“+a k*-1
por tanto el punto D ha de estar del pueblo B a una distancia por la linea del ferrocarril
igual a

k-1

A 10 Km de tu casa te acuerdas que te has dejado el agua corriendo, lo que te cuesta
10 ptas. la hora. Volver a casa a una velocidad constante de x Km/h te cuesta en
combustible 9+(x/10) ptas. el Km.

a) ;Cudnto te cuesta volver a casa a x km/h (en combustible)?

b) ;Cuanto tiempo tardas en llegar a casa si viajas a esa velocidad?

¢) ¢ Cudnto te cuesta el consumo de agua mientras regresas a casa?

d) ;A qué velocidad debes regresar a casa para que el coste total de consumo de agua
y combustible sea minimo.

SOLUCION:

a) 10 [9+(x/10)] =90 + x pesetas.
b) t= 10/x horas

c) 100/x pesetas

d) 100/x + 90+x ha de ser minimo; derivando -100/x> + 1 =0 : de donde x= 10
Km/h

Una fabrica situada a 12 Km. de la orilla de un rio rectilineo, ha de transportar sus
producto a una ciudad situada en la orilla del rio y a 80 Km del punto de éste mas
proximo de la fabrica. El transporte de mercancias en camion cuesta 130 ptas por
tonelada y km y el transporte en gabarra por el rio cuesta 50 ptas. por tonelada y km.
JEn qué punto de la orilla se deberia cargar la mercancia en gabarras para que el
coste total del transporte sea minimo?

X 80-x

y =144+ x* Coste = 130. v/144+x*> + 50 (80-x) ;  derivando se obtiene
130x

V144 + x?

-50=0; x=5Km.
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De una chapa redonda de hojalata se corta un sector circular que se enrolla en forma
de un embudo conico. ;Cudl debe ser el angulo del sector para que el embudo tenga
el volumen mdaximo?

El perimetro de la base del cono es 2nR-Rx = R(2n-
x) y dado que a su vez es 2mr, resulta que:

R(2p - x)

} =

2p

la altura del cono es VR> - 2

2
Asi pues el volumen es V = %p(@j .NR?- r*, sustituyendo r por su valor
D

en funcion de x, derivando respecto a x e igualando a 0 se obtiene que

xzzp(ﬂJ

3

, . . 2
por tanto el angulo que determina el vaso conico es 2,0\/;
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Un granjero compra una ternera de 270 Kg por 18000 ptas. Alimentar al animal
cuesta 15 ptas al dia y la ternera aumenta de peso 0,45 Kg cada dia. Por otro lado,
cada dia que pasa, el valor del animal en el mercado disminuye, de modo que el valor
al cabo de t dias, dependiendo del peso del animal es (100-(t/18)) ptas por Kilo.
Calcular:

a) Peso de la ternera al cabo de t dias

b) Valor total de la ternera en el mercado al cabo de t dias.

¢) Coste total invertido en esos t dias, incluyendo la compra y la alimentacion.

d) Ganancia obtenida por el granjero si vende la ternera a los t dias (la ganancia sera
el valor de la ternera en ese instante menos los costes invertidos)

e) ;Cuando deben vender la ternera para obtener la maxima ganancia?

a) 270 + 0,45t

b) (100-(t/18))( 270 + 0,45t)

c) 18000+ 15t

d) (100-(t/18))( 270 + 0,45t) - (18000 + 15 t)

e) Derivando la expresion d) e igualando a 0, resulta t = 104/3 dias.

Entre todos los rectangulos que tienen el area dada S, hallen aquel que: 1) tenga el
menor perimetro; 2) tenga la menor diagonal:

1) Sean x e y la altura y base respectivamente del rectangulo. x.y =S; de donde y = S/x

2 2
El perimetro P = 2 (x+y) = @, cuya derivada es: 2xx—22S, e igualando a 0,
resulta la unica solucién posible x = JSs y por tanto y = JSs
La solucién es un cuadrado de lado /S
2) La menor diagonal:
2 2 x*+ 82 . .
d=+x"+y = -— derivando e igualando a 0, resulta: x= Js y por tanto
X

y=+5
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Hallar la mayor drea del rectangulo inscrito en un circulo de radio R

Sean 2x y 2y la base y altura respectivamente del rectdngulo. Obtenemos la relacion:

R> =x*+y*,dedonde y =+ R*- x* . El Area es entonces 4=+ R°x* - x*

Derivando e igualando a 0 se obtiene:

2R*x -4x* =0, por tanto x = S R

NG

2
Hallar en la hipérbola % - y* =1 el punto mas préximo al punto (3, 0)
Sea (x, y ) el punto buscado. Hay que hacer la distancia a (3, 0) minima, es decir

2
d=+/(x-3)"+y*; sabemos que y’ 2%- 1, con lo que

p :\/3x2 - 12x+16
2
por tanto y = £1. Los puntos buscados son (2,1) y (2,-1)

, derivando d e igualando a 0, resulta 6x - 12 = 0, de donde x=2, y

Hallar en la pardbola y = el punto mds proximo al punto (2, 1/2)

Igual que en ejercicio anterior d = \/(x -2 +(x7 - %)2, derivando e igualando a 0,

resulta la ecuacion  2(x- 2)+(2x” - 1).2x=0; 4x’ - 4=0,dedondex=1,y=1
Solucién: (1,1)
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Hallar el area maxima de un rectingulo cuyos dos vértices yacen en los ejes X e Y de
un sistema cartesiano de coordenadas, el tercero en el punto (0,0) y el cuarto estd en

la pardbola y =3 - x’

El area es x(3-x°), cuya derivada es 3-3x%, igualando a 0, x=t1. Solo nos vale la
solucion positiva. El area maxima es 2.

S
(x,39)

Hallar la pendiente de la recta que pasa por el punto A(1,2) y que corta al primer
cuadrante de coordenadas en el triangula de darea minima.

El érea del tridngulo es 4 = wz(}kb) , ahora bien, los tridngulos B2P y P1A son
semejantes, por tanto b/1 = 2/a. Sustituyendo a por 2/b en la ecuacion del area, resulta
4+b* +4b .
A=——
\ B(0,2+b) que 5 , derivando e

igualando a 0, resulta 2b” - 8 = 0, por lo
que b=2 y a =I, en consecuencia la
pendiente de la recta y = mx + n que
pasa por (1,2) y por (2,0) es -2. puesto
que es el valor de m al resolver el
sistema 2=m+n y 0=2m-+n

Hallar la longitud del lado del trapecio que tenga el perimetro minimo entre todos los
trapecios isosceles con drea prefijada Sy angulo a

% entre el lado y la base inferior.
Y y.sen a En el desarrollo del problema sustituiremos el
« > angulo a por o
y.COS a

La base menor es x. La base mayor es X + 2y.cos a 'y
la altura es y.sen a

Perimetro =2(x +y + y.cos o)
El 4rea de un trapecio es la semisuma de las bases por la altura:
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_ (x+x+2y.cosa)

2
‘e S - ycosa.sena

S

.ysend = xysend + y.cosa.send , de donde

, sustituyendo x en la formula del perimetro se obtiene:
ysena

S - ycosa.sena S+ y’sena S
= ( + y+y.cosa)= =
ysena ysena ysena

Derivando P, se obtiene

P +y

2—S +1=0,dedonde y= P
y-send sena

Por el punto (2, 1/4) se trazan rectas que cortan los semiejes positivos en los puntos B
y C. Hallar la ecuacion de aquella recta para la que el segmento BC tiene la longitud
minima.

C(0,c+1/4) La distancia entre B y C viene dada por
d =\/(2+b)2 +(c+%)2

Observemos que por semejanza de

| B(2+b.0)  triangulos c¢/2 =1/4b, de donde ¢ = 1/2b
Z2 B Ts

Sustituyendo en la expresion de la distancia
tenemos:

d= \/ 2+b)* + (%b + %)2 , s1 derivamos e igualamos a 0 llegamos a la expresion:

1
| /(-

202+b)+2( Yoy + Vi) e

8b* + 16b° -b - 2 = 0 que por Ruffini se descompone en (b+2)(8b° -1) = 0.

La solucion b=-2 no es valida por tanto la solucion es b= 1/2

c=1.

) =0, simplificando se obtiene la ecuacion

La ecuacion de la recta pedida es bd ot ) 4y =5

5 5
2 4

Hallar los angulos agudos del triangulo rectangulo que tiene el drea mdaxima entre
todos los triangulos en los que la suma de las longitudes de uno de los catetos y la

hipotenusa es constante.

Sea x un cateto (base del tridngulo) e y la hipotenusa. El otro cateto, por el teorema de

[..2 2
Pitdgoras es \/y° - x> . Elarcaes A= % . Como x +y =k, y =k-x, de donde
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4o (k- x) - % NkPx? - 2k

5 5 ; Derivando e igualando a 0, se obtiene:

2k*x- 6k =0; 2ke(k- 3x)=0; x=
o= 60°y B=30°.

W |

S v %k, cos &= x/y = 1/2 . Por tanto

Determinar los angangulos del triangulo ABC de drea mdaxima, si se da la longitud de
su base BC y sabemos que el angulo BAC vale a

')\ En la resolucion del problema sustituiremos
\ el valor a del angulo por o y los 180° los
AN expresamos en radianes por w
Yy N Si descomponemos el tridngulo en los dos
/ " N triangulos  rectangulos de la figura,
P 180-(a+x) <—\l obtenemos que los catetos que conforman
J C . ’
B e sus bases se obtienen del calculo de las
tangentes de x y de la tangente de m-(0+x).

L\-"‘-_
d

Se obtiene entonces:

c=-2 4 , ahora bien tag (n-(o+x)) = - tag (a+x), asi pues:

- tagx i tag(p - (& +x))

c=—2 4 ; dedonde y = 1 ¢ I

- tagx ) tag(a + x) )
tagx tag(a+x)

La funcién a maximizar, el area del tridngulo, es:

2
1 C )
A= % I I , si derivamos respecto de x e igualamos a 0, llegamos a la
tagx : tag(a + x)
ecuacion:

tagx = ttag(a + x)
Dos casos: Si tagx = tag(a + x), entonces o +x = + x. Solucién no valida pues o =7
Si tagx = - tag(a + x), entonces tenemos que o +x = 1 - x, de donde el angulo buscado
p-a p-a
2 2

X es y por tanto el tercero es
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Determinar los lados del rectangulo de area mdxima inscrita en la elipse:
2 7

X
— +=5 =1 de forma que los lados

del rectangulo sean paralelos a los
ejes de la elipse.

& Sea x, la mitad de la base e y la mitad

de la altura.
Despejando y de la ecuacion de la

elipse se tiene:

212 2.2
Y=, /M . El area del rectangulo es 2x.2y = 4xy, es decir
a

a’b’x* - a’x* , ) . .
4 , derivando respecto a x e igualando a 0, se obtiene la ecuacion:

2
a

2712
2a’b’x - 4a’x’= 0, de donde x=0 (No vale) y x = 2Z f = %b , de donde la base del
a

rectangulo es V2b y la altura es V2a

Calcular el area maxima del trapecio inscrito en un semicirculo de radio R, de forma
que la base inferior del trapecio sea el diametro del semicirculo.

/‘,—\x\\
F y=+R*- x’ A= My:\/(x+R)2(Rz-xz),
Y| /R 2
/ | derivando respecto de x e igualando a 0, llegamos a que

x=R/2. e y=\/§R

Por tanto el area pedida es: 3TR2
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La seccion de un tunel tiene la forma de un rectingulo que termina en un
semicirculo. Determinar el radio del semicirculo con el que el drea de la seccion serd
la madxima si el perimetro de la seccion es igual a p.

Si llamamos x al radio del semicirculo e y a la altura del
rectangulo, el perimetro p = 2y + 2x + nx,
L El 4rea de la seccion es A = 2xy + nx’/2
De la primera ecuacion tenemos que y = (p-2x- nx)/2
Por lo que el area queda en funcion de x del siguiente modo:

A = px-2x>-mx°/2; derivando respecto de x e igualando a 0 se
obtiene: p - 4x - mx =0, de donde x = p/(n+4)

2 2
, . X
¢ Por qué punto de la elipse —+ 2}—2 =1 se debe trazar una tangente de forma que
a

sea la minima el area del triangulo formado por esta tangente y los semiejes positivos
Oxy Oy?

Sea la recta tangente y=mx + n
Por tanto A (0,n) y B (-n/m, 0)
El area del tridngulo es -n*/2m

Para obtener la relacion existente entre m y n
partimos del hecho de que la recta es tangente, es
decir que solamente tiene un Unico punto de corte
con la elipse, por lo que al resolver el sistema de
ambas ecuaciones obtenemos una ecuacion de segundo grado en x cuyo discriminante

tiene que ser 0, de donde se obtiene que n =~/a’m” +b” ; sustituyendo en la expresion
del area, resulta:

25=n) 2
-am-b ) .
A= W~ @ derivando respecto de m e igualando a 0 tenemos que:
m
-b : ,
m=_=; n=/2b.De este modo he obtenido la recta tangente que va a hacer minima
a

el area del tridngulo que es y = ﬁx +/2b
a

Como me piden el punto P, hemos de resolver el sistema formado por las ecuaciones de
la elipse y de la recta, obteniendo de dicho sistema que
a

b
NN

X= que son las coordenadas respectivamente del punto P.
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Una hoja de carton tiene la forma de un rectangulo con lados a y b. Cortando por sus
dangulos cuadrados y doblando las partes sobresalientes de la figura cruciforme,
obtenemos una caja abierta por arriba, cuya altura es igual al lado del cuadrado.
¢ Cudl debe ser el lado del cuadrado para que el volumen de la caja sea el mdaximo?

b Volumen de la caja es V = (a-2x).(b-2x).x

X Derivando respecto de x, otenemos
-2(b-2x)x-2(a-2x).x + (a-2x)(b-2x) =0
12x* -(4a+4b)x +ab =0

] L arb-(Ja+b’ - ab
6

Hallar la altura de un prisma regular triangular de volumen mdximo inscrito en una
esfera de radio R.

En primer lugar un prisma regular triangular es aquel cuyas bases son sendos tridngulos
equilateros y las aristas que determinan la altura son perpendiculares a las bases. Sea x
el lado del triangulo. Sea y la mitad de la altura. Obtenemos la siguiente figura:

X.

Vamos a averiguar el cateto del triangulo rectangulo
) (rojo) cuyo otro cateto e hipotenusa respectivamente

sony,R.
L Veamos el tridngulo que conforma la base:
y
- _.-'/ "-.1‘
\"\ Pl e o \
k4 P, e X
/'; b
/'/ .r_ ;
X2
X Como el triangulo es
o o, o X/2 3
equilatero, la situacion es la de la figura. Por tanto cos30°=——, de donde c = Tx
c

Por tanto la relacion entre las dos variables x e y, yendo a la primera figura (tridangulo
, . ) 1
rectangulo rojo) es  y* +¢*=R? o lo que es lo mismo y* + Exz =R’

Como el volumen del prisma es Area de la base por la altura. Tenemos:

V3

V= sz .y . Sustituyendo x* por su valor obtenido en la relacién anterior, resulta que

NG

V= 7(3R2y - 3y%), derivando e igualandoa 0 3R? - 9y* = 0, de donde:

R : . 2R
y =—=, por tanto la altura del prisma que hace el volumen maximo es —
V3

V3
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Un circulo de radio R esta dividido en dos segmentos con la recta | alejada del centro
del circulo a una distancia h. Entre todos los rectangulos inscritos en el menor de
dichos segmentos, hallar el de drea maxima.

El area del rectangulo es 2x.y
La relacién entre x e y es: R*=x” + (h+y)’

Despejando  x=+/R* - (h+y)°

El 4rea es entonces 2\/R2y2 - (h+y)*y?
derivando e igualando a 0, se obtiene la ecuacion de segundo grado siguiente:

- 3h++h* +8R?

4y* + 6hy + 2(h*-R%) = 0, cuya solucion es y = 2 que es la altura del

rectangulo inscrito de area mdxima, y por tanto la distancia del centro al lado del

h+~h*>+8R*

4

rectangulo paralelo alarectales y+h =

Hallar el volumen mdximo de un cilindro cuyo perimetro en su seccion axial es a.

R La seccion axial es el rectangulo coloreado, cuyo perimetro
es 4R + 2y = a, de donde y = (a-4R)/2.

B El volumen del circulo es:

y V = nRz.y; es decir V = (anR*-4nR*)/2, derivando e
igualando a 0 se obtiene:

— | 2anR-127R*=0; R =0 (No vale) y R = a/6. por tanto y
\“-‘__‘_‘_‘___.__,,_f" =a/6

Asi pues, el volumen pedido es na’/ 216

Calcular el volumen de un cilindro cuya drea total es S.

Sirviéndonos de la figura anterior, sea R el radio de la base e y la altura.

S =2xR* + 27Ry. Por tanto y = (S-2aR%)/ 27R

El volumen es V = R%.y = (SR-27R*)/2,  derivando e igualando a 0: S - 6xR*=0

2.8 S/S

de donde R* = S/6m. y = =~= . El volumen pedido es V = ——

" oo ’ N7
Una lata de conservas tiene forma cilindrica. Hallar las dimensiones mds ventajosas
de la lata, es decir determinar la relacion entre el diametro de la base y la altura del
cilindro con la que tenga el volumen mdaximo con la superficie total prefijada.

Sirviéndonos de la figura anterior, sea R el radio de la base e y la altura.
S =27R? + 2nRy. Por tanto y = (S-2nR?)/ 2nR
El volumen es V = nR%.y = (SR-22R?)/2, derivando e igualando a 0: S - 67R* =0
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2Vs

S
de donde R*=S/6m. y= = . larelacion pedida es 2R/y = —= Y& Vop _ 1

Resulta que diametro de la base y altura han de tener el mismo valor.

;Como debe ser una caldera constituida por un cilindro rematado en dos semiesferas,
con las paredes del grosor prefijado, para que la capacidad prefijada v para su
construccion se emplee la cantidad minima de material?

Buscaremos sus dimensiones r y h.
El volumen prefijado es:

B ,Or3+u
*h ; de donde h:A— .

pr2 3 ,Or2

4 3
= PP

Y hay que minimizar la superficie total que es:

S =4pr® +2prh, sustituyendo h por la expresion anterior

S= %pr- 2u derivando respecto de r e igualando a O,
r

obtenemos que r = 3 i_u y h = 0. Con lo que la caldera tiene que ser una esfera de
\ 4p

radio 3 ,3_u
4p

Determinar la razon entre el radio de la base y la altura de un cilindro que, con el
volumen dado, tenga la superficie total minima.

V= nrzh, de donde h = V/rr?.
S = 2nr® + 2mrh,  sustituyendo h en la ultima expresion resulta que S = 2(nr” + V/r),

_r
|V
P(E)

derivando respecto a r e igualando a 0, resulta que » =3 /21 , siendo h =
o,

Si pasamos todo a potencias fraccionarias resulta:
1

V3
1 1

r_ep} _ Vp 1

1 2 I
V:@p)* V(@2p)
Jo,
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PROBLEMAS CON CONOS:

Recordemos:
V=nr’h/3  Area lateral = mrg (g es la generatriz, r el radio de la base y h es la altura)

Hallar la altura del cono de volumen mdximo, inscrito en una esfera de radio R.
V = nx*(y+R)/3
K2=R2 -
v o PR -yHG+R)

3
= igualando a 0, obtenemos la ecuacion:

LS

de donde y = R/3, por tanto la altura pedida es R + R/3 =4R/3

derivando respecto de y e

2y(y+R) +R?-y*=0; -3y*-2Ry+R*=0

Hallar la altura del cono de volumen minimo circunscrito en una esfera de radio R.
o

Los tridangulos OPC y OAB son semejantes pues tienen un
angulo comin O y un angulo recto en P y A
respectivamente.

Por tanto tenemos la siguiente relacion de semejanza:

y+R _\/x2 +(y+2R)’

, elevando al cuadrado:

R X
(V+R)’ X +(+2R)° (y+R’ . (¥+2R)’.
R’ - x? it | = x? ’

Kk R*(y+2R)
y
- PR’ (¥ +2R)*

3y
tanto la altura del cono pedida es 4R.

. El volumen del cono es V = %,ax2 (v +2R) por tanto

, derivando respecto de y e igualando a 0, obtenemos y = 2R. Por
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En un cono, en el que el radio de la base es igual a R y la altura H, estd inscrito el
cilindro de volumen mdximo. Hallar el radio de la base y la altura de dicho cilindro.

Los triangulos OCA y ADB son obviamente semejantes
de donde se obtiene la relacion de semejanza siguiente:

H - . H
248 R—y , despejando y resulta: y = % ;

X - X
:H(R- X)

H-y El volumen del cilindro es:

o> H(R - x)

B V=mnx’(H-y) = , derivando respecto de x e

igualando a 0, resulta que x = 2R/3 y la altura del
cilindro, es decir H-y es H/3
Hallar el area lateral minima de un cono de volumen V

Sea g la generatriz del cono, h la altura y r el radio de la base.
Sabemos que V=n1" h/3 vy el 4rea lateral es m r g. Ahora bien, g = vVr* + h?

Por lo que el 4rea lateral se transforma en P 7> +h> = pAlr* + h*r
Dado que h = 3V/n 1’ el 4rea lateral en funcién del Volumen dado y de la variable r:

2
A4, = ,01/7’4 + 92V - =, derivando con respecto a r e igualando a 0 obtenemos:
pir
v : iy 9y o2
r=2 ~, por tanto el drea lateral minima es p [§|——+ ,
4
2p 2°p pﬁfsw /
4p*

simplificando esa expresion, el resultado es:
7
363 f ,0_V2
2

Hallar el volumen mdximo de un cono con la generatriz | dada.

V=nr’h/3 y l=~rP+h> PP=r*+h’

J3 3

V =x (1> - h®).h/ 3 ; derivando respecto de h e igualando a 0, h =

2031
27

Asi pues el volumen pedido es
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Hallar el volumen minimo de un cono circunscrito una semiesfera de radio R (se
supone que las bases de la semiesfera y del cono estin en un mismo plano y son

concéntricas).

Los triangulos rectangulos APB y ABC son
semejantes pues tienen los tres angulos iguales.
Obteniendo la siguiente relacion de semejanza:

v /x2+y2

R X

Despejando y de esa relacion se obtiene que y = ———
2 2
Vx“ - R

2 3
El volumen del cono es V' = ALY R;ax = cuya derivada es:
3Wx“ - R

3R@3x? - R? - %.Rﬂf
B - R =0, 9Rm(x>-R?) - 3nRx" = 0;
9(x" - R")

6nRx"* - 7R’ x* =0; 3Rnx’ (2X2-3R2) =0. dedondex = R\/g y por tanto

g 3
y= R+/3 . Por tanto el volumen es @TR

Consideremos un haz de rectas que pasan por el punto M(a,b), donde a>0y b>0, y
que cortan los semiejes positivos OX y OY. Hallen la longitud minima del segmento
PQ, donde Py Q son los puntos de interseccion de una recta del haz con los semiejes

positivos.
La funcién que hay que minimizar es la
distancia entre P y Q que es:
TSP (0b+y) J(@+x)? +(b+y)?
Y M{a.b)

| La relacion entre x e y viene dada por la
b| semejanza de los triangulos rectangulos de

hipotenusas PM y MQ, es decir:
a x C‘\
(a+x,0

La funcidn distancia es:

Q |<

zé,dedonde y:a—b
X X

\/ (a+x)° +(b+ a_b)2 , derivando e igualando a 0 tenemos:
X
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_;b) =0, se sigue: (x+a)(x° - ab®) = 0.

2(a+x)+2(b+ %}(

ab

3[ab2

\/(a+(%/ab2)2 +(%+b)2
a

Una piedra ha sido lanzada a velocidad inicial prefijada v bajo el angulo a respecto al
horizonte. Despreciando la resistencia del aire, determinar con qué dngulo a, la
distancia de vuelo de la piedra serd la maxima.

x =3 ab’ y= . La distancia pedida es:

y=veanat- 0502

¥=ENCO3A-T

La distancia maxima se alcanza en el valor de x =v cos a. t, cuando y =0

es decir v.sen a. t - 0’5 t* = 0. de donde t = 0 (la piedra no ha recorrido ningun espacio)
y t=2vsen a.

Por tanto ha de ser méxima la funcién v cos a. 2v. sen a = v* sen 2a.

Derivando respecto de a e igualando a 0, tenemos:

2v2cos 2a = 0,dedonde cos2a=0; 2a=mn/2; a=mn/4

Con el fin de reducir el rozamiento del liquido por las paredes de un canal, el drea
que el agua humedece debe ser la menor posible. Demostrar que la mejor forma de
un canal abierto rectangular con el area de la seccion transversal prefijada, es tal
que, con ella, la anchura del canal es dos veces mayor que su altura.

Sea A el area de la seccion transversal, esto es ab = A
de donde a=A/b

La superficie de rozamiento del agua es:
S =a+2b (ya que hemos tomado como longitud del canal 1)
Sustituyendo a, resulta que S = (A + 2b%)/b, derivando respecto de b e igualando a 0,

resulta 4b® - A - 2b% = 0, de donde b:\/gz% y a =£=V2A, quedando

V24

a8

demostrado que la anchura (a) es doble que la altura (b).
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De un tronco redondo se corta una viga de seccion transversal rectangular.
Considerando que la resistencia de la viga es proporcional a ah’, donde a es la base y
h la altura del rectangulo, hallar la razon h/a con la que la viga tendra resistencia

mdxima.
Consideramos el didmetro del tronco igual a 1 (La relacion serd la
misma independientemente del diametro del tronco)
h - 1=h2+212,h2=1-a2

!}/ R =k.a.h% siendo k la constante de proporcionalidad.

R =k(a - a’), derivando respecto de a e igualando a 0, tenemos

1- 32> = 0, de donde a:? y h:@,dedondeﬁzﬁ
a

Un recipiente con pared vertical de altura h se encuentra sobre un plano horizontal.
De un orificio en la pared del recipiente fluye un chorro. Determinar la posicion del
orificio con la que el alcance del chorro serda el maximo si la velocidad del liquido que

fluye es igual a \|2gx , donde x es la profundidad del orificio (Ley de Torricelli)

SRe=—m=x El espacio recorrido en sentido horizontal es
— ] A 2gxt
X Mientras que en sentido vertical es una caida
. #\\ libre, es decir
1
hi=x — of?
' ; El chorro llega al suelo cuando en vertical ha
recorrido h-x, es decir:
I 2(x- h) ) 1 . .
h-x= 5 gt”, de donde t = |—, en consecuencia el espacio recorrido en sentido
g
2(x- h)

horizontal total es _|2gx. =2+/x? - xh , derivando respecto de x e igualando a 0

g
llegamos a la ecuacion 2x - h = 0, de donde x = h/2, es decir que el agujero debe
encontrarse en medio del recipiente.
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Hallar la longitud minima del segmento que divide al triangulo equilatero de lado a
en dos figuras de dreas iguales

El éarea del triangulo equildtero de lado a es

T3a2 , puesto que la base es a y la altura

7361. Por tanto, si el segmento d divide al

triangulo en dos figuras de igual area, el area del
triangulo que queda determinado en la parte

) : 3
inferior es o a’

: X
Teniendo en cuenta que HB = x/tag 60 = —, tenemos:

V3

X
+ L
G, Ot . | 3d% - 4%
—a” =———x, despejando y de esta relacion, resulta y = ——
8 2 4+/3x

Por otra parte la funcién que hay que minimizar es d =+/x° +y” , sustituyendo y por la
expresion anterior resulta:

3 2 _ 4 2
d = \/xz +(u)2, derivando respecto de x e igualando a 0, llegamos a la

4\/§x

ecuacion simplificada: 64x* - 9a* =0, de donde x = 7641
Sustituyendo en el valor de d, obtenemos que la longitud minima del segmento que

divide al tridngulo en dos éareas iguales es d =

Sils

Un foco cuelga sobre el centro de una mesa redonda de radio r. ;A qué altura de la
mesa debe estar el foco para que la iluminacion de un objeto que se encuentre en el
borde de la mesa sea la mejor posible? (La iluminacion es directamente proporcional
al coseno del dngulo de incidencia de los rayos Iluminosos e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia al foco de luz)

i.cosy
2

Seal= donde i es la intensidad de luz, y el

angulo de incidencia y de la distancia del foco al objeto
iluminado en el borde de la mesa. Puesto que d” = x*+1°
y X = r/tag y. Tenemos que

icosy _i.cosysen’y

> , derivando respecto

_r2(1+cotg2y r
de y e igualando a 0, resulta la ecuacion trigonométrica:
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seny(2cos® y - sen’y) =0 de donde seny=0 lo descartamos por ser y=0.
por tanto resolvemos el otro factor obteniendo 2.cos’y - sen’ y = 0 entonces
tag’y = 2, de donde fagy = V2

Pero sabemos que tag y = 1/x, por tanto x = \2r

De un tronco redondo de diametro d se debe cortar una viga de seccion rectangular.
¢ Cudles deben ser las dimensiones de dicha viga para que esta tenga una resistencia
a la flexion maxima, sabiendo que la resistencia a la flexion es proporcional al
producto de la anchura por el cuadrado de la altura de la seccion.

R =k.a.h?, puesto que d*=h* + a’

R = ka (d*-a’) = kad® - ka’. Derivando respecto de a e
igualando a 0 obtenemos kd* - 3ka’ = 0, de donde a =

n a—d h:@
"__" B

Determinar la altura minima h= OA de la puerta de una torre vertical para que a
través de ella se pueda introducir en la torre una barra rigida de longitud I, cuyo
extremo resbalara a lo largo de la linea de tierra AB. La anchura de la torre es d <1

=1

La linea roja es la barra de longitud 1.
/ Tenemos que
[ =h.seca+d.coseca
2'_6_ h=(l- d.coseca).cosa
/ h derivando respecto de a e igualando a 0 tenemos:

A B
h'=d cot ga.coseca.cosa - l.sena +d.sena.coseca =d - l.sen’a=0

1 1

: (dT (dJS
sena =3—=|—1| , a= arcsen| —
\'7 / /

1

AE d)\3
conloque h=|1[- d.cos ec(arcsen(Tj ) |.cos arcsen(7j

1
Sabemos que cosec (arcsen X) = — y cos(arcsen x) = v/1- x° . Asi pues
X

h=|1-d—|1-Z I-1°d? :

2 2
1 2\ 12(13'613} I N - N
3 3 3 3 3 3 _ 33)2 z z 2
! a3 :( ] P -d )1(1 Y _ gy
d> I3 I3 I3
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Hacia un rio cuya anchura es igual a a, bajo un dangulo recto, se ha construido un
canal de anchura b. Hallar la longitud mdxima de un tronco que puede pasar del rio
al canal.

c La longitud del tronco es AB+BC, es decir que

[ = b.sec x + a.cos ecx, derivamos respecto del angulo x y
d
B~ tenemos:

- b.senx a.cosx

% ['= - bsec x.tagx + a cosecx.cot gx = > >
cos" x  sen'x
b .
igualando a 0

... 3
- bsen’x +a.cos’ x = 0, dividiendo por cos’x a = b.tag’x

1
tagx = i/g , X= arctg(gj3
b b

a a
| =b.sec arctg(gJ + a.cos ecarctg(gj

1
Sabemos que sec.arctga = 1/cos(arctga), como cosa=_ | ————
1+tag-a

1
(aT b a%+b%
b.sec arctg 5 N

W [ =
W | =
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decimetros cuadrados tenga de

1. Enun concurso se da a cada participante un alambre de dos metros de longitud para
gue doblandolo convenientemente hagan con el mismo un cuadrilatero con los cuatro

angulos rectos. Aquellos que lo logren reciben como premio tantos euros como

superficie el

razonadamente la cuantia del maximo premio que se pueda obtener en este concurso.

cuadrilatero construido.

Calcula

X

Condicion: 2x+2y=2 = xty=1 =

Funcion Objetivo: A(x, y) = Xy

A(X)=0=

A"X)=-2 = A7 (1/2)=-2<0 (esun maximo)

A(x,y) =xy (Funcién Objetivo)
Condicion: 2x+2y = 2

y =1-x

= A®X)=x(1-X) = x-x°

A’ (x)=1-2x

1-2x=0 = x=1/2m.

Solucién: x=5dm. e y=>5dm., siendo Area =25 dm®.

Cuantia maxima a percibir por el premio = 25 €.

2. Un jardinero dispone de 160 metros de alambre que va a utilizar para cercar una
zona rectangular y dividirla en tres partes. Las alambradas de las divisiones deben
guedar paralelas a uno de los lados del rectangulo. ¢Qué dimensiones debe tener la

zona cercada para que su area sea la mayor posible?

A i Y
A i Y

EEEE s o E EEry PP Er
y A i B i Y i

A i Y

A(x, y) = x-y (Funcion objetivo)

X Condicion: 2x+4y = 160

80— x

Condicion: 2x+4y =160 = y=

Funcion: A(X, y) =Xy

_ 2,
A(X) = x: [80 X]: a0x-2
2 2
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A(X)=40x = A X=0= x=40m.
A7 (x) =-1<0 (el punto es un maximo)

—-40

Para x =40 m. resulta y = 80 = y=20m.

Solucién: x=40m, y=20m.

3. Se dispone de 400 metros de alambrada para vallar un solar rectangular. ¢Qué
dimensiones debera tener el solar para que con esa alambrada se limite la mayor area

posible? Razonar el proceso.

Funcion: A(x, y) = xy
Condicion: 2x+2y =400

X
Condicion: 2x+2y =400 = x+y =200 = y =200-x
Funcion: A(x, y)=x-y
A(x) = x-(200-x) = 200x-x*
A'(x)=200-2x = A'(X)=0 = x=100m
A"(x)=-2<0 = x=100es un maximo, siendo y = 200-100=100

Solucién: x =100 e y =100, es un cuadrado

4. Un terreno de forma rectangular tiene 400 m? y va a ser vallado. El precio del metro
lineal de valla es de 4 euros. ¢ Cuales seran las dimensiones del solar que hacen que el

costo de la valla sea minimo?

Perimetro del vertedero: P = 2x+2y

Y Coste cerca: 4-P = 4(2x)+4(2y) = 8x+8y (funcion objetivo)

Condicion: x-y = 400

Condicion: xy =400 = vy =4—OO
X
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Coste cerca: C(x, y) = 8x+8y

C(x) = 8x+8 (@j = 8x+ 3200
X X

3200

C'(x)=8-—;
X

— C'(x)=0 = x?=400 = x==20; Solucién vélida x = 20 m.
C’'(x)= 3200-33 = C”(20=0.8>0 Es un minimo
X

Para x =20 m., siendo y 400 = y =400/20 =20 m.
X

Solucion: Las dimensiones del solar son cuadradas con x = 20m. e y = 20m.

5. Supongamos que el solar del problema anterior tiene 200 m? y un lado a lo largo del

rio requiere una valla mas costosa de 5 euros el metro lineal. ¢ Qué dimensiones daran
el costo mas bajo?

Funcion: C(x, y) = 4:(2x) + 4y + by
| y Condicion: x-y = 200

Rl’o|

X

Condicion: xy =200 = y 200
X

Funcion objetivo: C(x, y) = 4:(2x) + 4y + 5y = 8x + 9y

C(x):8x+9@: 8x + @
X X
P 1800 A - - = LW
C'(x)=8x+ —— = C'(x)=0 = x=+/225= +15 (Solucién valida: 15 m.)
X
o 2 3600 /3 3600
C”(x) =1800—= = C'(15) = >0.
) S (15) 1o

Luego, en x =15 hay un minimo, siendo y = 40/3.

Solucion: Las dimensiones del solar seran en este caso x =15m. e y =40/3 m.
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6. (El Problema del Cable mas Corto) Dos postes con longitudes de 6 y 8 metros
respectivamente se colocan verticalmente sobre el piso con sus bases separadas una
distancia de 10 metros. Calcule aproximadamente la longitud minima de un cable que
pueda ir desde la punta de uno de los postes hasta un punto en el suelo entre los

postes y luego hasta la punta del otro poste.

Funcion: Leape = Y1+ Y2

N v 2/ 118 Condicion: y?= 36+x2
Vo = 64+(10-x)?
6
X\ /10-x
10 m.

Lcapte = L(X)= \/36 +x5 4+ \/64+ (20— X)2

2X —2(10-x)
+
24/36+x2  2,/64+ (10— x)?

L'(X) =0 = X-4/64+(10—-x)* = (10— x)V/36 + X

X, =—30 solucion no validad
= 7x?+180x-900 = 0 30
X, =—
y

36 . 64
1/(36+ x2)3 \/[64+(10—X)2}
L(30/7) = \/36 ; (QJZ + \/64+(10—£j2

7 7

Solucion: Longitud minima = L(30/7) = 2.32 + 9.83 = 17.20 m.

L' (x)=

L7 (x)= =>0 = L7(30/7)>0 = x=230/7esunminimo
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7. (El Primer Problema de la Ventana) Una ventana tiene la forma de un rectangulo
coronado con un semicirculo. Encuentre las dimensiones de la ventana que deja pasar

mas luz, si su perimetro mide 5 metros.

L
m L circunferencia = L= 27t = Lsemicircunferencia :E =7rr

/2 Perimetro rectangulo = x+2y

y Perimetro total = x +2y+zr = 5 (condicion)
2

. Funci6n: Area: A(x, y)= x-y + ”'Zr

Condicién: x +2y + £ X =5 = y:w
2

4
2 2
Funcion: A(x, y) = x-y+7Z S, :x-y+” )(2/4
10—(2 . . y2
A = x. DA X 7o
4 8
4 4+
A —4-r ..
A7(x) = <0 =  x=1.4esunmaximo
10— (2+7)-10/4+
10~ (22 7) Z-07m

4

Solucion: Dimensiones de la ventana: Ancho: x =1.4m.; Alto:y +r=0.7+ 0.7 =1.4 m.
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8. Las paginas de un libro deben medir cada una 600 cm? de &rea. Sus margenes
laterales y el inferior miden 2 cm. y el superior mide 3 cm. Calcular las dimensiones de la

pagina que permitan obtener la mayor area impresa posible.

Alto de la pagina impresa: y-5

Ancho de la pagina impresa: x-4

Area impresa = (x-4)-(y-5) (funcion objetivo)
Area paginas = x-y = 600 (condicion)

X

Condicion: x-y =600 = y =600/x
Funcion: A(x,y) = (x-4)-(@—5)
X

A(X) = -5x+620-@
X

2.400

X2

A’(x) = -5+ = A (X)=0 = x=+4480 = x=+4/30 (La solucion

negativa no es valida)

A’ (4+/30) :ioos <0, es un maximo, siendo y =

(/%) o

15%% _ 530

Solucion: x = 4+/30 cm. e y =5+/30 cm.

9. Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso. Los margenes superior e
inferior han de tener 2 cm. cada uno, y los laterales 1 cm. Halla las dimensiones de la

hoja para que el gasto de papel sea minimo.

Funcion: A(X,y) =x -y
Condicion: (x-4)-(y-2)=18
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Condicion: (x-4)-(y-2)=18 y=10+ ix
X_
Funcion: A(x,y)=x-y
AKX) = X.10+2X ~ AK) _10+2x?
X—4 X—4
2 — —
A(x)= W = A(X)=0= x=10y x =-2 (solucion negativa no es valida).
X_
. (4x-16)(x—4)" -2(x—4)(2x*-16x-40) i
A7(x)= = A"’(10) > 0, es un minimo.

(x-a)

Solucion: x=10e y =5.

10. Un pastor dispone de 1000 m de tela metélica para construir una cerca rectangular
aprovechando una pared ya existente. Halla las dimensiones de la cerca para que el

area encerrada sea maxima.

Funcion: f(x, y) = x:y
Condicion: 2x +y =1.000 = y =1000-2x

f(x,y) =xy

f(x) = x:(1.000-2x)

f(x)=1.000 x -2 x*

f(x) =1.000-4x = f(x)=0 = x=250
f'(x)=-4 = f"(250) < 0.

Por lo tanto, x = 250 es un maximo.

Solucion: x =250 e y =500.

11. Un segmento de longitud de 5 cm. apoya sus extremos en los semiejes positivos OX
y OY, de tal manera que forma con éstos un triangulo. Halla las dimensiones del

triangulo de area maxima asi construido.

o _ Xy
5 Funcion: f(x, y)= -
y Condicién x*+y*=5
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Condicién: X+ y?=5 = y=45-x°

Funcién: f(x, y) = =Y

>.<|\>‘

f(x)=———— = f(x)=0 = x=%5/3 (Lasolucién negativa no es valida).

f (x)= —10x = f"(,/5/3 <0). Por lo tanto, es un maximo.

Solucién: x=,/5/3; y= \/g

12. Se considera una ventana rectangular en la que el lado superior se ha sustituido por

un triangulo equilatero. Sabiendo que el perimetro de la ventana es 6,6 m, hallar sus

dimensiones para que la superficie sea maxima.

Funcion: A total — A tridangulo +A rectangulo

Condicién: 3x+2y = 6.6

Condicion: 3x+2y=6.6 = y=33-15x

x/3 x*\/3

Acta = (X, y) =X —— + Xy =
total ( y) 2 y 2

+Xy

2
f(x) = = f + %-(83.3-1.5 )
f(x) = 3.3 x— 1.07 X?

f'(x)=0 = 3.3-214x=0 =>x=154
f"(x)=-214 =f"(1.54)<0.

Luego, x = 1.54 es maximo.

Solucion: x =1.54; y=0.99

P-46
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13. Dividir un segmento de 6 cm. de longitud en dos partes, con la propiedad de que la

suma de las areas del cuadrado y del triangulo equilatero construidos sobre ellos sea

maxima.
Atotal = Atriéngulo + Acuadrado
Condicién: x +y =6
X y
Condicion: x+y=6 = x=6-Yy
2
Funcion: At = f(X,y) = \/§4y +x°

Sustituimos y obtenemos:

f(y)=J§Ty+ (6-y)’

f(y)= 1.43y*- 2y + 36
f'(y)=286y-2 = f(y)=0 = y=07
f'(y)=—2 = {"(0.7)<0

Luego, eny = 0.7 es maximo.

Solucién: x =5.3; y=0.7

14. Se considera una ventana como la que se indica en la figura (la parte inferior es
rectangular y la superior una semicircunferencia). El perimetro de la ventana mide 6 m.
Halla las dimensiones “x” e “y” del rectangulo para que la superficie de la ventana sea

maxima (Expresa el resultado en funcién de ).

/Q\ Condicién:x+2y+%xz6, luego yzlz_z#

X2

Funcion: f(x,y) = xy + ——
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2
f(X):X(lz—ZX—ﬂXj+ﬂX
4 8

_ 2_ 2

F(x) = 24X 4;( X

f'(x) = %(24—8x—27zx)

12
4+

f'(x)=0=x=
")y ——1_%
fr9=-1-7

€S un maximo

i):—1—£<0:>x:

f”
(4+7r 4 4+

~168; y= 12-21.68—71.68 _084
A+ 4

Solucién: x =

15. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 m. ¢cudl es el que tiene la diagonal

menor? Razonar el proceso seguido.

Condicion: 2x + 2y =12 = y =6-X

Funcion: f (X, y) =/X* +y?
f(x)= x2+(6—x)2
f(x) =/2x* —12x +36
F(x) = 2X—6
2x*-12+36
Para f"(x) = 0 tenemos que x = 3
36

(\/2x2 —12x+36 )3

f"(x) = y sustituimos x = 3, f°(3) > 0, por lo tanto es minimo.

Solucion: x=3ey=3
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16. Calcula el area maxima que puede tiene un tridngulo rectangulo tal que la suma de

la longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.

Condicion: x+y =4 ;y = 4-x

y Funcion: Area = f(x,y) = x-y/2

X
fxy)==

f'(x)=0 = x=2
f'"(x)=-1= f"(2)<0

de donde tenemos que X = 2 s maximo.

Solucién: x=2ey=2.

17. Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima inscrito en una circunferencia

de 10 cm. de radio. Razonar el proceso seguido.

Condicion: x*+y*=(20)> =400 = y=+/400-x"

Funcion = Area = x-y

20 cm
y
X f(xy)=xy
f (X) = x4/400— x?
400-2x°

f(X) = ——
) V400 - x°

f'(x)=0 = x==10V2

La solucién negativa no es valida.
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—2X
—AxA/400—x* ———=2_(400-2x%°

400 - x*
fn(lo\/a):_\}goo
y=,400-(10v2) = y=10V2

Solucion: x =10+/2; y =102

<0 es un minimo

18. En un jardin con forma semicirculo de radio 10 m se va a instalar un parterre
rectangular, uno de cuyos lados esta sobre el diametro y el opuesto a él tiene sus
extremos en la parte curva. Calcula las dimensiones del parterre para que su area sea
maxima.

Plx, y)

I
: y
i

DR ——

[ 10

Condicion: P(x,y) pertenece a la Circunferencia

S Plx, )
/[ T ) X2+ y2=100 =5 y =100 X
X

Funcion:f(x,y) = 2xy

f(xy)=2xy
f (x)=2xy100—x*
200 —4x*

= f '(x) — 0= x =452 (Lasolucién negativa no es valida)

frx) = S8R
o V100 — x?

f"(5+/2) < 0 (maximo)

Solucién: Dimension del parterre sera de base = 10+/2m; altura =5v/2m. Siendo el area maxima

de 100 m?.
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19. Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados de modo que: el perimetro de
uno de ellos sea triple del perimetro de otro, se necesiten exactamente 1248 metros de
valla para vallar los tres y la suma de las areas de los tres campos sea la minima

posible.

X y z
Llamamos X, Y, z, a los lados de las tres parcelas.
Condiciones:

1)z=3x
i) 4x+4y+4z = 1248

de donde z =3x, entonces y = 312 — 4x

Funcion: S(x,y,z) = X*+ y*+ 22
S(x) = x* + (312-4x)* +9x°
S(X) = 26x%- 2496x + 3122
S’(X) = 52x - 2496 y para S”(x) = 0 tenemos que x = 48

S7(x) =52 = S’7(48) >0, por tanto, es minimo.

Solucion:

X=48m y=120m z =144 m.

20. Una arquitecta quiere construir un jardin rectangular en un terreno circular de 100

metros de radio. Halla las dimensiones de dicho jardin para que el area sea maxima.

Condicion: x* + y*=100%, luego tenemos que y = v100% — x*

Funcion: Area del jardin rectangular
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A(X,y) = xy
A(X) = X4/100% — x?

El valor que haga méaxima el area, también hard maxima a A%(x) y los célculos se simplifican
haciendo:
B(x) = A’ (x) = x*(10000 - x* ) =10000x - X*
x =0 Se descarta
X=70.71m
B”(x) = 20000 —-12x* = B"(70.71) < 0 (maximo)

B’(x) =20000x —4x° = B’(x):0:>{

Solucién: Para x = 70.71 resulta y =+/100° —70.71*> =70.71m

21. Descomponer el numero e en dos sumandos positivos de forma que la suma de los

logaritmos neperianos de los sumandos sea maxima. Calcular dicha suma.

Condicion: x+y = e, de donde tenemos que y = e-X
Funcion: S(x,y) = In(x) + In(y)
S(x)=In(x) + In(e-x)
s0=2- 1 S sx=0=x=2
X e—-X 2

$"(x) =;—21—

—_—= <

2 2
(e - x) 2" e
luego, tenemos que es maximo.

La suma pedida sera: suma = In%+ In (e—%) =2-2In2.

Solucion: x = e/2 y lasuma S =2-2In2

22. Una empresa ha decidido mejorar su seguridad instalando 9 alarmas. Un especialista
en el tema sefiala que dada la estructura de la empresa s6lo puede optar por dos tipos
de alarmas, de tipo A o de tipo B; ademas, afirma que la seguridad de la empresa se
puede expresar como la décima parte del producto entre el nimero de alarmas de tipo A
instaladas y el cuadrado del nimero de alarmas instaladas de tipo B. ¢ Cuantas alarmas

de cada tipo se deben instalar en la empresa para maximizar su seguridad?
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Alarmas tipo A = x
Alarmas tipo B =y
Condicion: x +y =9, luego y = 9-x

2
Funcion: La Seguridad se expresa como: % =f(xy)

X 2
uxw=§%

x(9- x)2
10
81x —36x* + x°
10

_ 2
F1(x) = BL=36x+3X° 3(13;‘*3" — F/(X)=0

f(x)=

f(x)=

los valores de la x que anulan la primera derivadasonx=9 y x=3

; —36+6X
Ty
—-36+54

10
-36+18

10

luego, x=9 es minimo y x=3 es maximo.

£(9) = >0

f(3) = <0

Solucion: Sera necesario instalar de tipo A = x = 3 alarmas y de tipo B =y = 6 alarmas.

23. Calcula dos numeros que cumplan que al sumarlos resulte 10 y la resta de uno de

ellos menos el inverso del otro sea minima.

Condicién: x +y =10, de donde y = 10-x

La funcion:
F(x,y) = x—=
y
2
f(X) = x— _9-x
10—-x 10-x
, x> —20x+9
frx) =2 —2X00
(10—-x)

Como f(x) = 0 tenemos que x = 19.54 y x = 0.46.
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f H(X) — -
(10—-x)

f"(19.54) >0 minimo
f”(0.46)<0 maximo
Solucion: x=19.54 e y=-9.54.

24. Si un cultivador valenciano planta 200 naranjos por hectarea, el rendimiento
promedio es de 300 naranjas por arbol. Por cada arbol adicional que siembre por

hectarea, el cultivador obtendra 15 naranjas menos por arbol. ¢Cuantos arboles por
hectarea daran la mejor cosecha?

N° naranjos / hectarea = 200
Rendimiento / &rbol = 300 naranjas
x = n° arboles a plantar

R (x) = Rendimiento(x)

R(x) =(200+ x)-(300-15x)

R(x) = 60000 —2700x —15%*

R’(x) =—2700-30x

R'(X) =0 = x=-90. Solucion absurda.

Conclusién: Sin plantar arboles la produccion que se obtiene es mejor que si aumentamos el
numero de frutales de esta variedad.

25. El propietario de un edificio tiene alquilados los 40 pisos del mismo a un precio de
600 € cada uno. Por cada 60€ que el propietario aumenta el precio observa que pierde
un inquilino. ¢a qué precio le convienen alquilar los pisos para obtener la mayor

ganancia posible?(Ayuda: llamar x = n° de 60 € que aumenta o lo que es lo mismo el n°
inquilinos perdidos.)

40 pisos
600 euros / cada uno

Si aumenta x euros por cada piso cobra 600 + x, pero alquila 40—i pisos.
La funcion es el beneficio obtenido:
B(x) = (600 + x)-(40—6—):)j con 0< x < 2400

2

B(X) = 2400+ 30X — —
60
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B'(x)=30—% = B(X)=0 = x=900

B”(X) = — = B"(900) <0 = Es Maximo.
30

Solucién: Aumentara 15-:60€ = 900

26. Entre todos los tridangulos isésceles (dos lados iguales) de perimetro 30 cm., ¢cual es

el de area maxima?

Condicion: x+2y =30 = y = 30=x
y y .
X

h=,|y2 -2
¢ 4

2

x- [y2 - %

Funcion: A(x, y) = 4
X 2

A 2 2 3
A(x):g- (30 xj _x_zg. %225_15)(:\/225 x* 15x

2 4 4 4
450 -15x

A(X) =
) 4.4/225-15x%

A7(10) <0 = Esun maximo

= A(x)=0 = x=10

Soluciéon: x=10,y=10

27. Para la fabricacion de un determinado producto, se necesita invertir dinero en
contratar empleados y comprar maquinas. El duefio de la fabrica ha estimado que si
compra X maquinas y contrata “y” empleados, el nimero de unidades de producto que

podia fabricar vendria dado por la funcion: f(x,y) =90x-y? Cada maquina le supone una

inversion de 2500 € y cada contrato de un nuevo empleado otro de 1500 € Si el
empresario solo dispone de un presupuesto de 22500€ para este fin, determine el

namero de obreros que debe contratar y el nimero de maquinas que debe comprar para

maximizar la produccion.

X = maquinas.
y = empleados.
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Condicion: 2500x +1500y = 22500 = y

_ 45-5x

Funcion: f (X, y)=90xy’

Solucién: x =3,y = 30.

f(x):90x-(45_sxj

f (x) = 250x° — 4500x* + 20500

f"(x) = 750x* —9000x + 20500
f'(X)=0=x=3;%x,=9
f”(x) =1500x —9000
f7(3)<0 = Es Méaximo.
f7(9) >0 = Es Minimo.

28. Una esmeralda pesa 16 grs. y sabemos que su valor es proporcional al cuadrado de
su peso. Si partimos en dos trozos la esmeralda, halla el peso que debe tener cada uno

de ellos para que su valor sea minimo.

Condicion: x+y=16 = y=16—-X

X = peso de un trozo.
y = peso del otro trozo.

La funcidn que queremos optimizar es la que nos da el valor de la esmeralda despues de dividirla,
que dependera del peso de cada trozo.

Funcion: f (X, y) = kx? + ky?

f(x,y)= k(x2 + y2)

f(x) =k(x? + (16 - x)?)

£ (x) = k(2x® — 32x + 256)

f7(x) = k(4x - 32)

f’(x)=0 = x=8, consideramosk >0
£ (x) = 4k

f7(8)>0 = Esminimo.

Solucidn: x = 8 gramos e y = 8 gramos.
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Ejercicios de ampliacion

29. La base menor de un trapecio isdsceles mide 6 metros y la longitud de los lados no
paralelos es de 2 metros. Calcula cuanto debe medir la base mayor para que el area del

trapecio sea maxima.

— f—» X

Condicién (por Pitagoras): h>+ x*=4 = h=+4-x*

FunCién Atrapecio

_ (BASE +hase)-h  (6+2x)-h
rapecio — 2 - 2
f(x) =(3+x)V4—x*

=(8+x)h=f(xh)

2 X = i .. <0 Se descarta
f’(X)—Mjf’(x)—O: 2
NG -3++/21
X,=—>0
2
3 2 _ _
fr(x) = X2 Z32X=28 40 BEV2L ) o5 maximo

3
(Va-x) ]
Solucién:x:_:‘;jLT\/ﬂ e y=—3+\/ﬁ

(el valory =-3- V21 se descarta)

30. Se divide un alambre de 100 m de longitud en dos segmentos de longitudes x y
100-x. Con el de longitud x se forma un triangulo equilatero y con el otro segmento se
forma un cuadrado. Sea f(x) la suma de las areas del triangulo y del cuadrado. Indicar
razonadamente para qué valor de x se obtiene que la suma de las areas del triangulo y

del cuadrado es minima.
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x/3 (100-x)/4

Condicion:
2 2
Altura del triangulo h = (ﬁj —(fj :X_\/g
3 6 6
xxJ3 5
: iy 3 6 X3
Area del tridngulo a.., = -
g atrlangulo 2 36
2
Area del cuadrado a,q s = (1004_ XJ
FunCién: a'triéngulo + acuadrado = f(X)
2 _ 2
f0 =X *@+ 100 x
36 4
£1(x) _ X3 100-x ) =0=x=—20__g386
18 2 J3+9
f"(x) = V3+9 >0 (minimo)
18
Solucion: Para x =83.86 resulta la suma de areas minima, siendo h = —83'86'\/5 =24.21

31. En una carretera a través del desierto un automovil debe de ir desde la ciudad A
hasta el oasis P situado a 500 Km de distancia de A. Puede aprovechar para ello una
carretera recta que une las ciudades A y B y que le permite ir a una velocidad de 100
Km/h, mientras que por el desierto la velocidad es de 60 Km/h. Sabiendo que la
distancia mas corta de P a la carretera que une las ciudades A y B es de 300 Km,

determina la ruta que debera usar para ir de A a P en el menor tiempo posible.

p La ruta a seguir es AMP
S0 300 Aplicando el teorema de Pitagoras en el tridngulo ABP
Y 5 se obtiene: AB =+/500? —300% = 400
-X X JE—
v = En el tridngulo MBP se obtiene MP =+/x* + 3007
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B 4—x+\/x2+3002

100 60

Y el tiempo que tarda el automdvil en recorrer la distancia AM + MP es:t(x)

-1 X
+
100 §0+/x? +300?

Si hacemos t"(x)= 0 = obtenemos X = . = X =1225
60+/x>+300° 100

Derivando, t'(x) =

La solucién negativa no tiene sentido: AM = 400— 225 =175
El automovil deja la carretera a 175 km de la ciudad A.

Podemos comprobar que es un minimo utilizando la segunda derivada:

60(x° +300%) — 60x X2 +300% — X

7 (x) = = t7(x) =
60%-(x* +3002).Jx2+3oo2 60 (x2+3002)-\/x2+3002

Parax =225 = t""(x) >0, por lo tanto, es un minimo.

Solucion: La ruta a sequir es AMP, de A a M hay 175 Km. y de M a P hay +/225% +300° = 375
Km., con lo que recorrera en total 550 Km. a una velocidad de 100 Km/h.

32. Sea T un triangulo de perimetro 60 cm. Uno de los lados del triangulo T mide x cm. y
los dos lados tienen la misma longitud.
a) Deducir razonadamente las expresiones de las funciones Ay f tales que:
A(x) = Area del triangulo T
FO) =AY
Indicar ademas entre que valores puede variar X.

b) Obtener, razonadamente, el valor de x para el que f (x) alcanza el valor maximo.

Condicién: x + 2y =60 = y=60_x

y y _ X2
La altura del triangulo sera: h=,|y? Y
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a)
Solucion:
X2 60-x) X
=R C
A(X’ y):'A‘trie‘mgulo:T4 = A(X)= 22 4
2 X[ 2 X x*((60-x\" X
F(x,y) = (A Y)) =7(y —7] 8 F(x)zj{[ : j_ﬂ
b)
CxE[((80-x)" x| X oo
FO) =7 [___7f__' 4:]_ 7 (900 - 3x)

F'(x) = 900x — 45%?
F'(X)=0 = 900x-45x>=0=x=0y x=20

Por las condiciones del problema descartamos x = 0, siendo:

F"(x)=-90x = F"(20)<0. Por lo tanto es maximo.

Solucion: x=20ey = 20.

33. Comprueba que el rectdngulo de mayor area que puede inscribirse en una

circunferencia de ecuacion x2 + y2 =r? es un cuadrado de lado +/2r .

Condicién:
//\rvz (3] (3
\ b2 ) 2 2

r2_b2+h2
\\\\“//// y

h=+4r’-b

Funcién = Area = b-h
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f(b,h)=bh
f (b) =by/4r® —b?
f'(b)=var’ —p’ ————— = f'(0)=0 =b=+/2r

Var? —p?

b? 2b(4r2 ~b?)+Db*

Var o' ar )
h=+4r? —b? =, /4r? —(\/Er)z —2r

Solucién : El area es maxima para: b= J2r; h=er

f'(b) = — <0

34. Determine los puntos de la curva y? = 4x que estan a distancia minima del punto P

(4, 0).
A Condici6n: y?= 4x de donde y = 2v/x
y
Un punto de la curva tiene la forma P(x, iZ\/;)
2
ok 1 2 3 P@o X Funcién: d(P,Q) = \/(x—4)2 +(+2vx)

Q

d(F>,Q):\/(x—4)2+(¢2\/§)2
d(x) =Vx* —4x+16

X—2
d'(X)=—2"%  —d'(x)=0=>x=2
VX —4x+16
d"(x) = 2 —¢'@>0
(x*—4x-+16)

El punto x = 2 es minimo.

Solucion: Q,(2,2v/2) y Q,(2,-2+/2)
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35. Un rectangulo tiene por veértices los puntos de coordenadas (0,0), (a,0), (0,b) y

(a,b), de modo que el punto (a,b) tiene coordenadas positivas y esta situado en la curva

. 1 . .
de ecuacion: y=—+4. De todos estos rectangulos hallar razonadamente el de area

minima.

Condicién: Si (a, b) pertenece a la curva, verifica: b= iz+ 4
a

Funcion: El area del rectangulo es A(a) = a[%+4) =—+4a
a a

A(a)=—r+4= A(a)=0oa=+=
a 2
El valor a = -1/2 no es valido por que se indica que las coordenadas son positivas.

A'(a) = % N A”(%) S0 (es minimo)

Solucién: Los vértices seran (0,0), (1/2,0), (1/2,8) y (0,8)

36. (Problema del tiempo minimo).- Un nadador, A, se encuentra a 3 km. De la playa
enfrente de una caseta. Desea ir a B, en la misma playa, a 6 Km. De la caseta. Sabiendo
que nada a 3 km/h y que anda por la arena a 5 km/h, averigua a qué lugar debe dirigirse
a nado para llegar a B en el menor tiempo posible.

]! x f h=x {3

5 km
A
h= m a3 Km/h
X P 6-x o5 Recorre 6 —x a5 Km/h
Tiempo empleado:
3 Km
h Jx?+9
X“+9 6-X
3 5
A

© http://selectividad.intergranada.com P-62
Noviembre de 2015




‘ ) ' [ oPtimizacién Resueltos ] Departamento de Matemadticas

inter: .com

oox 1
6/x2+9 O
Haciendo t'(x) =0 = 10X —64/x*+9 =0 = X, =g= 225 ;x, = = (No valida)

t7(225) >0 = Es minimo.

£ (x) =

4 2 >0

Solucion:

Debe dirigirse a un punto que esté a 2.25 Km de la caseta.
Tiempo que tarda en llegar:

\J2252+9 6-225
+

3 5
t =2 horas.

t =

37. Determina el punto de la gréfica de la funcion f(x) =—-x*+6x>-7x+5 en el que la

pendiente de la recta tangente es maxima. ¢ Cual es la ecuacion de la recta tangente en
ese punto?

Condicion: f (X) = —x* +6x% = 7X+5

Pendiente: p(x) = " (x) =—3x? +12x -7
pP(x)=-6x+12 , p(xX)=0 = x=2
pP’X)=—6 , p’@)<0 = EsMaximo

Solucion:
Punto buscado: P2, f (2))
P(2,7)
Ecuacion Recta Tangente: y—-7=p(2) x-2)
y—-7=5(x-2)
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Ejercicio 8 Determinar las dimensiones del cono de volumen minimo cir-

cunscrito a una esfera de radio R.

Solucién:

os tridngulos AOB y ADC' son seme-

El volumen del cono es v = %7?7“2h. L
h

jantes, la relacién de semejanza: 25 = 42 puede escribirse £ = ——A—_
’ OB ~ 4B’ k- \/ox* OB
z T h z T h Rh
0+ = 0 5 = ———=——=—= con ello r = ===
kB J(@p-op)-r % (h—R)*—R? =g

p— Lo B g mR2_ W
3" h2—2RR'"" 3 h2—2hR

Extremos de v:
rR2 3h%(h*—2hR)—(2h—2R)h® . p2 p3(3h-6R-2h+2R) _ xR h3(h-4R)
3 (h2—2hR)? -3 (h2—2hR)? T3 (h2-2hR)?
0
"'=0=h(h—4R) = h =
v ( ) AR

Dado que, evidentemente h > 0, debe excluirse h = 0, y el signo de v’
depende de h — 4R:
Para h < 4R v' < 0, por lo que v decrece

Para h > 4R v' > 0, por lo que v crece
Por tanto, usando el criterio de la primera derivada, en h = 4R hay un

v =

minimo.

— L= RAR | 2IR .
h=AR=r = yopttem = 75 = BV2,

2 w(R%2)(4R) 3
T i) — &Rt que es el

Con ello el volumen del cono serd v = = 3 o

doble del volumen de la esfera (%—RS) ]
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