Ejercicios de optimizacion
1. Entre todos los tridngulos isésceles de perimetro 30, ¢cuél es el de area maxima?

Funcién a maximizar:

_yh
A=

Relacionar variables:

i' h2+(%)2=X2:>h=‘/X2—§

&x+y=30=x=2L  0<y<30

R e i

Estudiamos la funcion:

y%v(go_y)Z_yZ 1 2_y2 _ 1 2 3
Aly) = 5 = 7Y{(B0-y)" —y? = = /900y? — 60y

R(y) = 900y? — 60y3

0

R'(y) = 1800y - 180y? = 180y(10-y) = 0 = { -
y =

Intervalos | (0,10) | 10 | (10,30)
signo R’ + 0 -
funcionR | | Maxr AV

Maximo relativoeny = 10

Solucién: el triangulo de area méaxima es el que tiene de base y = 10 cm. y de lado
X = @ =10 cm.

2. Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm. y de capacidad maxima.
¢ Cual debe ser el radio de la base?

Funcion a maximizar:
_ 1
V = gﬂ'rzh
' Relacionar variables:
h2 +r2 = 100 = r2 = 100 — h? 0<h<10

Estudiamos la funcion:



V(h) = %anh = %n(lOO —h2)h = %n(lOOh —h3)
V'(h) = %n(loo -3h?)=0=h=+ % (El valor negativo no es solucion)

Intervalos (0\/1%) 1% (‘/%10)
+

0 -
e Max r .

signo V'’
funcion vV

L. )  w
Maximo relativoen h = /T

_ _ 100 200 _ 200
|’2—100—h2—100—T—T:>r_ }T
Solucién: El radio de la base debe ser /2% ~ 8. 16 cm.

3. Enuntriangulo is6sceles de base 12 cm. (el lado desigual) y altura 10 cm, se inscribe
un rectangulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del tridngulo y dos de

sus vértices sobre los lados iguales:
a) Expresael &rea, A, del rectangulo en funcion de la longitud de su base, X, y di cual

es el dominio de la funcion.
b) Halla el valor maximo de esa funcion

a) Areaen funcion de x:

A =xy
h = W
- A A -
Como los tridngulos ABC y DEC son semejantes:
AB _ BC
DE EC
10 _ _6 10 _ 12
y 122—X y 12 —x
o _10(12-x)  5(12-X) _ 60 —5x
10(12-x) =12y => y = 5 = = = 5
Luego:
A(X)=X6085X _ GOXESXZ :A(X)z GOXESXZ 0<Xx<12
b) Maximo de la funcién A(x)
Al(x) = &% - 0= x=6
Intervalos | (0,6) 6 |(6,12)
signo A’ + 0 -
funcion A | 7 | Maxr| X\,




Méximoenx = 6
Valor maximo de A(x) es A(6) = 30 cm?

4. Hallar el radio y la altura del ciclindro de volumen maximo inscrito en una esfera de

30 cm de diametro.

Funcion a maximizar:

I0sm .-.-.; V= 7'CI’2h
. ff # " Relacionar variables:
o/ h?24(2r)? =900 = r2 = 2 g < h <30
Estudiamos la funcion:
_h3
V(h) = r 9004— h2y, _ ﬂ(9002 h*)

V/(h) = (900 -3h?) = 0 = h = +10,/3  (El valor negativo no es solucién)

Intervalos | (0,104/3) | 103 | (6,30)
+ 0 -

S Maxr|

signo A’
funcion A

Maximo para h = 10,/3
r2 = 0030 — 150 = r = /150 = 5/6
Solucién: El volumen es méaximo parah = 103 cmyr = 5/6 cm

5. Una recta que pasa por el punto (1,2) determina sobre los semiejes positivos, los

segmentos OP y OQ. Determinar:
A

a) El triangulo OPQ de &rea minima.
b) Larecta para la cual OP + OQ es minimo
A

a) El triangulo OPQ de area minima.

0K
e 13 Funcion a minimizar:
' CA= 0 s

Relacionar variables:
Recta que pasa por P(x0,0) y (1,2) :



Punto : A(1,2) } y-2=12-(x-1)
—

Pendiente : m = 2% = £ 2 2

X0 1-xo y= 1-Xg - 1-xp

Interseccion de la recta con el eje OY: (x = 0)

_ __2Xo_
y= 1- Xo
Por tanto las coordenads del punto Q son:
- __2Xo )

Estudiamos la funcioén:

2
Ao) = Lxo( -2 ) = 120

2 _l—Xo 1—X0
— _ _x2 _ 2
(1—X0) (1—X0)

Xo = 0 No es solucion
Xo = 2

= Xo(-2+X%p)=0= {

Intervalos | (1,2) | 2 |(2,+»)
signo A’ - 0 +
funcionA | \, |Minr|

Minimo relativo paraxo =2 = P = (2,0) yQ = (0,4)

Solucion: El tridngulo de area minima es el formado por los puntos O(0,0), P = (2,0) y
Q=1(0,4)

La recta para la cual OP + OQ es minimo:

Funcién a minimizar: S = OP + OQ

)_ Xo(l—Xo)—ZXo _ —X%—Xo
B 1—X0 1—X0

(—2Xo — 1)(1 — Xo0) + (-X§ —X0)
(1-Xo)? -
—2Xo + 2X5 — 1 + X0 — X5 — Xo
(1-x%o)?
X —2x0—1

=202 = 0=
(1-x0)?

S'(Xo)

X0=l+\/7

:>X%—2X0—1=0:> )
Xo = 1 - 4/2 Noes solucion (xo > 1)

Intervalos | (1,1+v2) 1+y2 | (1+42,+0)
signo S’ - 0 +
funcion S AW Min r /!
Minimoenxo = 1+ /2




Solucion: La recta para la cual OP + OQ es minimo es la recta que pasa por (1,2) y

P(1+42,0)

6. Enun rectdngulo de 4 m de perimetro, se sustituyen los lados por semicircunferencias
exteriores. Halla las dimensiones de los lados para que el area de la figura resultante sea

minima.

Funcion a minimizar:

et 2 2
1R A=xy+r(3) +n(3)
| | vy Relacionar variables:
2X+2y =4 =Xx+y=2=y=2-X
%, .-__.'

Estudiamos la funcion:

A(X) =x(2—x)+n(%)2+ﬂ(25x)2 _

= 2&x=x2+ x4 (4 + %2 - dx) =
= 2x—x2+%(2x2—4x+4) =

= 2x—x2+%(x2—2x+2)

AX) = 2—2x+%(2x—2)=(2x—2)(%—1) — 0>

=x=1

Intervalos | (0,1) | 1 |(1,2)
signo A’ - 0 +
funcibn A | \, |Minr|

Minimoenx =ley=2-x=1
Solucion: las dimensiones de los lados para que el area de la figura resultante sea minima
sonx=1mey=1m

7. Se traza una recta desde el punto (0,a) hasta el eje OX y desde alli al punto (1,b) otra,
tal como indica la figura. Demostrar que la longitud total es minima cuando los angulos

a'y f son iguales.



Podemos suponer en todo el razonamiento que b > a.

Funciéon a minimizar:
L = |1 + |2
Relacionar variables:

I, = Ja? +x?
I, = Jb?+ (1 -x)?
Estudiamos la funcion:

L(x) = ya2+x% + /b2 +(1-x)?  x e [0,1]

ool 120-0ChH) _ x  (d-9
2 JaZ+x 2 o2y (1-x2  JaZ+xk  [bP+(1-x)°
Calculamos las raices de la derivada:
L'(x) =0
XA\ 1-x)
Ja2+x2 b2+ (1-x)?

(x,/b2 +(1-x)? )2 _ (<1_x>m)2
x2(b2+ (1-x)?) = (1 -x)*(@%+x?)
x2b2 + x2(1 - x)? = a?(1 = x)? + x%(1 - x)?
x2b2 —a?(1-x)? =0
x?b? —a?(1-2x+x?) =0
x2b? —a? +2a’x —a?x?> = 0
Obtenemos la ecuacién de segundo grado en x:
(b? —a?)x? +2a’x-a?> =0

cuyas soluciones son:

‘= —2a° + y4a’h®  _g2+ap _ _ -a(@xh) _
2(b? -a?) b? - a? (b+a)(b-a)

X = _a
X = -5 Noes solucion ya que = ¢ [0,1]

El estudio del crecimiento-decrecimeinto de la funcion es:



a

Intervalos | [0,2-) | & | ($&.1]
signo L' - 0 +
funcién L AW Minr Ve
Luego en x = +&- hay un minimo relativo y absoluto.
Veamos ahora que para x = +2- se verificaque a = 8
__a
~ b+a
y_1__a _ b+a-a _ _b
1=x=1 b+a b+a b+a
Calculamos la tangente de a y de
tana =& =2 =p+a
b+a
__b _ b _
tanp = T-x - b+a

ix = & = =
Por tanto si x = -°— entoncestana = tanff = a = f

Es decir, si la longitud es minima entonce a = 8
También es cierto al contrario, es decir si a = 8 entonces la longitud es minima:

a=p=
tana = tanp =
$- 125 -
a(l-x) = bx
a = ax +bx
a=(@+bh)x=x= b?—a

Por tanto la longitud es minima.

8. Determina en la hipérbola x?> — y2 = 1 un punto cuya distancia a P(2,0) sea minima.

x-\.
b 4
S A Funcion a minimizar:
: D= /(x-2)*+y?
I I'-._ ? Relacionar variables:
/ ﬁx X2-y?=1=>y>=x?>-1
ey x
& .

Estudiamos la funcién:
D(x) = ,/(x —2)2+x2-1 = y2x2 —4x+ 3 Parax (—o0,—1] U [1,+0)

4x -4
2x2 —4x + 3

D'(x) =

Calculamos las raices de la derivada:



Ix-4=0—=>x=1
Estudiamos el signo de la derivada
Intervalos | (—0,-1] | (-1,1)| 1 | (1,+x)
signo D' - 0 +
funcién D AV “ [ Minr |

D(-1) = J2(-1)* - 4(-1)+3 = /9 =3

D(1) = JZ(l)Z —4)+3 =1 =1

Minimo absoluto para x = 1

Solucion: El punto de la hipérbola cuya distancia a P(2,0) es minima es el punto (1,0).






