RESOLUCION DE TRIANGULOS

Resolver un triangulo consiste en determinar la longitud de sus tres lados y la amplitud de sus
tres dngulos.

Vamos a recordar primero la resolucién para tridngulos rectdngulos y luego pasaremos a
resolver tridngulos en general.

9. RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

En la resolucion de triangulos rectangulos rectangulos °>-.\,_\
teniamos en cuenta que: I Ny
— La suma de los angulos interiores de un triangulo: “““"x\\ a
A+B+C =180° c )
en el caso de triangulos rectangulos como el angulo S
A=90° se tiene que: B+C =90, esto es, los
angulos B y C son complementarios. o o= 50"

— El Teorema de Pitagoras: a?=b%+c?
— Las razones trigonométricas:

senB=9=cosC senC=E=cosB tg B=9=cth
a a c

Ademas, otros teoremas importantes relacionados con triangulos rectangulos son:
el teorema del cateto y el de la altura

TEOREMA DE LA ALTURA

En todo tridngulo rectangulo, el cuadrado de la altura es igual al producto de las proyeccio-
nes de los catetos sobre la hipotenusa h’=m-n — h=+m-n

Demostracion:

En este triangulo rectangulo (en A) hemos trazado la altura por el vértice A, consideremos los
triangulos ABD y ADC, son semejantes por ser iguales sus dangulos interiores, entonces apli-
cando el teorema de Thales:

h_n
m h




TEOREMA DEL CATETO

En un triangulo rectangulo cualquier cateto es la media geométrica entre la hipotenusa y su
proyeccion sobre ella:

C=«a-m

b=+a-n *

.. a
Demostracion:

Al trazar la altura por el vértice A (recto) se tiene que los triangulos ABC y ABD tienen los angu-
los interiores iguales, luego son semejantes, aplicando pues el teorema de Thales:

a ¢
—=——>c’=m-a—>c=+Jm-a
c m

Andlogamente, los triangulos ABC y ACD son semejantes de nuevo por ser iguales sus angulos
interiores, aplicando el teorema de Thales:

% %—)bzzn-a—m:\/n-a

EJERCICIOS DE APLICACION DE LOS TEOREMAS DEL CATETO Y DE LA ALTURA

1 En el tridngulo rectdngulo ABC, la altura sobre la hipotenusa la
divide en dos segmentos de 3 ecm y 12 cm. Halla h, ¢ y a

A 3 cm 12 cm C

2 El widngulo ABC estd inscrito en un semicirculo. Del tridngulo
conocemos AB =12 cm, vy la altura sobre el lado AC, h =7 cm.

Halla el drea de la parte comprendida entre el semicirculo y el
tridngulo.




3 En una semicircunferencia de 10 cm de radio inscribimos un tridngulo ABC
enelque BC =11 cm. Calcula los segmentos m, # ylaaltura h.

4 Desde el punto P hemos trazado una tangente a la circunferen-
cia de centro O y radio 9 cm. La distancia de P al punto de
rangencia es de 15 cm. Halla los lados del trizingulo POQ, rec-
tdngulo en O. o

5 En el rectingulo ABCD, de lados 18 cm y 24 cm, hemos trazado
desde los vértices B y D rectas perpendiculares a la diagoEl AC,
que la cortan en los puntos P y Q. Calcula la distancia PQ. Q




10. RESOLUCION DE TRIANGULOS EN GENERAL

En la resolucién de tridngulos, en general, nos basaremos en el teorema del seno y el teorema
del coseno.

TEOREMA SEL SENO

En cualquier triangulo el cociente entre la longitud de un lado y el seno del angulo opuesto
es constante.
a b c

senA senB senC

Demostracidn: trazamos por el vértice C la altura “h¢” y de este modo el tridngulo queda divi-
dido en dos tridngulos rectdngulos, entonces, podemos poner:

Marca al r
en el dibu

/ hg Mueve los
b X cuando el

>
8

h
senA:FC—>hC:b-senA b

senA  senB

=b-senA=a-senB —»

@)

senBzh—C—>hc =a-senB
a

. . ., Marca al me

de igual forma, si hubiésemos trazado la en el dibujo
\ / Mugve los v

altura desde A, hy: ) / a cuantio ol

h
senB=-—%2—>h, =c-senB c
c

=c-senB=b-senC —» =
senB senC

)
h

senC=-—%—h,=b-senC
b

De las expresiones (1) y (2) se deduce el teorema del seno:
a b c

senA senB senC




SIGNIFICADO GEOMETRICO DEL TEOREMA DEL SENO

El teorema del seno tiene el siguiente significado geomé-

trico:

El cociente entre la longitud de un lado vy el seno del
angulo opuesto, que es constante, coincide con el dia-
metro de la circunferencia circunscrita al tridangulo:

a b c
senA senB senC

Demostracidn:
Consideremos los tridngulos: ABCy A*B*C*
Se tiene que:

Los angulos correspondientes a los vértices B y B* son iguales, pues abarcan el mismo
arco.
El angulo correspondiente al vértice A* vale 90 grados pues abarca 180 grados de arco,
por tanto su lado opuesto es un diametro.
Aplicando el teorema del seno al triangulo A*B*C*:
a* b* c* a* b* c*
senA* senB* senC* sen90 senB* senC*

a* b* c*
T " enB* _senc* y como a*=2R queda:

2R = b __° y como b*=b y B*=B queda:
senB* senC*
JR=_D o

senB senC*

Aplicando el teorema del seno al tridngulo ABC:
a b c

=——= 2
senA senB senC
De las expresiones (1) y (2) se deduce:
a b c oR

senA senB senC



TEOREMA DEL COSENO (Teorema de Pitagoras Generalizado)

En cualquier tridangulo el cuadrado de un
lado es igual a la suma de los cuadrados de
los otros dos lados menos el doble producto
de ambos por el coseno del angulo que for-
man.

b?=a?+c?—2ac-cosB
a’?=b*+c?-2bc-cos A
c?=a’+b?-2ab-cosC

Demostracion:

La proyeccion de b sobre ¢ es: AH
AH=b-cos(a)

2 2 —12 2 — 2 2 2 —2 —
a” = h+HB- = h +(c-AH)” = hT+c +AH -2.c-AH
2 2 —12
b = h +AH

2 2 2 —
Restando: a -b = ¢ -2-c-AH

] 2 2 2 — 2 2
Despejando; a = ¢ +b -2cAH = ¢ +b -2-b-ccos(a)



CASOS DE RESOLUCION DE TRIANGULOS (EN GENERAL)

Como hemos dicho antes, resolver un tridngulo consiste en hallar el valor de los elementos
gue no sean datos para asi terminar de conocer el valor de sus tres lados y sus tres dangulos.
Para resolver un tridangulo son precisos tres datos, en el caso de tridngulos rectdngulos sélo son

necesarios dos.

CASO 1: conocidos dos angulos (A y B) y el lado comin a ambos (c). Falta por determinar el
angulo Cy los lados ay b.

angulo C: C=180-(A+B)

a c sen A

lado a: = —a=c-
sen A senC senC
lado b: b = ¢ —>b=c~SenB
senB senC senC

[

EJEMPLO: Construye, con regla y compas, un triangulo con los datos siguientes y luego re-
suélvelo analiticamente.

A=32 B=73 c=4cm




CASO 2: conocidos dos lados (a y ¢) y el dngulo que forman (B). Falta por determinar los angu-
los A, Cyellado b.

lado b: b=+/a%+c?—2ac-cosB
a b

senA:senB

angulo C: C=180-(A+B)

angulo A:

- SGHAZ%-SGHB—) AZ&FCSGH(%}SEHB

EJEMPLO: Construye, con regla y compas, un triangulo con los datos siguientes y luego re-
suélvelo analiticamente.
a=4cm c=3cm B=52




CASO 3: conocidos dos lados (b y a) y el angulo opuesto a uno de ellos (A). Falta por determi-
nar los angulos B, Cy el lado c.

Para calcular el angulo B: seg B sl A — senB = Rsen A— B=arcsen (EJ sen A
a a a

puede suceder que:
c
sen B >1=> no existe solucion (no hay triangulo)
sen B =1=> sblo hay una solucién (un sélo triangulo)
b

sen B <1= hay dos soluciones (dos triangulos)

Para calcular el angulo C: C=180-(A+B)
A c

c a senC

Para calcular el lado c: = —-C
senC  senA sen A

EJEMPLO: Construye, con regla y compas, un triangulo con los datos siguientes y luego re-

suélvelo analiticamente.
b=5 a= 4 B= 50




EJEMPLO: Construye, con regla y compas, un triangulo con los datos siguientes y luego re-
suélvelo analiticamente.
c=3 a=>5 C=25

EJEMPLO: Construye, con regla y compas, un triangulo con los datos siguientes y luego re-
suélvelo analiticamente.
b=3 a= 4 B= 70




CASO 4: conocidos los tres lados (a, b y c). Falta por determinar los
angulos A, B, C. ¢

.z N oge a
Para que tres segmentos formen un tridangulo siempre ha de verifi- .
carse que uno de ellos es menor que la suma de los otros dos.

) b?+c? —a’ A c
angulo A : a’®=b’+c*-2bc-co0sA—>CoOSA=————
2bc
b®+c* —a’
A=arccos——
2bc
2 2 2
A a“+c°-b
anguloB: b?=a*+c*—2ac-cosB —»cosB=——"—
2ac
a’+c’-b’
B =arccos ——
2ac
2 2 2
A a“+b°—-c
anguloC: c®=a’+b’—-2ab-cosC - cosC=———"—
2ab
a’+b*-c’

C =arccos
2ab

EJEMPLO: Construye, con regla y compas, un triangulo con los datos siguientes y luego re-
suélvelo analiticamente.

a=6 b=5 c=4 a=6 b=5 c¢c=2






