A) Hallar una ecuacién de la circunferencia de centro C (3, = 2) y radio r = 3.

Sol.: La condicién de sus puntos es que la distancia a C sea 3.

o (k-3 F+ (g4 2F =3, esdecir, F-bnt sy sdag

B) Hallar el centro y el radio de la circunferencia de ecuacion:

4+ ~8x+2y-3=0
Sol.:\~2a=~8—2b =2 Elcentroes(d, — 1)
~3=-r +(2® +b%) =—r* +17. El radioes r= {20

C) Hallar el eje radical de las circunferencias de ecuaciones:

}{2+y2—4x+3y+5=0 v }{2+y2+7};-—3y—8=0

Sol.: Las potencias de un punto A (x,y) respecto a ambas serén:
P, =x2+92—4x+3y+5 ; P2=}{E+yg+ /X-3y—-§&
Basta igualarlas para obtener la ecuacién del eje radical:

Xx—6y—13=20

D) Hallar el centro radical de las circunferencias de ecuaciones:
CrxX+y?—4x+y-1=0;
Co®+ ¥+ 2%+ 3y+5=0
Cy3 X +y" —2x+2y+3=0
Sol.: Basta hallar dos ejes radicales y calcular su punto de interseccion.
Ejeradicalde C; y Cy: x* +y° —dx +y-1=x*+y? +2x+3y + 5
=3Xx+y+3=0
Eje radical de Coy Cg: X* +y* + 2x + 3y + 5= + V= 2x + 2y + 3
=4x+y+2=0

Centro radical C (1, — 6). Se puede comprobar que el otro eje radi-
cal 2x +y+4 =0 también pasa por C.

12._ Escribe una ecuacién de la circunferencia de radio r = 4 y centro C (3, — 2).
 Sol:fx-3F +(y+ 2P =16
i3. Ha]lael centro y i:éﬂiq de la circunferencia de ecuacion x? + y? — 4x + 3y-5=0.

UL

Sol: C (2, < _3.),
| 2
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. Halla una ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A (4, — 2),

B (5, 9), C(1, - 3). {Debes hallar tres incognitas, m, n y p, en la expre-
sibn x° + y“ + mx + ny + p = 0)

Sol:x*+ ¥ —2x~4y—20 =0

16, Escribe una ecuacion de la circunferencia de centro C (1, 2) que pasa por el

punto P (5, 1).

Sol: (x—1P + (y-2F =17

19, Halla una ecuacién de la recta tangente a la circunferencia de ecuacion:

| o X34y - 14x + 29+ 25=0
por el punto P (3, 2). gl
Indicaciones: Recuerda que la pendiente de la recta tangente a una funcién en un pun-

{0 es el valor de la derivada y de la funcion en ese punto. Deriva y déspeja v,

Sol.:4x~-3y—-6=0

71, Cudlesla potencia del punto A (- 3, 1) respecto de la circunferencia:

e S x?+y? +3x—-2y+7 =0
Sol.:P=6

22, Halla el eje radical de las circunferencias x* + y* =4 , x? + y? - 3x + 2y—5 = 0.

Sl W 12D

23. ¢Como sera el eje radical de dos circunferencias tangentes en un punto?

25. Calcula los puntos de interseccién de la recta de __écuaciﬁn_Sx -y-4=0con

Sol.: La recta tangente a ambas en dicho punto.

>+ v’ +4x-10y + 4 = 0.

la circunferencia de ﬁcuacién X
Sol.: (2,2) y (3, 5)

29. Halla una ecuacién de la recta tangente a la circunferencia _x2 e Ly BEE )

en el punto de abscisa x = 3.

Sol:4x +3y—21=0 y 4x—-3y—-21 =0

30. Escribe una ecuacion de la circunferencia que es concéntrica con la de ecua-

.Eilfhl’l X“+ v° — 3x + 4y -7 =0 y que pasa por el_ punto A (2, - 1).
Sﬂf.:x‘?+y2--3x+4y+5=0

33. Halla unas ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia de ecuacion

x + 2 = 13 que sean paralelas a la recta de ecuacién 3x — 2v+5=0.

SoL: 3x=29+10=0; 3x-2y-10=0



Ejempins

— e

A) Hallar la ecuacién reducida de la elipse de semieje mayor vertical a=5 vy
excentricidad e = 0,6.

G

So.’.:e=~§- -5-—06 = ¢=3 Como a°=b®+ c? b='\/53-32=4

2
16 25

La ecuacion pedida serda = 1, vya que el eje mayor es vertical.

B) Hallar los elementos notables de la elipse de ecuacién 9x° + 16y° — 4 = 0.

Sol.: Para obtener la ecuacion reducida pasamos el término independiente
al segundo miembro y dividimos entre 4 para que sea 1:

OF  16y% 4 OnéE

st = ) + 4y°=1.
474 4 g
| "
Pasamos 9 y 16 a los denominadores: + 1 = 1 ya que es la ecua-
cion reducida.
, 4 ., 1
Portanto af= —; b®= —, Se emiejes - a= —; b= —
9 3 7

e (ol oo -

Semidistancia focal — ¢ = ,\/% i g ; Focos — (?,O ) (—' f, 0 )
Excentricidad — §= g- = 0,66.

C) Hallar los semiejes y el centro de la elipse de ecuacién

%% +4y? —36x + 8y—-104 = 0

Sol.: Buscamos una ecuacion de la forma (x= ;D) + - gﬂ) =0l
a b
Dividimos por 9 y por 4 para que los coeficientes de x° e y° sean 1.

b,
X 2y 26
1 E*E+9 i

f—4x+yz+ 2y_§t‘i_ﬂ
4 9 9

Los coeficientes de x yde y deben ser -2x, v — 2y,



Luego (xg, yo) = (2, — 1). Para hallar a y b hay que consequir primero

que el término independiente sea 1.

x-2)Y e e X-4x+4 y*+2y+1 . _
4 9 4 9

2
-4 x 4+y +2y+1 26=O

= Td 4 9 9 9
% 1 . 16 (x-2f (y+1) _16 _
t=’ ‘—9—_ §_I = '—"9—. Luegﬂ 4 9 9 -
2
_?(3”2)+(9+1)2=1

64/9 16

El centroes C(2,—1) y los semiejes 3 v 4,

\

D) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la elipse de ecuacién:

2
X v

2 18
en el punto (2, — 3).

Sol.: La pendiente de dicha recta serd el valor de y' en ese punto.

2x 29y
Deri : = ().
eripamaos 2 + 18

Sustituimos el punto (2, —=3): 2 — 9§= 0; y=6.

Por la ecuacién punto-pendiente, y + 3 = 6(x — 2).
La ecuacién pedida es y—6x + 15 = 0.

34. Halla una ecuaczén de la elipse formada por los puntas cuya suma de distan-
clas a F, (1 D) y Fp (3, 2) es 1gual al2. | _

gorl_.- 35%% + 35‘}—@ —138x - 66y — 1 053 = 0



Halla una ecuacién de las elipses determinadas por los siguientes datos:

35. a =5, b = 2, semieje mayor horizontal y centro en el origen.

PR
S0l .- = ]
2% g

36. b =9, e = 0,8, semieje mayor horizontal y centro en el origen.
| 2

g een sl o)
144 31

37. Focos: F(~1,0)y F (3, 0); b = 4 y semieje menor vertical. s—'

LI)Z y
Sol .: (K =
V0. 16

38. Centro C(3,2), a =10, e = 0,6 v eje mayor vertical.

xR SR v-2)
&4 100
x* .y
0. Halla los elementos fundamentales de la elipse de ecuacién - 4— e B
A5
Sol: a=3; b=2; c—’\/5 e——S— eje mayor vertical:

Focos: (0, ﬂ/g ) [O, - N/g); Vértices: (- 2, 0), (2, 0), (0, 3), (0, - 3):
Centro (0, 0) '

+1. Halla los elementos fundamentales de la elipse de ecuacién

x*+4y*-9=04"

SEREEY

—
[

; eje mayor horizontal:

3 5
Vértices: (- 3, 0), (3, 0), (O, f) (D,_ E)

Centro (0, 0)

-~ Un punto de la elipse de ecuacién 2x* + 5y% — 8 = 0 dista 3 unidades de uno
de los focos. ;Cuénto dista del otro? -

Sol.: 1



2 2
. ; i [ %
+3. ¢En qué puntos la tangente a la elipse de ecuacion —— + % = 1 es paralela a la

recta de ecuacién x - 6y + 5 = (? 4

ool: (=3, 2) v (3, =2)

4. Halla la ecuacién de la recta tangente a la elipse de ecuacién

>+ 3y> =81 =0
en el punto A (-5, 2).

Sol.: 53(*631 +37=0

+3. Un satelite describe una érbita eliptica con el centro de la Tierra en uno de
sus focos. La distancia al centro de la Tierra en su perigeo (punto mas cerca-

no a la Tierra) es 4, y en su apogeo (punto mas lejano) es 5 (en decenas de
miles de kilometros). Halla la ecuacion reducida de Ia Orbita.

2
Sol . 4—}{

Y
+___—...1
&l - A

Halla la ecuacién de la érbita anterior pero colocando el origen en el centro
de la Tierra.

2
Sol .: [}{—1/2]2+ Y

1
81/4 20

A) Hallar la ecuacién reducida de la hipérbola de distancia focal 20 Y excen-
tricidad e = 1,25.

_\_-‘—_|—____..-—
c 10
Sol.:2¢c=20 = c=10: e=;=—a-=1,25 =% a=&:
b?=c?-a?=100-64 =b =6
&y €y
La ecuacién pedidaes —- 2 - =16 ———2_ =1 vaque no se especi-
p & 3% % & vaqg Sp

fica si el eje real es vertical u horizontal.

B) Hallar las ecuaciones de las asintotas de Ia hipérbola de ecuacion:

4x% - 9y% = 36

Z
5{]1’:4}{2—-95:‘?:36 o };;.h E.-,__I = a=3 b=4

q

_ : = 4
Las ecuaciones de las asintotas son y = 3 X3, =——X



49. Halla una ecuacion de la hipérbola formada por los puntos cuya diferencia de
distancias a los puntos F; (-2, 0) v F; (0, 5) esigual a 4.

Sol.: 48x* - 36y° - 80xy - 296x + 100y + 231 = 0

Escribe la ecuacion reducida de la hipérbola de asintotas 3x —4y =0, 3x + 4y =0

v semieje real horizontal a = 8.

gk Ty
Sol: ——2_=0
64 36 I

e

e

ol
L

.. Halla los semiejes, focos y excentricidad de la hipérbola de ecuacién

Ox? — 16y% = 144

Sol:a=4, b=3 F(-5,0)(50); e =%
-2, La curva de ecuacién y = ! es una hiperbola equilatera. ;Cuél es-su
x —_

centro? Calcula sus semiejes, excentricidad y asintotas.

Sol: C(3,0; a=b=+v2,c=2 e=A2,y=0, x=3

2. ¢Cual es la ecuacion de la hipérbola de semiejes a = 3, b = 5 y centro (4, 1)?
(No la desarrolles).

-, = 2
ol 2 (x 4)2__(5" 1) Y
9 25

.. Halla una ecuacién de la recta tangente a la hipérbola de ecuacién

? 2
X V
- =1 en 3 -
5 1 el punto (3, — 7).

Sol:y+7=-3x%-3)

Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la hipérbola
3x* -4y -8 = (

en el punto (2, - 1).

Sol:3x +2y-4=0,2x-3y-7=0

La distancia de un punto de la hipérbola 2x¢ -~ 9y? — 18 = 0 a uno de los
focos es 4. ;Cuénto dista del otro foco?

Sol.: 106 2



57, Calcula las asintotas de la hipérbola equilatera (x — 3) (v + 2) = 5.

Sol:x=3,y=-2
%8. Halla unas ecuaciones de las asintotas de la hipérbola de ecuacién:

(x -2 (v+1) i)
4 9

Ejemplos

A) Hallar la ecuacién de la parébola de directriz x = 2 v vértice A (3, 1)
Represéntala aproximadamente.

Sol.: La distancia del punto (3, 1)alarecta x -2 =0 es 3 — 2 = 1, luego
p (distancia foco-directriz) es 2.

(9—1)2=4{x-3);y2—2y—4x+13=0 | /

B) Hallar los elementos notables de Iq parabola de ecuacién:

y° — 6y —6x + 21 = 0

Sol.: Como la variable que va al cuadrado es Y se trata de una parabola
de la forma (y —y,)* = 2p (x = xg). El término en y es — 2y =~ 6y, luego
v 3
La abscisa %y la hallamos sustituyendo Y por yp:

3 -6'3-6%+21=0 = x,=2
luego el vérticees A (2, 3).

El términoen x es 2px =

6x (se ha cambiado el signo al pasar al otro
miembro), luego p = 3.

Como p=3, a=c=



C) Hallar los elementos notables de la pardbola de ecuacién y = x° — 6x + 8.

Calcular los puntos de corte con los ejes v hacer una representaciéon apro-
ximada de ella.

Sol.: Como la variable que va al cuadrado es X, se trata de una pardbola
de la forma:

En este caso:

] 1
2=I = — ——FER (2
P :pz:acq

—ZXXx=—6x = x0=3
Por tanto:
Vértice A(3,-1)

3 1 3
Foco F|3,- = = =—14 —=-=]
( 4) (yF Yo+ a 14 4 )

. : 5 1 5
Directriz y=-—(-1~a=—-1—_:__
s o i

Los puntos de corte (0, y) v (%, 0) que se obtienen son

s

\ /

\ ;"'I
N7

4 L
L] ]

;L
(0,8), (2,0) vy (4,0) %
3

dla la ecuacién de la parabola formada por los puntos que equidistan de la
. recta 3x -4y =0 ydel foco F(1, 4).

Sol.: 16x% + 9y? + 24xy — 50x — 200y + 425 = 0

4.2, Calcula los focos y representa aproximadamente las parabolas de ecuaciones
¢ =—6x, x°=-4y.

3
SOI — O 01_1 TS
( > ) (0,-1)

Tt
. At

3. Halla el vértice y el foco de la parébola de ecuacién y?— 6y —12x -3 = 0.

Sol.:V(-1,3) F(2 3



34. Escribe una parabola de foco (5, - 2) y directriz x = 1.

Sol.: (y + 2 = 8 (x — 5)

65. Halla la ecuacion de la recta tangente a la pardbola v = x2 - 3x -~ 10 en el
punto (4, — 6).

Sol.:y = 5x-26

0. Calcula los puntos de interseccion de la pardbola v = x%2 + 5x — 6 con la
recta y—-2x-6=0.

Sol.: (0, 6) (-3, 0)

- ¢Cudles son las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la parabola de
ecuacion yz —~3x-16 =0 en el punto (1. — 5)?

Sol.: 3x + 10y +47 =0, 10x-3y—-25=0

08. Clasifica las siguientes cénicas:

a) 3x° + 52 -4x -2 =0

b) - 2x% + 4y%> -3 =0

0) 3x°~5°+2y-5=0

d) —4x* -7y + 5y-2x -8 =0
e) 2x° +5x -3y +8=0

l =3x°-3¥ +7x+1=0

g) 3V +7x-2y+1=0

h) x* -3y =5

Sot.r Elipses = a, d, f (circunferencia). Hipérbolas —s b, ¢, h. Pardbolas — e, g.

M

T Dadas las ecuaciones de segundo grado siguientes, determinar cudles son ecua-
ciones de circunferencias y hallar, en su caso, centro y radio.

a) x*— 2 —2x—-2p+1=0
B) 262 40 = x L5 g
c) x>+ y*—2x-2y =0
d x*+ y>—4x-2p+8=0
e) x? + V:—xy+ x—-1=0



Solucién Ecuacidn general de la circunferencia de centro (a, b) y radio r: x* 4+ y? — 2ax — 2by +
+a*+b*—-r*=0.

a) Coeficiente de x* # coeficiente de y*. No es circunferencia.

b) Coeficiente de x? = coeficiente de y?: :

—2a=—=-=a= —2b = —

1 L L
2 4 2

a® + b —r? =

= = —— =T —

- i3
2 16

1 .
16
Circunferencia de centro ( 7 4) y radio \[4——

c) Coeficiente de x? = coeficiente de y?:

-a=-2=>a=1; =-2b=-=-2=hH=1
A+ —rr=0=rr=a4+5r=14+1=2

Circunferencia de centro (1, 1) y radio ﬁ

d) Coeficiente de x* = coeficiente de y?:

-a=-4=a=2; =-2b=-2=hH=1
a* + b2 —rP=R=2r*=n0*4+hp*—-828=441-8=-=-3+0

No es circunferencia.

e) No es circunferencia, por tener término en xy.

ek P . IR A

= Hallar i a circunlerencia o definida por los puntos A(2, 0), B(—2, 0)
y C(0, 4

Solucion Si o = x* + p? + ax + by + ¢ = 0,

Aea=>4+ 0+2a+ 0+c=0=> 4+ 2a +e=0 [1]
Beoa=4+ 0—-2a+ 04+ c¢c=0= 4 —2q +c=0 [2]
Ceoa=0+164+ 0+4b+c=0=16 +4b + ¢ =0 [3]

3 Q. (N Y | TN
[2] - [3]=>—-12 -2 -4b=0=bH = —
Siﬂ=ﬂ}’b=—3=='c=-—4; por tanto:

x=x*4+y" -3y —4=0

=¥ Hallar la ecuacidén de la circunferencia o de centro C, situado en la recta m
= Xx —y — 2 =0, e incidente con los puntos A4(2, 1) y B(3, 2).

Solucion Si = x* + y* +ax + by + ¢ = 0, ESC(—E, —g)
Aeau=>44+14+2a+ b+c=0= 24+ b+c=— 5 BN
Beu=b9+4+3aa+2b+c=ﬂ=~ 3a4+2b4e=—13 2]
Ceo= -~§+-—2—2=U=:=-—a+ b o= 4 3}
a+ b= —8
LEd oS Ml [3]

[B]1+[4]: 2=-4=b=-—2=a=—6
Sila= =60, b= =2=¢c=9y

o=x24+3y?—6x—2y+9=0



4 Larectaa= x — 2y + 1 =0 es tangente en T(—1, 0) a una circunferencia o,
que pasa por el punto P(3, 4). Hallar su _ecuacion.

Soluciéon Sea m la perpendicular por T a la recta a y n la mediatriz del segmento PT. La intersec-
cion de m y n es el centro C de o.

El radio r = dist (C, T).

Perpendicular por 7 a la recta a: m = 2x + y + =) [1].
Punto medio de PT: M(1, 2).
Perpendicular por M a PT: n=x+y -3 =0 [2].

Resolviendo el sistema formado por [1] y [2] se obtiene C(—), 8).
r=dist (C, T) = ,/80.
Por tanto es: | i (,;c + 5?2 + (y — 8)% = 80 s

i g PR 1L S T

5 Hallur la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos P(0, 0) y O(2, 0)
y es tangente a la circunferencia aex? + y*> — 10x — 6y + 18 = 0.

Solucién Sea f = x* + y* + mx + ny + p = 0 la circunferencia pedida.
Pef=p=20
OQef=4+2m=0=m= —2
luego
B=x*4+y*—2x+ny=0

El centro de f es C (1, — g) y el de a C (5, 3).

2

dist (C, P) = radio de 8 = /1 + ”?
dist (C, C') = \/16 + (3 % f-’)z
2
[1]
2
dist(ﬂ,C’)=rﬁ+rE=\/1+%+4 [2]

Igualando [1] y [2]:

2 2
\/16 + (3 +- g) = [1+ % + 4, de donde operando se obtiene:

.
7

n =190

!
Las circunferencias

3151'24‘}’2—21:0 y ﬁzExz—I—yl—E;f—f—‘??._BJr:[]

son incidentes con P y (J, y tangentes a o.

& Hallar la ecuacion de la circunferencia « que pasa por los puntos de interseccion
de las ecuaciones f=x*+)y* + 12x + 1l =0y y=x*+p* —4x—-21=0
y tiene su centro en la recta x — y = 0.



Solucion FNy=16x+32=0=x= -2
Para x = —2=4 + 32 — 24 4+ 11 = 0 = }?2 = 9=y = +3 4(—2 3)y B(—2,"—3)
son los puntos de interseccion de f y 7. _
El centro de la circunferencia o es la interseccion de la mediatriz de 4B con x — y = 0.
Punto medio de AB: M(—2, 0). e
La ecuacion de la mediatriz es y = 0. ; |
La interseccion con y = x es O(0, 0).
El radio r = dist (0, 4) = /13.
Por tanto: o = x* + y* = 13,

— — e

T — " MR e S - ST LTI R T & oy

7 Dclerminar la ecuacion de la circunferencia « que pasa por el puiic -i(i. )y es

tangente a lasrectas m = 4dx + 3y =2 =0y n =4x — 3p + 4 = 0.

Solucion Sca C,(a, b) el centro y r el radio:

dist (C, m) = bk ib = =T [1]
dist (C, n) = 1 ~ ;b | S [2]
dist (C, A) = /(@a—1)>+(® 1) =r (3]

Igualando las distancias del mismo signo de [1] y [2]:
da +3b—2=4a-3b+4=b=1

DRkt Ak Ny ey oy e
Si b=1, es HH;' J = J(a—1)>?=

4a+1)*=25(@—1)*=9a*> —58a +24=0

Las soluciones de esta ecuacidn son:

Por tanto, C,(6, 1) y Cz(g, 1)

C,A=5 y :.':1,4-:3

El problema tiene dos soluciones.

Las ecuaciones pedidas son:
o, =(x—6°% +(y—1%2=25

A o
"‘-’-=( 6)”*" V=1
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& Hallar las ecuaciones de las circunferencias de radio 6 tangenies a la de ccuacion

x> + y* = 25 en el punto de ella P(4, 3).

Solucion ;o centros C(a, b) estan en la recta r, definida por 0(0, 0)y P(4,3):r =y = x.

| 2

dist (C, P) = 6= (a — 4)2 + (b — 3)* = 36 [1]

Como b = % a, se¢ tendra:

2
{a—4)3+(§a—-3 — 36 = 254> — 200a — 176 = 0

de donde 44 13
it St
R e
5 5
Los centros son C, (%, %) v Gy §— %, — —), y las ecuaciones pedidas:

=2
e
I Il
I
- |
SESEAE
RN, SO
(=] bed
- -
T T (EM
+ |
L.n]m L.n|$
— —=
Il Il
" "
n o

)

€ Los extremos de un segmento son los puntos M(6, 2) y N(14, 8). Hallar sobre la
recta r = y — x = 0 un punto P desde el que se vea el segmento MN bajo un an-

gulo de 90°.

Solucién Los puntos P estaran en la circunferencia a de diametro MN y en la recta y = x.

Punto medio de MN: S(10, 5).

La circunferencia o tiene de centro S y radio MS = NS = \/2_5-, luego
a=(x—102+ (y — 5* =25

Interseccion de o y 7: |

12 g L
{(I 10"+ S)y=iS =x2—15x4+50=0

e 15
luego P,(10, 10) y P,(5, 5) son los puntos pedidos.
Mﬁ-———__

de donde:
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Hallar la ecuacion de la circunferencia 3 que pasa por el punto A(1, 1) v por los de
interseccion de las circunferencias o = x* + y* —4x =21 =0y f = x* + * —
—4x + 16y + 43 = 0.

Solucion Interseccion de « y fi:

a—f=—-16y—64=0=y = —4
Para y = —4 se obtiene x* — 4x — 5 = 0, de soluciones
_{ 5=B(, -4
A Yl L. =)

Sea y=x*+y*+ax+by+c=0:
S Aey= a+ b+c¢c=— 2
Bey= 5a—4b + ¢ = —4l
Cey= —a—4b+ c = —17
[1] = [2]= —4a+ 56 = 39
[2]—[3]::- bg = —24=>a= —4=0>0=11
a=—-4yb=I1l=c¢= -9

Por tanto:
y=xt 4y —dx+1ly-—9=0

e e e e e e e e T B Sy

11 Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia « = x* + y* —
—5x+py+ 6 =0, en los puntos de ordenada y = 0.

Solucion p20=x?~5x4+6=0=2x=2 x=3

A(2,0) y B(3, 0) son los puntos de tangencia.

Centro de a: C E, . ;
2 2

Pendiente de AC: 4, = —1= 4] = 1.

Recta perpendicular por 4 a AC:
y=x—2=x—yp—2=10

Pendiente de BC: by =1= /15 = —1L

Recta perpendicular por B a BC:
y=—(x—-3)=x+py—-—3=0

Las ecuaciones de las rectas pedidas son [1] y [2].

[1]

[2]
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| et
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ada la circunferencia o« = (x — 2)* + (y — 1)> = 4, hallar las ecuaciones de las
tangentes trazadas desde A(0, 0).

Solucion Ecuacion del haz de rectas de vértice A: y = m(x — 0)
a=(x—-2 2+ =112 -4=0=x>+y"—-4x—-2y+1=0

Sustituyendo [1] en [2] y ordenando:
(1 +m?)x* — (12m* +2m + 4) x + 36m* + 2m + 1) =0

A= (6m+m+ 2)?— (1 +m? B6m* + 12m + 1)

Si y = m(x — 6) ha de ser tangente a 2= A = (.
-2+ /13
6 .

Operando en [3]: 12m* + 8m —3 =0=m =

-2 + /13 :
Por tanto, y = - f (x — 6) son las ecuaciones de las rectas pedidas.

6

13

———

Dada la circunferencia « = (x — 3)* + (y + 5)° = 100, hallar las ecuaciones de
las tangentes a o paralelas a la recta m = 4x — 3y + 2 = 0.

[1]
2]

[3]

Solucion 4
Es Cu(?’: 3] Ay = q* {
Ecuacion de la perpendicular por € a m: -
y+5= -%{.ﬁ:—3)=:=-a53x+4y+ 11=0
Interseccion de a y a:
— " Z
(x_3)1+( 3“'4 “+5) — 100
Operando: (x —3)* =64=>x—3=4+8=x=3 £+ 8.
x="11 =yp="=]1
x = =5 = y = 1

T,(11, —11) y T,(—5, 1) son los puntos de tangencia. Las ecuaciones de las dos tan-

gentes son:
- 4
h=y+1l=3G-1D)
L=y— 1=3(x+ 5

B T I e

14 Comprobar que son ortogonales lus circunferencias

a=x> 4+ —12x —4y+24=0
B=x*4+y"— 4x=0

Hallar su eje radical.

Il



Solucion Centro y radio de -
C(6,2);24=6+2%-r2=r2 =16
Pmencia de (6, 2) respecto de B:
. p=36+4—24=16=
Como la potencia del centro de « respecto de f es r2, son ortogonales.

El eje radical de ¢ y f es:
Ezr:r—,BE—8x—-4y+24=0=:n352x+y—-6=0

%

19 Dadas las circunferencias ¢ = x> + )* =dx —6p +9 =0y B =% 1 42 _
— 2x — 4y + 1 = 0, hallar las coordenadas del punto 4, que tiene igual potencia
respecto de ambas y pertenece a la recta y = x — y + 2 = 0.

Solucion Sea A(a, b):

Pot. de A respecto de o = a* + b* — 4a — 6b + 9 [1]
Pot. de 4 respecto de B = a? + b2 — 2 — 4b + 1 [2]
[I]=[2]=a®+b* —d4a—6b+9=a>+b>—2a—4b+ 1 =
a+b—-—4=0

Aer=s a—b+2 =10

2!‘2 _2=U=?ﬂ=1:;pb=3 + Il'
Es, pues, A(1, 3).

m“

16 Hallar las ecuaciones de los ejes radicales y las coordenadas del centro radical
de las circunferencias:

5 5 rh 29
x = + = — 1 = —
(x 2)+(y i
1V 29
= X"Il -] ==
b= -0t (r-3) < :
y= x> + y: =1
Solucion t=x*4+y" +3x -2y —-4=0
Iiz.x'z+dv2—-2x—y-6=ﬂ
y=x>+y*—1=0
e, =a—f= S5x— y+2=0
e, =0—y= 3x-2y—3=0
ez=f—p=-2x— y—5=0

(@ —=B)N (e —y) = 4A(—-1, -3)
(x—B)NB -1y =A-1, -3)

El centro radical es el punto 4(—1, —3).



1°7 Hallar las ecuaciones de las elipses definidas por los siguientes datos:

a)a=4, b=2
ba=3 ¢=3
) bh=4q4 g=3
d) b = 2, e=£
3
.. 2 2
Solucion 2 ch_ 5 y? 1 {

ba*=25c=9=b=a"—-c"=25—-9=16

Q) b*=16,c*=9=a*=16+9 =25

xz yl

TR T

C ~ of9 _ﬁ
SR

a2—§a3=4=~a1=9
9

2 2

X
- 2 = ]

9 4

- ey T R i~ —

R T L

.~ Hauliar la ecuaciéon de la elipse « sabiendo que los radios vectores de un punto P
son r =2y r =8y que la distancia focal es 6.

2

(8]

Solucion X

Sea o0 = — -+ = 1.

&
R

Se sabe que FE =2e=6=x=3=F3,0)y F(-3,0).
Si P(xg, ¥o)€0t=PF =2 = /(x; —3) + yi [1]
y ﬁF‘=8=\f;{-Iﬂ+3)l+J"§ 2]

De[1]: x2+y2=6x,+ 5=0
[2]: x5 + y5 + 6x, — 55 =0

Restando miembro a miembro: x, = 5=y, = 0
PG, 0)en=2=1=a* =25
.

.2 }.2

Comoa® = b* + ¢* = b* = 25 — 9 = 16, y. por tanto, ;—j + E = 1 es la ecuacion de «.



19O Hallar la ecuacién de la elipse o que pasa por los puntos A (3, %) y B (4, 13).

: . -2 o
Solucion s vt EA_ n Yy I
a> b
9 256 ,
Adeog= 14+ =— = 1 == 225b* + 256a* = 25a*b* 1
at  25h* [1]
Bea=12 + 1 _ | - 4000 + 144a* = 250°* 2]
gac 1 25h°

Restando miembio a miembrose-17502 & 11202 = 0= 2 = %gibz.

Sustituyendo en [1]:

225h% +256§,51 =25b3§bl=bz = 16 = a* = 25

16 16
2 2
lLa e 10 — I_ _}’_ = 1. f
cuacion es o 55 - T: 1 £
. . 3./3 »
2@ Hallar la ecuacion de la elipse &, que pasa por P — > 1] ¥ cuyos semiejes mayor
y MENnor son proporcionales, respectivamente, a 3 y 2.
Y. 2 2
Soluclon Sea o = if + % = 1.
o
2? 1 - 2 - S 3 B
Peo=— 4+ —=1=27b* + 4a* = 4a°b [1]
4a* b=
: b 2a
Si€=Zup==4
1 3 2 = 3
2 2
Sustituyendo en [1]: 27 4% + 4a’ = 4a’ 4%
2
12+4=“‘3"I By, B weg
La ecuacion de o es: ;
Il ¥
= — +=— =1
*=g 7%

21 De una elipse o, cuya ecuacion esté referida a sus ejes, se sabe que uno de los focos

¢s F(3, 0) y que pasa por P(%, 2 \/5) Hallar la ecuacion de o. t



g 2 2
Solucién Sea o = I—z + i_l = .
&
PE-‘.‘J!=*—2§—+1—2-=I=‘—’-2552+43H2=4a2b3 [1]
4a* b?

Como a® = b* + ¢* = a®> = b*> + 9 [2], ya que ¢ = 3.

Sustituyendo [2] en [1]:
25b% + 48 (b% + 9) = 4b% (b + 9)

Operando se obtiene:

4b* — 37b% — 432 = () = b2 =3?§91

de donde: b2 = 16, b2 = — %.

Si b* =16=0a*> =16 + 9 = 25,

¥ o
= —E
Por tanto, « 53 - T
-ﬂ"_-x‘-l'-a ) . - . L ) f. tt‘a "'r.hﬁ' -
“=#= Hallar la ecuacion de la elipse « que pasa pui i punio P41, “5"— y tiene de ex-
centricidad e = ;
Solucié 2 2
o Sﬁaqz%ﬁ—i,-: 1.
a b?
Peo= : +64'6— 1 = 25b% + 38442 = 2542h2
a? = 25p2 S L]
c 3 3
ERg g k=g
CE}H]{}az—bz-l-{'z#ﬂz‘_bz-]-iﬂz‘:#al=25b2
25 16
Sustituyendo en [1]:
25 25
25b% + 384 2- p2 25 = p* =
16 16

La ecuacién de o es:

x* v
—5' + 1—— — 3| |
2 2
=3 Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse « = .E + }; = 1, trazadas

desde el punto A(4, 0).

Solucion Ecuacién de haz de rectas de vértice A:

y=x—4 [1]
Resolviendo el sistema formado por « y [1] se obtiene:

%% + 9(x — 4 = 36



Uperando y ordenando:
(4 + 947%) x* — 720%x + (1441% — 36) =0

de donde
A = (364%)% — (4 + 93,2} (14413 — 36) = —2521% + 144

ﬁ=ﬂ=}ﬂ.1——-144=i==-ﬂ_=i2_\?ﬁ/_i

252 F

Las ecuaciones de las rectas pedidas son:

-1y

o

L e e Y e e -
W T v S T——e ey e f e THEEEMR S

Solucion o = x* + 2y =4 [1].
Ecuacion de haz de rectas de vértice P: y = 1 + A(x — \/2_] [2].
Resolviendo el sistema formado por [1] y [2] resulta:
2421+ Mx—--/DP-4=0

Operando:

A4+ 23 %2 —4/222 - x+ @12 -4./24-2=0
de donde:

A=16(/222 -3 —4(l + 203 (42> — 4. /24— 2) =

= 162 +16./2 ) + 8

La condiciéon de tangencia = A = 0, luego:
160> +16,/21+8=0=>(41+2,/2 =0=

A= — \/Ti (sdlucifm doble)

La recta pedida es: ﬁx + 2y —4=0.
M—_—_—

o5 Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse o = x* + 2)? = 2, paralelas a

V2 :

la recta y = — 5 *.
y V2
Solucion Las rectas paralelas a y = — =5~ X son de la forma
2
y= — % x+a [1]

Resolviendo el sistema formado por [1] y o se obtiene:

2
x1+2(—£x+a) =2

2

Operando resulta: 2x2 — 2. /2 ax + (2a*> — 2) = 0, de donde:
A=(/20F—202a% -2 = —2a*+ 4
La condicién de tangencia = A =0 = a? =2=a= + .\/5

2
Ias rectas pedidas son y = — -—\é_— x4k ﬂ
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x: .y : s :
- Dada o clipse 2 = 3 o i 1, inscribir en clla un rectangulo de lados para-

lclos a los ejes y tal que su area sea Su®.

g m'.l"m-ﬂ_ i

T L

Solucion _ x2 : 6 — x?
6 3 2

Sean A(x,, ¥,), B(xy, —¥o), C(—xo —Vo) ¥ D(—x,, ¥,) los vértices del rectangulo.

Su drea sera S = 4x,y, =8 [1].

6 — x; , :
Como y, = 5 0 sustituyendo en [1] se tiene:
> ' 6 — 2 4
8 = 4x, z n:.tg—6x§+3=0=;l~x§={2
x; =4=2x,=4¢ 2=y, =4+ 1
X =2=x=12=y,= 12

Primera solucion:
A@2, 1), B2, —1), C(=2, =1) y D(=2, 1)
Segunda solucién:

AW/2. J2). B(J2, = J2), C(—J2, =J2) ¥y D(—/2./2)

2 2

=4 En laelipse 2 = T—ﬁ + 1;;’5 = ] se inscribe un triangulo equilatero, uno de cuvos

vértices es el vértice de «, situado en +OX. Hallar los otros dos.

Solucion Ecuacion de la recta que forma con el eje de abscisas un angulo de 30° y pasa por 4(4, 0):
i3
/3

Interseccion de dicha recta con la elipse:

Y = (X7 )

x1+5%(x—4)3=16=:=-x3—5x+4=0==-x=-'i:1

Six=1=y=—./3=B(1,—./3).
S x =A==yl 0= A@,0).

“El tercer vértice es el simétrico de B respecto de y = 0: C(1, +./3).

o -

“*£5 na elipse, de ejes paralelos a los coordenados, tiene por ecuacion x° + 2y~ +
+ 4x' — 4y’ + 4 =0, Hallar. = o i s SR T R PR
b) Las coordenadas del centro. |
¢) La excentricidad.



Solucién Las ecuaciones de la traslacion son: x=x"+h, y=y" +k

: x2  y?
Aplicamos a — + e l y operando:
a

b2x? + a®y? + 2b°hx' + 2a°ky’ + b*h* + a*k* — a*b* = 0

[dentificando:
V= l1lya= 2

2hb* = 4d=h = 2

ka* = —4=k = -1
El centro es el punto (2, —1).

2
Ecuacion reducida: -J;— +y* = 1
: Lae=s A S

Excentricidad: e =

R

29 Hallar las ecuaciones de las hipérbolas definidas por los siguientes datos:

a)a=3,b=2 ) b=2¢c=./5 E
b)a=3,c=35 .d)b=4,e=§ o
Solucion 2) gc; 5 y; i
b) 2 =a*+b*=>25=9+ b*=b*> =16
x_z_y_.l:l_
0 16

c) ¢2=a3+.b1==-5.'=a2+4=:va2=‘]

2 2
X V2N
1" 54 ,
d:=3 3]
¢ = a* + b* %53:11—:13 = 16=>a* =9
2 2
X2 V2
9 1
=2 Determinar la ccuacion de la hipérbola o que tiene de excentricidad e = % y €s
incidente con el punto P(5, 3).
Solucion ) e » o 2.2 - LR
Sea a =" —Z = 1 = b*x* — a’y* = a“b”“.
HZ bz
9 2 5 B0 S5 : : 2
Como c?=a*+b*[l]ye=-= = e=ad, sustituyendo en [1] se obtiene b* =
a
- EEHE [2]

St Pea= 25 — 9a* = a’b”.

Teniendo en cuenta [2]:



Por tanto,

31 Hallar la ecuacién de la hipérbola o, incidente con los puntos A(8, 3 -ﬁ) y
B(12, 6./2). :

o 2 p
Selucion & o f‘z’ il 1
a b
Aem:%—-i—z=l: 64b> — 270> = a?b? [1]
EEEE=-L;}4—£%=I==-I44EJE—72&2=HI&2 [2]
[1] - [2]: —806% + 4507 = 0 = b? = -I_’%az [3]
Sustituyendo [3] en [1] resulta a® = 16.
Si a> =16=5b> =09, y la ecuacién de o es
IE yﬂ .
T67 5 i

e e,

TMFW——_—_——-——-—-——.________“
F&= Una hipérbola o tiene por asintotas y=+ %x ¥ es incidente con el punto P(8, 5).
Hallar su ecuacion.

2 2

Solucion SE&&E%—‘P-—zl_
b 64 25 64h?
P R 2
Las asintotas de o son y = igx.
b 3 . 3g
L D — = e = _—
uEgﬂa 1 b - [2].
, 176 2 14 | _Iz_y_""'m
De [1] y [2] a =~ ¥ & = 11; por tanto: « = = ll—l.

| 0
233 De una hipérbola « se conoce ¢ = 4 y que el
Hallar la ecuacién de o.

angulo que forman las asintotas es 60°.

Solucion x2 yz i b
5 oom = ~ ; = 1, las ecuaciones de las asintotas son y = + - x.
' a b a
b bx — 4y = 0 [1]
Como a = 4 = + —
e ‘4x:b{bx+4y=ﬂ [2]

U (b, —4) es perpendicular a [1].

W(b, 4) es perpendicular a [2]. l.

Ty ) e 2 i s 3 -
msﬁoﬂ=1=!ff "_"-_’|; | b2 -16 | ~ b lﬁhb +16
2 Wl T br v 16 /6 + 16 b7 + 1676 + 16
De donde b? :{43= lucgo: P T
= — = = 1 ) = — —
462 YT 168 Y =16 " 165 " .



34 Determinar el dngulo que forman las asintotas de la hipérbola o = 25x* — 9y* =
e A,

Solucid 2 - 2 /0 276
- ﬁ525x3—9y2=24#§4—£4=l,lue:gna= 5 yb=—3-—\/_.
255320
Las ecuaciones de las asintotas son y = + g—x.
o e RS 5x —3y=0 [1]
Pﬂrﬂ“‘y_izx={5x+3y=ﬂ | [2]

9(5, —3) y (5, 3) son perpendiculares a [1] y [2], respectivamente, luego:

U, w 16
cosa = _,[ = —, de donde: o = 61°55'39"05.
2| [w| 34
=25 Hallar las ecuaciones de las tangcni 111 ET% Y FI - At — ‘.}_1-2 = 36, tra-

zadas desde el punto P(1, 0).

Soluciéon Ecuacion de las rectas de vértice P: y = A(x — 1) [1].
Resolviendo el sistema formado por o y [1]:
(4 = 94%) x* + 182%x — (92* + 36) = 0
A = (94%)* + (4 — 94%) (94* + 36)

2
ﬁ=D:‘-'-j,_E=-1—:}} T ii
2 2
Las rectas pedidas son: x/_
= 4+ *— (x — 1
Pr L5 ( )
: ; -, o
& Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola o = § — = 1, paralelas

alarectam=y=2x—-1.

Solucion xt

, . ool o Do e
& =3 7 | = o = 4x Oy 36

Las rectas paralelas a m tienen por ecuacion
y=2x+a [1]
Resolviendo el sistema formado por o y [1]:
32x* + 36ax + (9a* + 36) =0
A = (18a)* — 32{9&2_4- 36) = 36a* — 1.152
A=0=a=+4./2
Las ecuaciones de las tangentes paraleilas a m son:
‘ y=2x+4./2

-

=3=» Calcular m para que la recta y = x + m sea tangente a la hipérbola o« = x* —
— 4y =14.

Solucion Sustituyendo vy = x + n en «:
X2 —4x+m? —4=0=3x>+8mx+ (dm* +4) =0

de donde se obtiene:

A = @dm)? - 3dm* + 4) = 4dm* — 12



-Si la recta ha de ser tangente a o = A = 0

4m1—12={}=bm=iﬁ :
N
- e o — e T 2
2€3 La recta y = 4x — 6 es tangente a li hipérbola o = '}—1 — -i—z = ] en P(2, 2). Ha-
ol
llar @*> y b*.
.. 2
a® b? 4 + b
: y* 2.2 1.3 212
az—b1=i=bx — a‘y® = a‘b [2]
Sustituyendo [1] en [2]:
(1] 2] 24 + b?) — 4y* = 4b* [3]

Sustituyendo y = 4x — 6 en [3]:
(b* — 60) x* + 192x — (144 + 4b*) =0

d :
e -Gondt A =962 + (b — 60) (144 + 4b?)
A = 0= 4b* — 966 + 576 = (2b2 — 24)* = 0
La solucion es b? = 12 (doble).

Si b =12=a*=3.

La hipérbola es de ecuacion 5 1.

e ____M
3 - sobre la hi-

=9 Hallar la longitud de la cuerda interceptada por la recta y = 1 x — i

pérbola o = Ix2 — 8y* = 109, : 1

Soluciéon Hallamos los puntos de interseccion de la recta y la hipérbola resolviendo el sistema
formado por sus ecuaciones:

Ind — S(gx —

.
7 )—19=(}:x1—10x+21=0

4 | Ln

X = ? =V 4

x=3=y=1

La distancia entre los puntos de interseccion A(7,4) y B(3, 1) nos da:d = 5 ul, longitud
de la cuerda. .

_——_M

e 2
£ Dada la hipérbola o = "; — }; — 1, hallar la ecuacién referida a sus asintotas.

I

Las soluciones son {

Solucion La hipérbola o es equilatera.
Sus asintotas son y = +Xx.

La ecuacion de una hipérbola equilatera referida a sus asintotas es x'y’ = k, donde

az

wEmaE
— —

5
Como a® = 4 = k = 2, luego la ecuacion pedida es x'y’ = 2.
——————————————————————— e — A

———
il e i TR

i e A

1 w
(4, ,—1)_ Hallar su ecuacion y las
_

______—--nll—-lll-'ﬂ_—-"t-u- A

e S S

41 Una hipérbola equilatera o pasa por el punto £
coordenadas de los vertices y focos, asi como su ecuacion referida a las asintotas.

PR, e R S e
i —— — — el
— e — = —



Solucién Sea o = x? — y? = a2

SiPEe:z::—lﬁ—é=a1=}a =T=bz'

Como ¢? = a? + b? = ¢? =%~3-.
Coordenadas de los vértices: A4 (@, EI) y A’ (——”53, r.])_

Coordenadas de los focos: F(""r 63, D) y F’ (—\/F’; U).

Ecuacion referida a las asintotas:

A2 Hallar b para que 4x? + by? = 9 sea la ecuacién de una hipérbola equilatera.

. s 2 2
Solucion 4x> + by = 9 il B
9" 9
4 b
Para que sea una hipérbola equilatera:
g = - ?:} h= -4

£ 3 Hallar la ecuacion de la parabola de foco F(3, 1) y directriz la recta y = x.

Solucion Sea P(x, y) un punto de la pardbola:
dist (P, y = x) = dist (P, F)
PF=.(x—3?2+(y— 1)

e — y|

2

dist (P, y = x) =

Igualando y elevando al cuadrado:

G-+ - =G

Operando resulta:

e

x2 +y2 —12x — 4y + 2xy + 20 =0

e e T T, T s - A . ~ IS s S

ﬂ_:_—*—d"m____-—': gL —
: . 1
441 1.a ecuacién general de la parabola de vértice el origen y eje OY es y = E x

Hallar la ecuacion transformada mediante una traslacion.

Solucién Apliquemos la traslacion de ecuaciones x = x' +a, y =y’ + b.

g 1
La ecuacion y = = x* se transformara en

y'+b=;—p(x’+a)1
{2 & 5 . &

= — +—-x"+——05b
Y 2p p 2p

En general, y = mx* + nx + g es la ecuacion de una parabola de eje paralelcf .al ?Y'



45 Dada la parabola y = x* — 6x + 5, hallar la traslacién que la transforma en la
canonica.

Solucion La ecuacién general o canénica de eje OY es y' = 3" 2
Sea la traslacion de ecuaciones: x = x' + a, y = y' + b.

Tendremos: y+b=((x+a?—-6(x"+a)+5

y=x2+Qa—6)x'"+a*—6a+5-b
Igualando a cero el coeficiente de x" y el término ind¢pendiente:
20—6=0=>a=3 —
a? —6a+5—-—b=0=5b=9—-18+5= —4
L.as ecuaciones de la traslacion son:
x=x'4+3, y=yy—4

S e I T A S T T 1 T B e P e Tl e e B B e e e o B A S e e s

4.© Hallar la ecuacion transformada de la pardbola y* = 2px al aplicarle una tras-
lacién.

Solucién y* = 2px es la ecuacion de una parabola de eje OX, vértice el origen, foco F (——g—, [J)
ymmmzx=—§.

Six=x"+4+a,y =y + b son las ecuaciones de la traslacion, se obtendra la transfor-
mada de y*> = 2px sustituyendo aquellos valores:

(' + b’ = 2p(x' + a)
y? 4+ 2by — 2px" + b*> — 2ap = 0

En general: P +mx+n+qg=0

es la ecuacion de una pardabola de eje paralelo al OX.

P -_—= S

e Y el

4-F Dada la parabola y* + 2x — 4y 4 2 = 0. hacer una traslacion conveniente pard
escribirla en la forma general y* = kx'.

X' +a
Pk &

se obtiene:

I

Solucion Aplicando la traslacion {;

V+)"+2x+a) -4 +b)+2=0

Operando resulta:
Y242+ 2b -4y + b2 +2a—4b+2=0
Igualando a cero el cocficiente de y' y el término independiente:

‘ 2% ~d4=0=b=2
b2 4+ %0 — 4 +3 =024 4%g—84+2=0=ag=1

Las ecuaciones de la traslacidon seran:
x=x+1, y=y"+2

La parabola dada tiene por ecuacion transformada

4.8 Hallar las coordenadas del vértice v del foco v las ecuaciones del eje y de la direc-
triz. de la pardbola y = x* — 6x + 5.




Y. . . . . "b _6‘
Solucién Si y = ax® + bx + ¢, la abscisa del vértice es x = — =

p=3*—-18+ 5= —4,
Por tanto, V(3, —4).

2a 2

— —— = 3 y la ordenada

El eje pasa por V y es paralelo al eje OY, ya que la parabola dada es de eje vertical.

Su ecuacion es e=x = 3.

1 i .p. 1
=1 = e L
2p it 3 25 4
La abscisa de F es x = 3; la ordenada es y = —4 + % = —?.
Luego F (3, —E)
4
La ecuacion de la directriz es
1 17
= el et ik
2 4 4
fa e TR Pk e 4 kT I R e S T e i R T S 1 -5 T

&4 9 Hallar la ecuacién de la pardabola o de eje paralelo a OY, teniendo en cucnta que
es incidente con los puntos A(1, 5), B(4, 8) y C(6, 0).

Solucion Sea o« = y = ax? + bx + c.

Aeoa=>5= a+ b+rc [ 1]
Beo=8 = l6a + 4b + ¢ [2]
Cea=0=36a + 6b + ¢ [3]
[1] - [2)s=3==15a-3b=> 1= Sa+b (4]
[2] —[3]: 8= —20a —2b= —4=10a + b (3
[4] - [S]: S5=- Sa=a= -1
a=—l=b=6=c=0
o=y = —x*+ 6x es la ecuacion pedida.
M
5@ Una parabola a de eje vertical tiene por vértice V(4, —15) y por foco F(4, —1—9)

Hallar las ecuaciones del eje, de la directriz y de .

Solucién La ecuacion de « sera de la forma y = ax? + bx + ¢.

=‘-715—t—E =%==-2p=xl‘

p
V= -£
o 2 -

Si 2p=lﬂsa=$~——l+

Ecuacion de la directriz:

y=-15—§=—15—

La ecuacién de eje es x = 4.



Si X(x, y)eux :
XF:\/(x—4)2+(y+§) [1]

1
Distancia de X a la directriz: d =‘y + %— . [2].

Igualando [1] y [2], y operando resulta:
pi= ikt =854 ]

=y -

=1 Hallar a para que la recta y = 3x + a sea tangente a la parabola y = 3x* + 1.

y=3x +a
y=3x*+1

3x+a=3x*+1=3x>-3x+10—-a) =0

Solucion Resolveremos el sistema{

de donde:
A=9—-12(1 —-a)= -3+ 12a

Para que la recta sea tangente a la parabola:
1
A=0=a=-

4

5 2 Hallar la ecuacidén de la tangente a la pardbola o = y* = 2x + 1 en el punto
A(4, 3).

Solucion El eje de la parabola es y = 0.
El vértice es el punto de interseccion con y = 0:

(4

p |

Co 2p = 2 =]===_

mo 2p = p =3 5
El foco es F(0, 0) y la directriz x = —1.

El punto B, interceccion de 1a perpendicular por 4 a la directriz, es B(—1, 3).

El punto medio de BF es M(—%, %)

La tangente en A(4, 3) es la recta AM = 1.

t=x—3y+ 5 =0 es la ecuacion de la recta pedida.

M
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P QBLEMA PROPUESTOS
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1 Estudiar la posicion relativa de las siguientes
parejas de circunferencias:

a) x> +yP - 2x -2+ 1
Ly -0 —6y+9
D) x2+y* = 2x = 2y + 1 =0
X+ —-10x-10y+49=0
) Xyt - 2 =294 1=0

¥4y - 12x=29421 =0

0
0

. —
& Losladosdeuntriangulo ABCsona = 3x —

— 4y =0, b=4x+ 3y —-50=0y ¢ =
= y = (. Hallar las coordenadas del centro
de la circunferencia inscrita, la longitud de
su radio y el area de dicho triangulo.

= Calcular m para que el radio de la circunfe-
renciaac = x? + y* + mx + 2y + 9 = Osea l.

4. Hallar la ecuaciéon de la circunferencia o
que pasa por el punto A(2, 6) y es tangente
alarectar=x—y+2=0en el punto
B(0, 2).

< Hallar la ecuacion de la circunferencia o de

centro C(3, 2) ytangente alarecta b = y =

= -—%x+3.

& Hallar la ecuacion de la circunferencia =z
que pasa por los puntos A(1, 2) v B(3, 4)
y tiene su centro en la recta r = 2x — y +
+ 5 = 0.

? Hallar las ecuaciones de las circunferencias
o que son incidentes con el punto A4(2, 3)

y tangentes a las rectas r = y = g.:-: + 2 A

Pl
4 7

r=y= ——x+4 -

3 3

& Hallar las ecuaciones de las tangentes a la
circunferenciaac = (x — 4> + (y — 3)* = 13

en los puntos de ordenada y = 0.

© Dada la circunferencia ¢ = (x — 2)* +

+ (y — 2)* = 4, hallar las ecuaciones de
las tangentes trazadas desde el punto P(2, 5).

10 Dadas las circunferencias

X' gyt =xuy—=1=0
x*+yP—=2x+4y =0

o

p

estudiar si son ortogonales.

41 Dadas las circunferencias

e=x"+y" -1 =0
=3t P e )
y=x"+y ' -6p=0

hallar la potencia del punto A(0, 1) respecto

de cada una de ellas, indicando su posicion,
y las coordehadas del centro radical C.

B

12 Hallar la ccuacién del lugar geométrico de

los puntos del plano tales que su distancia
al punto A(0, 2) sea la mitad de la distancia

a la recta y = 8.

43 Hallar la ecuacion de la elipse o cuyo cen-

tro es C(—1, 1), uno de los vértices A(4, 1)

y la excentricidad e = %

14. Hallar la ecuacién de la elipse a, sabiendo

que uno de sus vértices es el punto A(0, —7)

y que pasa por ¢l punto P (1, 1—; 2

15 Hallar la ecuacion de la elipse o de centro

C(1, 2), uno de cuyos focos es F(6, 2) y sa-
biendo que es incidente con el punto P(4, 6).




_ e

1©& Hallar la ecuacioén en forma reducida de la
elipse quees incidente con los puntos A(— 5, 0)

yB(E,-ISE 21).

17 Determinar a, b, ¢, la excentricidad y las
coordenadas de los vértices y focos de las
siguientes hipérbolas:

II 2
a) ey
9~ 7 -
& 2
BE g
16 9 )
2 2
x* yt
il

18 Hallar la ecuacion de la hipérbola «, sabiendo
que pasa por el punto A4 G 3) y una de

cuyas asintotas es y = 2x.

19 Hallar, seglin valores de a, la posicion rela-
tiva de la recta y = 2x + a y la hipérbola

2 y?

— —— = 1.

1

Il

M|~——|

o

20 Hallar m para que la recta y = mx — 4 sea
tangente a la hipérbola o = x* — 4y* = 1.

. 2

21 Dada la hipérbola o = ‘% = ""T — 1, hallar

las ecuaciones de las tangentes que tengan
de pendiente m = 1.

22 Una hipérbola equilatera o referida a sus
asintotas pasa por €l punto P(2, 9). Hallar
su ecuacion y la referida a los ejes coorde-
nados.

=3 Hallar la ecuacion de la parabola o, de eje
vertical, sabiendo que pasa por el punto
A(3, —2) y su vértice es V(1, 2).

24 Dada la paradbola de ecuacion o = y* —
— 4y + 3x — 11 = 0, hallar las coordena-

das del vértice y del foco y la ecuacion de
la directriz.

295 Dada la pardbola de ecuacién y* = 8x, ha-
llar las coordenadas del vértice y del foco y
las ecuaciones de la directriz y del eje.

.

28 Hallar la longitud del segmento intercepta-
do por larecta r=x—-y -1 =20 en la
pardbola o = y* = 2x + 1.

27 Hallar la ecuacién de la tangente a la paré-
bola @ = y* = 4x en el punto M(1, 2).

_ SOWWCHONE>

4 a) Secantes.

b) Exteriores.
c) Tangentes.

= (15 5 SRS o
I(?,i),f—i,s—""z—u

Su=@-)+r-22=1

Il

0
=
1
HH
+
<

|
Y
I
S




10 Si

11 PA, ) =0, P(A4,)) =1, P(A,y) = =5
Aestaena; Aesexteriora f; A esinteriora 7.

1 1
(a5)

1=
L = ]
12 . 16

13 (x + 1)? ” (v — 1)?

23 n !

A(3, 0),_A'(—3, 0), F(\/13, 0),
Fi(—+/13,0)

Ba=4b=3c=5e¢=>

A(4,0), A'(—4,0), F(5,0), F'(—5, 0)

V5

da=2b=1c=./5 e = 5

A2, 0), A'(—2, 0), F(./5, 0),

F(—+/5,0)

128 2 2

19

- y=2x+1
a“ilﬁ{y=2x—l

a4 <« —1oa > 1, lasrectas son secantes.

—1 < a <= 1, las rectas son exteriores.

son tangentes a o.

20 /
m = + 47
2
21T y=x+2
22 IF_};" . 18
x* — % =36

23 y=-x"+2x+1

24 ys, ), F(%, )

2

d=x
4

0

25 V(0, 0), F2, 0)
d=x+2=0e=y=10

26 3-4. 2

27 t=x—-y+1=0
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