EJERCICIOS DE GEOMETRIA PLANA

1. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto A (— 2,2) y
tiene como vector director el vector v = 3i — ] .

= a +vt

La ecuacion paramétrica de una recta es de la forma { , siendo (a,,a,) un

y = a,+v,t

punto y (V1 ,V2) un vector director. Luego la ecuacion paramétrica de la recta r es

X = —2+3t . - - -
N ya que el vector director es v=31—j= (3,—1) y pasa por el punto
y = -
A(-2,2).
. o x = -1+t
2. Hallar dos puntos de la recta cuyas ecuaciones paramétricas son gt
y = -

Para calcular puntos de una recta dada en forma paramétrica, basta dar valores al
parametro t. Por ejemplo:

Para t = 0, tenemos el punto P (—1,2).
Para t =1, tenemos el punto Q (0,1).

X 3-5t
3. Dadas las ecuaciones paramétricas de una recta r: { gt at’ se pide:
y +

a) Hallar su ecuacion en forma continua.

X = a; tvt
. y, . 1 1 :
Como la ecuacidon paramétrica de una recta es de la forma { , siendo

y = a,+v,t
A (a,,a,) un punto de larectay v (v,,v,) su vector director, tenemos que A (3,2)
es un punto de larectary v (=5,4) su vector director.

., . X—a —a .
La ecuacion continua de una recta es de la forma LY , siendo A (a1 ,a 2)

Vi \Z

- . X
un punto de larectay Vv (V1 ,V2) su vector director, por tanto r: 5 = 1 es la

ecuacion de la recta r en la forma continua.
. , 14
b) Determinar cuales de los puntos P(—2,6), Q(4,5), R(8,—6) y S ~5's

pertenecen a la recta.

— Paraversi P(-2,6)er, comprobamos si verifica su ecuacion:

Lj=%; 1=1; Cierto. Luego P er.



4-3 5-2 1 3
- (Q4,5)er?: ——=——; ——==—; Falso. Luego Q¢r.
:Q(4.5) s 2 5™ 2 go Q
- (R(8 —6)er?:g=_64_2; —1=-2; Falso. Luego R ¢ .
1 4

14 ‘5‘3 5_2 7 3
- (S|——,—|er?: = ; — =—— Falso. Luego S¢r.

25 -5 4 10 10

4. ;Pertenece el punto P(— 4,3) alarectar:2x+y-5=02?.

Para ver si P est4 en la recta r basta comprobar que verifica la ecuacién de r:

2:(4)+3-5=-8+3-5=-10#0,luego Per.

5. Una recta pasa por P(2 ,1) y Q(— 3,0). Dar una ecuacion continua.

r=PQ=(-5,-1)=(5,1).

X+3

Su ecuacién continua es r: =y.

6. Hallar las ecuaciones paramétricas y la ecuacion en forma continua de la recta que
pasa por los puntos A (— 5,2) y B (4,4).

Sea r la recta que pasa por los puntos A y B. Por tanto, el vector director de r es
V=AB=(4-(-5),4-2)=(9,2).

X = a, +vt
.y ry e 1 1 .
— La ecuacion paramétrica de una recta es de la forma { , siendo

y = a,+vVv,t

(a,,a,) un punto y (v,,v,) un vector director. Luego la ecuacién paramétrica de la

x = —-5+40t
rectares .
y = 242t
., . X—a —a, .
— La ecuacion continua de una recta es de la forma LS9 , siendo (a, ,az) un
Vi Vs

punto y (V1 ,Vz) un vector director. Luego la ecuacion continua de la recta r es
x+5 y-2

9 2

7. Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por los puntos A (8,3) y B (4,— 2).



Sea r la recta que pasa por A y B. Entonces su vector director es
V=AB=(4-8,-2-3)=(-4,-5)~(4,5).

Por tanto, r:—5(x—8)+4(y—3)=0; r:-5x+4y+28=0.

8. Escribir la ecuacion 3x+ 2y — 6 = 0 en forma explicita.

Despejamos y de la ecuacion general:

-3x+6
2

3x+2y—-6=0; 2y=-3x+6; y= ; y:—%x+3 es la forma explicita de la

recta.

9. Hallar la ecuacion explicita de la recta que pasa por los puntos A (5,— 1) y B (2 y— 2).

— Hallamos  primero la  ecuacidbn general, que es de Ila forma
~v,(x-a,)+v,(y—a,)=0, siendo (a,,a,) un punto de la recta y (v,,v,) un
vector director.

El vector director de la recta es V= AB = (2—5,—2—(—1))= (—3,—1)z (3,1).
Por tanto, r:—l(x—5)+3(y+l)=0; r:—x+3y+8=0.

— Calculamos después la ecuacion explicita a partir de la general, despejando la y:

X —8 1 8
; y=—X——.

Jy=x-8;y=
y Y73 3773

10. Hallar las ecuaciones vectorial, paramétrica, en forma continua, general y en forma
explicita de la recta r que pasa por los puntos A (2 y— 4) yB (5 , 6).

El vector director de res v = AB = (5-2,6—(-4))=(3,10).
2),

—  Ecuacién vectorial: (x,y)=(a,,a,)+t(v,,v,), siendo (a,,a,) un punto de la recta y
(v,,v,) un vector director. Por tanto r:(x,y)=(2,—4)+t(3,10).

., L. X = a; +vt .
— Ecuacidén paramétrica: , siendo (a1 ,a 2) un punto de la recta y
y = a,+v,t
. X = 2+3t
(V1 ,V 2) un vector director. Por tanto .
y = —4+10t



., . X—a -a, .
Ecuacion continua: L _ Y4 , siendo (a,,a,) un punto de la recta y (v,,v,)
Vi Vs
x—-2 y+4

un vector director. Por tanto 3 = o

Ecuacién general: operamos a partir de la ecuacion continua: 10(x—2)= 3(y+4);

10x -20=3y+12; 10x -3y -32=0.

Ecuacién explicita: despejamos y en la ecuacién general:
_ —10x+32 _&X_E
-3 773 3

-3y =-10x+32;

11. Dados los puntos A (2,5), B (4,9), C (— 6,1), hallar la ecuacion de la recta que pasa
por los puntos medios de los segmentos AB y AC.

2+4 549

2 2

Sean P =p.m.AB = (T,—] = (3,7) y Q=pmAC= (ﬂ,%

]:(_2,3).

Sea r la recta que pasa por P y Q. Su vector director

v=PQ=(-2-3,3-7)=(-5,-4)~(5,4).

Por tanto, r:—4(x —3)+5(y—7)=0; r: -4x+5y—-23=0.

€S

12.Dadas las rectas r y s de ecuaciones r:2x—-y+2=0y s:x+y—-3=0, hallar la

ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de r y s y por el punto
P (5,3).

Calculamos el punto de interseccion de las rectasry s: Q =rNs.
0
of

) 1
Sumamos ambas ecuaciones: 3x —1=0; x = E

2x —y+2

x+y-3

. . 1 1
Sustituimos en la segunda ecuacion: 3 +y-3=0;y=3—-—=

3030
18
Luego —— .
g Q( 3 3j
Calculamos la ecuacion de la recta t que pasa por P y por Q:

Su vector director es PQ = (%—5,%—3) = (—E,—%j ~(14,1).



13.

14.

Por tanto, t:—1(x —5)+14(y—3)=0; t: —x +14y-37=0.

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P (— 3,8) y que determina con

los sentidos positivos de los ejes coordenados un triingulo cuya area es 6 unidades
cuadradas.

Vamos a calcular la ecuacion de la recta en su forma segmentaria: 1 : R A , donde m
m n
y n son los segmentos que determina la recta sobre los ejes coordenados.
Tenemos entonces que como Per— =3 +—=1, y como el area del tridngulo
m n
determinado por la recta y los sentidos positivos de los ejes coordenados es de 6 unidades
m-n
cuadradas, tenemos que =6.
Por tanto, para calcular m y n, resolveremos el sistema:
- -3n+8m
_3 +§ = 1 [t 1 (*)
m n _, m-n
m-n _ 6 m _ 2 (**)
2
Sustituyendo la ecuacion (**) en la ecuacion (*) tenemos que:
—3n+8'(£j=£-n S e 2212 5 “30%496=120 > 3n°+120-96=0
n n n
) —4+416+128 —4++144 —-4+12 |4
—-> n" +4n-32=0 - n= 5 = 5 = 2 )_%

La solucion n = -8 es imposible, por ser n la longitud de un segmento. Luego n =4.

. ., 2
Sustituyendo en la ecuacion (**) tenemos que m = n =3.

. . L XY
Por tanto la recta r que nos piden tiene como ecuacion E + Z =1.

JVerdadero o falso?. Los siguientes pares de ecuaciones representan la misma recta:
X—2 'y 2 4
a) r: =3 S:y=—X-——
) TR Y eIy

Las rectas r y s tienen el mismo vector director T =5 = (3,2).



2 4 .
El punto P (2,0) pertenece a la recta r, pero ;esta en la recta s?: 0 =—-2——, cierto,

luego las rectas son coincidentes.
b) r:(x,y)=(2,1)+1(-1,2) s:2x-y-5=0

Las rectas r y s no coinciden puesto que no tienen la misma direccion: t (— 1, 2) que no
es proporcional a §(1,2).

o r:(x,y)=(-1,4)+r(-2,1)% s:(x,y)=(3,2)+1(4,-2)

Las rectas r y s tienen la misma direccion porque sus vectores directores f(—Z,l) y
§(4,-2) son proporcionales: § =-2-T.

¢El punto P(~1,4) de la recta r pertenece a la recta s?:

(-1,4)=(3,2)+1(4,-2)

—1=3+4r>Ar=-1

4=2-2L>A=-1

Luego P pertenece a s y por tanto, r y s son coincidentes.

d r:y—-x=0; s: =—.

Las rectas r y s no coinciden puesto que no tienen la misma direccion: t (1 , 1) que no es
proporcional a §(5,—-5).

X
e) r:{
y

Las rectas r y s tienen la misma direccion porque sus vectores directores f(3,— 2) y
§(~6,4) son proporcionales: § =2 T.

(El punto P (— 1, 2) de la recta r pertenece a la recta s?: 4 - (— 1)+ 6:-2-8=0.

Luego P pertenece a s y por tanto, r y s son coincidentes.

—1+3x.
2-20°

s:4x+6y—-8=0.

15.Calcular los parametros m y n para que las rectas r:2x+3y—-2=0 y
s:x+my+n=0 sean:

a) Paralelas.

=i; 2m =3; m:2

2
1 m 2

3 S,
Para que r y s sean paralelas m = ) y n es cualquier numero real.

b) Perpendiculares.



rls ;1-5=0; (—3,2)'(—m,1)=0;3m+2=0; m:—%,

. 2 Co
Para que r y s sean perpendiculares m = 3 y n es cualquier niimero real.

¢) Una misma recta.

2_3_-2

1 m

2

—=— >S>m=—
1 m

2 =2
—=—>n=-1
1 n

. ) 3
Luego ry s son la misma recta si m = 5 yn=-1.

16. Hallar el coseno del angulo agudo determinado por los siguientes pares de rectas:

a) r:5x—-12y+7=0ys:3x+4y-7=0.
b) r:2x—y+1=0ys:x=5.
¢) r:x+2y=0ys:2x+y=0.

El angulo formado por las rectas r y s es el angulo formado por sus vectores directores:

a) 1(12,5)

»—ﬂ"<

$(~4,3). Sea a el angulo formado por los vectores T y §.
5 (12,5)-(-4,3) —48+15 -33 33

R 025 0] Vizas Jeapey B 6

b) 7(1,2)y §(0,1). Sea a el angulo formado por los vectores T y §.
i3 (12) (0,1)_ 2 2 245

AR 20 i 5 s

cosa =

cosa =

¢) 7(~2,1)y §(~1,2). Sea a el angulo formado por los vectores T y S.
cosq = T8 _ (—2,1)-(—1,2) 2+2 _4
F-S =20 020 ey e cp 2 f NEE

17. Hallar el angulo que forman las rectas r : 2x—Sy =4y s:3x—4y=7.

El 4ngulo o formado por las rectas r y s es el angulo formado por sus vectores directores:
7(5,2) y 5(4,3).



coser _(5,2)-(4,3) 20+6 26 26429
||| [G2) @3] Vst e ey V95 145
0c=arccos( \/_j—IS" "7
18. Hallar el angulo que forman las rectasr:§+%=1ys:§+%=l.

El 4ngulo o formado por las rectas r y s es el angulo formado por sus vectores directores:

r:% g—l ri3x+2y-6=0; f(-2,3).

s:% g—l s:x+2y—1=0; §(-2,1).

cosq e T8 - (£2.3)(-2.1) 4+3 77 165
fB 2.3 2.0 J22+37 - J22 1 V13-45 Jes 65

a= arccos£7\/56_5J =29°44'42" .

x—-1 y+2 .x _y-3

19. Halla el angulo que forman las rectas r 1 ys: 1 5

El angulo o formado por las rectas r y s es el angulo formado por sus vectores directores:
1(3,4) y §(12,5).

-5 (3,4)-(12,5) 36+ 20 56 56

-8 [3.4)-]02.5) 32447 122452 513 65

o= arccos(5—6j =30°30'37".
65

cosa =

20. Halla el angulo que forman las rectas r : —x+2y+5=0y s:2x—-3y+4=0.

El angulo o formado por las rectas r y s es el angulo formado por sus vectores directores:
1(2,1) y §(3,2).



s (2,0)6.2) 6+2 8 8 865

r-s
CETRE ) [62] Ve V32 N5 A3 o5 65

o= arccos(8 65 ] =7°7'30".

-1
21. Halla el angulo que forman las rectas r : X 5 = % ys:—2x+3y-5=0.

El 4ngulo a formado por las rectas r y s es el angulo formado por sus vectores directores:
7(2,3) y 5(3,2).

s (2,3):3,2) 6+6 12 12

IS
cos(l—|?|.|§|_|(2’3).|(3’2)|_\/22+32 32422 _\/E'\/B_E_)

o= arccos[%j =22°37'12".

22.Dados los puntos A(3,—1), B(6,2), C(2,6), hallar el angulo formado por las
semirrectas ABy AC.

El angulo formado por las semirrectas AB y AC es el angulo formado por los vectores
i=ABy v=AC.

AB=(6-3,2-(-1))
AC=(2-3,6—(-1))=(-1,7).

(3,3) que tiene la misma direccion que el vector (1,1).

<l cl
Il

Sea o el angulo formado por los vectores U y V.

COSOL:1*1-v:(1,1)-(—1,7): —1+7 6 3
gl -[f [ ICLT) Ve et V2es0 100sT

o= arccos[%j =53°7'48".

23. Halla la ecuacion general y explicita de la recta r que pasa por el punto A(— 2,3) y
forma con el eje de abscisas un angulo de 135°.

El vector director de la recta r esta sobre la bisectriz del segundo cuadrante, por tanto,
t(-1,1).

La ecuacion general de la recta r es r:—1(x+2)-1(y-3)=0; r:—x-2-y+3=0;
r:—x—y+1=0,ylaexplicitaes r:y=—-x+1.



24.Dada la recta de ecuacion x-3 =¥ +2

, se pide:

a) Hallar un vector director de la misma.

, . . ) X—a

La recta esta escrita en forma continua, es decir, en la forma =
% %

1 2

siendo v(v,,v,) su vector director y A(a,,a,) un punto de la misma. Por tanto, el
vector director de la recta es v(2,2) que es equivalente al vector (I,1).

b) Hallar la ecuaciones vectorial, paramétrica y continua de la recta que pasa por
A (2,— 3) y es paralela a la recta dada.

Como la recta que nos piden es paralela a la recta dada, tiene el mismo vector
director, es decir (1,1).

Las ecuaciones que nos piden son de la forma:

—  Ecuacién vectorial: (x,y)=(a,,a,)+t(v,,v,);
X

., L. = a; tvt
— Ecuacion paramétrica: ;
a, +v,t

y

<, . X—a —a
— Ecuacion continua: L= Y 2

Vi v,

siendo v(v,,v, ) su vector director y A(a,,a,) un punto de la recta.
Por tanto, la recta que nos piden tiene como ecuaciones:

—  Ecuacién vectorial: (x,y)=(2,-3)+t(1,1);

L o = 2+t
— Ecuacion paramétrica: ;
y = =3+t

X
., } x—2 +3
— Ecuacidn continua: " = yT .

25.Dados los puntos A (1 ,1), B (5,— 3), C (4,2), hallar las ecuaciones paramétricas y en

forma continua de la recta que pasa por C y es paralela a la recta que pasa por Ay
por B.

Sea r la recta que buscamos. Como r es paralela a la recta que pasa por A y por B, tiene
como vector director V= AB=(5-1,-3-1)=(4,-4)~ (1, 1).

X = a;+vt
., yy 1 1 :
— La ecuacion paramétrica de una recta es de la forma , siendo
y = a,+v,t
(a,,a,) un punto y (v,,v,) un vector director. Luego la ecuacion paramétrica de la
X = 4+t

rectares .
y = 2-t



26.

27.

28.

29.

. : X—a -a, .
— La ecuacion continua de una recta es de la forma LS9 , siendo (a, ,az) un

Vi \Z

punto y (V1 ,Vz) un vector director. Luego la ecuacion continua de la recta r es
x—4 y-2

1 -1

Hallar la ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto A (3,4) y es paralela a
la recta 3x+2y+3=0.

La recta que queremos es paralela a la recta 3x+2y+3 =0, por tanto, tiene su vector
director: v(-2,3).

La ecuacion vectorial de una recta es de la forma (x,y)=(a,,a,)+t(v,,v,), siendo
(a,,a,) un punto y (v,,v,) un vector director de la misma. Por tanto, la ecuacion
vectorial de la recta que nos piden es (x,y)=(3,4)+(-2,3)t.

X 1+ 30
Halla la ecuacion general de una recta paralela a r: { 35 Yy que pasa por
y p— p—

A(4,3).

Sea s la recta que nos piden. Como s es paralela a r, s=7 (3,—5). Por tanto,

s:5(x—4)+3(y-3)=0;s:5x+3y-29=0.

Halla unas ecuaciones paramétricas de la perpendicular trazada desde el punto
A(— 2,5) alarectar: (x,y) = (8,— 3)+ ?»(5,1).

Sea s la recta que nos piden.

La recta r tiene como vector director f(S,l), que es perpendicular al vector §(—1,5). Por
X = —2-A

tanto, la ecuacidon paramétrica de larectas es s: .
y = 5451

Halla la ecuacion de la recta paralela a r : 3x+ 6y + 5 = 0 que tenga de ordenada en
el origen -2.

Sea s la recta buscada. Como es paralela a la recta r tiene la misma pendiente. Veamos que
pendiente tiene r. Para ello escribimos su ecuacion explicita:

r:6y=-3x-35; r:—lx—i.
2 6



. . 1 . . .
Luego s tiene pendiente —3 y ordenada en el origen —2, luego tiene como ecuacion

explicita s : —%x -2.

30. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (— 2,3) y es paralela al eje OY.

Las rectas paralelas al eje OY tienen como ecuacién x =a, siendo a cualquier nimero
real. Como la recta pasa por el punto (— 2,3), tenemos que su ecuaciones r:x =—2.

31. Halla la ecuacion general de la recta s paralela a la de ecuacion —2x+y+8 =0y que

3
pase por B(Z’Zj .

Como s es paralela a la recta de ecuacion 2x+y+8=0, es de la forma
s:—2x+y+k =0, con k un nimero real.

Ademas sabemos que B € s, luego —2‘2+%+k:0 — k:%.

Luego s:—2x+y+%=0,olo que es lo mismo, s: —8x+4y+13=0.

X = —2+5a
32.Ecuacion de una recta paralela y una perpendicular a la recta r :{ 3
y = -—Qa
por el punto S (— 1 ,1).
t=(5,-1)L(1,5).
x = —-1+5a
Recta paralela a r por el punto S:
y = l-a
_ x = —-l4+a
Recta perpendicular a r por el punto S: .
y = 1+5a
¥ . x+4 y-1
33. Ecuacion de una recta paralela y una perpendicular a la recta s : =>—— por el

punto Q(I,O).
s=(3,-4)L1(4,3).

Resta paralela a s por Q: XT_I = L4



34.

3s.

36.

37.

Recta perpendicular a s por Q: XT_I =7

Ecuacion de una paralela y una perpendicular a la recta t:2x—y—-7=0 por el
punto M(l,—4).

t=(1,2) L(-2,1).
Recta paralela a t por el punto M: —2(X—1)+1(y+4)=0; -2x+y+6=0.

Recta perpendicular a t por el punto M: —1(x—1)—2(y+4)=0; -x—-2y-7=0;
x+2y+7=0.

2
Ecuacion de la paralela a la recta y = gx —7 por el punto N(O,l).
. . . 2 .
La ecuacion explicita de la recta pedida es de la forma y = gx +n, por tener la misma

pendiente que la recta y = %x -7.
2
Como pasa por el punto N, tenemos que 1 = 5 ‘O+n;n=1.

. 2
Luego la recta que se pide es y = gx +1.

,Son perpendiculares las rectas r y s en cada uno de los casos siguientes?:
a) r:2x+y-1=0 s:x—2y+3=0
b) r:3x+4y+4=90 s:d4x+3y-1=0
¢) r:x—-y+2=0 $:3x+3y-1=0

a) 7(-1,2)ys(2,1). 7-§=(~1,2)-(2,1)=—2+2=0— ry s son perpendiculares.

b) 7(-4,3) y §5(-3,4). 7-5=(-4,3)-(-3,4)=12+12=24#0— r y s no son
perpendiculares.

¢) 7(1,1)y5(-3,3). 7-5§=(1,1)-(-3,3)=-3+3 =0 — ry s son perpendiculares.

Calcular m para que las rectas r:y=-3x+1, s:mx+2y—-3=0 sean
perpendiculares.



Las rectas r y s son perpendiculares si lo son sus vectores directores, es decir, si

(-1,3)-(-2,m)=0; 2+3m=0; m=-2.

2

38. Hallar las ecuaciones de las rectas que se indican:

a) Perpendicular por A (1,1) alarectar:3x+2y—-8=0.
b) Perpendicular por B (— 2,0) alarectas:x—-y+2=0.
¢) Perpendicular por C (4,3) alarecta t:y=-3x+4.

a) Sear’ larecta buscada.

r(-2,3) L7(3,2).
r':—2(x—1)+3(y—1):0; r':-2x+3y-1=0.

b) Sea s’ la recta buscada.

s(L)Ls(,-1).
s 1(x +2)+1(y-0)=0; s:x+y+2=0.

¢) Seat’ larecta buscada.

t:y=-3x+4>t:3x+y-4=0; t(-1,3) L 1'(3,1).
t:—1(x—4)+3(y-3)=0; t:—x+3y-5=0

T-

S

=0:

39.Sea el triangulo de vértices A(l,l), B(4,6) y C(7,2). Las paralelas por cada

vértice al lado opuesto determinan un triangulo A'B'C'. Calcular las coordenadas de
los vértices del triangulo A'B'C".

GRAFICA: Hacer el dibujo asi: representar A, B y C en un sistema de referencia. Llamar
r a la recta que pasa por A, s a la recta que pasa por B y t a la recta que pasa por C.
Llamamos A’ al punto de corte de las rectas s y t, B’ al punto de corte de las rectasry ty
C’ al punto de corte de las rectas ry s.

Sea r la recta que pasa por A y es paralela al lado BC.
T=BC=(7-4,2-6)=(3,-4).
r:4(x-1)+3(y-1)=0;r:4x+3y-7=0.

Sea s la recta que pasa por B y es paralela al lado AC.
s=AC=(7-1,2-1)=(6.1).
s:—1(x—4)+6(y—6)=0; s:—x +6y—32=0.

Sea t la recta que pasa por C y es paralela al lado AB.
t=AB=(4-1,6-1)=(3,5).
t:=5(x-7)+3(y=2)=0; t: -5x +3y+29 =0.

Sea A'=snNt.



-X+6y—-32
-5x+3y+29

o

Despejamos en la primera ecuacion: x = 6y —32.

Sustituimos en la segunda: —5(6y—32)+3y+29=0; -30y+160+3y+29=0;

189
—27y=-189; y=—-=7.
y y 27

Luego x=6-7-32=10.

Y por tanto, A'(10,7).

— Sea B'=rnt.
4x+3y-7 =0
-5x+3y+29 = 0

Restamos ambas ecuaciones: 9x —36=0; x = 3; =4,

Sustituimos en la primera ecuacion: 4-4+3y—-7=0; 3y+9=0; y= —% =-3.

Luego B' (4,— 3).

— Sea C'=rns.
4x+3y-7 = 0
—Xx+6y-32 = 0

Despejamos en la segunda ecuacion: x = 6y —32.

Sustituimos en la primera ecuacion: 4(6y - 32)+ 3y—-7=0; 24y—-128+3y—-7=0;

135
27y-135=0; y=——=5.
y y 27

Luego x=6-5-32=-2.

Y por tanto, C'(-2,5).

40. La recta que pasa por M(2,3) y es paralela a la recta y =3x+1 determina con los
ejes coordenados un triangulo. Hallar su area.

Como la recta es paralela a la y =3x+1, tiene la misma pendiente, es decir, la ecuacion

delarectaserda r:y=3x+Db.



41.

42.

Como Mer;3=3-2+Db; b=-3.
Luego la ecuacion explicitade larectaes r:y =3x —3.

Para calcular el 4rea que determina con los ejes coordenados, escribimos su ecuacion en

forma segmentaria: r:3x-y=3; r:x—%:l. Luego r determina con los ejes

coordenados segmentos de longitud 1 y 3, y por tanto, el area del tridngulo determinado es

Szgzl,Suz.
2

Una recta corta a los ejes de coordenadas en los puntos A(8,0) y B(O,S). Hallar la
ecuacion de la recta perpendicular a AB que pasa por el punto de interseccion de las

rectas 4x—-3y+6=0y 2x+y-12=0.
Sea r la recta pedida:

Vector director de r: AB(~8,5) L 7(5,8).

. 4x -3y +6 0
Calculo de un punto de 1: .
2x+y—12 0

Despejamos en la segunda ecuacion: y =12 —2x.

Sustituimos en la primera ecuacion: 4x —3(12-2x)+6=0; 4x-36+6x+6=0;
10x=30; x=3.

Por tanto, y=12-2-3=6.

Luego P(3,6).

Luego la recta r tiene ecuacion: r: 8(x —3)—5(y— 6)=0;1r:8x—-5y+6=0.

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas
5x—-2y=8y 4x+9y =17 y es perpendicular a la bisectriz del segundo cuadrante.
Vamos a calcular el punto de interseccion de las rectas dadas. Para ello, resolvemos el

5x-2y = 8
4x+9y = 17|

sistema:

. . .y 8+ 2y
Despejamos en la primera ecuacion: x = .

Sustituimos en la segunda ecuaciéon: 4 - % +9y=17; 32+8y+45y =85; 53y =153;

y=1.



8+2-1

Por tanto, x = 2.

Luego P(2,1).

Como la recta que nos piden es perpendicular a la bisectriz del segundo cuadrante, tiene la
direccion de la bisectriz del primer cuadrante, es decir, T (1 , 1).

Portanto,r:l(x—2)—1(y—1):0;r:x—y—I:O.

43.Se sabe que la recta r : 3x + 2y — 8 = 0 es perpendicular a la recta s:ax+2y+c¢=0,
y que esta ultima pasa por el punto P (3 ,5). Calcular ay c.
Primera condicion: rls — T1ls — r1r-s=0; (—2,3)-(—2,3)20; 4+3a=0;

a=——.
3

Segunda condiciéon: Pes — —%-3+2-5+c=0; —4+10+c=0; c=-6.

Luego a=—§y c=-06.

44.Las dos rectas r:3x—-my—-5=0 y s:2x+ny—7=0 son perpendiculares.
Determinar m y n sabiendo ademas que la segunda pasa por M (2 = 1) .

— 1ls—>7§=0->(m,3):(-n,2)=0 > -—mn+6=0 (*).
- Mes—>2-24+n-(-)-7=0 >-n-3=0—>n=-3.
Sustituyendo en (*): —m-(-3)+6=0;3m+6=0; m=-2.
45.Determina los valores de a y b sabiendo que las rectas r:ax-2y=0 y

s :bx+ 6y =5, sabiendo que son perpendiculares y que la primera pasa por el punto
N(2,3).

Comorls;T-§=0;(2,a):(-6,b)=0; —12+ab=0.
Como Ner;a-2-2:-3=0;a=3.

Luego —12+3-b=0; b=4.



46. Determina los valores de a y b para que las rectas r:ax+by—-1=0 vy
s :2x -3y + 4 =0 sean paralelas y que la primera pase por el punto P (1 , 1) .

Como ry s son paralelas, % = % ; —3a=2b.

Como Per;a-1+b-1-1=0;a+b=1.

Luego tenemos que resolver el sistema de ecuaciones

—-3a = 2b
a+b = 1|

Despejamos en la segunda ecuacién: a =1-b.
Sustituimos en la primera ecuacioén: — 3(1 - b) =2b; -3+3b=2b; b=3.
Y por tanto, a=1-3=-2.

47.Hallar las coordenadas del pie de la perpendicular trazada desde el origen de
coordenadas a la recta r : 5x+2y—-58=0.

— Calculamos la ecuacion de la recta r’ que pasa por el origen de coordenadas O (0,0) y

es perpendicular a r:
t(-2,5) L 7(5,2). Por tanto, r': —2(x —0)+5(y—0)=0; r': -2x + 5y = 0.
— El pie de la perpendicular trazada desde el origena larectares P=rnr':

Sx+2y-58 = 0
-2x4+5y =0

. . 5
Despejamos en la segunda ecuacion: x = 7},

Sustituimos en la primera ecuacion: 5-5?y+2y—58:0; 25y+4y—-116=0;
116

:_:4

Y 29

Por tanto, x =%:10.

Luego P (10,4).

48. Hallar la proyeccion del punto P (0,— 5) sobre larecta r : 3x+5y—-9=0.

— Calculamos la recta s que es perpendicular a r y que pasa por el punto P:

t(-5,3)L5(3,5).



s:-5(x=0)+3(y+5)=0; s:-5x +3y+15=0.

— Laproyeccién de P sobreres P'=rns:

3x+5y-9 0
—5x+3y+15 = 0]

Despejamos en la 1? ecuaciéon: x = &

Sustituimos en la 2* ecuacion: —5-9_35y+3y+15=0; —-45+25y+9y+45=0;
36y=0; y=0.

9—5-0:3_

Por tanto, x =

Luego P'(3,0).

49. Hallar el simétrico del punto A (2,3) respecto de larecta r:x+y—5=0. Después,
calcula el simétrico del punto B (5,2) respecto de la misma recta.

(Aestaenlarectar?. 2+3-5=0, que es cierto, por tanto, A estd en la recta r, luego A
coincide con su simétrico, es decir, A'= A = (2 , 3).

(Bestaenlarectar?. 5+2-5=2=0,luego Bnoestaenr.
Para calcular el simétrico de B respecto de la recta r (B”) seguimos los siguientes pasos:

1° Calculamos la ecuacién de la recta s que pasa por B v es perpendicular a la recta r:

F(=1,1) Ls(1,1).
s:—1(x=5)+1(y=2)=0; s:—x+y+3=0.

2° Calculamos del pie de la perpendicular ar desde B (P =rs):

x+y-5 0
—x+y+3 = 0]’
Sumamos ambas ecuaciones: 2y —2=0; y=1.
Sustituimos en la primera ecuacion: x+1-5=0; x =4.

Luego P(4,1).

3° Aplicamos que P es el punto medio del segmento BB’:

Sea B'(b',,b, ).



(4,1)=P =pm.BB'= [5 +2b : %) de donde:

5+Db'

4=2""1 5 =3,

24b'
j==%

2 5b,=0.

Luego B'(3,0).

50. Hallar las longitudes de los lados del cuadrilitero de vértices A(2,2), B (7,3),
c(5,8), D(-2,6).

En una gréafica podemos observar que ABCD es un cuadrilatero.

d(A.B)=|AB|=|(7-2.3-2) =|(5.1 =5 +1* = 26.
d(B,C)=[B{ =[(5-7.8-3) =[(-2,5) = {(-2)* +5* =429
d(C,D)=|CD|=|(-2-5,6-8) =|(- 7.-2) = {(-7)* +(-2)* =+/53.
d(D,A)=|DA|=|2-(-2),2-6) =[(4,-4) = /4> +(-4)* =32 =442

51.Sean M y N los puntos medios de los lados opuestos AB y CD del cuadrilatero del
ejercicio anterior. Hallar la longitud del segmento MN.

M=p.m.AB= ﬂ,ﬂ = 22 yN meD 5_2,ﬁ = §’7 .
2 2 2°2 2 2 2

d(M,N)=|MN| = ‘(3—% 7—% _[-3,2]=|=3 \/ “7 \/1%

52. Calcula la distancia del punto A (3, 2) a la recta r en los casos siguientes:

1+ 2t ¢) r:3x+4y-5=90
2—t

a) r:y=3x-2 X
b) r:
y

a) La recta r estd escrita en forma explicita. La escribimos en forma general:

3-3-2-2 5 o
3T+ (=17 \/_ 2

b) Como r esta en forma paramétrica, observamos que P(1,2) es un punto de r y
v(2,-1) su vector director. Por tanto, la ecuacion general de r es
r:l(x—1)+2(y—2):0; r:x+2y-5=0.

r:3x—y—-2=0. Por tanto, dAr



B+2-2-5 245

mfs

_p-3+4-2-5

V3? + 47 5

Luegod(A,r)=

¢) d(A,r)

53.Se dan los puntos A(— 1,12) y B(9,28) y se determinan las coordenadas del punto

A’ simétrico de A respecto del eje de abscisas y las del punto B’ simétrico del B
respecto del eje de ordenadas. Se pide:

a) Las ecuaciones de las rectas AB’ y A’B.
b) Las coordenadas del punto C en que se cortan ambas rectas.
¢) Hallar la distancia del punto C a la recta AB.

a) Las coordenadas de A’ y B’ son: A'(-1,—12) y B'(-9,28).

- Sear larecta que pasa por A 'y por B’:
f=AB'=(-9+1,28-12)=(-8,16)~(~1,2).
r:2(x+1)+1(y-12)=0; r:2x +y-10=0.

- Seaslarecta que pasa por A’ y por B.
S=A'B=(9+1,28+12)=(10,40) =~ (1,4).
s:4(x+1)-1(y+12)=0; s:4x—y-8=0.

b) C=rns. Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de las rectas ry s:
0
of

Sumamos ambas ecuaciones: 6x —18=0; x = 3.
Sustituimos en la primera ecuacion: 2-3+y—-10=0; y=4.

2x+y—10
4x—-y—28

Luego C(3,4).

¢) Seatlarecta que pasa por A y por B.

t=AB=(9+1,28-12)=(10,16)~(5,8).
t:8(x+1)=5(y—12)=0; t:8x -5y +68=0.

8-3-5-4+68| 72/89

mrw

d(C,t)= u=~7,63u

54.Dados el punto P(2,7) y el Q(I,Z), hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por
P y distan S unidades del Q.



Sea r: y =mx +n la ecuacion de la recta que nos piden.

ComorpasaporP, 7=2m+n —>n=7-2m.

Por tanto, la recta es de la forma y =mx+7—-2m,obien, r :mx—-y+7-2m=0.

_|m—2+7—2m|_|—m+5|_
Jm2 e * Amie1
—m+5=45Vm’ +1 (¥); (—m+5)2:(i5\/m2+l)z; m2+25—10m=25(m2+1);
m? +25-10m = 25m’ +25; 24m” +10m =0; m(24m +10)=0. Luego m=0 6
5

24m+10 =0, es decir, m:—E.

Como r dista 5 unidades de Q, 5=d(Q,r)

(Si comprobamos ambos resultados en la ecuacién irracional (*), vemos que los dos son
resultados validos).

Por tanto, tenemos dos posibles soluciones para la recta r:

Sim=0->r:y=7.

Si m=—i —>r':y=—ix+7—2- _3 —>r':y=—ix+ﬂ.
12 12 12

55. Hallar la ecuacion de una recta que pase por el punto A(Z,Z) de manera que diste 5
unidades del punto B (— 1, 6).

Sea r la recta que nos piden en su forma explicita: r:y=mx+n.
Como Aer—>2=2m+n; n=2-2m.

Como d(B,r) =5 yren su forma general es r: mx —y +n =0, tenemos que

MzS; —m-6+n=15Vm’ +1; —-m-6+2-2m=15vm’ +1;

m® +(=1)°
~3m-4=45vVm’ +1; (-3m—4) =(¢5\/m2 +1)Z; 9m? +16+24m = 25(m’ +1);

Im’ +16+24m =25m* +25; 16m* —24m+9=0;

3 244424 -4-16-9 24 3

m _—=

2-16 3 4

Y por tanto, n:2—2-§; n:l.
4 2



Luego larectaes r: —§x+l
: RS

56. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por A(3,1) y equidista de los puntos B(7 ,4)
yC (9 ’— 6). (Hay dos soluciones).
Sea r la recta que nos piden, su ecuacion en forma explicita serd r: y =mx+n.
Como Aer,1=3m+n—>n=1-3m. (¥)

Por tanto, la ecuacibn de la recta serd de la forma r:mx—-y+n=0;
rrmx—-y+1-3m=0.

Como  d(B,r)=d(C.r) tenemos  que |7m—4+1—3m|=|9m+6+1—3m|;

m’ +(=1)° m’ +(=1)°

[4m—3|=|6m +7|; 4m -3 =+(6m+7).
Luego tenemos dos posibilidades:
1Y) 4m-3=6m+7; -2m=10; m=-5.

Sustituyendo en (*), n =1-3(~5)=16.

Entonces, la recta tiene por ecuacion r:y =—-5x +16.

. 2

2 dm -3 =-6m—-7; 10m =—4; m:—g.

Sustituyendo en (*), n=1- 3(— gj = 1+g = E

5 5 5
2 11

Y por tanto, la recta también puede serla r:y = 3 X + 5

57.Hallar las coordenadas de los puntos situados en la recta s:x+3y—-3=0 y que
disten 2 unidades de la recta r : 4x—3y+9=0.

Sea P(x,y) un punto de la recta s tal que d(P,r)=2.
Como Pes—»>x+3y-3=0.

[4x =3y +9| . [4x =3y +9| .

oy ; J4x =3y +9/=10;

Como d(P,r)=2
4x -3y +9==10.

Por tanto, tenemos dos posibilidades:



1oy AX =3y H9 10}

x+3y-3 0

Despejamos en la 2* ecuacion: x =3 —3y.
Sustituimos en la 1* ecuaciéon: 4(3-3y)-3y+9=10; 12-12y-3y+9=10;
11

1Sy =—11: y=—.
Y Y715

Por tanto, x:3—3-£=3—2=£.

15 5 5
Luego P i,ﬂ .
515

a

4x-3y+9 = -10
x+3y-3 = 0

Despejamos en la 2 ecuacion: x =3 —3y.

Sustituimos en la 1* ecuacion: 4(3—3y)—3y+9:—10; 12-12y-3y+9=-10;

31
—15y=-31;, y=—.
Y T
Portanto,x=3—3~£=3—2=—ﬁ.
15 5 5
Luego P'(—E,ﬂj.
515

Los puntos P (i,ﬂ

y P! —E,ﬂ son las dos soluciones del problema.
515 15

5

58. Halla el area del triangulo de vértices 0(0,0), A(4,7) y B(— 3,5).

S base - altura
—

base =d(0,A)=|OA| =|(4,7) = 4> +7* =65
Sea a la recta que pasapor Oy A:

a=0A=(4,7).
a:-7(x—0)+4(y-0)=0; a:-7x+4y=0.



-7(=3)+4-5 _ 4

altura =d(B,a) = m Jos

base - altura ves: Jes 41

Por tanto, S =
2 2 2

59. Hallar el area de cada uno de los triangulos que tienen un vértice en el origen de
coordenadas y los otros dos en:

a) A(4,6)y B(2,6).
b) A(5,—11)y B(4,-6).

. base - altura
Area=——

a)
base = d(A,B) =|AB| =|(-2,0) = 2.

altura = d(O , r) , siendo O el origen de coordenadas y r la recta que pasa por A y por B:
r:2(y-6)=0;r:y-6=0.

-9 _

altura = d(0,r) = 6.

base - altura _2:6
2 2

’ 2
Por tanto, area = 6u”.

b)

base = d(A,B)=|AB| = |(-1,5)] =/(-1)* +5> =~/26.

altura = d(O,r), siendo O el origen de coordenadas y r la recta que pasa por A 'y por B:
r:5(x-5)+1(y+11)=0; r:5x +y—14=0.

5-0+0-14/ 14

o sterr a6

altura = d (0, 1)

— 14
base - altura 26

Por tanto, area = =7u’.

2 2

60. Hallar el punto de la recta 2x—4y =1 que con el origen de coordenadas y el punto
(- 4,0) determine un triangulo de drea 3 u’.



Sean 0(0,0), A(~4,0) y B el punto de la recta r:2x —4y =1 que es el tercer vértice del
triangulo.

La base del triangulo es b=d(0,A) = ‘OA‘ = ‘(—4,0)‘ =4,

Como el area del triangulo es de 3 u’, tenemos que Area =b;h =3. Luego % =3y

3
por tanto h = 5 u.

Luego podemos afirmar que B(x , y) es un punto de la recta r:2x —4y =1 que dista 3 u
de la recta que pasa por O y por A, es decir, del eje de abscisas, cuya ecuacion es
M3

OX:y =0,y por tanto d(B,OX)—T E—>y=i%.

Tenemos dos posibilidades:

YT

— N | W

2x -4y =

Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda: 2x —4 - % =1; x= %

Luego B(Z,é} .

2°2
_ 3
2 7 2L
2x—4y = 1
. . . 3 5
Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda: 2x —4 - (— EJ =1; x= 5

Luego B'[—é,é).
22

Tenemos dos soluciones para el problema: B(%,%) y B'(—%,%) .

61.Dos lados de un cuadrado tienen por ecuaciones 2x—-3y+4=0y 6x—-9y-31=0.
Hallar su area.



62.

63.

Sean r:2x-3y+4=0 y s:6x—-9y—-31=0 las rectas que contienen a dos lados del

2
cuadrado. Observamos que o = 5 por lo que las rectas r y s son paralelas. Por tanto, el

lado del cuadrado, 1, es la distancia entre las dos rectas, es decir, 1 =d(r, s).
SeaPunpuntoder: x=1->2-3y+4=0—>y=2. P(l,2).
C|61-9-2-31 43

(9?7

43 jz 1.849
= u

1=d(r,s)=d(P,s)

~1580u’.

Ji17) 117

Area del cuadrado = 1% = (

Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por las rectas
r:5x+12y-7=0,s:4x+3y+1=0.

Los puntos de la bisectriz de un angulo son los puntos que equidistan de los lados del
angulo. Por tanto, P(x, y) es un punto de una bisectriz si d(P,r) = d(P,s).

5x+12y 7] [4x+3y+1 Sx+12y -7 [4x+3y+1]
V5122 a3 13 507
Sx+12y -7 _+4x+3y+1

3 5

d(P,r)=d(P,s);

Primera bisetriz:

Sx+12y-7  4x+3y+1

3 ;0 25x+60y—35=52x+39y+13; —-27x+21ly—-48=0;
O9x-T7y+16=0.
Segunda bisetriz:

5”1?_7 Yl s 60y —35=—52x—30y—13: 77X +99y—22=0:

Tx+9y—-2=0.

Halla las bisectrices de los angulos formados por los siguientes pares de rectas:

a) r:8x+6y—-5=0; s:5x-12y=90
b) r:3x+4y—-1=0; s:5x+12y—-2=0.

La bisectriz de un angulo es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de sus lados,
es decir, si P(x,y) es un punto de una bisectriz, entonces d(P,r) = d(P,s).



a) d(P,r)=d(P,s) — Bx+6y-5| _[5x—12y] = Bx+6y-3 [Sx-12y
’ ’ V86 57 +(-12)2 10 13

8x +160y =3 =+ oX 1—312y , de donde obtenemos las ecuaciones de las dos bisectrices:

— Primera  bisectriz: 8x +6y -3 = ox —12y ;0 104x +78y—65=50x—-120y;

10 13

54x +198y - 65=0.

— Segunda bisectriz: 8x+160y—5=_5x1—312y; 104x + 78y — 65 = —=50x + 120y ;
154x —42y—-65=0,
3x+4y—1 |5x+12y-2 3x+4y—-1 |5x+12y-2
b) d(P,r):d(P,s) —>| Y |=| Y |; | Y |=| Y ;
V3P4t 574127 5 13
3x+:y—1:i5x+i§y—2’ de donde obtenemos las ecuaciones de las dos
bisectrices:
_ Primera bisetriz: 3”:"7_1:5“1?_2; 39x 452y —13 = 25x + 60y — 10 ;

14x -8y —-3=0.
3x+4y-1_ 5x+12y-2

; 64x +112y—-23=0.
13

— Segunda bisectriz:

64.Halla las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por la recta
r:3x—4y—3 =0 con el eje de abscisas.

OX:y=0.
La bisectriz de un angulo es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los lados:

Si P(x,y) es un punto de una bisectriz entonces d(P,r)=d(P,0X);
px-4y-3 |y .|3X—4y—3|:|.3x—4y—3

= ; ; =zy.
Y3 +(=4)? V0P +1? 5 5

Tenemos dos posibilidades, que van a dar lugar a las ecuaciones de las dos bisectrices:

Primera bisetriz: 3X_;ﬁzy; 3x-4y—-3=5y;3x-9y-3=0; x-3y—-1=0.

Segunda bisectriz: 3X;;'y_?)=—y; 3x-4y-3=-5y; 3x+y-3=0.



65. Sea el triangulo ABC de vértices A (5,2), B (7,4) yC (0,— 6). Se pide:

a) Ecuaciones de las medianas del triangulo.

b) Hallar las coordenadas del punto G de interseccion de las medianas
correspondientes a los vértices A y B y comprobar que la otra mediana pasa
también por el punto G.

— La mediana de vértice A (m, ) es la recta que pasa por el punto A y por el punto

medio del lado BC: A'=p.m.BC = (7—;0,%) = (%,— lj.

_ - 7 3
m, =AA'=|—-5,-1-2|=|—-—=,-3|=(1,2).
! (2 j ( 2 ] 42
m, :—2(x-5)+1(y-2)=0; m, : 2x+y+8=0.
— La mediana de vértice B (my) es la recta que pasa por el punto B y por el punto

medio del lado AC: B'=p.m. AC = (%,?J = (%,— 2}.

. = (5 9
m, =BB'=| —-7,-2-4|=|-—,-6|=(3,4).
’ (2 J [ 2 J &4)
my 1 —4(x=7)+3(y-4)=0; m, : 4x+3y+16=0.
— La mediana de vértice C (m) es la recta que pasa por el punto C y por el punto
medio del lado AB: C'=p.m.AB = (%,2—;‘] =(6,3).

e =CC'=(6-0,3-(-6))=(6,9)~(2.3).
me:=3(x=0)+2(y+6)=0; m.:-3x+2y+12=0.

— Calculamos el punto G=m, Nmy:

)

Despejamos en la primera ecuacion: y = 2x —8.

2x —y-38
4x -3y -16

Sustituimos en la segunda ecuacion: 4x—3(2x—8)—16:0; 4x —6x+24-16=0;
-2x+8=0; x=4.

Luego y=2-4-8=0.
Y por tanto G (4,0).

- (Gem
Comprobamos que G (4,0) verifica la ecuacion m.:-3x+2y+12=0:
3:4-2-0-12=0: cierto, luego G em_.+



66. Hallar las coordenadas del ortocentro del triangulo de vértices A (6,3), B (2,1) y
C(8,-7).

Las alturas de un tridngulo se cortan en un Unico punto llamado ortocentro. Por tanto,
basta calcular el punto de corte de dos alturas cualesquiera del tridngulo.

— Laaltura de vértice A (h A) es la recta que pasa por A (6,3) y es perpendicular al lado
BC.
BC=(8-2,-7-1)=(6,-8)~(3,-4) Lh, =(4,3).
h, :=3(x—6)+4(y—3)=0; h, : 3x+4y+6=0.

— La altura de vértice B (hB) es la recta que pasa por B (2,1) y es perpendicular al lado
AC.
AC=(8-6,-7-3)=(2,-10)=(1,-5) Lh, =(5,1).
h,:—1(x=2)+5(y-1)=0; h, : —x +5y -3 =0.

— O=h, nhy:

-3x+4y+6 = 0
—x+5y-3 = 0]’

Despejamos en la segunda ecuacion: x =5y —3.

Sustituimos en la primera ecuacion: —3(5y—3)+ 4y+6=0; —15y+9+4y+6=0;

15
—1ly+15=0; y=—.
y y 1
Luego X=5'1—5—3=£.
11 11
Y por tanto, O E,E .
11 11

67. Halla las coordenadas del ortocentro del triangulo de vértices (2,2), (8,2) y (5,8).

El ortocentro de un tridngulo es el punto de corte de sus alturas:

— La altura de vértice A (h A) es la recta que pasa por A (2,2) y es perpendicular al lado
BC.
BC=(-3,6)~(-1,2) Lh, =(2,1).
h, :1(x-2)-2(y-2)=0; h, :x-2y+2=0.

— La altura de vértice B (hB) es la recta que pasa por B (8,2) y es perpendicular al lado
AC.
AC=(3,6)~(1,2) Lh, =(-2,1).



hy:1(x-8)+2(y-2)=0; h, :x+2y-12=0.

O=h, nhy

x+2y—-12 0

X-2y+2 = 0}

Sumamos ambas ecuaciones: 2x —10=0; x =5.

Sustituimos en la primera ecuacion: 5-2y+2=0; y = % .

Luego 0(5 ,%)

68. Hallar las coordenadas del circuncentro del triangulo de vértices A (2,3), B (4,7) y
c(8,-1).

Las mediatrices de un triangulo se cortan en un Unico punto, llamado circuncentro. Basta
calcular dos mediatrices del tridangulo y calcular su punto de corte.

m

La mediatriz del lado AB (m AB) es la recta perpendicular al segmento AB que pasa
por su punto medio:

P=pm.AB= (#“—7} =(3,5).

2
AB=(4-2,7-3)=(2,4)~(1,2) Lm,, =(-2,1).
m,, :—1(X—3)—2(y—5)=0; m,; :—x—2y+13=0.

La mediatriz del lado AC (m AC) es la recta perpendicular al segmento AC que pasa

por su punto medio.
2+8 3-1
=pmAC=| —,— |=(5,1).
Q-pmac=(22 22 (s
AC=(8-2,-1-3)=(6,-4)~(3,-2) L, =(2,3).
e 3(x=5)+2(y-1)=0; m,.:-3x+2y+13=0.

Ci=m,; "m,.:

-x—-2y+13 0
-3x+2y+13 = 0 (**

Sumando ambas ecuaciones obtenemos:



—4x+26=0; ng.

Sustituyendo en la ecuacion (*):

13 13 13
C L oy 1320 —2y 4220 y=,
Y ) YT

(131
Luego Ci —3,—3 .
2 4
69. Halla el circuncentro del triangulo de vértices A (— 2 ,3), B (0,1) yC (2 ,5).
El circuncentro de un triangulo es el punto de corte de sus mediatrices.

— La mediatriz del lado AB (m AB) es la recta perpendicular al segmento AB que pasa
por su punto medio.

P =p.m.AB=(_2+0,ﬂ) =(-1,2).

2 2
AB=(0-(-2),1-3)=(2,-2)~(1,-1) L m,, = (1,1).
m,, 1(x+1)=1(y=2)=0; m,, :x-y+3=0.

— La mediatriz del lado AC (m,.) es la recta perpendicular al segmento AC que pasa

por su punto medio.

-2+2 345
Q=p.m.AC=( > ,%jz(o,zm).

AC=(2-(-2),5-3)=(4,2)~(2,1) L, =(~1,2).
m,.:2(x-0)+1(y-4)=0; m,.:2x+y-4=0.

- Ci=m,; "m,..
0
0

Sumamos ambas ecuaciones: 3x—1=0; x = E

X—y+3
2x+y—4

. ) 1 1
Sustituimos en la segunda ecuacién: 2 - 3 +y—-4=0;y= ?0 :



Luego Ci 1,2 .
33

70.Halla el baricentro, G, o centro de gravedad del triangulo del ejercicio anterior.

71.

Comprueba que si los vértices de un triangulo tienen coordenadas (x1 ,yl), (x2 ,yz)

y (x 35Y3 ), entonces las coordenadas del baricentro son
G X1-|-X2-|-X3 y1+y2+y3
3 73

El baricentro es el punto de corte de las medianas:

— La mediana del vértice A (m A) es la recta que pasa por A (—2,3) y por el punto
medio del lado BC.

0+2 1+5
A'=pmBC=| ——,—— |=(1,3).
pmpe=[ 2212321

AA'=(1-(-2),3-3)=(3,0)~(1,0).
m, :y—-3=0.

— La mediana del vértice B (mB) es la recta que pasa por B (0,1) y por el punto medio
del lado AC.

B'= p.m.AC = (‘2+2,3L5j =(0,4).

2 72
BB'=(0-0,4-1)=(0,3)~(0,1).
my;:x=0

- G=m, Nmy

4

Resolviendo el sistema, obtenemos que G(0,3).

y-3
X

+X, + +y, +
— Comprobamos que las coordenadas de G son G(Xl Xo TR N 7Y Y3j:

3 ’ 3

3 3 2

G(Xl +X32 +X5 Y, +y32 +y3j=(—2+0+2 3+1+5J=(0’3)'

Las rectas a, b, ¢ de ecuaciones a:5x+y-15=0, b:4x-3y+7=0 vy
c:x+4y—-3=0 determinan un triangulo ABC. Calcular las coordenadas de los
vértices, las alturas del triangulo y su area.

—  El vértice A es el punto de corte de las rectas by c. (A=bnc).



4x -3y +7
Xx+4y-3

0
of
Despejamos en la segunda ecuacion: x =3 —4y.

Sustituimos en la primera ecuacion: 4(3—4y)—3y+7:0; 12-16y—-3y+7=0;
—-19y+19=0; y=1.

Luego x=3-4-1=-1.

Y por tanto A (—1,1).

El vértice B es el punto de corte de las rectasay c. (B=anc).
0

0} '

Despejamos en la segunda ecuacion: x =3 —4y.

Sx+y-—15

x+4y-3

Sustituimos en la primera ecuacion: 5(3—4y)+y—15:0; 15-20y+y—-15=0;
—-19y=0; y=0.

Luego x=3-4-0=3.
Y por tanto, B (3,0).

El vértice C es el punto de corte de las rectasay b. (C=anb).

o

Despejamos en la primera ecuacion: y =15-5x.

Sx+y-15
4x =3y +7

Sustituimos en la segunda ecuacion: 4X—3(15—5X)+7 =0; 4x—-45+15x+7=0;
19x-38=0; x=2.

Luego y=15-5-2=5.
Y por tanto, C (2,5).

La altura de vértice A (h A) es la recta que pasa por A (—l,l) y es perpendicular al
lado BC.



— La altura de vértice B (hB) es la recta que pasa por B (3 , 0) y es perpendicular al lado
AC.

AC b=(3.4)Lh, =(-4.3).
51 -3(x=3)- (—) 0; h,:-3x—4y+9=0.

— La altura de vértice C (hc) es la recta que pasa por C (2 , 5) y es perpendicular al lado

he:—4(x=2)+1(y=5)=0; h.:—4x+y+3=0.

— Para calcular el area del tridngulo calculamos la base y la altura:

base = d(B,C)z‘BC‘ =|(-1,5) = J(=1)> +5% =26 .

|5 +1—15|_ 19

altura = d(A,a) =

2% 12
base - altura J26 _19 .
2 2 2

72.Dado el triangulo de vértices A (2 y— 1), B (3 y— 1) yC (0,5), calcular:
a) Las ecuaciones de las medianas del triangulo.

b) Las ecuaciones de las mediatrices del triangulo.

¢) Las ecuaciones de las alturas del triangulo.

d) El ortocentro.

e) El baricentro.

f) El circuncentro.

g) Elarea.

a)

— La mediana del vértice A (m A) es la recta que pasa por A (2 , —1) y por el punto medio
del lado BC.

A‘:p.m.Bc=(ﬂ,_1+5j=(3,2)

2 7 2 2

AA‘:(E—z,ij =(—l,3J ~(~1,6).
2 2

m, :—6(x-2)-1(y+1)=0; m, : -6x—y+11=0.

— La mediana del vértice B (mB) es la recta que pasa por B (3 ,— 1) y por el punto medio
del lado AC.



b)

240 —-1+5
B'=pmAC=| —, =(1,2).
pmac=(222. 222 1.)

BB'=(1-3,2+1)=(-2,3).
m, :-3(x-3)-2(y+1)=0; my : -3x -2y +7=0.

La mediana del vértice C (mc) es la recta que pasa por C (O, 5) y por el punto medio
del lado AB.

Copmap=| 253 2120 (3 )
2 7 2 2

c@:(i—o,—l—sj =(§,—6j ~(5,-12).
2 2

mg:12(x=0)+5(y-5)=0; m. :12x +5y-25=0.

La mediatriz del lado AB (m AB) es la recta perpendicular al segmento AB que pasa por
su punto medio.

5
C'=pmAB=|=,-1]|.
- (2’ }
AB=(3-2,-1+1)=(1,0) L m,, =(0,1).
5
mAB:—l(x—EJ:O;mAB:2x—5:0.

La mediatriz del lado AC (m AC) es la recta perpendicular al segmento AC que pasa
por su punto medio.

B'=pm.AC=(1,2).
AC=(0-2,5+1)=(-2,6)=(~1,3) Lm,. =(3,1).
m,.:—1(x-1)+3(y-2)=0; m,.:—x+3y-5=0.

La mediatriz del lado BC (ch) es la recta perpendicular al segmento BC que pasa por
su punto medio.

A'=pm.BC= (%,2} .

BC=(0-3,5+1)=(=3,6)~(~1,2) L m,. =(2,1).



d)

m e :—1(x—%j+2(y—2)=o; M e :—X+2y—§:0; My :2x -4y +5=0.

La altura de vértice A (h A) es la recta que pasa por A (2 ,—1) y es perpendicular al

lado BC.
BC~(-1,2) Lh, =(2,1).

h, :=1(x=2)+2(y+1)=0; h, :—x+2y+4=0.

La altura de vértice B (hB) es la recta que pasa por B (3 ,— 1) y es perpendicular al lado

AC.
AC=~(-1,3) Lh, =(3,1).

hy:=1(x=3)+3(y+1)=0; h, : —x+3y+6=0.

La altura de vértice C (hc) es la recta que pasa por C (0 , 5) y es perpendicular al lado

AB.
AB=(1,0)Lh. =(0,1).
h.:=1(x=0)=0; h.:x=0.

O=h, nh.:

-xX+2y+4 0
X =0

Sumando ambas ecuaciones: 2y +4=0; y=-2.
Luego 0(0,-2).

G=m, "my:

—-6x—-y+11 = 0
-3x-2y+7 = 0

Despejamos en la primera ecuacion: y = —-6x +11.

Sustituimos en la segunda ecuacion:

-3x+12x-22+7=0; 9x-15=0; XZIES:%

~3x-2(-6x+11)+7=0;



Por tanto, y:—6~§+11:1.

Luego G[é , IJ .
3
Otra forma de calcular el baricentro:

G

2

_A+B+C _(2+3+0 —1—1+5]_(5 1)

3 3 3 3

f) Ci=m,; "m,.

2x -5 = 0}

x—3y+5 0

. . ., 5
Despejamos en la primera ecuacion: x = 5

Sustituimos en la segunda ecuacion: %— 3y+5=0; -3y + % =0;y=

base - altura
—2 .

base =d(B,C) =[B| =[(3,6) =/(-3)* + 6> =+/45 =3+5.

g) S=

Sea a la recta que pasa por By C:
a=BC=(-3,6)~(-1,2).
a:-2(x-0)-1(y-5)=0; a: 2x-y+5=0.

altura :d(A,a): |_2.2_(_1)+5| = 2

Jear eyt V5
2

base - altura V5 \/__3 s

u-.
2 2

W

Por tanto, S =

73.Se dan los puntos A(0,4), B(4,0) y C(—3,0).
a) Calcula las coordenadas del centro de gravedad, del ortocentro y del

circuncentro.
b) Comprueba que los tres puntos estan alineados.

a)



— FEl centro de gravedad es el baricentro: G(O t4-3 440+ Oj = (1 4j

373
— El ortocentro es el punto de corte de las alturas:

— La altura de vértice A (h,) es la recta que pasa por A (0,4) y es
perpendicular al lado BC.

BC=(-7,0)~(1,0) Lh, =(0,1).
h, :1(x-=0)=0; h, :x=0.

— La altura de vértice B (hB) es la recta que pasa por B (4,0) y es perpendicular al
lado AC.

AC=(-3,-4)~(3,4) Lh, =(-4,3).
h, :3(x-4)+4(y-0)=0; h, :3x +4y-12=0.

- O=h, nhy:

X =0
3x+4y—12 = 0}'
Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda: 4y —12=0; y =3.
Luego 0(0,3).
— El circuncentro es el punto de corte de las mediatrices:

— La mediatriz del lado AB (m AB) es la recta perpendicular al segmento AB que pasa
por su punto medio:

0+4 4+0
P=pmAB=| ——,—— |=1(2,2).
pman=( 24 220) (0.

AB=(4,-4)~(1,-1) Lm,, =(1,1).
m,g :1(X—2)—1(y—2)=0; m,; :Xx—y=0.

— La mediatriz del lado AC (m AC) es la recta perpendicular al segmento AC que
pasa por su punto medio:

0-3 4+0 3
—pmAC=|—2 222 o,
Q=pm (2 2j [2j

AC=(-3,-4)~(3,4) L, =(-4,3).

m, :3[x+%}+4(y—2)=0; m, :3x+4y—%=0; m,.:6x+8y—-7=0.



- Ci=m,; "m,..

X—-y =0
6x+8y-7 = 0
Despejamos en la primera ecuacion: X =y .

Sustituimos en la segunda ecuacion: 6x +8x—-7=0; x = 5
(11
Luego Ci (—,—j.
2°2
1 4 (11 T
b) Hay que comprobar que los puntos G 33/ 0(0,3) y Ci Py estan alineados:

— Sear la recta que pasa por G y por O.
~( 15
GO| ——,— [=(-1,5).
-33)-19
r:5(x—0)+1(y—3)=0;r:5x+y—3=0.
- (Cier?:

1 1 : L.
5-—=+—=-3=0, luego Cier y por tanto los tres puntos estan alineados.
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