4 ECUACIONES Y SISTEMAS

PARA EMPEZAR

1 Indica si las siguientes igualdades son identidades o ecuaciones, y resuelve estas ultimas.

a)x+5+x=1+2x+4 A (x+2)x—2)=x*—4

b) 2x + 3 =25 d 7x+5=10

a) ldentidad ¢) Identidad

b) Ecuacion.2x +3 =25 = 2x=22 = x =11 d) Ecuacion.7x +5=10 = 7x =5 :>x:%

2 Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.

a) 3x*-75=0 b) 5x) —4x =0 )2x*—4x+4=0

a) X —-75=0=3%=75 = =25 = x==*\/25=*5
x=0

b) 5% —4x=0 =2 x5x—4) =0 = 4
5x—4=0:>x=§

2+\(=2?2—4-1-2 2 +\—4
Q22X —+4=0=xX—-"2+2=0= x= ( 2)_1 = 3 . No tiene solucion real.

3 Comprueba si los valores x = 3, y = 1 forman la solucién del siguiente sistema de ecuaciones.

{3x—2y:7
9% + 5y =0

{3 3-2-1=9-2=7 Los valores no forman la solucion del sistema.

9:34+5-1=27+5=32+#0

4 Averigua la edad a la que murié Diofanto.

Se traduce la informacién al lenguaje algebraico.

Dios hizo que fuera nifio una sexta parte de su vida.

X
6
Afadiendo un doceavo, las mejillas tuvieron la primera barba. 1X—2
Le encendi6 el fuego nupcial después de un séptimo, ;
5

y el quinto afio después de la boda le concedid un hijo.

Pero ay, nifio tardio y desgraciado, en la mitad de la medida de la vida de su padre, X
lo arrebatd la helada tumba. 3
4

Después de consolar su pena cuatro afios con esta ciencia de cdlculo, llegé al término de su vida.

X X X

R R
x Bax _ 14x | Tx 120 420 42 3%
12 81 "8 Tt e e T T

= 84x = 14x + Tx + 12x + 420 + 42x + 336 = 9x = 756 = x = 84.

Sumando las cantidades, se obtiene la ecuacion x = = +

o>

_X X X
X=Fgtg T+ 4=

Diofanto muri6 a la edad de 84 afos. Su infancia duré 14 afios, a los 21 le salié la primera barba, se casé con 33 afios, tuvo un hijo
con 38 afos, el hijo vivié 42 afios y murié cuando el padre tenia 80 afios.



Ecuaciones de segundo grado

4.1

4.2

PARA PRACTICAR

Resuelve las siguientes ecuaciones incompletas.

a) 4x*-36=0 0 3x*-5=0
b) > -x=0 d) 8 +16x=0
Q) 44-36=0=xX-9=0=x=9=x=+\/9==23

x=0

2y — _ —
b) *—x=0= x(x—1) O:{x—1=0:>x=1

Q 3x2—5=0:>3x2=5:>x2=%:>x=i %

d 8 +16x=0=>x¥+2=0 = x(x+2) =

U

o
X+2=0=x= -2

Resuelve las siguientes ecuaciones completas.

a) X>—7x—18=0 d) 2x*-8x—-10=0
b) x> + 5x+ 10 =0 e) x*+4x—-7=0
) 2x*+10x+ 12 =0 f) 100x*> — 400x + 300 = O

TV —41-(-18) 7V +T72 7x\121 71

2 _ — = — 4
a X¥—Ix—18=0= x= 37 - 3 3 3

-5+xV5—-4-1-10 =5*xy-15

b) ¥ +5x+10=0 = x= 71 = 3 . No tiene solucién real.

QO 2¢+10x+12=0=xX+5%+6=0 = x=

21 2 3
4+\[(—4F —4-1-(-5 4+\/36
d 2¢ -8 —-10=0=> ¥ -4x—-5=0>=> x= Ve )2'1 ( ): 2\/—:{_15
4= \E =4 () (7))  —4+\/-12
e) X +4dx—-7=0=x= v 2_(_1() )¢ )= - . No tiene solucién real.

4+\(Ca —4-1-3 4+
f) 1000 — 400x +300 =0 = X — dx+3 =0 = x = (=4 _ \fz{3

2-1 2 1




43

Halla las soluciones de las siguientes ecuaciones.

X 21 47
a) x(x—1)—-x*=x*-2 d)7+x+5_7
— oy 6 +x —2x
b) (x+3)(x—-—1)=x-3 e) 3 273
X+ =
2
x+1 X X
c)x—3_5 f)x+1+x+4_

Y =
a) xx—1)—¥=xX-2=2xX-x—xX=xX-2=0=xX+x—2 =>{X__2
x=0

b) x+3)x—N=x—-3=>xX—-x+3x—-3=x—-3=x+x=0 =>x(x+1):0=>{)(=_1

Q) 1i;=5:>x+1=5(x—3):>16=4x:>x=4

X, 21 47  x(x+5) , 21-7 _ 4Ix+5) ) B s 0g x =44
d) 7+x+5_ 7 = 7(x+5)+7(x+5)_ T = X +5x+147=47x+235 => ¥ —42x— 88 =0 = ‘= -2

6+x  —22 26 +x) 2 12 +2x =2 D B _
© 3 T3~ 3\ T +3 ° 43 mr3 o PEAEmX = x=3

X+ = 2[x + =

2 2
X X x(x + 4) xx + 1) x+ D+ 4)

A P Y PR S P iy Sy P T P S N L N A

= xX=4 = x==*2

Ejercicio resuelto

4.4

4.5

4.6

4.7

Escribe una ecuacion de segundo grado que tenga por soluciones x = -4y x = 3.

La ecuacién sera de la forma P(x) = 0, donde P(x) es un polinomio que tiene por raices —4y 3.
x+4x—3)=0

Operando obtenemos: x* + x — 12 = 0.

Escribe en cada caso una ecuacion de segundo grado que tenga las soluciones indicadas.

a)x=3,x=17 b) x = 5 (doble)

a) x—=3)x—-7=0=>x—-10x+21=0 b) x—52=0=x—-10x+25=0

Factoriza la ecuacion x> — 4x + 3 = 0 sin emplear la férmula de resolucién. Para ello, calcula directamente
las raices teniendo en cuenta que son divisores del término independiente.

Las raices son x = 1, x = 3. La ecuacion factorizada es (x — 1)(x — 3) = 0.

Comprueba que la ecuacion x> — 6mx + 9m* = 0 tiene las soluciones iguales para cualquier valor m.

6m = \/(—6mP —4-1-9m*  6m = \/36m> — 36m>  6m =
X= 1 = 3 =5 = 3m. La solucién es x = 3m.




PARA APLICAR

Problema resuelto

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

413

Sergio quiere construir un tridngulo rectangulo tal que las medidas de sus lados sean nimeros consecuti-
vos. ;Cudles son estos nimeros?

Si x es la longitud del cateto menor, el otro cateto medira x + 1, y la hipotenusa, x + 2.
Como el triangulo es rectangulo, se debe cumplir el teorema de Pitagoras:

% X+ 2
X+ x+1)72=(x+ 2)?
L+ +x+1=xX+4x+14
X—2%—3=0 X+l
x=-1,x=3

Como una longitud siempre es positiva, la solucién vélida es x = 3. Por tanto, los lados del rectangulo miden 3, 4 y 5 unidades de
longitud.

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo es 2 unidades mayor que el cateto mayor. Este, a su vez, es 2
unidades mayor que el otro cateto. ;Cuanto miden los lados del triangulo?

Llamando x a la longitud del cateto mayor, la hipotenusa serd x + 2 y el cateto menor, x — 2. Debe cumplirse el teorema de
Pitagoras.

x=0

(x+2)2:x2+(x—2)2=>x2+4x+4:x2—4x+4=>0=X2—8x=>{X:8

Como la medida debe ser positiva, el cateto mayor mide 8 unidades, el menor 6 unidades y la hipotenusa 10 unidades.
Un cuadro de forma rectangular tiene 4800 centimetros cuadrados de superficie y un perimetro de 280 cen-

timetros. ;Cudl es la medida de los lados?

El semiperimetro mide 140 cm. Los lados seran x y 140 — x.

X =
El area es el producto de los lados. x(140 — x) = 488 = 0 = x* — 140x + 4800 = {x — 60

Los lados miden 80 y 60 cm.
La edad que tendra Araceli dentro de 6 anos es el cuadrado de la edad que tenia hace 6. ;Cuantos anos
tiene Araceli actualmente?

x=10

Si x es la edad actual de Araceli, x + 6 =(x—6) = ¥ —13x+30=0 = {x= 3

La segunda solucién no tiene sentido, ya que la edad actual no puede ser menor de 6 afios. Por tanto, Araceli tiene 10 afos.
Halla tres nameros impares consecutivos, tales que si al cuadrado del mayor se le restan los cuadrados de
los otros dos, se obtiene como resultado 7.

Los numeros seran x —2, x, x + 2.

2 2y — 92 — 2 _ 2 — x=1
X+2)—x¥-(x—-2=7T= X+8&=7T=>xX—-8&+7 0:)(21

Los niimeros seran 5, 7y 9, 0 —1, 1y 3. Al no especificarse que deban ser naturales, hay dos soluciones posibles.

Se tienen dos cuadrados distintos. La suma de dos lados, uno de cada cuadrado, es de 62 centimetros, y la
suma de sus areas, de 1954 centimetros cuadrados. ;Cudles son sus medidas?

Medidas de los lados: x, 62 — x.

x =135

X+ (62 —x7=1954 = 2X¥ —124x + 1890 =0 = ¥ —62x + 945 =0 = {x=27

Los lados miden 35y 27 cm.



4.14

4.15

Dos grifos permiten llenar una piscina en 6 horas. ;En cuanto tiempo la llena cada uno por separado si el
primer grifo lo hace en 5 horas menos que el segundo?

El primer grifo llena la piscina en t horas, y el sequndo en t + 5 horas.

El primer grifo llena cada hora lt del depésito. El segundo llena cada hora %

1
t+5
t=10

t=-3

6(t + 5) 6t _ t{t +5)

6t(t+5)+6t(t+5)_6t(t+5) = 6t+30+6t=t+5t =

Debe cumplirse que%+ :% =
= t-7t—-30=0 =>{

La solucion negativa no tiene sentido, luego el primer grifo tardaria 10 horas y el segundo 15 horas.

Los alumnos de una clase de 4.° de ESO han decidido enviarse postales durante las vacaciones. Si cada uno
de ellos envia una postal a los demas, y en total se han enviado 56 postales, ; cuantos alumnos son?

Si hay x alumnos, cada uno envia x — 1 postales.

x=28
x(x—1)=56:,xz—x—56=0=>{x:_7

Solo tiene sentido la solucién positiva, 8 alumnos.

Ecuaciones de grado superior a dos

PARA PRACTICAR

Ejercicio resuelto

4.16

417

Resuelve la siguiente ecuaciéon incompleta de grado 4:
x'—256=0

En este tipo de ecuaciones de la forma ax” + b = 0 podemos hallar la solucion despejando x"y después extrayendo la raiz.

X'=256;x = +1/256 = =\/2° = +22 = +4

Resuelve las siguientes ecuaciones incompletas.
a) x> — 100000 =0 c) 2x* = 162
3
b) 2- = 2000 d) x° = 6,4 - 107

a) X —100000=0 = x* = 100000 = 10° = x = 10
3

b) XZ =2000 = x* = 8000 = x = /8000 = 20

) =162 = x¥* =81 = x=+\/81 = +3

d ¥=64—10 = x=+\/6,4-10 = +\/64 - 10° = +1/2°- 10° = +2 - 10 = +20



4.18 Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas.

a) x*—10x*+9=0 d) 3x* — 12x*-15=0
b) x* —25x* + 144 =0 e) 5x' —5x*—60=0
A 2xX*+10x*+12=0 f) 4x* - 37x+9=0
102 —4.1- _ 9
) X106+ 9=0 = 10 (21‘01) 419:10i\/1200 36:10r2\/ﬁ:102isz>{1

X¥=9=x= %3
X=1=x= =1
¥ =16 = x = *4

95,2 -
b) x* — 25x* + 144 0:{X2=9=>X:i3

2

X_
Q) 2¢+10¢ +12=0 :>X4+5X2+6:0:>{x2:—3

. No tiene soluciones reales.

¥=5=x==\/5

d) 2x“+10x2+‘|2=0:>x“+5x2+6=0:>{ ) )
x> = —1 = No tiene soluciones reales.

X =4 = x==*2

2 _

e) 5x4—5x2—60=0:)(4—x2—12=0:{ | .
x> = —3 = No tiene soluciones reales.

2

xX=9
ax* =37x +9=0= ¢, 1
=%

4.19 Escribe una ecuacion bicuadrada cuyas soluciones sean —3, 3, =1y 1.

X+ =3+ NDNx—N=0=K-9K¥-1N=0=x"—-10+9=0

Ejercicio resuelto

4.20 Resuelve la siguiente ecuacion incompleta de grado 6 transformandola en una de segundo grado median-
te un cambio de variable.

X -7 -8=0
Se realiza el cambio de variable: z=x2=x
Se sustituye en la ecuacion: Z2—-72-8=0
Se resuelve la ecuacion: z=82z=—1
Se calculan los valores de x: X$=8x=2
£=-1;x=-1

4.21 Resuelve la siguiente ecuacion incompleta mediante un cambio de variable.

x°+31x°-32=0

{z=1 :x=\5/1_=1
z2=-32 = x=V-32=-2

X'+ 31¢—-32=0 :>522+31z—32=O:>

Z=X



4.22 Resuelve por factorizacion las siguientes ecuaciones.
a) x*—64x*=0 A x—-x'=0
b) x* —16x* =0 d) x*-125x*=0

x=0

— 3 = 33 — =
a) X — 64X =0 = XX — 64) 03{)(3_64:0:})(:4

x=0

— 2 2(y2 =
b) ¥ — 16X =0 = x*(x* — 16) 0:>{X2—16:>X=i4

x=0

0 X5—X4=0:>X4(X—1)=0:>{X:1

_ 3 _ 3(v3 _ _ x=0
d) X —125¢ =0 = X(x 125)—0:{)(:\3/@:5

4.23 Resuelve por factorizacion las siguientes ecuaciones, que tienen al menos una solucién entera.
a)x*+3x*-x—-3=0 QX' —x*—16x*—20x =0
b)6x* + x> —26x—21=0 d) x* — 6x> — 11x*+ 96x — 80=10

a) *+3x¥—x—-3=0= (x+3)x+ 1)x —1) = 0. Soluciones: —3, —1, 1

x=—1

>
Il
W~

3 2 _ _ — 2 _ — =
b) 6 +x —26x =21 =0 = (+N6x' =5 —-21)=0 =1, o 1 _(_

O X—xX—-16—20x=0 = x(d—x¥—16x—20)=0 = xx + 2)(* —3x—10) =0 =
x=0
x= -2

= _5
x2—3x—10=0:>{X:
XxX= =2

x=1
d ¥-6F -1 +9%x—80=0= x—Nx+4Hx—Hx—-5=0= i4_4
x=5

PARA APLICAR
Problema resuelto

4.24 Halla las edades de dos hermanos sabiendo que su producto es 20, y la suma de sus cuadrados, 41.

Como el producto de las edades es 20, si x es una de ellas, la otra es %
Como la suma de sus cuadrados es 41, se puede plantear la siguiente ecuacion.
, . (20 _ 2 _
X+ o =41 = x¥—-41x+400=0
La ecuacion obtenida es bicuadrada, se utiliza el cambio de variable: x’ = z.

Z—41z+400=0
z=252z=16
x=45x= 4

Las edades de los hermanos son 4y 5 afos.



4.25 Calcula las dimensiones de la sala de la figura, sabiendo que se han empleado 300 baldosas para enlosar
el suelo.

El suelo tiene una superficie de 300 - 0,4 = 48 m”. Por tanto, se puede escribir la medida de sus lados como x, %

=64 = x= =8
¥ =36 = x==*6

e 2, (88Y ., 2304 ) _
Por el teorema de Pitagoras, xX* + - =10 = ¥ + 7 =100 = x* —100x* + 2304 =0 =

Solo tienen sentido las longitudes positivas. Los lados de la sala miden 8 y 6 metros.

4.26 Calcula las dimensiones del siguiente tridngulo.

3V10

2 = = +
X2+(X2)Z=(3\/10)2:>x“+x2—90=0:>{xz_g_:x _3. .
x* = —10 = No tiene soluciones reales.

Por ser la medida de un lado, solo tiene sentido la longitud positiva. Los catetos miden 3 y 9 unidades.

4.27 Halla tres nimeros enteros consecutivos tales que su suma sea la quinta parte de su producto.
Como deben ser consecutivos, se pueden escribir como x — 1, x, x + 1.

Xx—NDx+1) X —x
S-S — =>3x——5

Hay tres soluciones posibles: (=1, 0, 1), (3, 4, 5), (=5, —4, —3).

x—1+x+x+1=

x=0
3 _ =
= x — 16x 0:{x2—16=0=>x=—4

4.28 Halla las dimensiones de la jarra de la figura sabiendo que su altura es el triple del didmetro.

El volumen del cilindro es VV = «r’h, donde r es el radio de la base y h la altura del cilindro.

En este caso, h = 3 - 2r = 6r. Como el volumen es de 1 litro (1 dm®), se toman las medidas en decimetros.

Portanto, wP - 6r=1 = r =~ 0,376 dm. El radio de la base mide 0,376 dm y la altura de la jarra mide 2,256 dm.

=on
4.29 Calcula el radio de una esfera cuyo volumen es el cuadruple de su superficie.
Superficie: § = 4w/ Volumen: V = %ma.

Como V=4S = %frrr3 =16m’ = 4 =3-16r = r = 12.El radio mide 12 unidades.
r+0



4.30

Halla las dimensiones de un ortoedro sabiendo que son proporcionales a los nimeros 6, 8 y 10, y que tiene
un volumen de 12960 centimetros cubicos.

Al ser proporcionales a 6, 8 y 10, se podran escribir como 6x, 8x, 10x.

6x - 8x - 10x = 12960 = 480X =12960 = x = 3/% = 3. Las dimensiones son 18, 24 y 30 cm.

Ecuaciones radicales

4.31

4.32

4.33

4.34

PARA PRACTICAR
Eleva al cuadrado los dos miembros de las siguientes ecuaciones tal como se dan. ;Tienen las ecuaciones
obtenidas las mismas soluciones que la ecuacién original?
a) 2x—-8=0 b) x — 5 = 6x

a) 2x —8 =0 = Solucion: x = 4
2x—8=0" = 4 —32x+64=0 = x* — 8 + 16 = 0. Solucién: x = 4 (la misma).

b) x —5=6x = Solucion: x = —1

x= -1

x—=5=@®x) =2 xX¥—10x+25=368 = 35x%+10x—25=0 = 7*+2x—5=0 = [ 5
X==
7

Tiene una solucion mas.

Calcula mentalmente la solucién de las siguientes ecuaciones radicales.
a) Vx+1=4 c)\/%=9 e) Vi3 x+1=7 g)\/)?=9
b) V2x = 6 d) V2x+3=5 f) Vx=8 h) Vx° = 8

a)x =15 Q) x =324 e) x=16 g x= =3
b)x =18 d)x =11 ) x=064 h) x

Resuelve la ecuaciéon Vx + 5 = x — 1.
a) Buscando directamente el nimero desconocido x.

b) Eliminando la raiz.

a) Directamente: se obtiene por tanteo x = 4.
x=14

. i7\/x 75 = x — 5= (x — 1) 2 _ 3y 4 = .
b) Eliminandolaraiz\V/x+5=x—1=x+5=Kx—-1)° = x —-3x—4 0:{)(:—1=>Nocump|e|aecuaCI0n.

Halla, eliminando los radicales, las soluciones de las siguientes ecuaciones.
a) Vx +3=15x—1

b) V2xX* + x + 2 =V2x + 3

¢ 5- \/3XT =0

d) Vox2 — 5 — 3x = —1

A Vx+3=V5x—1=x+3=5(—1= x=1

b) \/2x2+x+2=\/2x+3=>2x2+x+2=2x+3:2x2—x—1=0:{x —1

Q0 5-Vx+1=0=5=V3x+1=25=3x+1=x=8

d V9 —5—3x= —1 = No tiene solucidn, la raiz es positiva y el segundo miembro de la ecuacion es negativo.



4.35 Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) Vx+3+20+x=2x+ 17

b) \V5+4x—-(x—-3)=5

) VA0 — x> + 7x = 4(x + 3)

d 3+2x=2\V/x+1-x

Q) VXT3+204+x=2x+17 > Vx+3=x-3 > x+3=(x-37 = ¥ - Tx+6=0 = {X:1 = No es valida

X=0
b) VB+4x—(x—3)=5=\V5+d=x+2=5+4=X+4+4=x=1=x==*I1

Q VA —xX+Ix=4x+3) = VA0—-xX¥=12-3x=40—-X =144 -T2+ 9% = 10 —72x + 104 =0 =

x=2
= x=%No es valida

x=—1

d 3+2x=2Vx+1—-x=3+3x=2Vx+1 :>9x2+14x+5=0:>[ -5

X=g

4.36 Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) 3x\/2 + 2\/3x + 5 = 35\/2
b) (x— 2V2e —1- X _

X+ 2

a) 32 +2V3x+5=35\/2 = 2\/3x+5=(35 —3x)V2 = 43x + 5 = (35— 3x?-2 =
= 6x+10 = 1225 — 210x + 9% = 9% — 216x + 1215 = 0

x =15 No es valida
=X —2x+135=0 = X=9

3 __
X 0 -V —T-xx—2)=0 =

b) x—2)2x* — 1
x+2 X+2#0

X—2=0=x=2
VX —-1T-x=0=2-1=X>x¥=1> Xi1 .
x = —1 No es valida.

4.37 Encuentra por tanteo el nimero natural x que cumple la siguiente relacion.
V13— x+\Vx=5

Se busca un ntimero tal que (13 — x) y x sean cuadrados perfectos, con x menor que 13. Es facil encontrar la solucion: x = 9
ox =4

4.38 Halla la solucion entera de la siguiente ecuacion.

Vx+3 +\Vax=4

a) Buscando directamente el nimero desconocido x.

b) Eliminando sucesivamente las raices.

a) Por tanteo, x = 1.
b) VX+3+\Vax=4=\Vx+3=4—-\dx = x+3=16+4—8\lx = 8\/dx=3x+ 13 =

x=1
:>64-4x=9x2+78x+169:>9x2—178x+169=0:>{ 16
Y=

= Tg No es valida



4.39 Resuelve las siguientes ecuaciones con dos radicales.
a) Vx —\Vx+16=-2
b) Vx+3+\Vx—-2=5
) 2\Vx—4+\/2x+26=8

d 4\V/x-5-3\/x+7=-4
a) \/——\/x+1 =—2:>\/)—(+2=‘\/x+16:>x+4+4\/;=x+16:>4W=12:>x=3:>x=9
b) Vx+3+Vx—2=5=x+3+x—-2+2Vx+3)x—2)=25=2VX+x—-6=24—2x =

S VEeE+HX—6=12—x=>xX+x—6=144 —24x + X¥* = 25x =150 = x =6

Q) 2VXx—4+\Vx+26=8=\2x+26=8—-2\x—4 = X +26=64+4(x—4) —32\/x—4 =

x=25
x = 229 No es valida

= 32Vx—4=22+2% = 16\/x—4=11+Xz256(x—4)=121+22x+X2:{

d) 4Vx—5-3\x+7=—4=8/x—5=3\x+7—4 = 16x—80=9x+ 63+ 16 — 24\/x + 7 =

= 2\/x +7=—Tx+159 = 24\/x + 7 = —7x + 159 = 576x + 4032 = 49 — 2226x + 25281 =
x=9

= 49¢ — 2802x + 21249 =0 = 2361

X = 19 No es valida

4.40 Reduce los radicales semejantes para obtener una ecuaciéon con solo dos radicales.

VaAx + 20 +3\/2x+ 8=7+\Vx+5 +2\/2\/x + 4

VaX+20 +3\V2x + 8 =T+ \Vx + 5+ 2V2\x + 4 = VA +5) + 3\2x + ) = 7+ Vx + 5+ 2\/2\Vx + 4 =
= 2\ +5+3V2\Vx+4=T+\Vx+5+2V2Vx+4 = \Vx+5=7-V2\/x + 4

Ahora se puede resolver la ecuacion.

\/x+5—7=—\/§‘\/x+4:x+5+49—14 X+5=2x+8 = 46 —x=—-14\/x+5 =

x=4
_ + = + 7) Wy + —
= 2116 — 92x + x 196x + 980 = x 288x + 1136 = 0 = {x= 284 No es valida

4.41 Elimina sucesivamente los tres radicales para encontrar las soluciones de las siguientes ecuaciones.

a) Vx+7+\Vx—-1=2\x+2

b) Vx —4+\Vx+4=2/x—-1

Q) VIx+7-Vx-\1ex-7=0

d) Vox +10 - 2\/x + 3 =\/x — 2

a) \/x+7+\/x—‘|=2\/x+2:>x+7+x—1+2\/m=4x+8:>2\/m=2x+2:>
SV X —T=x+ 1= +6x—T=X+2+1=x=2

b) Vx—d+\Vx+d4=2\x—1=x—4+x+4+20x—-Dx+d) =dx—4=2/¥-16=2%— 4=

SVE-16=x—2=X-16=xX—-4+4=x=5
) V+T - \Vx—VIex—T7=0=Vux+7-\Vx=\16x—T=%+7+x—2\/9¢ + Ix=16x— 7=
=214 -6x=2\/W +Ix=7 - 3=V +Ix=249 —42x+ W =%+ Ix=>x=1

d VX +10—-2Vx+3=\Vx—2=%+10+4x+12 -4/ +37x +30=x— 2= 12x + 24 =
=4/ +37x+30=23x+6 =V +37x+30= 9 +36x+36=9%+37x +30=>x=6




PARA APLICAR
4.42 «Con tu dinero y el mio podriamos comprar un helado. ;Cuanto dinero llevas?», pregunta Maria a su
amiga. «Lo que llevo mas su raiz cuadrada positiva son 30 euros», le contesta.

¢Cuanto dinero lleva la amiga de Maria?

Llamando x al dinero de la amiga, se debe cumplir que x + Vx = 30.
X+Vx=30=1x=30—x=x=900 — 60x + X = x — 61x + 900 = 0 = X=25
- B B B x =36 No es vélida

La amiga lleva 25 euros.

4.43 La edad que tenia Alba hace tres anos es la raiz cuadrada de la que tendra dentro de tres anos.

¢Qué edad tiene Alba actualmente?

Si su edad actual es x, debe cumplirse la ecuacion x — 3 = \V/x + 3.
X=06

— — 2 _ = 2 =
X—3=\Vx+3=2xX—-6x+9=x+3=x—-7x+6 0:>[x=1NoesvéIida

Alba tiene 6 afios.

4.44 Si a un niumero se le suma el doble de su raiz cuadrada, se obtiene 10 veces dicha raiz.

¢Cual es el nimero?

X+ 2Vx=10Vx=x=8\x=x= 64

4.45 Si se calcula la raiz cuadrada de la suma de tres niumeros consecutivos, se obtiene el doble de la raiz cua-
drada del nimero anterior al menor de los tres. Halla dichos niimeros.

Vix—1) +x+ (x+ 1) =2\/x — 2= 3x = 4x — 8 = x = 8. Los nimeros son 7, 8 y 9.

4.46 Calcula el lado de la base del prisma de la figura sabiendo que su volumen es de 4500\/§ centimetros cubi-
cos y que su altura es el triple de dicho lado.

Se calcula primero la apotema de la base en funcion del lado. Usando el teorema de Pitagoras, si el lado es x,

. V3
la apotema sera 5 X

V=Abase.h=P.2J‘h § 77777 —1\

V3

6X'TX
45001/3 = ———— H=>x=1000=x=10

El lado de la base mide 10 cm, la apotema mide 5V/3 em y la altura 30 cm.

Sistemas de ecuaciones de primer grado

PARA PRACTICAR
4.47 Escribe una ecuacion con dos incégnitas de modo que una de sus soluciones sea x = 5, y = —3.

Por ejemplo, x + y = 2
4.48 Escribe un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas cuya Unica soluciéon sea x = 3, y = —3.

Por ejemplo, {X ty=0
X—y==56



4.49 Clasifica los siguientes sistemas de ecuaciones en funcién de sus soluciones.

xX+y=2 7x—y=6

5« +5y =2 ) 14x + 2y = 12
){3x—5y=7 d){2x+y=3

—6x + 10y = —14 y=4
a) Incompatible ¢) Compatible determinado
b) Compatible indeterminado d) Compatible determinado

4.50 La primera ecuaciéon de un sistema de dos ecuaciones es 2x — 3y = 5.

Completa el sistema con otra ecuacion para que sea:

a) Incompatible
b) Compatible indeterminado
¢) Compatible determinado

d) Compatible determinado con solucién x = 1,y = —1
a) Por ejemplo, 2x — 3y =0

b) Por ejemplo, 4x — 6y = 10

c) Porejemplo, 3x + 2y =1

d) Porejemplo,x +y=20

4.51 Encuentra ecuaciones equivalentes a 2x — 5y = 3, en las que el coeficiente de x sea:

a) 8 b) —6 ]
a) 8x— 20y =12 b) —6x+ 15y = —9 9 5X—22_5 :%
4.52 Resuelve graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones.
y=2X—3 b 2X+y=5 3X_y=4
a) y=2X+1 ) 2X—y=3 C) y=3x+4

a) Incompatible

/T
b) Compatible determinado. Solucion: x = 2,y = 1

Y
1

TN

¢) Incompatible




4.53 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por sustitucion.

a){x+3y:7 b{5x—2y=2
Sx -2y =1 4x + 3y =20

) {x+3y=7:>x=7—3y

S5x—2y=1=5(7-3) —2y=1=35- 15—y =1=34=1ly=[y=2|=x=7-3-2=[x=1]

2+ 2y
5

2+ 2y

4x+3y=20:>4< - >+3y=20:>@+%:¥:> Sx= 22 L (=7

S5x—2y=2=x=
b)

4.54 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por reduccion.

){4x+3y=11 b {5x—2y=2
5« -3y =7 4x + 3y = 20

{4x+3y=11 NERSE 515 —6y= 6
a .

5x — 3y = 7 Ax +3y =20 —>5 8x + 6y =40

%  =18=|x=2] 23x  =46=|x=2]
4:2+3y=11=y=1] 5:2-2y= 2=|y=4]

4.55 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones quitando previamente los denominadores.

3x y _
3x =5y =1 . 2 6—1
V1543 323
8 4 2
3x — 5y =1 3x—5/= 1—> 9% —15y= 3
a y{x .y 3 4 3y 18 s B
§+Z_f:>1_+ﬁ_ﬁ=>4x+3y_18—)20X+15y_90 >
29x =93> X=E

{3x—5y=1 . 12x — 20y = 4
ax+3y=18—"25 12x— 9y=-54

_ _ 50
—29y=-50= Y= 59
X _y_ X _ 2y _12 =13 _ ey =
) 4 6—1 > 12—12:9x 2y=12—— 27x — 6y = 36
SX 3y _ 7 _ 5x 6y _ 28 - —
8+4—2:>8+8—8:>5x+6y—28—> 5x + 6y = 28

30 =64=[x=2]=5-2+6y=28=[y=3]



4.56 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones quitando previamente los paréntesis.

){Zx—3(4—y)=6
3(2x — 9) — 5y = -1

){3(2x—1)—5(y+2)=3
2(x + 3y) + 3(y — 4x) = —-10

3 |2x—3(4—y)=6:>2x—12+3y=6:>2x+3y=18—>“3’ —6x— 9y=—54

32x—9) —5y=—-1=6x—27—-5=—-1=6x—5=26—> 6x— 5y= 26

~14y=-28=|y=2|=|x=6]

{3(2x—1)—5(y+2)=3=>6x—3—5y—10=3=>6x—5y:16
2+ 3)) + 3y —4d) = —10=>2x+ 6y + 3y —12x= —10= —10x + 9y = =10

6x — 5= 16— 30x—25y= 80
—10x + 9y = —10 —— —30x + 27y = —30

y= 50=|y=25|=6x-5-25=16=x="3

4.57 Resuelve este sistema de ecuaciones.

s+ 1) — >—Y = 26

5
3(2x—1)_2(y—5)=_‘I
7 3
3—y B A
5(X+1)_T_26 25x + y = 108 y =108 — 25x
= =
3(2x—1)_2(y—5)=_1 9% — Ty = -4 9% — 7(108 — 25x) = —41 = 184x =715 = x=m
/ 3 184
; _ o 115 _ 1997
Asi tenemos que y = 108 — 25 18 =Y~ Taa

PARA APLICAR

4.58 En la fiesta de cumpleaios de Carmen, el niumero de chicas supera en 10 al de chicos. Llegan 5 chicas mas,

y ahora el numero de chicas es el doble del de chicos.

¢Cuantas personas hay en la fiesta?

Llamando x al niimero inicial de chicas e y al ndmero de chicos, se obtiene el siguiente sistema.
{x—y=10 {x=10+y

x+5=2 7 [10+y+5=2y=[y=15] 5 x=10+15= [x=25]

Inicialmente habia 40 personas, 25 chicas y 15 chicos. Al final hay 45, 30 chicas y 15 chicos.

4.59 Para preparar una bebida se ha utilizado zumo de naranja y de pifia en distinta proporcion. Si el litro de
zumo de naranja cuesta 0,60 y el de pina cuesta 0,80 euros, ;qué cantidad de cada tipo de zumo se ha

empleado para obtener 20 litros de mezcla por un total de 13 euros?

Sean x e y los litros empleados de cada zumo.
X+ty=200=x=20—y
{O,6x+ 08y =13=06(0 -y + 08/ =13=02y=1=|y=5|= |x=15]

Se emplearon 15 litros de zumo de naranja y 5 litros de zumo de pifa.



4.60 Maria tenia hace seis anos el triple de la edad de Alberto, y dentro de dos afios tendra solo el doble.
¢Cuales son sus edades actuales?

x = edad de Maria y = edad de Alberto
x—6=3(y—6):>x—3y=—12:>x=3y—12} oy —
{x+2=2(y+2)=>x—2y=2=>x:2y+2 =3y 12_2y+2:>
Xx=2-14+2=|x=30]

Maria tiene 30 afios, y Alberto tiene 14 afos.

4.61 Carolina ha dibujado a varios de sus amigos y también varios personajes de Los Simpsons, todos ellos salu-
dando con ambas manos. Teniendo en cuenta que los personajes de la serie tienen solo cuatro dedos en
cada mano, y que en total, en el dibujo se ven 12 cabezas y 110 dedos, ;cuantos personajes de la serie hay
en el dibujo?

Sea x el nimero de personajes de la serie e y el nimero de amigos.

{x+y=12
8& + 10y =110=4x+ 5y =55

X=12—y=412-)) +5y=5=|y=7|=|x=5]

Hay 5 personajes de la serie y 7 amigos de Carolina.

4.62 Al invertir un nimero de dos cifras se obtiene otro 36 unidades mayor. Halla el namero inicial.

Las cifras seran x, y.
(M0y+x) —(10x+y) =36=>%Y —%=36=y—x=4

Como no hay mas datos, las soluciones posibles seran los nimeros de dos cifras cuya Gltima cifra es 4 unidades mayor que la pri-
mera: 15, 26, 37, 48 y 59.

Sistemas de ecuaciones de segundo grado

PARA PRACTICAR

4.63 Comprueba si los valores x = 2, y = —2 son solucion de estos sistemas.
5x +2y =6
a){x2—3y2=—8 b g
3 -y’ =8 x = % =6

2 3P =-8=2-3-(-20=4-12
a) {X 2 8= 3-(=2) Son solucion.

W~y =8=3-2—(-2!=12-4=

o0}

5+2y=6=5-2+2-(-2)=10-4=6
b) No son solucion.

_ 9\
xz—§=6:>22—(72)=4—2¢6

4.64 Escribe un sistema de ecuaciones de segundo grado que no tenga solucién real.

X +y=-8

Por ejemplo, {XZ fy—8



4.65 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

){x2+y2=1o b){3x2+y2=4 ){3x2—5y2=3 d){7x2=yz—8
Ve -22=7 5x2 — 2y = 3 Y2 -3y =5 —5x% + 22 = 52

) X+ P =10—52¢ + 28 = 20
Vle-2p=71— v-27=
3¢ =278 =9=|x==3
9+y2=10:>y2=1:>
AP =4-—"6l+27= 8
5 — 2 =3——=5¢ -2 = 3

e —n=[eE
Y=4-3¢=4-3=1=|y=*1]

) 3 -5 =3—2- 62 —102= 6
D Vlw-3p=5-"2, ¢+ 9p=-15

- 9=[==]
2x2—3~(t3)2=5:>x2=16:>

{7x2— 8=y =7"+38

5¢ + 2 =52= —5¢ + 21X + 8 =52 = W =36 =1 = 4= [x = +2]
P=T (20 +8=36=|y=+6

4.66 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

) x+y=17 ) 2x—y=3
{2—2y2=17 ‘ {3x2+y2=4
x+3y=-1 x=y"—8
o) {2x2—9y2=14 d {2y2—3x2=15

X+ty=71T=y=7—x

x=23=y=-16
| |

X=2=1T=2xX-20-x=17T=-x¥+28—-115=0=
|x=5:>y=2 |

y=-2=x=5
2= =1U=2-1-3) - =1U=%+12y-12=0= 2

y=§:>x=—3

2X—y=3=>y=2x—13 |x=1:y=—1

W H Y =423+ -3V =4 - 12xX+5=0=

{x+3y——1:x——1 — 3y

2 =3¢ =15=2(x — 8) — 3x¥ = 15 = 3x’ — 2x + 31 = 0 = | No tiene solucién real

" {x=y2—8:>yz=x—8




4.67 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

— 2 _ _
) Xy=6 b) X2+yz_37 ){sz—y =6 d) x 3y -8
Al -2 =1 %:2 Dlxy =4 %:1
xy=6:y=g

2
x2—2y2=1:x2—2-(g> =1=sxX¥-X¥-72=0=>

x> = —8 = No tiene solucion real

x2=1:|x=i1:y=i6|

2
x2+yz=37:>x2+<g> =37:>X"—37x2+36=0:>[

b) x2=36:|x=t6:y=t1|
Xy _ _o
3 2=y M
W —y=6=y=2x—56
9
XY=4=x2¢ —-6)=4=xX -3x-2=0=>
[x=-1=y=—-4]
X=3y—8=X=2-8oX+8-9=0=[x=15y=3
@ Xy 3
3717V

4.68 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

[ Xx* x-1 y-5

-2 =4 - —==2
)<3 Y b){3(x2—4)+2(y—9)2=4 ) 3 4 ){(x—3)(y+5)=7
Ple _y_25 —3 +2=5 e 3223 X+2y=8

(4 6 3 6 4 12

-2

T oW =4=X 6 =120 = 6 + 12
Ve y 2

T eSS oW =100 36 +12) ~ 2 =100 =168 = 64 = [y= T2 > x = *6

b) {3(x2—4)+2(y—9)2=4=>3x2—‘|2+2(yz—18y+81)=4=>3x2+2yz—36y=—146
30 +2P =5 —3¢ + 2 = 5

42 — 36y = —141

La ecuacion 4y* — 36y + 141 = 0 no tiene solucidn, por tanto este sistema no tiene solucion.

x—1 y—-5_ o _4x—13
3 2 =2=4—-3y=13=y= 3

o) 2 _ 2 x=4=y=1
X _2B e gp-23m2e—9(PF T BY S a0+ 12 =02 24 .
6 4 12 3 =2, -5

7 21
y=2=x=4

x=3)y+5=7=08-2y—-3)y+5=7=2"+5—-18=0= 9

d) y:T:>X=17

X+2y=8=x=8—-12



4.69

4.70

4.71

4.72

4.73

PARA APLICAR

Una piscina tiene forma rectangular. En dos de sus lados hay zonas cuadradas con césped, como se ve en

w
i<
’.% ﬂ;'

Sabiendo que el area de la piscina es de 216 metros cuadrados, y el area de la zona de césped, de 468, cal-
cula las dimensiones de la piscina.

Sean x e y las dimensiones de la piscina.

_ 216
xy =216 T

2 — = 2 = =*12 = *18
{X+V—%8 %+G¥>=%&:f—%&ﬂw%%=o:{x e

.|_
N

x=*x8=y==
Los lados de la piscina miden 12 y 18 metros. Las soluciones negativas no tienen sentido.
Una valla rodea un terreno rectangular. La valla mide 100 metros, y el terreno tiene un area de 525 metros
cuadrados. ;Cudles son las dimensiones del terreno?
Sean x e y las dimensiones del terreno.

2Xx+2y=100=x+y=50=y =50 — x

x=35=y=15
Xy =525=x(50 —x) =525=x —50x + 525 =0 =

x=15=y=35
Los lados miden 35y 15 metros.
La pista de baloncesto es un rectangulo cuyo lado mayor mide 13 metros mas que el otro, y que tiene una
superficie de 420 metros cuadrados. ; Cuales son sus dimensiones?
Sea x el lado mayor e y el menor.
Xx—y=13=x=y+13

=420 13) = 420 13 420=0 y=1h=x=18
Xy = =yy+13) = =y + 13y - i y = —28 No tiene sentido

Los lados miden 28 y 15 metros.

Halla un nimero de dos cifras sabiendo que la diferencia entre ambas es 1, y la diferencia entre sus cua-
drados, 9. ;{Cuantas soluciones tiene este problema?

Sean x e y las cifras. Hay varias posibilidades, segtin el orden en el que se consideren las diferencias.

{x—y=1:>x=y+1
X =y =9=(+1-y=9=y=4=x=5

Dos soluciones, los nimeros 45 y 54.

Halla las dimensiones de un rectangulo cuya diagonal mide 26 metros y cuya superficie es de 240 metros
cuadrados.

Sean x e y los lados del rectangulo.

¥ =576=x=*24=y= =10
X¥=10=x=*10=y= *24

2
x2+y2:262:>x2+(¥> =676 = x* — 676x* + 57600:>{

xy=240=>y=$

Solo tiene sentido la solucién positiva. Los lados miden 24 y 10 metros.



4.74 Varios amigos van a hacer un regalo de bodas que cuesta 720 euros. A altima hora se apuntan tres amigos

4.75

4.76

4.77

mas, con lo que cada uno debera pagar 12 euros menos. ;Cuantos amigos eran inicialmente? ;Cuanto
pagara al final cada uno?

Sean x el numero inicial de amigos e y la cantidad inicial a pagar.

xy—720:>y—ﬂ

12>y =60
(x+3)(y—12)—720:>(x+3)(m—12)=720:>x2+3x—18020:> x=le=y=s _
x = —15 = No tiene sentido

Inicialmente eran 12 amigos. Al final, cada uno pagara 48 euros.

Las diagonales de un rombo se diferencian en 10 centimetros, y su area es de 208 centimetros cuadrados.
Calcula su perimetro.

Sean x e y las diagonales.

x—y=10=y=x—-10
X =126

X — 208 = x(x — 10) = 416 = x* — 10x — 416 = 0 =
2 x=—16

Como estamos hablando de medidas, la solucién negativa no tiene sentido. Por tanto una diagonal mide 26 cmy la otra 26 — 10 = 16.
Para calcular el perimetro usamos el teorema de Pitagoras para sacar uno de los lados: | = /8 + 13? = 15,26 cm

El perimetro es 4 - | = 61 cm aproximadamente.

El perimetro de un tridngulo rectangulo mide 30 centimetros, y su area, 30 centimetros cuadrados. Calcula
lo que miden sus lados.

Si los catetos son x e y, se cumplen las siguientes ecuaciones:

"2—y=30:>y=@

2
x+y+\/x2+yzz30:>x+%+ x2+<%> =30

2
0. /X2+(%>:30 x+60 /)(“+3600 xt(eo+ /x“+X§600:%

— 2 — — —
- X +X23600 _ 30x ))(( 60 :>x“ + 3600 _ (30x X 60)* )/+3 —900x2 +X/+§590\_ 60 — 3600x + 120x% =

X

=60 —1020x* + 3600 =0=x — 17+ 60x=0=x(x — 12)x = 5) =0

La solucion x = 0 no tiene sentido. Por tanto, los catetos miden 12 y 5 cm.

MATEMATICAS APLICADAS

PARA APLICAR

La suma de las edades de Pablo, Alvaro y Mario es 21. Sabemos ademas que Alvaro tiene un afo mas que
Pablo y uno menos que Mario. Averigua las edades de los tres amigos utilizando un sistema de tres ecua-
ciones con tres incognitas.

Llamando x, y, z a las edades de los tres amigos, se debe cumplir el siguiente sistema.
X+ty+z=21
y=x+1
y=z—-1=z=y+1=xk+1)+1=x+2

Sustituyendo en la primera ecuacion, x + x + 1 +x+2=21=>x=6=>y=7=2z=28.

Pablo tiene 6 afios, Alvaro 7 y Mario 8.



4.78

En un numero de tres cifras, si las sumamos obtenemos 10. El triple de la cifra de las centenas mas la cifra
de las decenas da 7. La cifra de las unidades menos la cifra de las decenas da 1. ;De qué namero se trata?

Llamando x, y, z a las cifras del nimero, se debe cumplir el siguiente sistema.
x+y+z=10

X+ty=7T=y=7—3

z—y=1=z=y+1=8—-3x
X+7—-3 +8—-3=10=2x=1=y=4=2z=5

El nmero pedido es 145.

ACTIVIDADES FINALES

4.79

4.80

4.81

4.82

PARA PRACTICAR Y APLICAR

Adela tiene 6 afios menos que David, y este tiene 6 afiios menos que Elisa. El producto de las edades de las
dos chicas es 288. ;Cuantos afos tiene David?

Sea x la edad de David.

(x—6)(x+6)=288=x—36=288=x"=288 +36=324=x= =18

David tiene 18 afios, Adela tiene 12 afos y Elisa tiene 24 afios.

El nimero 365 tiene una curiosa propiedad: se puede escribir como suma de los cuadrados de tres nime-
ros naturales consecutivos, o como suma de los cuadrados de los dos nimeros naturales siguientes a estos.
Halla esos nameros.

X+ +1)P+Kx+22=35=2C+X+2X+1+xX+4x+4=365=3"+6x—360=0=xX+2x—120=0=

x=10
Zlx=-12

Como deben ser naturales, la solucion es 10> + 11 4+ 122 = 365. Se puede comprobar con facilidad que 13* 4+ 14* = 365.

Halla las dimensiones de un campo de voleibol rectangular de area 117 metros cuadrados, sabiendo que
sus lados se diferencian en 4 metros.
Si un lado es x, el otro sera x + 4.

x=29

= 2 - =
Xx+4) = NT=x +dx =117 0:>{x=—13 No tiene sentido

Los lados miden 9y 13 metros.

En una reunién, cada persona saluda a todas las demas con un apretén de manos.

a) Calcula el numero de apretones de manos en el caso de que en la reunion haya tres, cuatro y cinco per-
sonas.

b) Si se han dado 55 saludos, ;cuantas personas hay en la reunién?

a) Si hay tres personas, cada una saluda a las otras dos. Habria 3 - 2 = 6 saludos, pero como cada uno se ha contado dos veces,

se quedan en la mitad, 3. Para 4 personas se habran dado 42—3 = 6,y para 5 seran % = 10 saludos.

J— X_
xx— 1) =55:>x2—x—110=0:>{X:

2

1
~10 Hay 11 personas en la reunién.



4.83

4.84

4.85

4.86

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.
a) 3x(2x — 5) — 4x(6 — 3x) = 0 mzﬂg‘ﬂ—xtgmx=—x 0 3x(2x — 1) — 23x — 2) = 5
x=0
a) 3x(2x —5) —4x(6 —3x) = 0=6x — 15x — 24x + 12¢ = 0 = x(18x — 39) = 0 = (=3
18

2x(x —5) X —14x _ ¢ —10x _ X — 14x _ 4¢ —20x _ x —14x _ —6x

J— —_ 2 = =
b) 3 6 = —X= 3 6 X= 6 6 6 =3 =0=x=0
x=1
Q x2x—1)—-2k—2)=5=6X—-"3x—2Xx+4=5=06¥—-5x—1=0= _ -1
=76
Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) 2)(—6x — 4) — 53¢ — 7) = 0 m9¢—3ﬁ+%=o Q) X0 — 8) = 9

a) 2X(—6x—4) -5 —-7=0=>—-12—-8¥—-15¥+35=0=—-12'—-23x¥ +35=0=

X¥=1=x= =1
= 35

X = TR No tiene solucion

3x [(-3p-4-9-1
3+Vo-9

R I 2 _ _1
b) 9x* 3x+4—0:>x— 29 = 18 =5

=9 = +3
Qﬁw—&=9:f—W—9:m¢ﬁ (/7 3
x> = —1 No tiene solucion real

Resuelve por factorizacion las siguientes ecuaciones, sabiendo que tienen al menos una raiz entera.
a) xX>+3x*—-4x—-12=0

b) -4 +x*+6x=0

QX —-7xX—-2x+12+8x=0

a) ¥+3x¢%—4x—12=0= (x — 2)(x + 2)(x + 3) = 0 = Soluciones: 2, —2, —3
b) X —4¢ +x+6x=0=x(x—2)(x + 1)(x — 3) = 0 = Soluciones: 0, 2, —1, 3
Q X - —-2%+12+8=0=x—3)x+ 2)x—2)x + 1) = 0= Soluciones: 3, —2, 2, —1

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) \V3x—-2+2=x b) 2V2x* +1—-x* =2 Q) 4\Vx—-3-\x+5=1

— = — = — — = x2 — 2 = X:6
a) VIX—2+2=x=2\V3x—2=x—2=3%—-2=xX—-4+4=x—-Tx+6 0:>{x=1NoesvéIida

X¥X=0=>x=0
X¥=4=x= %2

QO dWVx—3—-\Vx+5=1=4\/x—3=Vx+5+1=16x—48=x+5+1+2Vx+5=15x—54=2\/x+ 5=
x=4
= 225¢ — 1620x + 2916 = 4x + 20 = 225" — 1624x + 2896 = 0= 724

b) 2V2X¥ +1 — X =222V +1=X+2=8+4=X+4+4= x“—4x2=0:>{

X= 275 => No es valida



4.87 Calcula un nimero sabiendo que al restarle la raiz cuadrada del nimero siguiente el resultado es 41.

x =48

— — — —3 2 __ = 2 _ f—
X X+1=M=x—-41=\Vx+1=x"—82x+ 1681 =x+ 1 = x> — 83x + 1680 O:{x=35NoesvéIida

4.88 Determina si los siguientes sistemas son incompatibles, compatibles determinados o compatibles indeter-

minados.

3 15
) 3x —6y =7 b) 3X—3y=T ) 1B3x+ 7y =20 d) 3x—2)—-6y=6
@ 2x —4y =5 12x + 6y = 18 2x —4y =8

2x —4y =5

3x—6by=7=6x—12y=14

I ibl
2X— 4y =5=6x— 12y = 15> ncompatible

= Compatible indeterminado
2x—4y=5=6x—12y=15

+ =
13x 47y =20.13 a& = Compatible determinado
12x + 6y = 18’ 1276

{
)|
{—x—3y——=>6x—12y—15
|

d) {3()( ~2) —by=6=3x—6by=12 = Compatible indeterminado

X—4dy=8=x—-2y=4=3x—6y=12

4.89 Un grifo llena un depésito de agua en 2 horas. Otro grifo lo llena en 3 horas. ;Cuanto tardara en llenarse
el deposito, si abrimos los dos a la vez?

e Sin ecuaciones: el primer grifo llena en 1 hora medio depésito, y el segundo llena una tercera parte. Entre los dos llenan cada hora

1,1_5 . .6 _ ,
73 % En llenar el deposito tardaran 5= 1h 12 min.

e En este caso, plantear el problema usando el algebra es mucho mas complicado, no tiene sentido hacerlo. Se puede proponer
como ejemplo de un problema en el que es mejor no utilizar ecuaciones.

4.90 El area de un triangulo rectangulo es de 60 metros cuadrados, y la hipotenusa mide 17 metros. Halla las
longitudes de sus catetos.
Sean x e y los catetos.

%260:>y=ﬂ

X¥=25=x=15=y=28

120
+y=17"=x+ =2 X' — 289% + 14400 =
X =X ( ) 89 = 89x 00 0=>{x2=64 x=8=y=15

Los catetos miden 15y 8 metros.

4.91 Resuelve los siguientes sistemas.

(2x-y _ 1
) 3 4 b) 3(5x — 1) — 43y + 6) = 27
? 32, _13 x-2(y-1=8
TS5V T 0
(2x—y 1
3 "7 42x—y) =3 =>8& —4y=3= —16x+8y=— o ,
a) SX=-—=—oy=—
4,13 30 8y _ P 142 4
k3X V=100 10 10:>30x 8y=13=30x— 8 =13
b) 36x = 1) — 4By +6) =27 =15x — 12y =54 =5x — 4y =18 =52y + 6) —dy =18 =y = -2=x=2
X=2y—1)=8=x—-2y=6=x=2y+6



4.92 En un concurso se ganan 200 euros por cada respuesta acertada y se pierden 500 por cada fallo. Después
de 20 preguntas, Jesus lleva ganados 500 euros. Calcula por tanteo el nimero de aciertos y fallos, y resuel-
ve después el problema mediante un sistema de ecuaciones.

Al ser 20 preguntas, es facil hallar la solucién por tanteo: 15 aciertos y 5 fallos.
Sea x el ndmero de aciertos e y el nimero de fallos.
X+y=20=y=20—x
200x — 500y =500 = 2x — 5y =5=2x-5Q20 —x) =5=>x=15=y=>5

4.93 Margarita y su abuelo cumplen ainos el mismo dia. Curiosamente, este aino han utilizado las mismas cifras
en las dos tartas de cumpleanos.

Calcula sus edades sabiendo que las dos cifras suman 8 y Margarita tiene 54 ainos menos que su abuelo.

Si la edad del abuelo se escribe xy, hay que resolver este sistema.

x+y=28
10x+y—(10y+x)=54=%— 9y =54=x—y=56

El sistema es muy sencillo, la solucién es x = 7, y = 1. El abuelo tiene 71 afios y la nieta 17.

4.94 Resuelve los siguientes sistemas.

){6x2—5y2=19 ){xz—y=3
3 I5x — 22 =18 D7 —2512 =3
=y + 20 d) 2x + 3y =12
{4x2—9yz=0

6 — 5 = 19 = —12¢ + 102 = —38

Py . _
5¢ — 2 =18= 25¢ — 10 = 90 SX=4=x=*x2=y=*1

b){);—zy2=4
a){

=y +20
X=2=4=yY+20-2=4=sy =162y =16=>y=*4d=x= *6

y=1=x= %2
¢ —250=3=7(+3)—25/=3=25/—-Ty—18=0= 18 \/57
Y=s TAT TS

12 — 3y

2

12 — 3y
2

o |
X¥—y=3=>x¥=y+3
0
X+3y=12=x=
d)

2
4x2—9y2=0:>4< )—9y2=0:>144—72y:0:>y=2:>x=3

4.95 Halla dos numeros sabiendo que sus cuadrados se diferencian en 208 unidades y que la razén entre ambos

. 7
numeros es —.

6
2 2
xz—y2=208:>x2—<%)=208:>%=208:>x=t28:>y=i24
X_1_ 6
y 6777

Los numeros son 28y 24 6 —28y —24.



PARA REFORZAR

496 Resuelve, sin utilizar la férmula, estas ecuaciones de segundo grado.

a)3x*—6x=0 ¢ 13x* -8 =0 e)3x*+12=0
b)6x* —24x =0 d) 2x*-32=0 f) ax*-4=0
x=0
a) 3x2—6x=0:,,3x(x—2)=0=>{x:2 d 2%-32=0=22%=32=xX=16=>x=*4
x=0 . .,
b) 6x* — 24x = 0 = 6x(x — 4) = 0:>{X _4 e) 3 +12=0=3x%=—12= x> = —4 No tiene solucion real
x=0
9] 13x2—8x=0:x(13x—8)=0:{xzi f) 9x2—4=0=>9x2:4:x2=%:x= t%
13
497 Sin resolverlas, indica el nimero de soluciones de cada ecuacién.
a)3x*—-5x+2=0 b) x> +x+3=0 ) 2x*—20x+50=0 d -2x*+x+3=0
a)3xX¥ —5x+2=0=A=(-5%—4-3-2=1> 0= Dos soluciones reales
b) *+x+3=0=A=1—-4-1-3=—11< 0= Ninguna solucién real
Q 2¢¢—20x+50=0= A =(—20>—4-2-50 = 0= Una solucion real (doble)
d -2¢+x+3=0=>A=1"—4-(-2) -3 = 25> 0= Dos soluciones reales
4.98 Resuelve las ecuaciones del ejercicio anterior en los casos en que sea posible.
sevi ! 20 p+s ]!
a) x="—"—"F =12 b) No es posible. Qx=—=25 d) x= —— =193
6 < 4 —4 2
3 2
4.99 Resuelve las siguientes ecuaciones.
a)(2x—4)(x+3)=0 b) 3(4x — 7)<x + %) =0 o) 2xX(x+1)Bx—-12)=0 d)0O—-—1DX*+1)=0
2X—4=0=>x=2
— + —
a) 2x — 4)x + 3) 0:>{x+3=0:>x= _3
M—7=0:x=%
b) 3(4x—7)<x+1§)=0:> 1
X+3=0=x=—%
3
x=20
O xx+NBx—12)=0=1x=—1
x=4

X—-—1=0=x==*1
X + 1 =0 No tiene solucién real

d) ¢ —1)0¢ 1)=0:>[

4.100 Resuelve las siguientes ecuaciones por factorizacion.
a3 +2x+1Nx—-1=0 b) x(x* —2) =4 A x*—-5x+8x=4 d) X+ x> =x>+ x

a) 3+ 2x+ Dx—1) =0= 3+ 1)x — 1) = 0. Soluciones: —1 (doble), 1

x=2
2 _ 3 _ A= _ 2 4 +
b) X =2) =4 =x — =4 =0= K= 2+ 2+ 2= {xz + 2x 4+ 2 = 0 No tiene solucion real
O -5 +8=4=x -5 +8 —4=0= (x — 1)(x — 2)> Soluciones: 1, 2 (doble)

d) x* +x=x*+ x= x(x — 1)(x + 1)% Soluciones: 0, 1, —1 (doble)



4.101 Resuelve estas ecuaciones bicuadradas.

a)x*—14x*-32=0 b) 36x* + 5x* =1
14+18 _
14:V(=197—4-1-(-32)  14+=\3 2
14y — ) = 2 _ - 5= =
a) X — 14 —-32=0=x 51 5 14— 18
———=-2
2
=16
x> = —2 No tiene soluciones reales.
X = 1§=> X= t%
b) 36x* +5¢¥=1=36x*+5¢—-1=0= :
X = 7 No tiene soluciones reales
4.102 Resuelve estas ecuaciones radicales.
a)\V3x—2+x=10 b) V2x -5 +\3x+7=5

X=06
a) \/3x—2+x=10:>‘\/3x—2=10—x:>3x—2=(10—x)2:>x2—23x+102=0:>{

x =17 No es vélida

b) V22X —5+\3x+7=5=2%—5+3+7+2V/2x—5@x+7) =25=2\6xX —x—35=23 - 5x=

x=3
= 4(6x*> — x — 35) = 25x* — 230x + 529 = x* — 226x + 669 = 0 = {
x =223 No es valida

4.103 Resuelve estos sistemas por sustitucion y por reduccion.

) 3x—-y=5 b) 6x +3y =7
4x + 3y = 11 4x — 5y =7

. [3¥x—y=5=y=3~-5
a) Por sustitucion: 1 4 4 3y =11 = ax +33x — 5 =1 =13~ 15=11=[x=2|=[y=1]

o, 3x—y=5i>9x—3y=15
Por reduccion: 13x = 26 X=2 3:2—-y=5 =1
{4x+3y=11=>4x+3y:11 - =[x=2]= y=5=ly=1]

b) Por sustitucion:

6x+3y=7:>x=7_63y
4x—5y=7:>4<7_63y>—5y=7:>M3J—5y=7:>14—6y—15y=21:> y=_T1 = x=%
Por reduccién:
6x+3y=7;>12x+6y=14 —1 —1 4
(=3 =2ly=-I=|y=—F |=2+35=T=6x—-1=T=|y=3
4x — 5y =7 —"> —12x + 15y = —21 3 3 3
4.104 Resuelve graficamente y por sustitucion el siguiente sistema. ‘\
{3x—y=4
5x+y=4 1

X—y=4=y=3x—14 0 X
{5x+y=4=>5x+3x—4=4=>|x=1|:|y=—1|




4.105

4.106

4.107

4.108

4.109

4.110

Resuelve los siguientes sistemas.

)3x2—5yz=7 b) X+ 5y=1
Aax + 7y =23 X = 5 = 11

:>41X2=164:>x2=4:>|x:i2|:>|y=t1|

) 3% — 5 = 7 = 21x¢ — 3582 = 49
A% + Ty2 = 23 = 200 + 352 = 115

=1 = 4]

[x+5y=1:>x=1 — 5y
b

X=572=1=1-5)-5/=11=20/ - 10y —10=0= m_ -
y=—1= X=?

La diferencia de los cuadrados de dos nimeros naturales consecutivos es 25. Calcula ambos niimeros.

x+1)—x=25=x+2%+1—x>=25= 2x= 24 = x = 12. Los nimeros son 12 y 13.

La media geométrica de dos niumeros es la raiz cuadrada de su producto. Halla dos numeros cuya media
aritmética es 39 y cuya media geométrica es 36.

X+y
2

Vxy = 36 = xy = 1296 = x(78 — x) = 1296 = x* — 78 + 1296=0:>{

=39=x+y=78=y=78 —x
x=54=y=23
x=24=y=>54

Los ndmeros son 54 y 24.

Con 3000 kilogramos de comida se puede alimentar en un dia a 8 vacas y 8 caballos, o a 14 caballos y 5
vacas. ;Cuanto come cada animal al dia?

Sea x la cantidad de comida diaria de una vaca, e y la de un caballo.

8 +8y=3000=x+y=375=y=375—x
5x + 14y = 3000 = 5x + 14(375 — x) = 3000 = —9x + 5250 = 3000 = x = 250 = y = 125

Cada vaca come 250 kg diarios, y cada caballo come 125 kg.

Escribe una ecuacion que cumpla las condiciones pedidas en cada caso.
a) De segundo grado, con soluciones 2y 7.
b) De segundo grado, con una soluciéon doble, 4.

¢) De segundo grado, completa y sin solucién real.

a) De segundo grado, con soluciones 2 y 7: x—2x—7)=0=>x—-9%+14=0
b) De segundo grado, con una solucion doble, 4: x—4=0=xX—-8&+16=0
¢) De segundo grado, completa y sin solucion real: X+x+1=0

PARA AMPLIAR

Las soluciones x, y x, de la ecuacion de segundo grado ax* + bx + ¢ = 0 cumplen las siguientes relaciones.
—-b
X+ X, = —
X+ X, = —
1 2 a
Sin resolver la ecuacion de segundo grado, calcula las soluciones de x> — 6x + 8 = 0.

Las raices deben sumar 6, y su producto debe ser 8. Es facil comprobar que son 2 y 4, por tanteo.



4.111 Un tren recorre los 300 kilometros de distancia entre dos ciudades en t horas. A la vuelta aumenta su velo-
cidad en 10 km/h, realizando el recorrido en 1 hora menos. Halla la velocidad media y el tiempo total
empleado en el viaje completo.

Sea v la velocidad en el viaje de ida, y t el tiempo que tarda en realizar dicho viaje.

Vt=300:>t=¥

_ 300 B _ v=50=t=6
(v + 10)(t 1)—300:(v+10)< , 1)—300=>V2+10V 3000—0:{‘/:_60 No tiene sentido
. , . . . 600 6
Si empled 11 horas en un viaje de 600 km, la velocidad media fue de ST 54—11 km/h.

2x+y=3

4.112 Dado el sistema de ecuaciones .
4x —ay =6

a) Halla el valor de a para que el sistema sea compatible indeterminado.
b) Resuelve el sistema para a = —3.

a) Los coeficientes de ambas ecuaciones deben ser proporcionales. Como la razén entre los que se conocen es 2, debe sera = —2.
2X+y=3=>y=3— 2
)

_ _ _3 -
I +3y=6=4+33-20=6= |x= = [y=0]

4.113 Resuelve la ecuaciéon x® — x> — 13x* + 13x® + 36x> — 36x = 0.

X — x> —13x* + 13x° + 36x% — 36x = x(x — 1)x + 2)(x — 2)(x + 3)(x — 3)

Las soluciones de la ecuacion son 0, 1, —2, 2, —3, 3.

4114 Resuelve la ecuacion \/x* — 5 + 4 = x* — 3.

¢=9-[x==3)

\/x2—5+4=x2—3:>\/x2—5=x2—7:>x2—5=x“—14x2+49:>x“—15x2+54=0:>{ —
x> =6 No es valida

4.115 Resuelve la ecuacion \/)_( -3- \4/)_( +2=0.
(Sugerencia: estudia la relacion que hay entre \/; y \4/; y haz un cambio de variable.)

Vx=3-Vx+2=0

z=1=x=1"=1
z=2=x=2"=16

= Vx
VP = Vx

Z( z2—3z+2=0:>{

7=
4.116 Resuelve la ecuacion \3/7 + \3/_2 -2=0.

-3 z=1=x=11 = +1
Vi -2=0—

zz+z—2=0:,»{

V) = Vi Z7=-2=x= \/@ No tiene solucion real
Y
4117 Resuelve grafica y algebraicamente el siguiente sistema:
{Zx +y=2
4x — 3y = —1 1
o] 1 X

A —3y=-1=24-32-20)=-1=x=

{2x+y=2:y=2—2x
=y=1

1
2




4.118

4119

4.120

Resuelve los siguientes sistemas.

)3x2—y2=1 b) 2x + 3y =2
a X*+2y =5 8 — 9y = 1
W—pP=1=68—2/=2 o ) )
) X +27=5 :>7X—7:>X—i1:>y_i\/§
( 2 — i
X+3y=2=y=
y y 3 i,
— 2 —2 _3
b)<8X2—9y2=1=>8x2—9(2 32X)=1=>4x2+8x—5=0=> :
x=5 =y=3

\

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

Velocidad del sonido

Para calcular la profundidad de un pozo, Pepa lanza una piedra y cuenta el tiempo que transcurre desde
que la deja caer hasta que la oye chocar en el agua, resultando ser exactamente 2 segundos.

Después, Pepa aplica la siguiente informacion que encuentra en su libro de Fisica:

¢ Espacio recorrido por un cuerpo en caida libre en funcién del tiempo: e(t) = %g - £ donde, g es la ace-
leracion de la gravedad: g = 9,8 m/s%

¢ Velocidad del sonido en el aire: 340 m/s.

¢Cual es la profundidad del pozo?

Tiempo que tarda en escucharse el choque = tiempo de caida + tiempo que tarda en llegar el sonido.

[2h o h 5 2h P h L3407 2h = 4 - 9.8 - 3407 - 2. g5.98 — 3407 —
g T340 =2= g =4t 3p g5 =85-340-2h=4-98-340- 85 + -85 9.8 — 340" — 9.8

833h* — 20784 880h + 385179200 = 0 = h* — 24952h + 462400 = 0 = h = 18,5m
El equilibrio

Para que dos masas M y N, colgadas en los extremos de una vara de masa despreciable, se encuentren en
equilibrio, se ha de verificar la siguiente igualdad: x - M = N - y.

e = | & ¥

& ®

Calcula los valores de las masas desconocidas en el siguiente caso:

4. ‘ i

o
i B

X 1=2-y Y=36=y=4 x=8
3(x+y):2-18:> y=2=Jy= x=
(18+x+y)4:2x=>z=M=60

2



4.A1

4.A2

4.A3

4.A4

4.A5 Aplica directamente la definicion de raiz cuadrada para calcular el valor de x en la ecuacién \/x + 4 =

AUTOEVALUACION

Resuelve las siguientes ecuaciones incompletas.

a)x*—6x=0 d) x*= 9x?
b) - x*=0 e) 6x3 = x?
) x*—256=0 f) 3x» —39x =0

x=0
X=206

x = 0 (doble)
x=1

a) x2—6x=0=>x(x—6)=0=>{

b) x3—x2=0:>x2(x—1)=0:>{

Q) X' —256=0=x =256 = x = \/256 = *+4

(doble)

d X¥=%=xX-9%=0=xXK¥—-9=0= { =0
xX= =3

(doble)

e) 6x =x*= x(6x — 1) —0:>[X_

0
1
6
f) 3x¥ —39% = 0= 3x(x — 13) —0:>{

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a)dx*—12x+5=0 b) X -9 + 18 =0
i B (=12 =127 -4-4-5 12+V144-80 12+Ves 12+8
a) A —12x+5=0=x= = = = =
2.4 8 8 8
1248 5
' T2
12-8_1
8§ 2
9+3 _,
\/ _ 2 a
b) X —Ox+18=0mx=22 V81 =72 _9%3 _
2 2 9-3
T:3

Resuelve la ecuacion 3x> — 12x + 9 = 0 directamente y escribela luego factorizada.

V — 3
3x2—12x+9:0=>x=12i 1:4 108={1=>3(x—1)(x—3)=0

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a)x*—-5x+4=0 b) x*-—6x*+8=0
=4=x=+\/4==+2
X -5¢+a=0 25 L z-sz44=01" "
g z=1=x= %1

b) X — 6X+8=0m 7 —6z48=0m |2 37X= 2
X =0=7-6248=0=), _, ;5

Vx+4=8 — s x+4=8=x=060

Definicion

8.



4.A6

4.A7

4.A8

4.A9

4.A10

4.A11

Aisla sucesivamente las raices para calcular el valor de x en la ecuacién \Vx + 1 + \/x + 8 = 3.

‘\/x—l—1+\/x+8=3:‘\/x+8=3—\/x+1:x+8=9+x+1—6\/x+‘|=>6\/x+‘|=2:>
-8

=36+ 1)=4= X=—9

Anade una ecuacién a x + 3y = 10 para que el sistema formado por ambas sea compatible determinado.

Respuesta abierta. Por ejemplo, x + y = 4.

Resuelve el siguiente sistema.

[x—3y=5
—6x + 5y = —4

x—3y=5=x=5+3y
—6x+5y=—4= —6(5+3)) +5=—4= —13y=26=|y= —2|=|x= 1|

Calcula dos numeros consecutivos cuyo producto sea igual a 72. Hazlo por tanteo y planteando una ecua-
cion de segundo grado.

x=28
x(x+1)=72:x2+x—72:0:{xz_9

Los nimeros son8y 90 —9y —8.

Martin dice que tres nimeros pares consecutivos pueden ser medidas de los lados de un tridngulo rec-
tangulo. ;Es cierto? Determina dichos numeros

=6
Llamando xal menor, x* + (x + 2 = (x + 4 =X + X + X+ 4 =x+ 8 + 16 = x* — 4x — 12 =0=>{i_ 5

La solucion negativa no tiene sentido, ya que el nimero es el lado de un tridngulo. Por tanto, los lados son 6, 8 y 10.

Resuelve los siguientes sistemas.

X +y =17 33—y =3
a){xy=4 b){x2+yz=13

X=16=x=*4=y==*1

2 _ 2 iz_ _ 2 —
x+y2—‘l7:>x+(x =17=x"—17x +16_0:>x2:1:>x=i1:>y=i4

a)
xy=4= Bl
y &Y
Soluciones: (4, 1), (—4, —1), (1, 4), (=1, —4).
-y =3
b){xz v
X+ y=13
4 =16=xX=4=|x=*2]=|y==3]

Soluciones: (2, 3), (—2, —3), (2, —3), (—2, 3).



ENTRETENIDO

... A colorear

Coge una hoja en blanco y traza en ella varias rectas de manera que la hoja quede dividida en distintas regio-
nes. La tarea consiste en colorearlas de forma que dos regiones con frontera comun tengan diferente de distin-
to color. Si dos regiones solo tienen un punto en comun pueden pintarse del mismo color.

En el ejemplo, hemos utilizado un color distinto para cada region, pero se puede lograr con muchos menos co-
lores.

¢Cual es el menor nimero de colores con los que lo consigues tu?
Responderemos a una pregunta mas amplia: i cual es el menor nimero de colores necesarios para colorear cualquier distribucion
de este tipo?

Vamos a comprobar que con dos colores es suficiente. El modo en que vamos a verlo es con un método constructivo—inductivo. Es decir,
con un procedimiento tal que, siguiéndolo paso a paso, consigamos el objetivo en cualquier caso.

Trabajamos por induccion sobre el ndmero de rectas trazadas en la hoja en blanco.
¢ Si solo hay una recta, solo hay dos regiones. Asi, con un color para cada una basta. Sean por ejemplo el blanco (B) y el negro (N).

e Si afiadimos una recta, esta divide a la hoja inicial en dos partes, cada una por separado bien coloreada. Como el problema surge en la
frontera comtin, mantenemos las regiones de un lado con los mismos colores que tenian y cambiamos el color de las regiones del otro
lado, las que estaban B las pongo N y las N las pongo B.

e Esta misma operacién puede repetirse cada vez que afladamos una nueva recta, de manera que siempre podré colorear una distribucion
de este tipo con dos colores diferentes.

1.

B
N
2.
B N
N B
3.
B N
N \UB






