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PROVA D’ACCÉS A LA UNIVERSITAT 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD 

 

CONVOCATÒRIA: JULIOL 2025 (reserva) CONVOCATORIA: JULIO 2025 (reserva) 

ASSIGNATURA: MATEMÀTIQUES II  ASIGNATURA: MATEMÁTICAS II 

BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuará hasta 2,5 puntos. 

La calificación del examen será la suma de las calificaciones de cada pregunta. 

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas o programables, y que no 

puedan realizar cálculos simbólicos ni almacenar texto o fórmulas en memoria. Se utilice o no 

la calculadora, los resultados analíticos, numéricos y gráficos deberán estar siempre 

debidamente justificados. 

Por cada falta de ortografía a partir de la tercera se deducirán 0,10 puntos, hasta un máximo de 

un punto. 

Por errores en la redacción, en la presentación, falta de coherencia, falta de cohesión, 

incorrección léxica e incorrección gramatical se podrá deducir un máximo de medio punto. La 

deducción máxima total es de un punto. 

 
En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado. 

 
PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA (2,5 puntos) 

Se ha realizado una encuesta a 120 miembros de un club de lectura sobre sus preferencias 

literarias. La siguiente tabla muestra los resultados clasificados por edad y tipo de obra preferido. 

 

 

 

 

 

 

1.1 (0.75 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que el tipo de obra preferido de una persona 

seleccionada al azar no sea el ensayo? 

1.2 (0.75 puntos) Si se sabe que un miembro del club NO tiene como tipo de obra preferido la 

poesía, ¿cuál es la probabilidad de que tenga 25 años o más? 

1.3 (1 punto) Dados 10 miembros del club que tienen entre 25 y 60 años, ambos incluidos. 

¿Cuál es la probabilidad de que como mucho 3 de ellos tengan como tipo de obra preferido 

o bien las obras de teatro o bien los ensayos? 

 

PREGUNTA 2: ÁLGEBRA (2,5 puntos) 

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2 

 

2.1 Dadas las matrices 

1
1

2

1
0

2

A

 
 

=  
 − 
 

 y 
2 1

1 1
B

 
=  
 

, calcular. 

2.1.1 (0.75 puntos) La matriz X, si existe, tal que 2AX BX I= + , siendo I la matriz identidad 

2 2 . 

2.1.2 (0.75 puntos) Si existen, los valores del parámetro real 𝛼 tales que 24 0A A I+ − = , 

siendo 0 la matriz nula 2×2. 

2.1.3 (1 punto) 
12A . 

 

 

Edad/Tipo de obra Novela Poesía Obras de teatro Ensayos 

< 25 años 17 6 7 1 

25 - 60 años 22 17 10 3 

> 60 años 8 12 11 6 
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2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales 

( )

3 2 1

1 2

1

x y z a

a x y z a

ax y z a

+ + = −


+ + + =


− + = −

 

 donde a es un parámetro real, Se pide: 

2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema en función del parámetro 𝑎. 

2.2.2 (1.25 puntos) Calcular las soluciones del sistema éste sea compatible. 

 

 

PREGUNTA 3: GEOMETRÍA (2,5 puntos) 

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2 

 

3.1 Dado el plano : 2 1x z − = , calcular: 

3.1.1 (1.25 puntos) Si existe, el plano perpendicular a π que contiene a la recta 
2 0

:
x y

r
z y

− =


=
. 

3.1.2 (1.25 puntos) Los planos paralelos a π cuya distancia al punto 𝑃=(0,1,2) es 2. 

 

 

3.2 Se considera el plano π con ecuación 2 3 0x y z+ − =  y los cuatro puntos A = (0,0,0),  

B = (10,0,–20), C = (0,15,–30) y D = (1,2,–1). 

3.2.1 (0.5 puntos) Comprobar si el triángulo 𝐴𝐵𝐶 pertenece al plano 𝜋. 

3.2.2 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto 𝐷 al plano 𝜋. 

3.2.3 (1.5 puntos) Calcular las coordenadas de la proyección del punto 𝐷 sobre el plano 

formado por los puntos 𝐴, 𝐵 y 𝐶.  

 

 

PREGUNTA 4: ANÁLISIS (2,5 puntos) 

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2 

4.1 Dada la función real de variable real ( ) 29

x
f x

x
=

−
 

4.1.1 (0.75 puntos) Calcular el dominio de definición, las asíntotas y los intervalos de 

crecimiento y decrecimiento de la función 𝑓. 

4.1.2 (0.25 puntos) Dibujar la curva y = f(x). 

4.1.3 (0.75 puntos) Hallar todas las primitivas de f. 

4.1.4 (0.75 puntos) Calcular el área comprendida entre las curvas 𝑦 = 𝑓(𝑥), 1x = − , 1x =  y el 

eje de abscisas. 

 

4.2 Se quiere construir un bote de refresco cilíndrico de volumen 33 cm3 que tenga área total 

(incluyendo las tapas) mínima. Se pide: 

4.2.1 (0.5 puntos) Expresar el área total del bote en función del radio de su base y de su altura. 

4.2.2 (1.5 puntos) Obtener las dimensiones que minimizan el área total del bote. 

4.2.3 (0.5 puntos) Hallar dicha área.  
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Soluciones 
 

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA (2,5 puntos) 

Se ha realizado una encuesta a 120 miembros de un club de lectura sobre sus preferencias 

literarias. La siguiente tabla muestra los resultados clasificados por edad y tipo de obra preferido. 

 

 

 

 

 

 

1.1 (0.75 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que el tipo de obra preferido de una persona 

seleccionada al azar no sea el ensayo? 

1.2 (0.75 puntos) Si se sabe que un miembro del club NO tiene como tipo de obra preferido la 

poesía, ¿cuál es la probabilidad de que tenga 25 años o más? 

1.3 (1 punto) Dados 10 miembros del club que tienen entre 25 y 60 años, ambos incluidos. ¿Cuál 

es la probabilidad de que como mucho 3 de ellos tengan como tipo de obra preferido o bien 

las obras de teatro o bien los ensayos? 

 

1.1 Completamos la tabla sumando filas y columnas. 

 

Edad/Tipo de obra Novela Poesía Obras de teatro Ensayos TOTALES 

< 25 años 17 6 7 1 31 

25 - 60 años 22 17 10 3 52 

> 60 años 8 12 11 6 37 

TOTALES 47 35 28 10 120 

 

Hay 47 miembros que prefieren novela, 35 poesía y 28 obras de teatro. Esto hace un total de  

120 – 10 = 110 que no prefieren el ensayo. La probabilidad de que el tipo de obra preferido 

de una persona seleccionada al azar no sea el ensayo vale 
110 11

0.9167
120 12

= . 

 

1.2 Hay 120 – 35 = 85 miembros que no prefieren la poesía y de estos 17 + 7 + 1 = 25 tienen 

menos de 25 años, por lo que 85 – 25 = 60 tienen 25 años o más. La probabilidad de que la 

persona elegida que no le gusta la poesía tenga 25 años o más vale 
60 12

0.7059
85 17

= . 

 

1.3 Consideramos la variable aleatoria X que cuenta el número de miembros con edad 

comprendida entre 25 y 60 años de un grupo de 10 que prefieren obras de teatro o ensayos. 

Esta variable es una binomial de parámetros n = 10 y p = probabilidad de que un miembro 

con edad entre 25 y 60 años prefiera obras de teatro o ensayos = 
10 3 13

0.25
52 52

+
= = .  

X = B(10, 0.25). 

Nos piden calcular ( )3P X  . Mirando en la tabla tenemos que ( )3 0.7759P X  =  

  

Edad/Tipo de obra Novela Poesía Obras de teatro Ensayos 

< 25 años 17 6 7 1 

25 - 60 años 22 17 10 3 

> 60 años 8 12 11 6 
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2.1 Dadas las matrices 

1
1

2

1
0

2

A

 
 

=  
 − 
 

 y 
2 1

1 1
B

 
=  
 

, calcular. 

2.1.1 (0.75 puntos) La matriz X, si existe, tal que 2AX BX I= + , siendo I la matriz identidad 

2 2 . 

2.1.2 (0.75 puntos) Si existen, los valores del parámetro real 𝛼 tales que 24 0A A I+ − = , 

siendo 0 la matriz nula 2×2. 

2.1.3 (1 punto) 12A . 

 

2.1.1 Despejamos X en la ecuación matricial. 
 

( ) ( )
1

2 2 2 2AX BX I AX BX I A B X I X A B
−

= +  − =  − =  = −  

 

Determinamos la inversa de la matriz 2A B− . 
 

( )
( )( )1

1
1

2 1 1 2 2 1 1 12
2 2

1 1 1 0 1 1 1 1 2
0

2

1 1
2 2 1 3 0

1 2

1 1

2 2 1 2 / 3 1/ 31 2 1
2

1 1 1/ 3 1/ 32 3 3

T

A B

A B

Adj
Adj A B

A B
A B

−

 
  −       

− = − = − =         
− − −         − 

 

−
− = = + = 

− −

− − 
 − − − − −−     − = = = =   

− −−    

 

 

La matriz X solución de la ecuación es 
2 / 3 1/ 3

1/ 3 1/ 3
X

− − 
=  

− 
. 

 

2.1.2 Buscamos los valores de α para que se cumpla lo pedido. 
 

2

1 1 1
1 1 1

1 0 0 02 2 2
4 0 4

1 1 1 0 1 0 0
0 0 0

2 2 2

1 1 1

1 0 0 04 2 2 2
4

1 0 1 0 0
0 0

4 2

A A I 






    
        

+ − =  + − =         
        − − −    
    

   
−       

 + − =        
       −   
   
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1 0

0 1

 
  

 

1 02

0 1
0

2






 
   

+ −   
   − 
 

0 0 0 0 02
02

0 0 0 0
00

2









 
  =    

=  =   =     
       =−  

 

 

 

Para 0 =  se cumple la igualdad. 

 

2.1.3 Calculamos las primeras potencias de la matriz A en busca de una regularidad. 

 

2

3 2

4 3 2

2

5 4

2 2

6 5

2

1 1 1
1 1 0

1 01 12 2 4

1 1 1 0 14 4
0 0 0

2 2 4

1 1
1 1

1 01 1 12 2

1 0 1 14 4 4
0 0

2 2

1 1 1 1 1
·

4 4 4 4 4

1 1

4 4

1 1

4

A I

A AA A

A AA A A A I I

A AA A I A

A AA A A

    
      

= = = =      
      − −    
    

   
    

= = = =    
     − −   
   

= = = = =

= = =

= = = 2

2 2 3

6
12 6 6

3 3 6

6

1 1 1

4 4 4 4

1
0

1 1 1 4

14 4 4
0

4

A I I

A A A I I I

= =

 
 

= = = =  
 
 
 

 

 

Hemos comprobado que 
6

12

6

11
00

40964

1 1
0 0

4 4096

A

  
  

= =   
  

   
   

. 
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2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales 

( )

3 2 1

1 2

1

x y z a

a x y z a

ax y z a

+ + = −


+ + + =


− + = −

 

 donde a es un parámetro real, Se pide: 

2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema en función del parámetro 𝑎. 

2.2.2 (1.25 puntos) Calcular las soluciones del sistema éste sea compatible. 

 

2.2.1 La matriz de coeficientes del sistema es 

3 1 2

1 2 1

1 1

A a

a

 
 

= + 
 − 

 y la matriz ampliada es 

3 1 2 1

/ 1 2 1

1 1 1

a

A B a a

a a

− 
 

= + 
 − − 

. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 
 

3 1 2

1 2 1 6 2 2 4 1 3 6 6

1 1

0 6 6 0 1

A a a a a a a

a

A a a

= + = + − − − − − + = −

−

=  − =  =

 

 

Surgen dos situaciones diferentes que estudiamos por separado. 
 

CASO 1. 1a   

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de 

A/B y el número de incógnitas (3). El sistema es compatible determinado (una única 

solución) 
 

CASO 2. 1a =  

En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3. 

La matriz ampliada queda 

3 1 2 0

/ 2 2 1 1

1 1 1 0

A B

 
 

=  
 − 

. Convertimos este sistema en otro 

triangular equivalente más sencillo de estudiar. 
 

1ª 3· 3ª
3 1 2 0

3 1 2 0
/ 2 2 1 1

3 3 3 0
1 1 1 0

0 4 1 0 3ª

Fila Fila

A B

Nueva Fila

− 
   

  
=     − −

  −   − →
 

 

 

3· 2ª 2· 1ª
3 1 2 0

6 6 3 3
0 4 1 3

6 2 4 0
0 4 1 0

0 4 1 3 2ª

Fila Fila

Nueva Fila

− 
  

   
 −    − − −

   −  − →
 
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/

3ª 2ª
3 1 2 0

0 4 1 0
0 4 1 3

0 4 1 3
0 0 0 3

0 0 0 3 3ª

A B

A

Fila Fila

Nueva Fila

 − 
  

−   
  −   − −

   −
 − →     

 

 

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos. El sistema es incompatible 

(sin solución). 

 

2.2.2 Para 1a   el sistema es compatible determinado. Resolvemos el sistema. 

 

( ) ( )
( )

( )

3 2 1 3 2 1
3 2 1 1

1 2 1 2
1 2 1

1 1

3 2 2 2 2 1

x y z a x y z a
x y a y ax a

a x y z a a x y z a
a x y a y ax a

ax y z a z a y ax

x y a y ax a

x ax

+ + = − + + = − 
+ + − + − = −  

+ + + =  + + + =    
+ + + − + − =  − + = − = − + − 

+ + − + − = −


+ 2 1y a y ax+ + − + −

( )

( )
( )( )

( )2 2

2 2 2

2

3 2 3 1

3 2 1

3 2 3 1
3 2 2 1 3 3 1

2 1 3

6 3 9 4 2 6 3 1 6 6 4 7 2

4 7 2 4 7 2 4 7 2
2 1 3 2 1

6 6 6 6 2 2

4

a x y a

a x y a

a x y a
a a y y a

x a y

a y a a ay y a a y a a

a a a a a a
y x a a

a a a

a
x

− + = − + 
  

= + = − 

− + = − +
  − − − + = − + 

= − −

 − − − + + + = − +  − + = − + 

− + − + − +
 =  = − − = − − 

− − −

 =
2 4 2a a− − + 24a− 7 2a+ −

2 2 2 2

2

2 2 2 2

4 7 2 6 6 6 6 4 7 2 3
1

6 6 2 2 6 6 6 6

5 5 4

6 6

a

a a

a a a a a a a a a
z a a

a a a a

a a
z

a

= 
− −

− + − − + + − +
 = − + − = − 

− − − −

− + −
 =

−

 

 

Para 1a   la solución del sistema es 
2 2

a
x

a
=

−
, 

24 7 2

6 6

a a
y

a

− +
=

−
, 

25 5 4

6 6

a a
z

a

− + −
=

−
. 

 

OTRA FORMA DE RESOLVER el apartado 2.2.2 
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( )
( )

( )

( )

Ecuación 2ª Ecuación 3ª
3 2 1

1 2
1 2

1
1

3 1 2

Ecuación 1ª 2·Ecuación 3ª
3 2 3

3 2 1

2 2 2 2 2

3 2 3 1

x y z a
a x y z a

a x y z a
ax y z a

ax y z a
x y a

a x y
x y z a

ax y z a

a x y a

− 
+ + = −  

+ + + =  
+ + + =   

− + − = − +  
− + = −  + = − +

 

− 
− + = − 

+ + = − 
 

− + − = − +
 
 − + = − +
 

( )

( )

( )

1

3 1 2

1

Ecuación 1ª Ecuación 2ª
2 2

3 2 3 1
3 1 2

3 1 2
1

2 2

2 2 3 1 2
2 2

3 1 2

11
2 2

a

x y a

ax y z a

a x a
a x y a

x y a
x y a

ax y z a
a x a

a
x aa y a

a
x y a

a
a y zax y z a

a

+


+ = − + 
 − + = −

− 
− = − 

− + = − +  
 + = − +   

− − = −   − + = − − = −
 

 −
= −− + = − +

 −
 + = − + 

− − + =− + = −
 −


( )

( )

2 2

2

2

2 2 2 2

2 2

2

2 2 4 4 4 7 2
3 1 2

2 2 2 2 2 2

1
2 2

4 7 2

3 2 2

2 2 2 2 3 4 2
1

2 2 2 2 2 2

4 7 2 3 4 2

3 2 2 2 2

3 4 2

2 2

a

a a a a a a a
y a

a a a

a
y z a

a

a a
y

a

a a a a a a a
y z a

a a a

a a a a
z

a a

a a
z

a





 −


 − + + − + − + −
= − + + = = − − −

 
− − + = −

 −

 − + −
=

−
 

 − − + + − +
− + = − + = =

− − −

− + − − +
 − + = 

− −

− +
 =

− ( ) ( ) ( )

2 2 2 24 7 2 9 12 6 4 7 2 5 5 4

3 2 2 3 2 2 3 2 2

a a a a a a a a
z

a a a

− + − − + − + − − +
+ = = =

− − −
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3.1 Dado el plano : 2 1x z − = , calcular: 

3.1.1 (1.25 puntos) Si existe, el plano perpendicular a π que contiene a la recta 
2 0

:
x y

r
z y

− =


=
. 

3.1.2 (1.25 puntos) Los planos paralelos a π cuya distancia al punto 𝑃=(0,1,2) es 2. 

 

3.1.1 El plano π´ perpendicular a π tiene como vector director el vector normal de π. Otro vector 

director del plano π´ es el vector director de la recta r. También debe contener cualquier punto 

de la recta. 
 

( )

( )

( )

( )

: 2 1 2,0, 1

1

0,0,01 2
2 0 2

: :2 1
,1,1

2

2,0, 1

1 1
,1,1 :́ 2 0 1 0 2 2 0

2 2
1

1 10,0,0 ´
2

5
2 0 ´

2

r

r

r

r

x z n

x
P

x y x y x y
r r y

z y v
z y z

u n
x y z

v v y z y x

P

x y z















− = → = −


= 

− = = → =   
  =      

= =    = =  


= = −

 

= =  − =  − + − + =  
  




 − + =  : 2 5 4 0x y z− + =

 

 

El plano perpendicular a π que contiene a la recta r tiene ecuación :́ 2 5 4 0x y z − + = . 

 
3.1.2 Un plano paralelo a : 2 1 0x z − − =  tiene ecuación 

1 : 2 0x z D − + = . Y debe cumplir 

que la distancia al punto P valga 2. 
 

( )
( )

( )

1

1
22 2

1 1

2 2

: 2 0 2·0 2 2
, 2 2 2

0,1,2 52 0 1

2 2 5 2 5 2 : 2 2 2 5 0
2 2 5

2 2 5 2 2 5 : 2 2 2 5 0

x z D D D
d P

P

D D x z
D

D D x z








− + =  − + −
 =  =  = 

 + + −

 − = → = + → − + + =
 − =  

− + = → − = → − + − =


 

 

Los planos buscados son 1 : 2 2 2 5 0x z − + + =  y 2 : 2 2 2 5 0x z − + − = . 
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3.2 Se considera el plano π con ecuación 2 3 0x y z+ − =  y los cuatro puntos A = (0,0,0),  

B = (10,0,–20), C = (0,15,–30) y D = (1,2,–1). 

3.2.1 (0.5 puntos) Comprobar si el triángulo 𝐴𝐵𝐶 pertenece al plano 𝜋. 

3.2.2 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto 𝐷 al plano 𝜋. 

3.2.3 (1.5 puntos) Calcular las coordenadas de la proyección del punto 𝐷 sobre el plano formado 

por los puntos 𝐴, 𝐵 y 𝐶.  

 

3.2.1 Comprobamos que los puntos A, B y C pertenecen al plano. 
 

( )

( )

( )

( )

( )

: 2 3 0
¿2·0 3·0 0 0? ¿0 0 0 0?

¿ 0,0,0
¿2·10 3·0 20 0? ¿20 0 20 0?

¿ 10,0, 20
¿0 45 30 0?¿2·0 3·15 30 0?

¿ 0,15, 3 ?0

?

?
NO

x y z
SI

A

B
N

C
O









+ − = 
+ − = + − = → 
 

 + − − =  + + = →  
−   + + = →+ − − =





− 




 

 

Los puntos B y C no pertenecen al plano. El triángulo no pertenece al plano. 

 

3.2.2. Calculamos el valor de la distancia pedida. 

 

( )
( )

( )

( )
22 2

: 2 3 0 2·1 3·2 1 9 9 14
, 2.4

1,2, 1 14142 3 1

x y z
d D u

D




+ − = + − −
 = = =

−  + + −

 

 

3.2.3 Debemos hallar las coordenadas del punto D´ del dibujo. 

 

 
Hallamos la ecuación del plano 𝛑´ que contiene los puntos A, B y C. 

 

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,0,00,0,0

10,0, 20 10,0, 20 0,0,0 10,0, 20

0,15, 30 0,15, 30 0,0,0 0,15, 30

:́ 10 0 20 0 150 300 300 0 :́ 2 2 0

0 15 3

´

0

AA

B

z

u

x

A

C A

B

x y

C

z

y x y z

v









=


 

−  − −  
 

− = − −  

 − =  + + =  +

= − =

= − =

+ =

−

 

 

Hallamos la ecuación de la recta r. Como es perpendicular al plano su vector director es el 

vector normal del plano :́ 2 2 0x y z + + = . 

( )

( )

1 2
1,2, 1

2 2
2,2: 2

1
2 ,1´ 0 r

x
D r

r y
vx n

z
y z








= +
−   

  = + 
= + +

+
=

= −
→ = 
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Hallamos el punto D´ de corte de la recta r y el plano resolviendo el sistema formado por sus 

ecuaciones. 
 

( ) ( ) ( )

1 2

2 2
2 1 2 2 2 2 1 0

1

2 4 4 4 1 0 9 5 0 9 5

5 1
1 2

9 9

5 5 8 1 8 14
2 2 ´ , ,

9 9

´

9 9

1

: 2 2 0

9 9

5 4
1

9 9

x

r y

z

x

y D

z

x y z




  



    





= + 
 

 = + 
 + + + + − + =  = − + 




 + + + − + =  + =  = − 

− −
= + =


− − − −  

 =  = + =   
 

−
= − −

+ + =

=


 

 

Las coordenadas de la proyección del punto 𝐷 sobre el plano formado por los puntos A, B y 

C son  
1 8 14

´ , ,
9 9 9

D
− − 

 
 

. 
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4.1 Dada la función real de variable real ( ) 29

x
f x

x
=

−
 

4.1.1 (0.75 puntos) Calcular el dominio de definición, las asíntotas y los intervalos de 

crecimiento y decrecimiento de la función 𝑓. 

4.1.2 (0.25 puntos) Dibujar la curva y = f(x). 

4.1.3 (0.75 puntos) Hallar todas las primitivas de f. 

4.1.4 (0.75 puntos) Calcular el área comprendida entre las curvas 𝑦 = 𝑓(𝑥), 1x = − , 1x =  y el 

eje de abscisas. 

 

4.1.1 Es una función racional y su dominio son todos los números reales menos los que anulan 

su denominador. 

( ) 2 2

2
9 0 9 9 3

9

x
f x x x x

x
=  − =  =  = = 

−
 

El dominio de la función es  3,3− − . 

 

Asíntotas verticales. x a=  

¿ 3x = −  es asíntota vertical? 

( )
( )

223 3

3 3
lim lim

9 09 3x x

x
f x

x→− →−

− −
= = = = 

− − −
 

3x = −  es asíntota vertical. 

 

¿ 3x =  es asíntota vertical? 

( ) 2 23 3

3 3
lim lim

9 9 3 0x x

x
f x

x→ →
= = = = 

− −
 

3x =  es asíntota vertical. 

 

Asíntota horizontal. y b=  

( ) 2 2

1 1
lim lim lim lim 0

9x x x x

x x
b f x

x x x→ → → →
= = = = = =

− − − 
 

La recta 0y =  es asíntota horizontal de la función. 

 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

Al tener asíntota horizontal la función no tiene asíntota oblicua. 

 

Buscamos los puntos críticos de la función. 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 2 2

2 2 22 2 2 2

2
2 2

2
2

1 9 · 2 9 2 9
´

9 9 9 9

9
´ 9  No existe0 0 9 0 9

9

x x xx x x x
f x f x

x x x x

x
f x xx x

x

− − − − + +
=  = = =

− − − −

+
=  =  + =  = − −

−
=

 

 

La función no presenta puntos críticos. La derivada va a ser siempre positiva pues el 

numerador y el denominador son siempre positivos. La función es creciente en todo su 

dominio  3,3− − . 
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4.1.2. Realizamos una pequeña tabla de valores y dibujamos la gráfica de la función. 

( ) 29

4 0.57

2 0.4

0 0

2 0.4

4 0.57

x
x f x

x
=

−

−

− −

−

 

 

 
 

4.1.3 Hallamos la integral indefinida de la función. 

 

( ) 2

2 2

1 2 1
ln 9

9 2 9 2

x x
F x dx dx x K

x x

− −
= = = − +

− − −

 
 
 

 

 

Todas las primitivas de la función f tienen la expresión ( ) 21
ln 9

2
F x x K

−
= − + . 

4.1.4 Como la función corta el eje de abscisas en ( )0 1,1x =  −  el área comprendida entre las 

curvas 𝑦 = 𝑓(𝑥), 1x = − , 1x =  y el eje de abscisas la calculamos como el valor absoluto de la 

integral definida entre –1 y 0 de la función más la integral definida entre 0 y 1 de la función. 
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( )
00

22 2

2
1 1

1 1

2 2 2

2

00

0 1

2 2
1 0

1 1 1 ln 9 ln8
ln 9 ln 9 0 ln 9 1

9 2 2 2 2 2

1 1 1 ln8 ln 9
ln 9 ln 9 1 ln 9 0

9 2 2 2 2 2

ln8 ln 9 ln 9 ln8

9 9 2 2

x
dx x

x

x
dx x

x

x x
Área dx dx

x x

− −

−

− − −     
= − = − − − − = − +     −      

− − − −     
= − = − − − = +     −      

− −
= + = + =

− −

=









 
 
 

2ln 9 ln8 ln 9 ln8
ln 9 ln8 0.1178

2 2
u

− −
+ = − =
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4.2 Se quiere construir un bote de refresco cilíndrico de volumen 33 cm3 que tenga área total 

(incluyendo las tapas) mínima. Se pide: 

4.2.1 (0.5 puntos) Expresar el área total del bote en función del radio de su base y de su altura. 

4.2.2 (1.5 puntos) Obtener las dimensiones que minimizan el área total del bote. 

4.2.3 (0.5 puntos) Hallar dicha área.  

 

4.2.1 Hacemos un dibujo del bote de radio de base “r” y altura “a”. 

 

 
 

El área del bote es la suma del área lateral más las dos áreas de las tapas superior e inferior. 

 

( ) 2, 2 · 2A a r r a r = +  

 

4.2.2 El volumen del bote es el producto del área de la base por la altura: ( ) 2, ·V a r r a= . 

Igualamos este volumen a 33 y despejamos “a”. 

 

( ) 2

2

33
, · 33V a r r a a

r



= =  =  

 

Sustituimos este resultado en la función del área y obtenemos una función que solo depende 

de “r”. 

( )
( )

2

2 2

2

2

, 2 · 2
33 66

2 2 233

A a r r a r

A r r r r
r ra

r

 

  




= +

 = + = +

= 


 

 

Queremos minimizar la función ( ) 266
2A r r

r
= + . Hallamos sus puntos críticos. 

 

( ) ( )2 2 2

3 3
3

66 66 66
´ 4 ´ 0 4 0 4

66 33 33
4 66

4 2 2

A r r A r r r
r r r

r r r

  


  

− −
= + =  + =  = 

 =  = =  =

 

 

Tenemos un punto crítico en 3
33

2
r


= . Sustituimos este valor en la segunda derivada, 
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( ) ( ) ( )2 3

2 3

3
3

3

66 122
´ 4 66 4 ´́ 66 2 4 4

33 122 122 244
´́ 4 4 4 0

332 3333
2

2

A r r r r A r r
r r

A

   


  






− −−
= + = − +  = − − + = + 

 
 = + = + = +   

  
 
 

 

 

La función presenta un mínimo relativo para 3
33

1.7382
2

r


=  centímetros. 

Para este valor del radio determinamos la altura del bote. 

 

 

 

 

 

 

Las dimensiones del bote de volumen 33 cm3 con área mínima son 1.7382 centímetros de 

radio de la base y 3.4765 centímetros de altura. 

 

4.2.3 Hallamos el área mínima. 

 
2

2
3 3

3

33 66 33
2 56.95

2 233

2

A cm
 



   
= +      

   
 

 

3 2

2 3 2

3

33 33 4
3.4765

3333

2

a cm







= =
 
 
 
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