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BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuard hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no
puedan realizar célculos simbdlicos ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice 0 no
la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y gréaficos deberan estar siempre
debidamente justificados.

Por cada falta de ortografia a partir de la tercera se deduciran 0,10 puntos, hasta un maximo de
un punto.

Por errores en la redaccién, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesion,
incorreccion Iéxica e incorreccion gramatical se podra deducir un maximo de medio punto. La
deduccién maxima total es de un punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Se ha realizado una encuesta a 120 miembros de un club de lectura sobre sus preferencias
literarias. La siguiente tabla muestra los resultados clasificados por edad y tipo de obra preferido.

Edad/Tipo de obra Novela Poesia Obras de teatro  Ensayos
< 25 afios 17 6 7 1
25 - 60 afios 22 17 10 3
> 60 afios 8 12 11 6

1.1 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que el tipo de obra preferido de una persona
seleccionada al azar no sea el ensayo?

1.2 (0.75 puntos) Si se sabe que un miembro del club NO tiene como tipo de obra preferido la
poesia, ¢cual es la probabilidad de que tenga 25 afios 0 mas?

1.3 (1 punto) Dados 10 miembros del club que tienen entre 25 y 60 afios, ambos incluidos.
¢Cual es la probabilidad de que como mucho 3 de ellos tengan como tipo de obra preferido
0 bien las obras de teatro o bien los ensayos?

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)
Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

1
5 1 2 1
2.1 Dadas las matrices A= 2 y B= , calcular.
1 11
0 -=
2

2.1.1 (0.75 puntos) La matriz X, si existe, tal que 2AX =BX +1, siendo | la matriz identidad
2x2.

2.1.2 (0.75 puntos) Si existen, los valores del parametro real « tales que 4A”+aA—1=0,
siendo 0 la matriz nula 2x2.

2.1.3 (1 punto) A”.

1de 18 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Extraordinaria Reserva Matemdticas Il en Valencia Juan Antonio Martinez Garcia

2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales
3X+y+2z=1-a
(1+a)x+2y+z=a
ax—-y+z=1-a
donde a es un parametro real, Se pide:

2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema en funcion del parametro a.
2.2.2 (1.25 puntos) Calcular las soluciones del sistema éste sea compatible.

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

3.1 Dado el plano 7z: 2x—z =1, calcular:
2x—-y=0
3.1.1 (1.25 puntos) Si existe, el plano perpendicular a ®© que contiene a la recta r :{ Y .
z=y

3.1.2 (1.25 puntos) Los planos paralelos a © cuya distancia al punto P=(0,1,2) es 2.

3.2 Se considera el plano 1 con ecuacion 2x+3y—z=0 y los cuatro puntos A = (0,0,0),
B =(10,0,-20), C=(0,15,-30) y D = (1,2,-1).
3.2.1 (0.5 puntos) Comprobar si el triangulo ABC pertenece al plano .
3.2.2 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto D al plano 7.
3.2.3 (1.5 puntos) Calcular las coordenadas de la proyeccién del punto D sobre el plano
formado por los puntos A, By C.

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)
Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

X

_X2

4.1.1 (0.75 puntos) Calcular el dominio de definicion, las asintotas y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la funcion f.

4.1.2 (0.25 puntos) Dibujar la curva 'y = f(x).

4.1.3 (0.75 puntos) Hallar todas las primitivas de f.

4.1.4 (0.75 puntos) Calcular el area comprendida entre las curvas y = f(x), x=-1, x=1 yel
eje de abscisas.

4.1 Dada la funcion real de variable real f (x)= 3

4.2 Se quiere construir un bote de refresco cilindrico de volumen 33 cm?® que tenga area total
(incluyendo las tapas) minima. Se pide:
4.2.1 (0.5 puntos) Expresar el area total del bote en funcion del radio de su base y de su altura.
4.2.2 (1.5 puntos) Obtener las dimensiones que minimizan el area total del bote.
4.2.3 (0.5 puntos) Hallar dicha area.
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Taula de la distribucid binomial (Bin{n,p)}

x
A N - n
Tabla de la distribucion binomial (Bin{n,p)) Fix) = P(X = x} = E [k] phgtt
k=0

n [ kJp] 0,01 [ oos | 00 [ o20 [ o025 [ o3 | 148 | 035 | o040 [ 045 | 050
1|0 0,9%00 09500 09000 08000 O7500 O7000 O6567  0,6500 0,500 05500  0,5000
1 1,0000 10000 10000 10000 10000 10000 1,0000  1,0000 1,0000 10000 1,000
z|oO 0,9501 0,9025 05100 06400 00,5625 04900 04444 04235 0,3500 030125  0,2500
1 03538 09975 09900 09600 09375 09100 0,888 08775 0,400 07975 0,7500

2 1,0000 10000 10000 10000 41,0000 10000 10000  1,0000 1,0000 10000  1,0000

3| o 09703 08574 07290 05120 04219 03430 D0,2963 02746 0,2160 01564  0,1250
1 09537 09525 09720 O0,B960 00,8436 O0,7840 D0,7407 0,783 0,5450 05743  0,5000

2 1,0000 0,9999 09990 08920 09844 05730 09530 03571 0,5360 05063 06750

3 1,0000 10000 10000 10000 41,0000 10000 10000  1,0000 1,0000 10000  1,0000
4|0 09606 08145 06561 04006 03164 02401 09975 01785 0,1295 00915 00625
1 09534 0,9B50 09477 05152 07353 06517 05926 05630 0,4752 03310 0,325

2 1,0000 09995 09963 05735 03432 09163 0,5889 08735 0,5208 0,7585  O,6875

3 1,0000 10000 09995 09984 09961 09919 09877  0,9850 0,5744 05580 09375

4 1,0000 10000 10000 10000 41,0000 10000 10000  1,0000 1,0000 10000  1,0000

5| o 09510 07738 05905 03277 02373 04681 04317 01160 00778 00503 00313
1 0,9530 09774 09185 07373 06326 05282 04509  0,4254 0,3370 02562  0,1875

2 1,0000 09935 09914 05421 08955 0,B368 0,7301  0,764B 0,5325 05331 0,5000

3 1,0000 10000 09995 09933 00,9644 0,8632 09547  0,3450 0,9130 06568  O,6125

4 1,0000 10000 10000 08957 09990 05976 09959 09847 0,5358 05315  0,9588

5 1,0000 10000 10000 10000 41,0000 10000 10000  1,0000 1,0000 10000  1,0000

E| D 09415 07351 0,534 02621 09780 00176 00378 00754 0,0467 00277 00156
1 09535 09672 05857 O0,6554 10,5330 04202 03512 03191 0,2333 0,153  0,1094

2 1,0000 09575 09842 08011 00,8306 O0,7443 06304  0,6471 0,5443 04415  0,3438

3 1,0000 09999 09957 08530 09624 05035 08999 03836 0,5208 07447  O,6563

4 1,0000 10000 09995 09984 09554 08801 09822 09777 0,2590 05308 0,5305

5 1,0000 10000 14,0000 09999 09998 09903 09955 09882 0,535 05917 0,584

5 1,0000 10000 10000 10000 10000 10000 1,0000  1,0000 1,0000 10000 1,000

T| O 03321 0,633 04783 02057 01335 00824 00585 00430 0,02E0 00152 00078
1 03530 09556 0,5503 O0,5767 04449 0,323 02634 02338 0,1585 01024  0,0625

2 1,0000 09952 09743 08520 07554 06471 05706 0,5323 04193 03164  0,7266

3 1,0000 09595 09573 0S6ET 09294 O0.ET4D 05267 08002 0,702 06363 0,5000

4 1,0000 10000 09996 09953 0,9871 O0,5712 09547  0,3424 0,9037 DE4T1 0,773

5 1,0000 10000 10000 08956 0,9557 O0,9962 09931  0,9910 0,5812 05543 0,9375

g 1,0000 10000 14,0000 10000 0.999% 0993F 09995 09334 0,535 05363 0,9922

7 1,0000 10000 10000 10000 41,0000 10000 10000  1,0000 1,0000 10000  1,0000

E| D 09227 0,5634 04305 00678 09001 00576 00390 00319 0,0168 00084 0,0039
1 0,3573 03425 05131 05033 0,3671 D0,2553 0,9351  0,1631 0,1064 00532 00352

2 03539 09942 09615 07969 06785 05518 045682 04278 03154 02201 0,1445

3 1,0000 09996 09950 05437 00,8862 O0,B058 07414  0,7064 0,5341 04770  0,3633

4 1,0000 10000 09996 09556 09727 05420 09121 08339 0,5263 07396  O,6367

5 1,0000 10000 10000 O0,9985 09556 09887 09803 09747 0,502 05115  0,B555

5 1,0000 10000 10000 08959 0,959 09957 09974 09954 0,5315 05319 0,9543

7 1,0000 10000 14,0000 41,0000 10000 O0,9989 09998 09936 0,5353 05383 0,%361

] 1,0000 10000 10000 1,0000 41,0000 14,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

T | O 09135 05302 03674 01342 00751 00404 00260 00207 0,0101 00045  0,0020
1 09556 09235 07748 04362 03003 01960 04431 01211 0,0705 00385 00195

2 09539 09916 09470 07382 06007 DM4625 03772 03373 0,2318 0,14%5  0,0893

3 1,0000 09994 09917 09144 00,8343 00,7257 0,503 0,508% 0,4325 03514 0,253

4 1,0000 10000 09991 09804 09511 08012 08552  0,3283 0,7334 06214 0,5000

5 1,0000 10000 09995 09969 09500 05747 08576  0,3454 0,5006 0E342 07461

g 1,0000 10000 14,0000 09957 09587 09957 09917 09838 0,5750 05502 09102

7 1,0000 10000 14,0000 10000 09999 09936 09990 09996 0,5362 05303 0,5805

] 1,0000 10000 14,0000 10000 10000 10000 09999 0,999 0,5397 05982 0,5950

3 1,0000 10000 10000 1,0000 10000 10000 1,0000  1,0000 1,000 1,0000  1,0000

10| o 09044 0,5087 03457 01074 00553 00282 00173 00135 0,0060 00025 00010
1 09957 09139 07361 03755 02440 01453 0,9040  0,0850 0,0464 00233 0,007

2 09539 0,9E35 09298 06775 05256 03535 02991 02616 0,1573 00395 0,0547

3 1,0000 09990 09672 0,671 07758 06456 05593 0,5138 0,323 02560  0,1719

4 1,0000 0,9999 09954 08672 0,921% 08457 07869 07515 0,6331 05044 03770

5 1,0000 10000 09995 09936 09803 08527 05234 09051 0,5338 07384 06230

g 1,0000 10000 10000 09951 09565 0,95%4 09803 09740 00,8452 0E3E0 08281

7 1,0000 10000 41,0000 059559 09596 00984 09955 09852 0,587 05725 05453

5 1,0000 10000 14,0000 10000 10000 09999 09995 09935 0,5353 05355  0,5893

3 1,0000 10000 10000 1,0000 10000 10000 1,0000  1,0000 0,539 05387 0,539

10 1,0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000  1,0000 1,0000 10000  1,0000
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n|k|p| 0,01 [ 005 [ 040 | 0,20 | 025 | 030 | 4/3 | 035 | 040 | 045 | 050
1|0 0,8953 0,5688 03138 00859 00422 00198 00116 00088 0,0036 0,0014 0,0005
1 0,0948 0,8981 06974 03221 0,971 01130 00751 00606 0,0302 0,0139 0,0059
2 0,9998 0,9848 09104 06174 04552 0,3127 02341 02001 0,1189 0,0652 0,0327
3 1,0000 00084 009315 08380 07133 05696 04726 04256 0.2963 0,1911 0.1133
4 1,0000 0,099 00972 09496 08854 0,787 07110 06683 0,5328 0,3971 0,2744
5 1,0000 1,0000 09997 09883 09657 09218 08779  0.8513 0,7535 0,6331 0,5000
6 1,0000 1,0000 1,0000 09980 09924 09784 09614  0,9499 0,9006 0,8262 0,7256
7 1,0000 1,0000 1,0000 09998 009988 08957 0,9912 09878 0.9707 0,9390 0,8867
8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 009999 09994  0,9986  0,9980 0,9941 0,9852 0,9673
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 09999 09998 0,9993 0,9978 0,0941
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 0,9998 0,0995
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
12| 0 0,8864 0,5404 02824 00687 00317 00138 00077 00057 0,0022 0,0008 0,0002
1 0,9938 0,8816 06500 02749 01584 00850 00540 00424 0.0196 0,0083 0,0032
2 0,9998 0,0804 08891 05583 03907 02528 0,811  0,1513 0,0834 0,0421 0,0193
3 1,0000 0,9978 09744 07946 006488 04925 03931 03467 0,2253 0,1345 0,0730
4 1,0000 0,999 00957 09274 08424 07237 06315 05833 0,4382 0,3044 0,1938
5 1,0000 1,0000 09995 09806 09456 0,8822  0,8223 07873 0,6652 0,5269 0,3872
6 1,0000 1,0000 09999 09961 0,857 09614 09336 09154 0,8418 0,7393 0,6128
7 1,0000 1,0000 1,0000 09994 009972 09905 09312 09745 0,9427 0,8883 0,8062
8 1,0000 1,0000 1,0000 09999 0099 0,00983 09961 09044 0,9847 0,0644 0.9270
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 0,9988  0,9995  0,9992 0,89972 0,9921 0,0807
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000  0,9999 0,9997 0,9989 0,9968
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,9998
12 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
13| 0 0.8775 05133 02542 00550 00238 00097 00051 00037 0,0013 0,0004 0,0001
1 0,9928 0,8646 06213 02336 01267 00637 00385 00296 0.0126 0,0049 0,0017
2 0,8997 0,6755 08661 05017 03326 0,2025 0,387  0,1132 0,0579 0,0269 0,0112
3 1,0000 0,996 0,0658 07473 05843 04206 03224 02783 0,1686 0,0029 0,0461
4 1,0000 0,9997 09935 009009 07940 O0,6543 05520  0.5005 0,3530 0,2279 0,1334
5 1,0000 1,0000 008991 05700 009198 08346 07587 07150 0.5744 0,4268 0,2005
6 1,0000 1,0000 09999 09930 00757 09376  0,8965  0.8705 07712 0,6437 0,5000
7 1,0000 1,0000 1,0000 09988 00944 009818 09653  0.9538 0.9023 0,8212 0.7095
8 1,0000 1,0000 1,0000 09998 09990 0,9960 0,9912 09874 0.9679 0,9302 0,8666
g 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 09999 0,9993  0,9984  0,9975 0,9922 0,9797 0,9539
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9995  0,9997 0,9987 0,9959 0,9888
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000  1,0000 0,9999 0,9995 0,9983
12 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,0999
13 1,0000 1,0000 14,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Se ha realizado una encuesta a 120 miembros de un club de lectura sobre sus preferencias
literarias. La siguiente tabla muestra los resultados clasificados por edad y tipo de obra preferido.

Edad/Tipo de obra Novela Poesia Obras de teatro  Ensayos
< 25 afios 17 6 7 1
25 - 60 afios 22 17 10 3
> 60 afios 8 12 11 6

1.1 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que el tipo de obra preferido de una persona
seleccionada al azar no sea el ensayo?

1.2 (0.75 puntos) Si se sabe que un miembro del club NO tiene como tipo de obra preferido la
poesia, ¢cudl es la probabilidad de que tenga 25 afios 0 mas?

1.3 (1 punto) Dados 10 miembros del club que tienen entre 25 y 60 afios, ambos incluidos. ¢Cual
es la probabilidad de que como mucho 3 de ellos tengan como tipo de obra preferido o bien
las obras de teatro o bien los ensayos?

1.1 Completamos la tabla sumando filas y columnas.

Edad/Tipo de obra Novela Poesia Obras deteatro Ensayos | TOTALES
< 25 afios 17 6 7 1 31
25 - 60 afios 22 17 10 3 52
> 60 afos 8 12 11 6 37
TOTALES| 47 | 35 | 28 | 10 120

Hay 47 miembros que prefieren novela, 35 poesia y 28 obras de teatro. Esto hace un total de
120 — 10 = 110 que no prefieren el ensayo. La probabilidad de que el tipo de obra preferido

de una persona seleccionada al azar no sea el ensayo vale 110 _u =0.9167.

12

1.2 Hay 120 — 35 = 85 miembros que no prefieren la poesia y de estos 17 + 7 + 1 = 25 tienen
menos de 25 afios, por lo que 85 — 25 = 60 tienen 25 afios 0 méas. La probabilidad de que la

persona elegida que no le gusta la poesia tenga 25 afios 0 mas vale % = 1—2 =0.7059.

1.3 Consideramos la variable aleatoria X que cuenta el nidmero de miembros con edad
comprendida entre 25 y 60 afios de un grupo de 10 que prefieren obras de teatro o ensayos.
Esta variable es una binomial de parametros n = 10 y p = probabilidad de que un miembro

10+3_13 _ 05
52 52

con edad entre 25 y 60 afios prefiera obras de teatro o ensayos =

X = B(10, 0.25).
Nos piden calcular P(X <3). Mirando en la tabla tenemos que P(X <3)=0.7759

k

p|

0,01

[ 005 [ 010 [ 020 [ 025 [ o

L10)

0,9044
1 0,0957
0,9999

0,5087
0,9139
0,9885

03487
0,7361
0,9298

1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
10000

W e [

=

e
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
10000

T
0,9984
0,999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
10000

00936 09803
09991  0,9965
09999 0,999
1,0000
1,0000
10000

1,0000
1,0000
1 0000

01074 o863 0,
03758 o0 0
0,6778 g 03
werery 07759 06
09672 0 048
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1
5 1 2 1
2.1 Dadas las matrices A= 2 y B= , calcular.
1 11
0o -=
2
2.1.1 (0.75 puntos) La matriz X, si existe, tal que 2AX =BX +1, siendo | la matriz identidad
2x2.
2.1.2 (0.75 puntos) Si existen, los valores del parametro real « tales que 4A” +aA—1=0,

siendo 0 la matriz nula 2x2.
2.1.3 (1 punto) A®,

2.1.1 Despejamos X en la ecuacion matricial.
2AX =BX +1 =2AX -BX = | = (2A-B)X = | = X =(2A-B) "
Determinamos la inversa de la matriz 2A—B.

1

Py 2 1) (1 2) (2 1) (-1 1
2A-B=2 = = - =

o it lo 1)1 1) (1 -2

2

|2A—B|:‘_l ' ‘:2+1:3¢0
-1 -2

(ZA_B)ledj((ZA—B)T) Adj(‘ll :;j 1[_2 _1}[_2,3 _1/3]

2A-B] 3 31 -1) (13 -1/3
. ., ., -2/3 -1/3
La matriz X solucion de la ecuacidones X = .
1/3 -1/3

2.1.2 Buscamos los valores de a para que se cumpla lo pedido.

RN ER! ! 1 0) (0 0
Wranol=0=4 s W _(o JZLO oj:
0 —=|lo -2| |o -2

2 2
11 1) (a
22 2112 “|1(10) (00
=al* 212 + 2 _[o J:(o Ojj
0o = o -4
4 2
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a (04
1 5 %N 00y |2 %] (00 |2=0
= + 2 — = = 2 = = 2 :>
1 a 1 00 a 00
0 —— 0 —— a=0
Para a =0 se cumple la igualdad.

2.1.3 Calculamos las primeras potencias de la matriz A en busca de una regularidad.

1 1 1
= 1= 1] [=0
a2_| 2 2 _| 4 :1(1 0]:1|
o Lo L], 2| 4lo 1) 4
2 2 4
1 1
=1 =1
10
S b 1 %(o J:% 2 1 -h
0 -= 0 -=
2 2
A4=AA3=A1A=3A2=1-1|=%|
47 44 4

A =AA' =A== A
4 4
AG—AAS:A%A—%AZ:%1|:%|
4 44 4
L0
6
aeopepr= gL )4
4 4 4 1
¥
1 1
6
Hemos comprobado que A” = 4 _| 409
1 1
0 — 0 —
4 4096
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2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales
3X+y+2z=1-a
(1+a)x+2y+z=a
ax—-y+z=1-a

donde a es un parametro real, Se pide:
2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema en funcion del parametro a.
2.2.2 (1.25 puntos) Calcular las soluciones del sistema éste sea compatible.

3 1 2
2.2.1 La matriz de coeficientes del sistemaes A=|1+a 2 1|y lamatrizampliada es
a -11

3 1 2 1-a
A/B=|1+a 2 1 a
a -111-a
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

3 1 2
|A|=1+a 2 1=6+a-2-2a-4a-1-a+3=6-6a
a -1 1

|A=0=6-6a=0=[a=1]
Surgen dos situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO 1. a#1
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de
A/B y el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una Unica

solucién)
CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.
31 20
La matriz ampliadaqueda A/B={2 2 1 1. Convertimos este sistema en otro
1 -110
triangular equivalente mas sencillo de estudiar.
Filal®2-3-Fila3?
31 20 3 1 2 0
A/B=|2 2 11:>_33_30
1 -110

0 4 -1 0— NuevaFila3?

3-Fila22-2-Fila1?

6 6 3 3 31 2 0
6 2 -4 0 =0 4 -1 3|
0 4 -1 0

0 4 -1 3— NuevaFila2?2

8de 18 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Extraordinaria Reserva Matemdticas Il en Valencia Juan Antonio Martinez Garcia

Fila3®— Fila22 PR .
0 4 -1 0 3120
:>O—41—3 =0 4 -1 3
0 0 0 —3- NuevaFila3® HA_O,%

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos. El sistema es incompatible
(sin solucién).

2.2.2 Para a =1 el sistema es compatible determinado. Resolvemos el sistema.

3X+y+2z=1-a 3X+y+2z=1-a
3x+y+2(l-a+y-ax)=1-a
(1+a)x+2y+z=a=<(l+a)x+2y+z=a= =
(1+a)x+2y+l-a+y-ax=a
ax-y+z=1-a z=1-a+y—-ax

3X+y+2-2a+2y-2ax=1-a [(3-2a)x+3y=-1+a

= = =
X+ 2%k +2y+l-a+y—af =a x+3y=2a-1
3-2a)x+3y=-1+a

:{( ) y = (3-2a)(2a-1-3y)+3y=-1+a=

x=2a-1-3y

= 6a-3-9y-4a’+2a+6ay+3y=-l+a=(-6+6a)y=4a’-7a+2=

2_ 2_ 2_
_lyodaorat2) o g gfa-rat2 ., 4a-7a+2
6a—6 6a—6 2a-2
jX:M—Za—4a+X—%{+7a—X: a_|_
2a—-2 2a—2

4a2—7a+2_a a _6a-6-6a°+6a+4a’-7a+2 3a’

=z=1-a+ =
6a—6 2a-2 6a—6 6a—6
—5a’+5a—4
=>lz=————
6a—6
., ) a 4a*—-7a+2 —5a’+5a—4
Para a =1 la solucién del sistema es x = , Y= , 7= )
2a—2 6a—6 6a—6

OTRA FORMA DE RESOLVER el apartado 2.2.2
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Ecuacién 22 —Ecuacion 32
3X+y+2z=1-a

(1+a)x +2y +z =a
(I+a)x+2y+z=a=
—ax +y -z =-l+a
x-y+z=1-a X 43y =-1+2a

Ecuacion 12 —2-Ecuacién 32

(3-2a)x+3y =-l+a
3X +y +2z =1-a 3 Leo
2ax 42y -2z =—2+2a[ " oy ‘I rea=

(3-2a)x +3y =-1+a x Ty rz=i-d
Ecuacién 12 —Ecuacion 22
(2-2a)x =-a
(3-2a)x +3y = -l+a
=3 +3y =-1+2a=
—X -3y = 1-2a 1
(2-2a)x = -a X —Yy rz=2-d
-a
X = _
2-2a +3y=-1+2a
2-2a
=X +3y =-1+2a= =
. -1 a——-y+z=1-a
ax y +2 a > 24 y
a —2+2a+4a—4a’°+a —-4a*+7a-2
3y=-1+2a+ = =
2-2a 2-2a 2-2a
= ) =
—~___y+z=1-a
2-2a y
_ —4a’+7a-2
3(2-2a
- (2-23) -
a® 2-2a-2a+2a’+a’ 3a°-4a+2
-y+z=1-a+ = =
2-2a 2-2a 2-2a

—4a®+7a-2 3a°—4a+2
- +z=
3(2-2a) 2-2a

_3a2—4a+2+—4a2+7a—2_9a2—12a+6—4a2+7a—2_ 5a’-5a+4
- 2-2a 3(2-2a) 3(2-2a) | 3(2-2a)
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3.1 Dado el plano 7z : 2x—z =1, calcular:
2x—y=0

3.1.1 (1.25 puntos) Si existe, el plano perpendicular a ®© que contiene a la recta r :{
Z=Y

3.1.2 (1.25 puntos) Los planos paralelos a & cuya distancia al punto P=(0,1,2) es 2.

3.1.1 El plano n" perpendicular a m tiene como vector director el vector normal de . Otro vector
director del plano 1" es el vector director de la recta r. También debe contener cualquier punto
de la recta.

7:2x-2=1->n=(2,0,-1)

X==A1
P.(0,0,0
2x—-y=0 2x:y—>x=1y 2 3 )
: L = 2 =>rqy=14 = T lll
—y Z=y Z:l r 21a

u=n=(2,0,-1
( ) xy 2
6:?,:(%,1,1) =72 0 —1:03—%y+22—2y+x:0:>
1
P.(0,0,0)ex > b1

:x—gy+22:0:> 7:2x-5y+4z=0

El plano perpendicular a © que contiene a la recta r tiene ecuacion 7 : 2x—5y+4z=0.

3.1.2 Un plano paralelo a 7:2x—z—1=0 tiene ecuacion r, :2x—z+D=0.Y debe cumplir
que la distancia al punto P valga 2.

7w 2x=2+D=0
P(0,1,2)

}:d(yrl,P):Zz

D-2=255D,=2J5+2—> |z, :2x—2+2+2/56=0

:>|D—2|:2\/§:

—D+2=265>2-26=D, > |7,:2x-2+2-2/6=0

Los planos buscados son 7r1:2x—z+2+2\/§:0 y 7, 12x—2+2-2:/5=0.
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3.2 Se considera el plano m con ecuacion 2x+3y—z=0 y los cuatro puntos A = (0,0,0),
B =(10,0,-20), C=(0,15,-30) y D = (1,2,-1).

3.2.1 (0.5 puntos) Comprobar si el triangulo ABC pertenece al plano 7.

3.2.2 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto D al plano .

3.2.3 (1.5 puntos) Calcular las coordenadas de la proyeccién del punto D sobre el plano formado
por los puntos A4, By C.

3.2.1 Comprobamos que los puntos A, B y C pertenecen al plano.

m:2X+3y—-z=0
(',A(0,0,0) ern?
¢B(10,0,-20) e z?
(;C(0,15,—30) ern?

¢2:0+3-:0-0=0? ¢0+0-0=0?—SI
=¢2:10+3:0-(-20)=0?+=20+0+20=0? > NO

c',2'0+3'15—(—30)=0? ¢0+45+30=07—> NO
Los puntos B y C no pertenecen al plano. El triangulo no pertenece al plano.

3.2.2. Calculamos el valor de la distancia pedida.

:2x+3y—-2=0 2:1+3:2—-(-1
i / :>d(D,7r)=‘ i ( )‘= 5 =9\/1_4=2.4u
D(1,2,—1) [22_'_32_'_(_1)2 \/]] 14
3.2.3 Debemos hallar las coordenadas del punto D" del dibujo.
r
+ D
o 7
D
Hallamos la ecuacion del plano " que contiene los puntos A, By C.
A(0,0,0) A(0,0,0) enr
B(10,0,-20) t = u = AB =(10,0,—20)—(0,0,0) = (10,0,-20) =
C(0,15-30)] v=AC =(0,15,-30)-(0,0,0)=(0,15,-30)
X Yy z
=710 0 -20/=0=150z+300y+300x=0=>|7"12Xx+2y+2=0)
0 15 -30

Hallamos la ecuacion de la recta r. Como es perpendicular al plano su vector director es el
vector normal del plano 7":2x+2y+z=0.

D(L2, 1)< X=1+24
, o =|r= y=2+2ﬂ,
72X+2y+2=0->v, =n=(2,21) z=-1+1
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Hallamos el punto D" de corte de la recta r y el plano resolviendo el sistema formado por sus
ecuaciones.

Xx=1+21
r=qy=2+241

z=-1+1
7 2X+2y+2=0

= 2(1+24)+2(2+22)+(-1+1)=0=

=2+41+4+41-1+1=0=>91+5=0=>91=-5=

x:1+2_—5:—1
9
:/1:_—5: y:2+2_—5:§: D _—1§_—14
9 9 9 9 9 9
5 -14
l=—1-—=—
9 9

Las coordenadas de la proyeccién del punto D sobre el plano formado por los puntos A, By

C son D’(_—l,g,_—mj.
9 9 9
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X

—X2

4.1.1 (0.75 puntos) Calcular el dominio de definicion, las asintotas y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la funcion f.

4.1.2 (0.25 puntos) Dibujar la curva 'y = f(x).

4.1.3 (0.75 puntos) Hallar todas las primitivas de f.

4.1.4 (0.75 puntos) Calcular el area comprendida entre las curvas y = f(x), x=-1, x=1 y el
eje de abscisas.

4.1 Dada la funcion real de variable real f (x)= 3

4.1.1 Es una funcion racional y su dominio son todos los niumeros reales menos los que anulan
su denominador.

f(x)= X —=9-x=0=>x2=9=x=+/9 =43
9—x?

El dominio de la funcion es R —{-3,3}.

Asintotas verticales. x=a
¢ X =-3 es asintota vertical?

lim f(x)=lim—>_ =3 __3_,

x—-3 x>-39 —x 9_(_3) 0

X =—3 es asintota vertical.

¢ X =3 es asintota vertical?

] . X 3 3

limf (x)=Ilim = _=—— =

x—3 ( ) x—3 9_)(2 9_32 0

X =3 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b
. . X . X .1 1

b=lim f (x)=lim—— =lim—=lim—===0
X—00 x—0 Q _ x X—0 ¥ X—0 ¥ o0

Larecta y =0 es asintota horizontal de la funcion.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al tener asintota horizontal la funcién no tiene asintota oblicua.

Buscamos los puntos criticos de la funcidn.

O Xty _1(9—X2)—X'(—2X)_9—x2+2x2_ 9+x°
f( )_9—X2 f ( )_ (9—X2)2 o (9—X2)2 _(9_)(2)2

9+ x?
2 2

( ) =0=9+x*=0= x> =—9 = x=/-9 No existe
9-—x

f(x)=0=

La funcion no presenta puntos criticos. La derivada va a ser siempre positiva pues el
numerador y el denominador son siempre positivos. La funcion es creciente en todo su

dominio R—{-3,3}.
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4.1.2. Realizamos una pequefa tabla de valores y dibujamos la grafica de la funcion.

X
x | f (X) - 9_ X2
-4 0.57
-2 -0.4
0
0.4
-0.57
x=-3 | F(@)=575
/ _#-// y=0 x
7 5 5 1 8 p— | 1 -
d 1 /
x=3

4.1.3 Hallamos la integral indefinida de la funcion.

B X _i —2X _—_1 2
F(x)_Jg_dex__2 9_dex_zln‘g x‘+K

Todas las primitivas de la funcién f tienen la expresién F(x)= %In ‘9— xz‘ +K.

4.1.4 Como la funcion corta el eje de abscisas en x=0¢ (—1,1) el area comprendida entre las

curvas y = f(x), x=-1, x=1 y el eje de abscisas la calculamos como el valor absoluto de la
integral definida entre —1 y 0 de la funcion mas la integral definida entre 0 y 1 de la funcion.
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2 2

}__In_Q In8

0 _ 0 _ _1
J19—Xx2 dx :{glnp—xﬂl :[%Inp—oﬂ—[?lnp—(—lf
1
J X2dx=[_—lln‘9—xﬂl:[_—lln‘g—lﬂ—{_—llnb—oﬂ=_In8+|n_9
9—x 2 . L2 2 2 2

0
0 1
j dex+f dex=
19-X 09—X

B In9—|n8+ln9—ln8_
2 2

In8—|n9|+ IN9—-In8 _

Area =
2 | 2

IN9-In8=0.1178u?
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4.2 Se quiere construir un bote de refresco cilindrico de volumen 33 cm?® que tenga area total
(incluyendo las tapas) minima. Se pide:

4.2.1 (0.5 puntos) Expresar el area total del bote en funcion del radio de su base y de su altura.

4.2.2 (1.5 puntos) Obtener las dimensiones que minimizan el area total del bote.

4.2.3 (0.5 puntos) Hallar dicha &rea.

4.2.1 Hacemos un dibujo del bote de radio de base “r” y altura “a”.

=

.
=

El area del bote es la suma del area lateral més las dos areas de las tapas superior e inferior.

A(a,r)=2zxr-a+2xr’

4.2.2 El volumen del bote es el producto del area de la base por la altura: V (a, r) =zr’-a.
Igualamos este volumen a 33 y despejamos “a”.

33
V ) = 2- :33 = —_—
(a,r)=nr*-a=33=a —

Sustituimos este resultado en la funcion del area y obtenemos una funcion que solo depende
de “r”.
A(a,r)=2zr-a+2xr?
(ar) 33

33 :>A(r):27zr—2+27rr2:@+27zr2

a nr r

7rr?

L ” 66 o
Queremos minimizar la funcién A(r)=—+2zr?. Hallamos sus puntos criticos.
r

A'(r)zr—ZG+47rr A'(r)=0:>_r—626+47zr:0:>47rr:$:>

:47zr3:66:>r3:§:§:> r:3’§
Ar 27 27

. f33 o :
Tenemos un punto criticoen r=3 o Sustituimos este valor en la segunda derivada,
T
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A'(r):_r—626+47rr =—66r7° +47zr = A"(r)=—66(—2)r3+47r=1r2—32+47z:>

:A"[a_]zﬁwﬁmz24gﬂ+4ﬁ>o

3 =
or 27

-, - : f33 .
La funcion presenta un minimo relativo para r = 3 Ey =1.7382 centimetros.
T

Para este valor del radio determinamos la altura del bote.
33 3 3334
33) 7333
Vi 3
27

Las dimensiones del bote de volumen 33 cm?® con area minima son 1.7382 centimetros de
radio de la base y 3.4765 centimetros de altura.

=3.4765 cm

4.2.3 Hallamos el area minima.

2
AlLa23 |28 o433 ] Zs6.05em?
27 , 33 27

27

18 de 18 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

