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BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuard hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no
puedan realizar calculos simbdélicos ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o
no la calculadora, los resultados analiticos, numeéricos y graficos deberan estar siempre
debidamente justificados.

Por cada falta de ortografia a partir de la tercera se deduciran 0,10 puntos, hasta un maximo
de un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesion,
incorreccion Iéxica e incorreccion gramatical

se podra deducir un maximo de medio punto. La deduccién méaxima total es de un punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Una firma automovilistica fabrica tres modelos de coches: M1, M2 y M3, y produce un 35% de
vehiculos en Estados Unidos, un 45% en China y un 20% en Alemania.
En la planta de Estados Unidos se fabrican un 38% de vehiculos del modelo M1, un 42% del M2
y un 20% del M3; en la de China un 42% del M1, un 40% del M2 y un 18% del M3; y en la de
Alemania un 24% del M1, un 40% del M2 y un 36% del M3.
El control de calidad ha detectado que en Estados Unidos un 3% de los coches presenta algin
tipo de defecto, en China un 4% y en Alemania un 1%.
1.1 (0.75 puntos) ¢Cuél es la probabilidad de que un coche seleccionado al azar presente algin
tipo de defecto?
1.2 (0.75 puntos) Si un coche no presenta ningun defecto, ¢cudl es la probabilidad de que esté
fabricado en Estados Unidos?
1.3 (1 punto) Dados 9 coches fabricados en Alemania, calcular la probabilidad que al menos 3
sean del modelo M2.

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)
Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2
2.1 Una empresa de produccion agricola desarrolla fertilizantes que combinan tres nutrientes
esenciales: nitrégeno (N), fosforo (P) y potasio (K). Se representan por x, y, z las cantidades
en kilogramos a usar por lote de N, P, K, respectivamente. Estas cantidades deben cumplir
las siguientes restricciones:

3X+4y+az=30
—2X+y+z=4
2X—-Y+az=10

2.1.1 (1.25 puntos) Discutir, en funcion del parametro a, el sistema de ecuaciones anterior.
2.1.2 (1.25 puntos) Obtener las cantidades x, y, z en el caso de que el sistema sea compatible.

a2 o3 23 )

2.2 Dadas las matrices
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donde m es un parametro real. Se pide:
2.2.1 (0.5 puntos) Calcular el producto AB y la matriz transpuesta de AB.
2.2.2 (0.75 puntos) En los casos en los que A es invertible, calcular la inversa de A.

2.2.3 (1.25 puntos) Resolver la ecuacion matricial BX + A>=C..

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

2X+4y—-2=0
3.1 Dados el plano 7 =2x+ay—-z+3=0ylarecta r = , calcular:
—X+Yy+52=3

3.1.1 (0.75 puntos) Calcular la distancia entre el punto (3,1,-2) y el plano , en funcién del

parametro real a.
3.1.2 (0.75 puntos) Para a =4, calcular el &ngulo que forma la recta r con el plano .

3.1.3 (1 punto) Para a =3, calcular el punto simétrico del punto (%,5,—1} respecto del plano
TC.

3.2 Dadalarecta r: XTH = yT—Z _z , que depende del pardmetro real «, y la recta
(94
|=x+y+z=1
CIx+2y-z=2
3.2.1 (1.25 puntos) Calcular el valor del parametro « para el que r y s son perpendiculares.

3.2.2 (1.25 puntos) Suponiendo que « = 0, obtener la recta paralela a s que pase por el punto
de r cuya coordenada z vale 0.

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)
Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2
4.1 Se considera un prisma triangular de altura 4 cm, cuya base es un triangulo equilatero de lado
x cm. El prisma tiene area total (area que incluye el area de las caras laterales y de las bases
superior e inferior) igual a 10 cm?. Se pide:

4.1.1 (0.5 puntos) Expresar el area total del prisma en funcion de x y 4.

4.1.2 (1.5 puntos) Obtener los valores de x y 2 que maximizan el volumen.

4.1.3 (0.5 puntos) Hallar dicho volumen.

4.2 Dada la funcion real de variable real f(x)= ( 41)2 +X, se pide:
X_

4.2.1 (0.5 puntos) Calcular el dominio de definicion y las asintotas de f.
4.2.2 (0.75 puntos) Indicar, si existen, los extremos, y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f.

4.2.3 (0.5 puntos) Representar graficamente la funcién y = f (x)
4.2.4 (0.75 puntos) Calcular la integral indefinida f f(x)dx.
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Taula de la distribucid binomial (Bin(n,p)) x
Tabla de la distribucion binomial (Bin{n, - = ol = ~k
(Bin{n,p)) F=px<x) =) (})ote"
n|k[p] [iTi]] [ 005 [ 010 | 0230 [ 0235 | 030 | 13 | 035 | 040 | 045 [ 050
110 0, E300 02500 09000 08000 07500 O.F000 06667 10,6500 0,6000 0,5500 00,5000
1 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2|0 08801 08025 08100 08400 05625 (04000 04444 04225 0,3600 0,3025 02500
1 0,B22a 08975 09000 09800 09375 02100 0,3880 08775 00,3400 0.7975 0,7500
2 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
(o 0,6703 08574 0,7280 05120 04212 03430 0.2063 10,2748 0,2160 0,1664 0,1250
1 0, Bag7 08028 09720 08200 08438 07340 0,7407 10,7183 0,480 05748 00,5000
2 1,00:00 08000 09820 082920 09844 08730 0,9630 10,8571 0,8360 0,9082 0,8750
3 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4]0 0,660 08145 08551 04096 023164 02401 01875 01785 0,1288 0,095 00625
1 [, bt 08860 0977 08192 07383 06517 0,506 10,5630 04752 0,3810 0,3125
2 1,0000 02005 09083 08728 09482 02183 0,3882 0,B7T35 0,3208 0,7585 0,6B75
3 1,0000 1,0000 09220 02934 09061 08918 098877 10,8850 08744 0,9580 0,375
4 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 10000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 08510 0773 05605 03277 02373 01081 01317 0,1180 0,077a 0,0503 0,0313
1 0, G200 08774 0985 07373 08328 05282 04600 042734 0,3370 0,2562 0,1875
2 1,00:00 02088 09014 08421 03065 08360 0,701 07848 0,8824 0,5831 0,5000
3 1,0000 1,0000 09225 08933 09844 00002 09547 10,8480 0,810 0,9888 08125
4 1,00:00 1,0000 1,0000 02997 022000 O24976 0.8a50 0,7 08883 0.9815 0,883
k] 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
G| 0 0,415 07351 05314 02821 0170 01176 0087E 00754 0,457 00277 00158
1 [0, B3e5 08872 08857 08554 0533 04202 03512 0319 0,2333 0,1835 0,104
2 1,0000 02978 09842 08011 03306 07443 0.6804 06471 05443 02415 0,2428
3 1,0000 02000 09887 08330 096824 00295 0,3062 10,8828 0,3204 0.7447 0,E563
4 1,0000 1,0000 09220 09034 09054 08801 00822 08777 00520 0,030 05205
k] 1,0000 1,0000 1,0000 02290 09008 00093 0,9085 0,8gg2 0,8050 0.8a17 0,844
[i] 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
T| 0O 08321 08083 04783 02097 01335 00924 0,0585 10,0490 0,0280 0.0152 il D:I?E
1 0,B@80 08556 08503 05797 04440 03204 02634 10,2338 0,1583 0,1024 0,0
2 1,00:00 08062 09743 08520 07564 06471 05706 10,5323 04123 03164 02258
3 1,00:00 02208 09973 0848407 09204 08740 0.8267 10,8002 0,7102 0,8083 00,5000
4 1,0000 1,0000 09228 08953 089871 0872 09547 05444 08037 0,8471 07734
5 1,0000 1,0000 1,0000 09096 00067 09062 00031 0830 0,0812 00843  DETS
[i] 1,00:00 1,0000 1,0000 10000 092282 02998 0,8985 0, B20s 08084 09963 0,eez22
T 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
8|0 08227 06834 04205 01878 01001 Q0576 0,0380 10,0319 0,063 0,0084 0,00:29
1 0,8873 08428 08131 05033 03671 02553 0,1851 0,1691 0, 1064 00832 0,0352
2 0, G223 0842 095619 079080 0467B5 05518 0.4682 04273 03154 0,2201 0,1445
3 1,0000 02005 09850 08437 08862 08050 0.7414 0, 7004 0,584 04770 00,3533
4 1,0000 1,0000 09208 02306 00727 08420 09121 058230 0,8263 07306  062E7
k] 1,0000 1,0000 1,0000 02938 09058 08447 08803 08747 0,8502 08115 0,B555
3] 1,00:00 1,0000 1,0000 02290 09906 09947 09974 0,504 0,8915 08312 0,8548
T 1,00:00 1,0000 1,0000 10000 1,00D0 2990 0.8088 10,8293 0,9283 0,9963 0,361
] 1,00:00 1,0000 1,0000 10000 41,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,00:00
a0 08135 08302 03874 01M2 00751 00404 0,0260 0,207 0,010 0,0045 0,000
1 0, BEa 08288 07748 04382 03003 0.1960 0,1431 01211 0,0705 0,0385 00185
2 0,823 02016 09470 07332 06007 04428 03772 10,3373 0,2318 0,1485 0,08:83
3 1,0000 02004 09017 08144 08342 07297 0,8503 10,6099 04824 0,314 02539
4 1,00:00 1,0000 09221 08304 09511 08012 0.8552 0,673 0,734 IZI.EIEH 00,5000
k] 1,0000 1,0000 09820 02200 09000 02747 09576 0,404 0,2800a 08342 0,7461
[i] 1,0000 1,0000 1,0000 02997 09087 08957 0817 10,8843 0,9750 09502 08102
7 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09082 (09006 00000 00088 0,0082 00900 08205
] 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1.0000 0,000 0,809 0, 8ea7 0,992 0,B380
bl 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0|0 0,004 05087 0,487 01074 00562 00282 00173 0,0135 0,0060 0,0025 0,0010
1 0,357 021% 07381 03758 02440 01403 0,1040 10,0830 0, D 0.02%3 0,0107
2 0,e22a 08885 09288 O0877B 05266 03428 02881 10,2618 0,1673 0,0905 0,0547
3 1,00:00 02000 09872 0BT 07750 D6496 0,5563 0,5138 0,3823 0,26860 0,1718
4 1,0000 02000 09084 08872 09219 08407 0,780 0,7515 0,834 05044 03770
k] 1,00:00 1,0000 09820 02935 09803 08527 0823 10,8051 0,3323 0,7384 0,620
[i] 1,0000 1,0000 1,0000 02991 09065 00404 0.8803 10,8740 08452 0,3980 08281
T 1,0000 1,0000 1,0000 02990 09006 00934 0,9065 10,9052 0,9877 09726 08453
g 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 Q9000 000D 08005 0,0083 00955  0A283
2 1,0000 1,0000  1.0000  1.0000 1.II|D:}I 1.0000 1,0000 1,0000 0,8023 09987 0,B2a0
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Una firma automovilistica fabrica tres modelos de coches: M1, M2 y M3, y produce un 35% de
vehiculos en Estados Unidos, un 45% en China y un 20% en Alemania.

En la planta de Estados Unidos se fabrican un 38% de vehiculos del modelo M1, un 42% del M2
y un 20% del M3; en la de China un 42% del M1, un 40% del M2 y un 18% del M3; y en la de
Alemania un 24% del M1, un 40% del M2 y un 36% del M3.

El control de calidad ha detectado que en Estados Unidos un 3% de los coches presenta algin
tipo de defecto, en China un 4% y en Alemania un 1%.

1.1 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que un coche seleccionado al azar presente algln
tipo de defecto?

1.2 (0.75 puntos) Si un coche no presenta ningin defecto, ;cuél es la probabilidad de que esté
fabricado en Estados Unidos?

1.3 (1 punto) Dados 9 coches fabricados en Alemania, calcular la probabilidad que al menos 3
sean del modelo M2.

Llamamos A a “el coche esta fabricado en Estados Unidos™, B a” el coche esta fabricado en
China”, C a “el coche estd fabricado en Alemania” y D al suceso ‘“el vehiculo presenta
defectos”.

Nos dicen que P(A)=0.35, P(B)=0.45 P(C)=0.20, P(D/A)=0.03,P(D/B)=0.004
y P(D/C)=0.001.
Realizamos un diagrama de arbol de probabilidades.

Con defectos
P(D/A) = 0.03

EEUU
P(A) = 0.35

Sin defectos
P(D¢/A) =0.97

Con defectos
China P(D/B) = 0.04

3 paisesy sus
defectos

P(B) =0.45 Sin defectos

P(D/B) = 0.96

Con defectos

Alemania P(D/C)=0.01

P(C) =0.20

Sin defectos
P(D€/C) =0.99

1.1 Nos piden P(D). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

=0.35-0.03+0.45-0.04+0.20-0.01={0.0305
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1.2 Nos piden calcular P(A/ D¢ ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bayes.

P(AnD®) P(A)P(D°/A) 035.0.97 [97

P(A/D)=

P(D°)  1-P(D)

©1-0.0305 |277

=0.3502

1.3 Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de coches del modelo M2 de un grupo de 9
coches fabricados en Alemania. Sabemos que la probabilidad de que un coche fabricado en
Alemania sea del modelo M2 es de 0.40 (el 40% de los coches fabricados en Alemania son
del modelo M2), por lo que la variable aleatoria es una binomial con pardmetros n = 9 y

p=0.40. X = B(9, 0.4).
Nos piden calcular P(X >3).

Para poder utilizar los datos de la tabla de la binomial proporcionados utilizamos el suceso

contrario.

P(X >3)=1-P(X <2)=1-0.2318=[0.7682

== 0

7361 05314 0021
2572 08857 06554
2078 08842 0011
2000 09087 00330
0000 09020 0po34
0000 10000 OoB990
0000 1,0000 1.0000

0,Eczq 06082 04783 02007
D0,8250 02556 08303 05787

1,0000 02008 D9073  00Ea7
1,0000 1,0000 09023 00953
1,0000 1,0000 1,0000 08996
1,0000 1,0000 1,0000 1.0000
1,0000 1,0000 1,0000 1.0000

0,627 06834 04305 01878

00223 02047 09619 07980
1,0000 02006 09050 0437
1,0000 1,0000 09026 00396
1,0000 10000 10000 Q2938
1,0000 1,0000 10000 Oee990
1,0000 1,0000 1,0000 1.0000
1,0000 1,0000 10000 1.0000

E 0 @m0 =@Mk RMN=0 SMEALORN=0 AWM =0 AORN=D ORR=0 =D

0,0854
0,8868
1,0000

0,1335
04442
0,7564
09204
09871
0,987
0,202
1,0000

0,1001
03671
06785
0.8862
09727
0.9858
0,2008
1,0000
1,0000

01176
04202
07443
0.8205
02331
0.2883
1.0000

10,0924

06471
08740
08712
02082
02388
1.0000

00576

05518
0.8050
08420
0.8887
02837
02220
1.0000

=Dpopoo

00STE  0O7S4 O
03512 03181 04
08804 08471 04
08000 0B84 04
Y e Y
08865 082 04
10000 10000 1,

00585  O,0490 0,
02634 02333 0,
05706 05323 0.5
08267  O.B002 0,
09547  Dp4a4 0.4
02831 0.8810 0.9
02085 DpeRs 0.2
1,0000 1,0000 1,
00380 009 0,
01851 0,163 0,
04682 04273 0,
07414 07004 0.9
09121 0,8033 0.3
09603  OET4T7 0.4
02874 D pegs 0.2
02ope  0E203 0.4
1,0000 1,0000 1,
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PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 Una empresa de produccidn agricola desarrolla fertilizantes que combinan tres nutrientes
esenciales: nitrogeno (N), fésforo (P) y potasio (K). Se representan por x, y, z las cantidades en
kilogramos a usar por lote de N, P, K, respectivamente. Estas cantidades deben cumplir las
siguientes restricciones:

3X+4y+az=30
—-2X+Yy+z2=4
2X-y+az=10

2.1.1 (1.25 puntos) Discutir, en funcion del parametro a, el sistema de ecuaciones anterior.
2.1.2 (1.25 puntos) Obtener las cantidades x, y, z en el caso de que el sistema sea compatible.

3 4 «
2.1.1 La matriz de coeficientes del sistemaes A=|-2 1 1 |y la matrizampliada es
2 -1 «a
3 4 a 30
A/IB=|-2 1 1 4
2 -1 10

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

3 4 «
Al=]-2 1 1|=3a+8+2¢ — 26 +8a+3=1la+11
2 -1 «

A=0=1la+11=0=1la = -11= (@ = 1|

Surgen dos situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO 1l a=-1
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de
A/B y el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una Unica
solucién)

CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.

3 4 -130

La matriz ampliadaqueda A/B=|-2 1 1 4 |. Convertimos este sistema en otro
2 -1 -110

equivalente mas sencillo de estudiar.

Fila3? + Fila2?
3 4 -130

2 -1 -1 10
A/lB=|-2 1 1 4 |=

2 -1 -110 =2 114
T 0 0 0 14— NuevaFila3?
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3-Fila2+ 2 Filal® e
6 3 3 12 -

5 8 2 60 =01 170
0 11 1 72-NuevaFilaze| |20 014

A

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Tienen rangos distintos y el sistema es incompatible
(sin solucidn).

2.1.2 El sistema es compatible solo para « #—1, siendo compatible determinado. Resolvemos
el sistema.

Ecuacion 32+Ecuacién 22

3X+4y+az=30 X -y  taz =10

;2x+y+z:4110 ~1-2x +y +2z =4 (7
nTyTaes (a+1)z =14
3x+4 =30 14
X+ay+az 3X+4y+a——=30
= -2X+y+z=4 = a+l -
14
14 —2X+y+——=4
(a+1)z=14 > {a+1£0} >|z=—— a+1
a+l
3x+4y+14—a:30 1 y
= a+l —3x+4) 4-— 1 2x |+ =% =30 =
14 a+l a+1
y=4———+2X
a+l
:>3x+16—£+8x+14—a:30:>
a+1 a+1
:>11X:14—14a+ 56 :14a+14—14a+56: 70
a+l o+l a+1 a+1
70 14 70 44( o +1)—154+140
=S X=————|>y=4- +2 - -
11(a +1) a+l 11(a+1) 11(a+1)

Ao +44-14 440 +30
C1l(a+l)  1l(a+l)

70 440 +30 14

La solucién del sistema es x = Ly = 1=——-0.
1(ar1) ) 1t ) o
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2.2 Dadas las matrices

2 3 -1 2 0 -1
A= , B= y C= )
1 m 1 5 5 m
donde m es un parametro real. Se pide:
2.2.1 (0.5 puntos) Calcular el producto AB y la matriz transpuesta de AB.
2.2.2 (0.75 puntos) En los casos en los que A es invertible, calcular la inversa de A.

2.2.3 (1.25 puntos) Resolver la ecuacién matricial BX + A>=C .

2.2.1 Obtenemos la expresion de la matriz AB.
AB - 2 3)-1 2) (-2+3 4+15) (1 19
1 m){1 5) |-1+m 2+5m) (m-1 2+5m
Obtenemos la expresion se su traspuesta.

1 19 T 1 m-1
AB = = (AB) =
m-1 2+5m 19 2+5m

2.2.2 Para que sea invertible la matriz A su determinante debe ser distinto de cero.

2 3
|A|:‘ ‘:Zm—3
1 m

|Al=0=2m-3=0=2m=3= ng

. . . : - 3
La matriz A es invertible para cualquier valor de m distinto de S

. 3
Calculamos la inversa para los valores m = > —>2m-3+0.

Adj[z 1j m_ -3
Afledj(AT)_ 3 m) 1 [m —3}= om—-3 2m-3

A 2m-3  2m-3{-1 2 -1 2
2m-3 2m-3

2.2.3 Despejamos X de la ecuacion matricial.
BX+A’=C=BX=C-A’= X = B’l(C—AZ)
Hallamos la inversa de la matriz B.

-1 2

|B|:‘ ‘:—5—2=—7¢o
1 5

o safe) M, 3_-_1[5 H

B 7 7(-1 41
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Terminamos de hallar la matriz X.
Cop = 0 -1 2 3\2 3 B 0 -1 4+3 6+3m B -7 —7-3m
5 m) (1 m/lt m) (5 m*) |24m 3+m?*) (3-m -3
-1(5 -2\ -7 -7-3m
X=B-1(C—A2)=—1 —
7(-1 -1/{3—-m -3
41-2m 29+15m

_ -1(-35-6+2m -35-15m+6) -1(-41+2m -29-15m) 7 7
7 7-3+m 7+3m+3 ) 70 4+m 10+3m | | -4-m -10-3m
7 7

41-2m 29+15m
7 7
—4-m -10-3m |
7 7

La matriz X solucién de la ecuacion matricial es X =
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PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

2X+4y-2=0

3.1 Dados el plano 7 =2x+ay—-z+3=0ylarecta r = , calcular:
—X+Yy+52=3

3.1.1 (0.75 puntos) Calcular la distancia entre el punto (3,1,-2) y el plano m, en funcién del

parametro real a.
3.1.2 (0.75 puntos) Para a =4, calcular el &ngulo que forma la recta r con el plano .

3.1.3 (1 punto) Para a =3, calcular el punto simétrico del punto (9,5,_1] respecto del plano .
2

3.1.1 Hallamos la distancia del punto A(3,1,-2) al plano 7 =2x+ay—-z+3=0.

7z52x+ay—z+3:0} 2:3+a+2+3  [l1+4
:>d(A,7z = =
A(31-2) \/22 +a?+(-1f <5+’

3.1.2 Para a=4 el plano queda 7 =2x+4y-z+3=0.

Hallamos un vector director de la recta como el producto vectorial de los vectores normales
de los dos planos que la definen.

ij ok
=nxn, =2 4 -1=21i-9j+6k=(21-9,6)
1

I’_{2x+4y—z:0
-1 5

—X+Yy+5z=3

Tomamos como vector director de la recta el vector obtenido dividido por 3.
Hallamos el angulo entre el vector normal del plano y el vector director de la recta.

1 — 1 .
V.=-—nxn,==(21,-9,6)=(7,-3,2 . .
Tyt 3( )=( ) :>cos(vr,n)= Vel
7=2x+4y-2+3=0->n=(2,4,-1) Vi '”‘

\/72 +(—3)2 +2° \/22 +4° +(—1)2 eV

El &ngulo que forman recta y plano es de 90° — 90° = (°. La recta es paralela al plano o esta
contenida en él.
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3.2.3 Para a=3 el plano queda 7 =2x+3y—z+3=0.
Hallamos la recta r perpendicular al plano Tt que pasa por el punto p(% , 5,_1j . Luego hallamos

el punto C de corte de recta r y el plano. Por Gltimo, determinamos el punto P “ simétrico de
P respecto del plano m.

—
C /

|

1

|

|

|

|

| r

i P

Hallo la ecuacion de la recta r. Como es perpendicular al plano su vector director es el
vector normal del plano n=(2,3,-1).

9 x:g+21
P(—,S,—l]er 2

2 =>r=qy=5+31
v, =n=(2,3,-1) z=-1-1

Hallo el punto C de corte de la recta r y el plano resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones de recta y plano.

r=2Xx+3y—-2+3=0

x:g+21
2

:>2(%+2zj+3(5+31)—(—1—z)+3=0:>

_.‘
1l

y=5+31
z2=-1-4

=94+441+15+94+14+1+3=0=>141+28=0=>1=-2

x:%+2(—2):%
=1y=5+3(-2)=-1= C(%,—l,l}
7=-1-(-2)=1

Las coordenadas del punto simétrico P* las hallamos sumando al punto C el vector PC .

11de 19 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Ordinaria (reserva) Matemdticas Il en Valencia Juan Antonio Martinez Garcia

C(%"l’lj . pe (1 Hg

7

2
P'=C+PC =(%,—1,1j+(—4,—6,2)=(7,—7,3)

El punto simétrico de P respecto del plano & es P'(_??,—7,3j.
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3.2Dadalarecta r: XTH = yT—Z _z , que depende del parametro real a, y la recta
(94
|=x+y+z=1
CIx+2y-z=2
3.2.1 (1.25 puntos) Calcular el valor del parametro « para el que r y s son perpendiculares.
3.2.2 (1.25 puntos) Suponiendo que « # 0, obtener la recta paralela a s que pase por el punto de
r cuya coordenada z vale 0.

3.2.1 Para que las rectas sean perpendiculares el producto escalar de sus vectores directores debe
ser nulo. Obtenemos un vector director de cada recta.
X+1 y-2
3

Z —
= = 2131
o =Uu, ( 0()

—X+y+z=1 -X+y+z=1
S: = = -2-71+2y+y+72=1=3y=3=>

X+2y—2=2 X=2+2-2y
X=A1
=ly=l=x=2+7-2=x=7l=s:1y=1=v,=(1,0,)
z=A1
Hacemos que su producto escalar sea nulo.
i =(23a)
v,=(101) t=(10,1)(23a)=0=2+0+a=0=[a=-2|
u v, =0

Para o =—2 las rectas r y s son perpendiculares.

3.2.2 Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

T
X _y-2_z_JW=lese) y=2+31
2 3 a  |P(-120)
r Z=al

Un punto B cualquiera de la recta r tiene coordenadas B(—1+ 21,2+3ﬁ,a/1) . Si este punto

(04
la coordenada z vale 0 entonces

0 }:> A =0. El punto que buscamos tiene coordenadas
a+

B(-12,0).

Una recta paralela a s tiene su mismo vector director v, =(1,0,1).

Hallamos la ecuacion de la recta t con vector director Wt :\75 = (1,0,1) y que pasa por el
punto B(-1,2,0).
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B(-12,0)et x=-1+/
. y=2 ; felR
w, =v, =(10,1) -y
Suponiendo que « =0, la recta paralela a s que pasa por el punto de r cuya coordenada z
X=-1+/
vale 0 tiene ecuacion t:qy =2 y feR.
z=p0
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PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Se considera un prisma triangular de altura 4 cm, cuya base es un tridngulo equilatero de lado
x cm. El prisma tiene &rea total (area que incluye el area de las caras laterales y de las bases
superior e inferior) igual a 10 cm?. Se pide:

4.1.1 (0.5 puntos) Expresar el area total del prisma en funcion de x y 4.

4.1.2 (1.5 puntos) Obtener los valores de x y 4 que maximizan el volumen.

4.1.3 (0.5 puntos) Hallar dicho volumen.

4.1.1 Dibujamos la situacion planteada y hallamos el area del prisma.

.
5
X . X
.
~
N
~

h

|
1
|
|
|
1
|
|
|
1

El prisma tiene 3 caras laterales iguales de forma rectangular siendo el area de cada una de
ellas: xh.
El area de las bases superior e inferior es el area de dos tridngulos equilateros de lado x.

Por el teorema de Pitdgoras sabemos que:

2
2 (X 2 X X
X*=a’+| - | >x =a’+—=a’ =x-—=—=a=—+
2 4 4

_base-altura x-a X5 X3
2 2 2 4

Area

El area total del prisma es la suma del area de las 3 caras laterales y las 2 bases.

2
X ;/g=3xh+§x2

A(x,h)=3xh+2
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4.1.2 Como el area vale 10 cm? sustituimos este valor en la funcién obtenida y despejamos h.

V3

A(xh)=3xh+==x 3xh+\/_2_10:>6xh+x2x/_ 20 =

Area=10

20 —+/3x2

= 6xh=20—x*/3=> h=6—
X

Obtenemos la expresion del volumen del prisma.

) x*\3
V (x,h)= Areabase-altura = 2 h :v(x)—xzﬁ-zo_\@xz—
h_ 20-/3¢" 4 6x
6x

V3x(20-V3%)  203x-3x* 53 1

B 24 T 6 8

Derivamos la funcidon volumen y averiguamos cuando se anula la derivada.

V(=2 Loy -2 3
V' (x)=0 %—gxko 543 :2 403 =18x* =

9

e A0VE XZJM _ 42;3@ 196189

Sustituimos este valor en la segunda derivada para saber si €s maximo 0 minimo.

~6(1.96189)

V' (x)= 5“/_ gzjv (x)=%6x:>V"(1.96189)=

Al ser negativa la segunda derivada la funcion volumen presenta un maximo para

= "22\@ =1.96189. Obtenemos el valor de h para este valor.

20— \/_LVZO‘/_} \/5(20\/5) 20_@ 40

20— 7 i
h= - o . 9o __3 20 137
2043 242043 2203 24203 342043

g VYN
3

www.ebaumatematicas.com
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El prisma de volumen maximo tiene 1.96189 cm en el lado de la base y 1.1327 cm de altura.

4.2.3 Hallamos el volumen méaximo.

2043 [VZOIJ ( ZZ*EJ 20312043 _, 2031203
v[“zo‘@] -3 27 ~1.8878

3 24 24

El volumen méaximo es de 1.8878 centimetros cubicos.
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4.2 Dada la funcion real de variable real f(x)= ~+ X, se pide:

(x-1)
4.2.1 (0.5 puntos) Calcular el dominio de definicion y las asintotas de f.

4.2.2 (0.75 puntos) Indicar, si existen, los extremos, y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f.

4.2.3 (0.5 puntos) Representar graficamente la funcion y = f (x).
4.2.4 (0.75 puntos) Calcular la integral indefinida |  (x)dx.

4.2.1 El dominio de la funcién son todos los nimeros reales menos los que anulan el
denominador. Dominio = R—{1}.

Asintotas verticales. x=a
¢ x=1 es asintota vertical?

00 =M o oy

x =1 es asintota vertical

Asintota horizontal. y=b

b=1lim f (x)=1lim 2+x=i+oo=oo
X—>0 X—>OO(x_1) o0

La funcidn no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

f 412+X

metimd ) i XY 4 4
X— X X— X X—>00 X(X—l 00

n=1lim( f (x)=mx) = lim—— +x—x = lim _4_

X—>00 xaoo(x_l) X—>o0 (X—1)2 o0 B
Larecta y=x es asintota oblicua.

4.2.2 Hallamos la derivada de la funcién y averiguamos cuando se anula.

A ,X:O-(x—1)2—4-2(x—1)+ I
f(X)_(X—l)z f( ) (X—1)4 1 (X—l)s 1

f’(x)=0= +1=0= —1:8=(x—1)3:>x—1:%/§:2:>

-8 8 _
(x-1) (x-1)

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x =3, afiadimos también x=1
excluido del dominio.

-8
(0-1)

+1=9>0.

e Enelintervalo (—o,1) tomamos x =0 y la derivada vale f"(0)= -

La funcién crece en (—,1).
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-8

(2-1)

+1=-7<0.

e Enelintervalo (1,3) tomamos x =2 y la derivada vale f"(2)=

La funcién decrece en (1,3).

e Enelintervalo (3,+«) tomamos x =4 y la derivada vale

(4_81)3 +1= % >0. La funcion crece en (3,+x).

£/(11) =

La funcion crece en (—o0,1)U(3,+x) y decrece en (1,3).
4
(3-1)

La funcion tiene un minimo relativo en x=3. Como f (3)= +3=4 el minimo

2
relativo tiene coordenadas (3, 4).

4.2.3 Hacemos una tabla de valores y dibujamos la grafica de la funcién.

x | y="f(x) H
1] o 10
0 4 )
2| 6 )
3 4 §
5 5.25 =

-

- y=x
Minimoe ¥

P
il
7
’
p
_ 4
flx)=- T+X ’
(x—1) . ,’
Py |
P
5 4 3 2 1 ,'-" { ¢ 7
.
i
/r
y
7 2 v=1
/L
/ 3
yal
%
e

4.2.4 Calculamos la integral.

1\t 2 2
If(x)dx=J 4 2+xdx=_|‘4(x—1)_2+xdx=M+X—=i+x—+K
(x-1)

-1 2 |1-x 2
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