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BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuard hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no
puedan realizar calculos simbdélicos ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o
no la calculadora, los resultados analiticos, numeéricos y graficos deberan estar siempre
debidamente justificados.

Por cada falta de ortografia a partir de la tercera se deduciran 0,10 puntos, hasta un maximo
de un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesién,
incorreccion Iéxica e incorreccion gramatical

se podra deducir un maximo de medio punto. La deduccién méaxima total es de un punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Una pizzeria ofrece tres tipos de pizza: margarita, vegetariana y pepperoni. A lo largo de los
afios, utilizando su aplicacion para teléfonos inteligentes, el restaurante ha recopilado datos sobre
las preferencias de los clientes, calculando que el 40% de sus clientes piden pizza margarita, el
25% elige la pizza vegetariana y el resto prefiere la pizza pepperoni.

1.1 (0.25 puntos) Si se elige un cliente al azar, ¢cual es la probabilidad de que haya pedido una
pizza pepperoni?

1.2 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que dos clientes elegidos al azar hayan pedido
distintos tipos de pizza?

Para mejorar su servicio y agilizar los tiempos de preparacion, la pizzeria decide considerar
un grupo tipico de 10 clientes con el objetivo de decidir cuantas pizzas margarita preparar con
antelacion y evitar retrasos durante las horas con mas demanda, minimizando el desperdicio.
1.3 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que exactamente 4 de los 10 clientes pidan pizzas
margarita?
1.4 (0.75 puntos) ¢Cudl es la probabilidad de que al menos uno de los 10 clientes del grupo
pida una pizza margarita?

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)
Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2
2.1 En un sistema de procesamiento de imagenes se utiliza una matriz para transformar ciertos
datos. La matriz depende del pardmetro real a y es:

l o 0
A=|0 a« O
0 0 1-«

2.1.1 (1.25 puntos) En uno de los procesos, para que el sistema funcione, se necesita que la
matriz sea idempotente, es decir que su cuadrado coincida con ella, A?>=A. Obtener los
valores a que permitan funcionar a este proceso.
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2.1.2 (1.25 puntos) En otro proceso diferente, se necesita utilizar la matriz inversa de A.
Obtener los valores de a para los cuales existe la inversa y calcular esta inversa en funcién
de a.

2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales:
3x—-2y-32=0
2X+ay—-5z=-3
X+y+2z=3
donde a es un pardmetro real. Se pide:
2.2.1 (1 punto) Discutir el sistema en funcion del parametro a.
2.2.2 (0.75 puntos) Calcular las soluciones del sistema cuando éste sea compatible
indeterminado.
2.2.3 (0.75 puntos) Calcular la solucion del sistema para a = 0.

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

Xx=1+24

3.1Dadalarectar:<y=41 ylarecta s: , calcular:
P X+2y+2=0

3.1.1 (1 punto) Si existen, las coordenadas del punto de corte de ambas rectas.
3.1.2 (1 punto) La ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
3.1.3 (0.5 puntos) La distancia del punto P = (1,0,2) a dicho plano.

3.2 Se consideran el plano 7 :3x—y+2z=4 yel punto P =(—1,0,1). Se pide:

3.2.1 (1 punto) La ecuacion del plano perpendicular a = que pasa por Py por Q = (2,1,2).
3.2.2 (0.5 puntos) La distancia del punto Q al plano .
3.2.3 (1 punto) EIl punto simétrico de P respecto al plano .

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)
Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2
4.1 Una empresa de paqueteria quiere disefiar distintos modelos de cajas. Uno de esos modelos
consiste en una caja de 80 cm® de volumen, con base y tapa cuadradas. El precio del material de
las paredes laterales es de 1 céntimo por cm?. La base y tapa se construiran con un material de
calidad superior a las caras laterales de la caja, siendo éste un 25% mas caro.
Obtener:
4.1.1 (0.75 puntos) La funcion P(x) que proporciona el precio del material de la caja en funcion
del lado de la base x.
4.1.2 (1.25 puntos) Las dimensiones de la caja para que la funcion P(x) tenga el menor valor
posible.
4.1.3 (0.5 puntos) El precio del material en el caso anterior.

4.2 Dada la funcion real de variable real
f(x)=x|x-2|
Se pide:
4.2.1 (1 punto) Representar la region comprendida entre la gréfica de la funcion f, el eje de

abscisas (eje OX) y lasrectas x =—1y x = 5.
4.2.2 (1.5 puntos) Calcular el area de la region anterior.
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Taula de la distribucid binomial (Bin(n,p))
Tabla de la distribucion binomial (Bin{n,p)) Fix) = P(X < x) = Z p“q’“‘
[
nl|k[o]| [1Ti]] [ 005 [ O010 | 020 [ 0235 | 030 | 13 | 035 | 040 [ 045 | OS50
1 0,E200 02500 09000 08000 07500 07000 0,6667 10,6500 00,6000 05500 05000
1 1,0000 1,0000 1.0000 10000 11,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2|0 08801 08025 08100 0400 05625 04000 04444 04205 0,3600 03025 02500
1 0,e22a 08975 09000 09300 09375 02100 0.38E2 08775 0,3400 07975 0,7500
2 1,0000 1,0000 1.0000 10000 11,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
i|lo 0,6703 08574 07280 05120 04212 03430 02883 0.2748 0,2160 0,1864 0,1250
1 0,Gegy 08928 09720 082900 08438 07340 07407 10,7183 0,6480 05748 0,5000
2 1,0000 02900 09020 09920 09844 08730 0,9630 10,8571 0,8360 0.20e2 0,8750
3 1,0000 1,0000 1.0000 10000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4 (o 0,660 08145 08551 040096 023164 02401 01075 0,1785 01288 00Ms 00625
1 0, b 08360 09477 08192 07383 06517 05026 10,5830 04752 0,3810 0.2125
2 1,0000 02305 09083 09728 08402 02183 0.,38E2 0,B735 0,3204 0,7585 0,6B75
3 1,0000 1,0000 092820 09934 09061 08910 09877 10,8850 08744 09580 08375
4 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 10000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
a0 0,8510 0773 05605 03277 02373 01081 01317 10,1180 0.0774 0.0503 0,02313
1 0,G2a0 08774 09185 07373 08328 05282 04600 04234 0,3370 02562 0,1875
2 1,0000 02088 09014 08421 08065 048380 0,7801 0,7844 0,86824 05831 0,5000
3 1,0000 1,0000 090925 00933 09844 09002 09547 10,8480 0,810 0,9868 0,B125
4 1,0000 1,0000 1.0000 09397 09000 094976 02850 0,247 0,9884 09815 0,Ba84
kil 1,0000 1,0000 1.0000 10000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
] 0,415 07351 05314 02821 01780 01176 00B7FE 00754 0,0457 00277 00158
1 0,B285 08472 08857 06554 05330 04202 03512 0,31 0,2333 0,1835 0,108
2 1,0000 02978 09842 09011 08306 07443 0,8804 0,647 0,543 042415 0.2424
3 1,0000 02000 092887 09330 09624 09295 0.30e0 0,B824 0,3204 0.7447 0,E563
4 1,0000 1,0000 09220 000934 09054 (9801 09822 08777 0,9520 00308  0,5000
kil 1,0000 1,0000 1,0000 09990 09008 Q9003 0,9085 0,242 0,059 o817 0,884
G 1,0000 1,0000 1.0000 10000 11,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
Tl 0 0,831 08983 04783 02097 01335 00924 0,0585 10,0480 0,0280 00152 0,0074
1 0,E@80 02556 08503 05707 04440 03204 0,2634 0,2338 0,1584 01024 0,0625
2 1,0000 08962 09743 08520 07564 08471 05706 10,5323 04124 031684 0.2258
3 1,0000 02308 09073 09887 09204 04740 0.8267 10,8002 0,7102 0,8083 0,5000
4 1,0000 10000 09223 09953 09871 08712 09547 05444 0,8037 08471 07734
5 1,0000 1,0000 1,0000 080996 09067 (09062 09031 08310 0,0812 09843  0E3TS
] 1,0000 1,0000 1.0000 10000 09282 09998 02885 0,520 0,884 0,9963 0.pex2
T 1,0000 1,0000 1.0000 10000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
Bl D 06227 0683 0426 01878 01001 Q0576 0,030 10,0319 00164 0,00e4 0,0029
1 0,873 08428 08131 05033 03671 02553 0,1851 0,18M1 0, 1064 00832 0,0352
2 0,B22a 02342 09619 07900 06785 05518 04682 04278 03154 02201 01445
3 1,0000 02005 090850 08437 08862 058050 07414 0,704 0,584 04770 0,3533
4 1,0000 1,0000 09008 08306 09727 020 08121  0,5330 0,8263 07386 06387
5 1,0000 1,0000 1.0000 09938 09058 094947 0.8803 0,6747 0,9502 08115 0,B555
[i] 1,0000 1,0000 1.0000 09390 09906 09947 02074 0,004 0.8915 02812 0,8544
T 1,0000 1,0000 1.0000 10000 11,0000 09990 02088 0,204 0, 980a 0,0983 0,2261
B 1,0000 1,0000 1.0000 10000 11,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
gl 0 08135 08302 03874 01342 00751 00404 0,0260 0,0207 0,011 00045 0,002
1 0,260 08288 07748 04382 03003 0.1960 0,1431 0,121 00705 0.0385 0,0185
2 0,223 02316 09470 07332 06007 04428 03772 10,2373 0,2313 0,1485 0,0884
3 1,0000 02904 09017 09144 08343 07207 0,8503 10,6089 04824 0,3814 0,2539
4 1,0000 1,0000 09221 08304 089511 08012 0.8552 10,6283 0,734 I].EIEH 0,5000
kil 1,0000 1,0000 09220 09200 09000 09747 09575 0,544 0,8004 08342 0,7461
[ 1,0000 10000 10000 092397 09087 09957 08017 10,2834 0,9750 09502 08102
T 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09082 (9006 000B0 00088 0,0082 00900 08805
B 1,0000 1,0000 1.0000 10000 11,0000 10000 000 0,209 0, a7 09902 0,280
el 1,0000 1,0000 1.0000 10000 11,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
oo 0,004 05987 0,487 01074 00563 000242 00173 10,0135 0,0060 0,0025 0,0010
1 0,857 0821% 07381 03758 02440 01403 01040 10,0880 0, 0=t 0.02%3 0,0107
2 0,e22a 08385 09208 06778 05256 03428 02881 10,2618 0,1673 0,0965 0,0547
3 1,0000 02000 09872 087 07752 05406 05563 0,5134 0,3823 0,2860 01719
4 1,0000 02900 09084 00872 08212 058407 0,7BED 0,7515 0,831 05044 03770
5 1,0000 1,0000 09020 09935 09803 08527 08234 10,6051 0.8324 07364 0,6220
i} 1,0000 1,0000 1.0000 02391 09065 09404 09803 0,8740 08452 0,3980 08281
T 1,0000 1,0000 1.0000 09990 09008 09934 09065 0,B252 09877 09726 08453
B 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 Q9000 0006 00005 0,0883 00955  0,A823
2 1,0000 1,0000  1.0000  1.0000 1.II|I2|3 1.0000 1,0000 1,0000 0,280 0.99a7 0,B82e0
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Una pizzeria ofrece tres tipos de pizza: margarita, vegetariana y pepperoni. A lo largo de los

afios, utilizando su aplicacion para teléfonos inteligentes, el restaurante ha recopilado datos sobre

las preferencias de los clientes, calculando que el 40% de sus clientes piden pizza margarita, el

25% elige la pizza vegetariana y el resto prefiere la pizza pepperoni.

1.1 (0.25 puntos) Si se elige un cliente al azar, ;cuél es la probabilidad de que haya pedido una
pizza pepperoni?

1.2 (0.75 puntos) ¢Cuél es la probabilidad de que dos clientes elegidos al azar hayan pedido
distintos tipos de pizza?
Para mejorar su servicio y agilizar los tiempos de preparacion, la pizzeria decide considerar
un grupo tipico de 10 clientes con el objetivo de decidir cuantas pizzas margarita preparar con
antelacion y evitar retrasos durante las horas con mas demanda, minimizando el desperdicio.

1.3 (0.75 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que exactamente 4 de los 10 clientes pidan pizzas
margarita?

1.4 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que al menos uno de los 10 clientes del grupo pida
una pizza margarita?

1.1 De los clientes de la pizzeria prefieren pizza pepperoni el 100 — 40 — 25 =35 % de los
clientes. La probabilidad de que un cliente elegido al azar haya pedido una pizza pepperoni
es de 0.35.

1.2 Si llamamos M a “elegir pizza Margarita”, V a “elegir pizza Vegetariana” y P a “elegir pizza
Pepperoni”. La eleccion de cada cliente se supone independiente de la eleccion de otro cliente.
La probabilidad de que elijan pizzas diferentes es la probabilidad de que el cliente 1 elija pizza

margarita y el cliente 2 no mas la probabilidad de que el cliente 1 elija pizza vegetariana y el
cliente 2 no mas la probabilidad de que el cliente 1 elija pizza pepperoni y el cliente 2 no

P(M1nM2)+P(V1nV2)+P(P1nP2)=P(M1)P(M2)+P(V1)P(V2)+P(P1)P(P2)=

= 0.4-(1-0.4) +0.25-(1-0.25)+0.35-(1- 0.35) = [0.655

1.3 Consideramos X la variable aleatoria que cuenta el nimero de clientes que eligen pizza
margarita de un grupo de 10 clientes. X es una variable binomial de pardmetros n = 10 y
p =0.4. X =B(10, 0.4).
Nos piden calcular P(X =4).

10 9.4
P(X =4) =(4 j0.44-0.66 =%-0.44 :0.6° = 210-0.4*-0.6° =[0.2508

1.4 Nos piden calcular P(X 21). Utilizamos el suceso contrario para calcular esta probabilidad.

P(X >1)=P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)+...+ P(X =10)=

10
=1-P(X =0)=1—[0 ]0.4O 0.6 =1-1.0.4°-0.6 =1-0.6" =|0.994
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Los valores obtenidos con la formula de la probabilidad en una distribucion binomial se pueden
obtener utilizando la tabla proporcionada en el examen.

n]k[p| ©OO1 [ 005 | G0 | 020 | 025 | 030 | 1@ | 03 J 040 |
1|0 0Be00 08500 08000 08000 07500 07000 08667 06500 0,400
1 1,0000 1,0000 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 1,000
2|0 0,880 08025 04100 05400 05625 04900 (04444 04225 0,300
1 0eeed 08975 09000 08500 08375 09100 08862 06775  0.9800
2 1,0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1,00
3o 0703 08574 07200 05120 04219 03430 02063 02748
1 0BEE7 08825 05720 08960 08438 07340 07407 07183
2 1,0000 02000 09000 092920 09844 05730 09630 08571
3 1,0000 1,0000 1.0000 10000 10000 10000 10000  1,0000
4|0 0668 0545 0651 04096 03164 02601 01875 0.1785
1 0ees4 08360 00477 05182 07383 06517 05825 05630
2 10000 08005 09053 09728 09402 02183 08882 0735
3 1,0000 1,0000 03000 09084 09061 08910 08677  0.8850
4 1,0000 1,0000 1.0000 10000 10000 10000 10000  1,0000
5|0 0e510 0773 05005 02277 02373 01831 01317 0.1180
1 0oee0 08774 09185 07373 06328 05232 04600 04234
2 1,000 08988 09014 09471 08065 08380 07001 07848
3 1,0000 10000 09095 09933 09644 02682 08547 08480
4 1,0000 1,0000 1.0000 090997 09900 02976 09050  0.0047
5 1,0000 1,0000 1.0000 10000 10000 10000 10000  1.0000
6|0 08415 07351 05314 02821 01780 00176 00STE 00754 DS
1 0BRE5 08672 08657 06554 05338 04202 03512 0311 0.
2 1,000 09078 090842 09011 02305 07443 08804 O0B471 O
3 10000 08000 002087 09930 09674 02005 08009 08828 O
4 1,0000 10000 02099 09934 09054 08891 08822 Q877 O
5 1,0000 10000 10000 02398 0 09383 089BE 08B32 O
6 1,0000 1,0000 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 1
7|0 0,821 06982 04783 02097 01335 00424 00585 00400  0,00a0
1 DBEE0 08550 08503 05767 04448 03284 02634 02333 0 fed
2 10000 08062 09743 08520 07564 05471 05706 05323 0.4
3 1,0000 08000 09073 09987 09204 05740 04267 08002 002
4 1,0000 10000 03008 02053 09671 08712 00547 00444 0.7
5 1,0000 1,0000 1.0000 02996 09067 02982 08631 08210 0412
6 1,0000 1,0000 1.0000 10000 09969 02998 00085 O.9ea4  O.gbs
7 1,0000 1,0000 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 1
5|0 0EZ7 0683 04305 04876 01001 00576 00380 0038 0Med
1 0BE7T3 08428 08131 05033 03671 02555 01851 01881 O Jp&
2 0oee0 082 00619 07980 06785 05518 04682 04278 D4
3 10000 098008 02050 09437 08062 00050 07414 07084 O304
4 1,0000 1,0000 09608 02996 09727 09420 (0821 08039 09063
5 1,0000 1,0000 1.0000 02388 08055 02337 08603 06747 0960
6 1,0000 10000 1.0000 02090 09006 02087 09074 Ooad 09015
7 1,0000 10000 10000 10000 10000 09090 09002 00003 O
a8 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000  1.900C
8|0 0135 06302 03674 01342 00751 00404 00260 00207 Do
1 00368 08088 07740 043327 03003 01960 0431 01211 D405
2 0oee0 08016 D470 07332 08007 04828 03772 03373 0fpis
3 10000 08954 02017 02144 08343 07297 08503 06089 O
4 1,0000 10000 08681 OS894 09511 02012 08552 QB33 O
5 1,0000 10000 09009 02080 09000 05747 09576 00484 006
8 1,0000 1,0000 1.0000 09097 09987 09057 09017 08288 o0
7 1,0000 1,0000 10000 10000 09980 090996 09000 00088 O 060
g 1,0000 1,0000 1.0000 10000 10000 10000 08682 08268 00
g 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1,000
IE M o tr—ef 00000
DBR57  OP138 07361 03756 02440 01483 01040 0,080 o
2 0oee0 08885 09208 06778 0525 02328 02001 02618 01673
10000 08000 096872 0871 07750 05406 05503 05134
1 RN 1 mnmn Ll sy gl N AR (gl gt=lp nasTT (iR ir | nansd

P(X =4)=P(X <4)-P(X <3)=0.6331-0.3823=[0.2508

P(X >1)=1-P(X <0)=1-0.006 =[0.994
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PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 En un sistema de procesamiento de iméagenes se utiliza una matriz para transformar ciertos
datos. La matriz depende del parametro real a y es:

1l « 0
A=|0 « O
0 0 1-«

2.1.1 (1.25 puntos) En uno de los procesos, para que el sistema funcione, se necesita que la
matriz sea idempotente, es decir que su cuadrado coincida con ella, A*>=A. Obtener los
valores a que permitan funcionar a este proceso.

2.1.2 (1.25 puntos) En otro proceso diferente, se necesita utilizar la matriz inversa de A. Obtener
los valores de a para los cuales existe la inversa y calcular esta inversa en funcion de a.

2.1.1 Resolvemos la ecuacion matricial A% = A.

1l « 0 1l « 0 1l «
AP=A=|0 « 0 0 « 0 |=|0 « 0 |=
0 0 1-¢/\0 0 1-« 0 0

1 a+a? 0

1 « 0 at+a’ =a
=0 a’ 0 =0 « 0 |[=ia’=a =
0 0 (l-a)) \0 0 l-a) |(1-a)=1-a
)
a“ =0
’ a=0
=<a°"—-a=0 =>0= a(a—l)zO—) L
a:
a’-2a+1l=1-a
az—a:0—>a(a—1):0—>{
a=1
La igualdad solo se cumple para & =0.
2.1.2 La matriz inversa de A solo existe cuando su determinante es no nulo.
1l o 0
|Al=l0 « 0 |=a(l-a)+0+0-0-0-0=c(l-a)
0 0 1-«

|A|:0:>0¢(1—a):0:>{
a=1

La matriz A tiene inversa para cualquier valor de a distinto de Oy de 1.
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Calculamos la expresion de la matriz inversapara a =0y a #1.

1 aa 0
A=l0 ¢ 0 |=a(l-a)+0+0-0-0-0=a(l-a)
0 0 1-«o
1 0 O +a 0 | 0 a o
Adjla a« O 0 1-«o 0 l-«o 0 0
L AG(AT) o 0 1-a) 1 o o |t o 10|
A all-a) a(l-e)] 0 1-a] |0 1-af |0 O]
0 0 1 0 1 0
+ - +
a 0 a 0 a o
a(l-a) -a(l-a) 0 1t -1 0
all-a) 0 “
0O 0 —
l-«
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2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales:
3x—2y-32=0
2X+ay—-5z=-3
X+y+2z=3
donde a es un pardmetro real. Se pide:
2.2.1 (1 punto) Discutir el sistema en funcion del parametro a.
2.2.2 (0.75 puntos) Calcular las soluciones del sistema cuando éste sea compatible

indeterminado.
2.2.3 (0.75 puntos) Calcular la solucion del sistema para a = 0.

3 -2 -3
2.2.1 La matriz de coeficientes del sistemaes A=| 2 a -5|y lamatrizampliada es
1 1 2
3 -2 30
A/B={2 a -5-3]|
1 1 2 3
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
3 -2 3
|Al=]2 a -5=6a+10-6+3a+8+15=9a+27
1 1 2

|A|=0=9a+27=0=9a=-27=
Surgen dos situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO1. a=-3
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de
A/B y el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una Unica

solucién)
CASO 2. a=-3
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.
3 -2 30
La matriz ampliada queda A/B=|2 -3 -5 —3|. Convertimos este sistema en otro
11 2 3

equivalente mas sencillo de estudiar.

3-Fila22 —2-Filal?

AlB 2_2 _2 03 ° 9
14T PP % 4 60
1 1 2 3

0 -5 -9 -9 NuevaFila2?
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3-Fila3? — Fila1?

3 36 9 3 2 30
32 30 =0 -5 -9 9|=>
0 5 9 95 NuevaFila3? 0 5 923
Fila3? + Fila22 PR RN
05 9 9 3 2 30
0 5 9 _9 =|0 -5 -9 -9
0 0 0 0-s>NuevaFilaz| |20 00

A

El rango de A es 2 igual que el de A/B, pero menor que el nimero de incdgnitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

2.2.2 Para a=-3 el sistema es compatible indeterminado. Resolvemos el sistema partiendo del
sistema triangular equivalente obtenido en el apartado anterior.

A/B

3 2 30 o
3x—2y-3z=0| 3x-2y-3z=0 3x—2y—-3z=0
0 5 9-9= N

9-9z =
—5y-9z=-9 —5y=-9+9z =
00 00 d Y=o =75
A
:>3x—29_92—3z=0:>15x—2(9—9z)—15z:o:>15x—18+18z—15z=0:>

_6_1
5 5
6-z2 9 9
:15x+32—18:0:>5x+z—6:0:>5x:6—z:>x:T: y:g—gﬂ;ieR
=21
X:E—li ng—a
5 5 5
. 9 9 : 9 _
Las soluciones son y:g—g/l,/leR o bien <y==-9a; axeR.

2.2.3 Para a = 0 el sistema es compatible determinado. Lo resolvemos.
3x-2y-3z=0 3x-2y-3z=0 3(3—y—22)—2y—32=0
2X -52=-3=12x -52=-3=> 2(3 27} 5 3 =
X+ y+2z=3 X=3-y-2z (3-y-22)-52=-
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9—3y—6z—2y—3z:0: —5y—9z:—9:> —-5y-9z=-9
6-2y—-4z-5z2=-3 —2y-9z=-9 2y+9z=9

-3y =0=|y=0|=

=-2:0-92=-9=-97=-9=[z=1= |x=3-0-2-1=1|

Para a = 0 la solucion del sistemaes x=1, y=0, z=1.

10de 18 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Ordinaria Matemadticas Il en Valencia Juan Antonio Martinez Garcia

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

x=1+21
X=-
3.1Dadalarectar:sy=41 ylarecta s: , calcular:
P X+2y+2=0

3.1.1 (1 punto) Si existen, las coordenadas del punto de corte de ambas rectas.
3.1.2 (1 punto) La ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
3.1.3 (0.5 puntos) La distancia del punto P = (1,0,2) a dicho plano.

3.1.1 Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta s.
x=-1
x=-1
: =-1+2y+2=0=>2z=1-2y=|s:{y=«
X+2y+2=0
z2=1-2a
Planteamos el sistema formado por las ecuaciones de las dos rectas e intentamos resolverlo.

x=-1
Siy=a
12y ~1=1+22 —2=21-[a=-1]
=a=41 =Ja=41 =
x=1124)  ope2-a |-2a=1-2
r.qy=41
71=2-1
x=-1
:{ =3y=-1 =|A(-1,-1,3)
“2a=1+1>la=-1] | _, 2(-1)=3

Las rectas se cortan en el punto A(-1,-1,3).

3.1.2 El plano m que contiene a las rectas tiene como vectores directores los vectores directores
de las rectas y contiene a los puntos de las dos rectas.

x=1+21 {‘Tr :(2,1, _1) x=-1 {Vi :(O,l, _2)
r.qy=4 SyYy=«a =

soo-y  (R(202) 1o Q(101)
u, =(21-1) x-1y z-2
\75:(0,1,—2) =2 1 -1{=0=-2Xx+2+27-4+4y+x-1=0=>
P(L0,2)ex 0 1 -2

= —X+4y+272-3=0=|7r:Xx-4y-22+3=0

La ecuacion del plano que contiene a ambas rectas es 7:x—4y—-2z+3=0.
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3.1.3 Hallamos la distancia del punto P = (1,0,2) al plano 7 :x—4y—-2z+3=0.

miXx—4y—-22+3=0 ~ [1-4-0-2-2+3] 0

P(10,2) }:d(P’”) RN

La distancia del punto P al plano es 0. El punto P pertenece al plano.
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3.2 Se consideran el plano 7:3x—y+2z=4 yelpunto P =(—1,0,1). Se pide:

3.2.1 (1 punto) La ecuacion del plano perpendicular a = que pasa por Py por Q =(2,1,2).
3.2.2 (0.5 puntos) La distancia del punto Q al plano .

3.2.3 (1 punto) El punto simétrico de P respecto al plano .

3.2.1 Elplano 7 :3x—y+2z =4 tiene como vector normal.
El plano perpendicular a = que pasa por Py por Q = (2,1,2) tiene como vectores directores el
vector normal del plano Tt y el vector PQ.

| P
- | ®
...........-............ ‘ _H’JJ _

T

i..__..-"'
ﬁ:@:(2,1,2)—(—1,0,1):(3,1,1) x+1 y z-1
v=n=(3-12) =773 1 1|=0=
P(-10,1)ex 3 -1 2

= 2X+2+3y-32+3-32+3-6y+x+1=0=>

= 3x-3y-62+9=0= 7" x—y—22+3=0)

El plano " perpendicular a = que pasa por P y por Q tiene ecuacion z":x—y—-2z+3=0.

3.2.2 Hallamos la distancia del punto Q =(2,1,2) al plano 7 :3x—y+2z=4.

m:3X-y+2z-4=0
Q(2,12)

=|3-2—1+2'2_4|= > _ 5\/1_£"=1.336C’>unidades

JEr(-1) a2 N4 L4

=a(0m

=1.3363 unidades.

La distancia del punto Q al plano = tiene un valor de

514
14

3.2.3 Hallamos la recta r perpendicular al plano 1 que pasa por el punto P. Luego hallamos el
punto C de corte de recta r y el plano. Por Gltimo, determinamos el punto P ~ simétrico de P
respecto del plano .
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7
c

) P’

Hallo la ecuacion de la recta r. Como es perpendicular al plano su vector director es el
vector normal del plano n=(3,-1,2).

P(-L0,l)er } x=-1+34
- =>r=qy=-41
v =n=(3-12) 7=1+24

Hallo el punto C de corte de la recta r y el plano resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones de recta y plano.

mT:3X—-y+2z2=4

Xx=-1+31
=ly-s =3(-1+32)+A+2(1+21)=4= -3+91+ A1+ 2+41=4=>
z2=1+21
x:—1+3£=i
14 14
:>14/1=5:>ﬂ:£:> y:—i =|C i—_SE
14 14 14 14 7
1o1422 .24 12
14 14 7

Las coordenadas del punto simétrico P* las hallamos sumando al punto C el vector PC .

C(i_—SEj 1 512 15 55

1037 )i pe=( L2 2) (a0y<(B.2.2)

P(-10.)

p-c+PC—( = 22, (1 5] (16 07 (8 517
14'14'7) \14'14'7) \14"24°7) 7777

El punto simétrico de P respecto del plano 7 es P,(%%S’%j :
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PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Una empresa de paqueteria quiere disefar distintos modelos de cajas. Uno de esos modelos

consiste en una caja de 80 cm?® de volumen, con base y tapa cuadradas. El precio del material de

las paredes laterales es de 1 céntimo por cm?. La base y tapa se construiran con un material de

calidad superior a las caras laterales de la caja, siendo éste un 25% mas caro.

Obtener:

4.1.1 (0.75 puntos) La funcién P(x) que proporciona el precio del material de la caja en funcion
del lado de la base x.

4.1.2 (1.25 puntos) Las dimensiones de la caja para que la funcion P(x) tenga el menor valor
posible.

4.1.3 (0.5 puntos) El precio del material en el caso anterior.

X

4.1.1 El volumen del prisma (80 cm®) es el producto del area (x?) de la base por la altura (y).

80=x’y=>y= 2
X
El precio del material de las paredes laterales es de 1 céntimo por cm?. Hay cuatro paredes
laterales con la misma superficie (xy).

Coste de los laterales = 4xy-1=4xy = 4x2 = 320 centimos.
X X

La base y tapa se construiran con un material de calidad superior a las caras laterales de la
caja, siendo éste un 25% mas caro, por lo que cuesta 1+0.25=1.25 céntimos el m2. EIl material

de la base y la tapa cuesta 2x*-1.25=2.5x* céntimos.

El coste del material necesario para construir la caja es la suma de las cantidades obtenidas.

P(x)= 320 +2.5x2 céntimos.
X

4.1.2 Derivamos la funcidn y averiguamos cuando se anula.

P(x):@+2.5x2 = P’(x):_3§0+5x
X X
P'(x):0:>_3220+5x=0:>5x:g:>5x3:320:> x3:%:64:> X=13/64 =4
X X
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La funcidn tiene un punto critico en x =4. Determinamos el signo de la segunda derivada
para x=4.

P(x)= _i220+5x=—320x‘3+5x:> P”(x)=960x‘4+5=%+5:> P”(4):94$+5>0

Al ser positiva la segunda derivada sabemos que la funcion P(x) presenta un minimo relativo
en x=4.

Para x =4 obtenemos el valor de la altura: y = 2 = % =5

X

La caja con menor coste tiene de lado en la base cuadrada de 4 cm y 5 cm de altura.

Scm

4 em

4 cm

4.1.3 Para el caso anterior el coste del material es P(4) = %OJr 2.5.4? =120 céntimos. El coste

minimo es de 1.2 euros.
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4.2 Dada la funcién real de variable real
f(x)= x|x—2|
Se pide:

4.2.1 (1 punto) Representar la region comprendida entre la grafica de la funcion f, el eje de

abscisas (eje OX) y lasrectasx =—1y x =5.
4.2.2 (1.5 puntos) Calcular el area de la region anterior.

4.2.1 Expresamos la funcion como una funcién a trozos. La funcion cambia de expresion en
X=2.

X(—x+2) six<2 [x(2-x) si x<2

X(x—2) six>2 |x(x-2) Si Xx>2

f(x)=x|x-2| ={
Averiguamos cuando la grafica de la funcion corta el eje de abscisas.

f(x)=x|x-2| [x=0]e[-15]
_ = x|x-2|=0=
EjeOX —y=0 x—2=0—[x=2]e[-15]

Dibujamos la grafica de la funcion y la region indicada.
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4.2.2 Laregion esté dividida en tres partes. Calculamos el area de cada parte.
El &rea del trozo de la izquierda es el valor absoluto de la integral definida de la funcién
entre -1y 0.

IO f(x)dx—J.Ox(2—x)dx—r)2x—x2dx— XZ_X_3 0 _
-1 - 1 - a — 3 _1_

g2t

El &rea del trozo de la izquierda vale g unidades cuadradas.

El &rea del trozo del centro es el valor de la integral definida de la funcion entre 0 y 2.

372 3 3
jzf(x)dx:J'ZZx—xzdx:{xz—x—} :{22—2—}—{02—0—}:4—§:£
0 0 3 3 3 3 3

0

, 4 )
El area del trozo del centro vale 3 unidades cuadradas.

El area del trozo de la derecha es el valor de la integral definida de la funcion entre 2 y 5.

“ (x)dx= [Px(x—2)dx =[x — 2xdx =| © .| _
L (x) x_Lx(x— ) X—LX —2xdx = ?—x =

2

3 3
={5__52}_{2__22}:%_25_%+4=

3 3

El area del trozo de la derecha vale 18 unidades cuadradas.

El area de toda la regidn es la suma de las tres areas obtenidas: g+g+18 = 62 = 20.6667

unidades cuadradas.
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