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LlR Prueba de Acceso a la Universidad (PAU)
Curso 2024-2025
ASIGNATURA: MATEMATICAS II

UNIVERSIDAD
DE LARIOJA

El examen consta de una primera pregunta de caracter competencial y obligatoria.
Ademas, hay 3 preguntas mas con posibilidad de eleccion entre apartados.

Cada pregunta se puntda con 2.5 puntos.

Todos los procesos conducentes a la obtencion de resultados deben estar
suficientemente justificados.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni con
capacidad de almacenar o trasmitir datos. Si el estudiante es sorprendido con una calculadora no
autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga
derecho a que le proporcionen otra.

APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)

Para iluminar una estancia se requiere instalar focos. El tiempo de vida de los focos es una
variable normal con media de 2000 horas. Se sabe que, tomando un foco al azar la probabilidad
de que luzca mas de 1800 horas es 0.8289. Calcula:

a) la desviacion tipica de la distribucion, (1 punto).

b) cuantas horas de vida debe tener un foco para estar en el percentil 90, (0.5 puntos).

c) el porcentaje de focos que no tendran una duracion aceptable, considerando como duracion

aceptable al menos 1600 horas, (1 punto).

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

APARTADO 2. ANALISIS (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 2.1 0 2.2

2.1 (2.5 puntos) Un campo de atletismo de 1 km de perimetro consiste en un rectangulo con un
semicirculo en cada uno de los dos lados opuestos. Hallar las dimensiones del campo para que
el area de la parte rectangular sea lo mayor posible.

2.2 (2.5 puntos) Sea la curva y=Ax—x*,AcR". Determina el valor de A para que el area
encerrada entre la curva y y el eje de abscisas sea 36. Representa la curva.

APARTADO 3. NUMEROS Y ALGEBRA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 3.1 0 3.2

3.1 Responda a los dos subapartados siguientes.
5

1
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A= (4 )

-1 0
j y B :( 3 6) Halla las matrices X e Y

soluciones del sistema,

2X -3Y = A,
X-Y =B.
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b) (1.25 puntos) En una fabrica se produce queso y mantequilla. Para fabricar.una unidad de
queso se precisan 10 unidades de leche y 6 horas de mano de obra. Para la mantequilla, se
necesitan 5 unidades de leche y 8 horas de mano de obra por unidad. Sabiendo que tenemos
disponibles cada dia 100000 unidades de leche y 110000 horas de mano de obra, calcular la
produccion posible de queso y de mantequilla considerando que utilizamos todo lo
disponible.

3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.
0

-1 —

. 2 8 -9 .
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A= (0 j y B= (6 7}, halla las matrices X y X ™

tal que XAX ' =B.

b) (1.25 puntos) Determina la relacién entre ay b, con a,b € R conocidos, para que el
sistema
2X+y—-3z=a
{—Zx -y+3z=b
sea compatible. ;Puede ser compatible determinado?

APARTADO 4. GEOMETRIA (2.5 puntos)
Responda a uno de los dos apartados 4.1 0 4.2

4.1 Responda a los dos subapartados siguientes.

a) (1.25 puntos) Dados los planos de ecuaciones
X+y+2=2
2X+y-2=4
mx+Yy+3z=6
X—2Z=m
Determina el valor del parametro m para que los planos se corten en un punto. En este
caso, determina el punto de corte.

x-3 y-1 z+2

b) (1.25 puntos) Calcula la distancia de la recta r = 1 5

al plano
m:—Xx-3y+z+4=0.

4.2 Responda a los tres subapartados siguientes.
a) (0.5 puntos) Dado el punto P 5(0,2,1), halla la ecuacion del plano que contiene a P y es

paraleloa 7:2x-5y+2z+3=0.

b) (0.5 puntos) Dado el punto P 5(1.0, —3) halla la ecuacién del plano que contiene a P y es
perpendicular a la recta r:

; ={5x+ y—-z=4
2X—2y—-72=5
¢) (1.5 puntos) Calcula la distancia entre las rectas
X=5+1 X=2+3u
r=<y=-1 S=qy=2—-u
z2=8+241 z=-1+4u
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Tabla simplificada de la distribuciéon normal tipificada

2

0 00l 002 003 004 005 006 007 008 009
0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 05239 0,5279 0,5319 0,5350
0,1 0,5308 05438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5506 0,5636 0,5675 055714 0,5753
0,2 05793 05832 05871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 06591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 06844 0,6879
0,5 06915 06950 0,6085 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 07257 0,7291 0,7324 0,7357 0.7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 07764 0,7794 0,7823 0,7852
0.8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 08051 0,8078 0,8106 0,8133
0,0 08159 08186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8280 08315 0,8340 0,8365 0,8389
1 08413 08438 08461 08485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1.1 08643 0,8665 0.8686 0,8708 08729 08749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
1.2 08849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 09099 09115 009131 0,9147 0,9162 0,9177
1.4 09192 09207 0,9222 0,236 009251 0,265 00279 0,202 0,9306 0,9319
1,5 09332 09345 0,9357 0,9370 09382 09394 09406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 09452 0,9463 0,9474 0,9484 09495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,9545
1.7 09554 0,9564 0,9573 0,9582 09591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1.8 09641 0,9649 0,9656 0,9664 09671 09678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1.9 09713 09719 09726 0,9732 09738 00744 009750 0,9756 0,9761 0,9767
20,9772 09778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,803 0,9808 0,9812 0,9817
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SOLUCIONES

APARTADO 1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD (2,5 puntos)

Para iluminar una estancia se requiere instalar focos. El tiempo de vida de los focos es una variable

normal con media de 2000 horas. Se sabe que, tomando un foco al azar la probabilidad de que

luzca més de 1800 horas es 0.8289. Calcula:

a) la desviacion tipica de la distribucion, (1 punto).

b) cuéntas horas de vida debe tener un foco para estar en el percentil 90, (0.5 puntos).

c) el porcentaje de focos que no tendran una duracion aceptable, considerando como duracion
aceptable al menos 1600 horas, (1 punto).

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

X = El tiempo, en horas, de vida de un foco. X = N(2000,0).

a) Nos dicen que “la probabilidad de que un foco elegido al azar luzca méas de 1800 horas es
0.8289.” - P(X >1800)=0.8289.

1800-2000

P(X >1800)=0.8289 = {Tipificamos} = P(Z >
O

j =0.8289 =

_ Miramos en la
~p Z>@j=0.8289:P zs@j=o.8289:> N
o o tabla N(0,1)

= @ =095= o= @ = M =210.53 horas
o} 0.95 19
0 0,01 0,02 0.03 0.04
0 05000 05040 05080 05120 0.5160
0.1 05398 05438 05478 05517 05557
0.2 05793 05832 05871 05910 05948
0.3 06179 06217 06255 06293 0,6331
0.4 06554 06591 06628 0.6664 06700
0.5 06915 06950 06985 07019 0.7054
06 07257 0,7201 0.7324 0,7357 0,7389
0.7 07580 0,7611 0,7642 07673 0.7704
0.8 00,7881 00,7910 0,7939 0,7967 0,7995

L g1m0 ) L1180 (89219 Ay WIS LS4 0 I\~_)\U

b) Nos piden hallar “t” tal que P(X < t) =0.90.

P(X <t)=0.90= {Tipificamos} = P| Z < 1=2000 ) 0.90=
4000/19
- 122000 ) o5 12000200012 43120 _oo69.47
4000/19 19 19
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z ] 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0.07 0,08
05000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 "0

0,1 05398 05438 05478 05517 05557 0,5506 05636 05675 0,914
0,2 05793 05832 05871 05910 05948 05987 06026 06064 0,803
03 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 0,6443 080
04 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06805 00844
0.5 06915 06950 06985 07019 07054 07088 07123 07157 0,790
0,6 07257 07201 0,7324 07357 07380 0,7422 07454 07436 0,717
0.7 07580 07611 07642 07673 07704 07734 07764 07794 0.7p23
0,8 0, 7831 0,7910 0,7939 07967 0,7995 0,8023 08051 08078 0,806
0.9 08159 08186 08212 08238 08264 05289 08315 08340 05965
10,8413 0,8438 0,8461 0,8485 08508 0,8531 08554 08577 05899
08643 08665 028686 03708 08720 08749 08770 08790

1,2 - = . 0,8997
El percentil 90 esté situado en las 2269.47 horas de duracion.
b) Calculamos P(X >1600).
P(X >1600) = {Tipificamos} = P| Z , 1600-2000) _ P(Z>-19)=
4000/19

Miramos en la

=P(2<19)= =[0.9713
tabla N(0,1)

>—->—~A—~.—~.—~.—-.—~
=] @ Ut = LD bhD =
= =]
Dy p
(7]
[ B]
-
=

[

El 97.13% de los focos tienen una duracion aceptable.
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2.1 (2.5 puntos) Un campo de atletismo de 1 km de perimetro consiste en un rectangulo con un
semicirculo en cada uno de los dos lados opuestos. Hallar las dimensiones del campo para que
el &rea de la parte rectangular sea lo mayor posible.

Hacemos un dibujo del campo de atletismo y damos nombre a cada uno de sus componentes.
X

El radio del semicirculo es la mitad del lado corto del campo: y =2r.

El perimetro vale 1 km -> 2x+27rr:1—>27zr:1—2x:r:2i—1.
T T
Obtenemos la expresion del area de la parte rectangular.
A(X,y)=xy
2
y=2r :A(x):2xr=2x(i_ﬁj:1_2i
2r &) m® &
_1_x
2r «w
Buscamos los puntos criticos de la funcidn area.
X 2x° . 1 4x
A(X)==-"" = A (x)==-—=
(X)=—-— (X)=—-—
, 1 4x
A(x)=0==-—=0=1-4x=0=4x=1=|x=>=0.25km
T T
Sustituimos este valor en la segunda derivada.
, 1 4x . 4 . 4
AX)=——=A"(X)=—=A"(0.25)=——<0
(x) === A (x) === A"(025) ==

Al ser negativa la segunda derivada podemos decir que el area tiene un maximo relativo en

x =0.25. Para este valor tenemos que y =2 1 U4 :2(1—i :Zi:i=0.1592.
2r 7 dr 4rx dr 2rx

El campo con area maxima en su parte rectangular tiene el lado recto de longitud 0.25 kmy
1 . .
o= 0.1592 km en el lado situado en la parte del semicirculo.
T
0.25 km

I
I
10.1592 km
|
|
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2.2 (2.5 puntos) Sea la curva y=Ax—x*, AcR". Determina el valor de A para que el area
encerrada entre la curva y y el eje de abscisas sea 36. Representa la curva.

Averiguamos los puntos de corte de la curva con el eje de abscisas.

Xx=0

A-x=0=[x=A>0)

El &rea encerrada entre la curva y y el eje de abscisas es el valor absoluto de la integral definida
entre 0 y A de la funcion.

2 3 A A2 3 "2 M 3 3 3
[FAx—xae=| RO X AR A TAD DA A AL,
0 2 3] 2 3 2 3 2 3 6

y=Ax—x*,AecR"

_ = AX-x*=0=x(A-x)=0=
EjeOX - y=0

, . A
El &rea tiene un valor de F unidades cuadradas.

Igualamos el area a 36 y obtenemos el valor de A.

3

%=36:A3:63:>

Para A=6 el area encerrada entre la curvay y el eje de abscisas vale 36 unidades cuadradas.
Dibujamos la gréfica de la curva y =6x—x*. Su grafica es una parabola con puntos de corte con
el eje da abscisas A(0, 0) y B(6, 0). Por lo que el vértice esta situado en x=3. El vertice tiene

coordenadas V(3, 9) y es el maximo absoluto de la funcion.

Mdximo

/ \oe

et "
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3.1 Responda a los dos subapartados siguientes.
5

1
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A= (4 5

-1 0 .
j y B =( 3 6} Halla las matrices X e Y

soluciones del sistema,

2X =3Y = A,

X-Y =B.

b) (1.25 puntos) En una fabrica se produce queso y mantequilla. Para fabricar.una unidad de queso

se precisan 10 unidades de leche y 6 horas de mano de obra. Para la mantequilla, se necesitan
5 unidades de leche y 8 horas de mano de obra por unidad. Sabiendo que tenemos disponibles
cada dia 100000 unidades de leche y 110000 horas de mano de obra, calcular la produccion
posible de queso y de mantequilla considerando que utilizamos todo lo disponible.

b) Resolvemos el sistema matricial.

:>2(B+Y)—3Y =A=2B+2Y -3Y =A=

2X =3Y = A, 2X-3Y =A
=
X -Y =B. X =B+Y

-1 0 1 5 -2-1 0-5 -3 -5
=2B-Y=A=Y=2B-A=2 - = = =
3 6 4 2 6-4 12-2 2 10
-1 0 -3 -5 -1-3 0-5 -4 -5
{3 6} [2 10} £3+2 6+1OJ (5 16)
., . -4 -5 -3 -5
La solucién del sistemaes X = eY = .
5 16 2 10

b) Llamamos “x” al nimero de unidades de queso e “y” al nimero de unidades de mantequilla
que se fabrican diariamente. Ponemos los datos en una tabla.

Leche Horas de mano de obra
Unidades de queso (X) 10x 6X
Unidades de mantequilla (y) 5y 8y
TOTALES | 10x+5y 6X +8y

“Disponemos cada dia de 100000 unidades de leche y 110000 unidades de mano de obra.
Considerando que utilizamos todo lo disponible” - 10x+5y =100000; 6x+8y =110000.

Resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones.

10x+5y =100000 :>2x+y:20000 :>y:20000—2x -
6x+8y =110000 3x+4y =55000 3x+4y =55000

=> 3x+4(20000 - 2x) = 55000 = 3x +80000 —8x = 55000 =

= 25000 =5x = |x =5000| = | y = 20000 —2-5000 =10000

Se producen 5000 unidades de queso y 10000 unidades de mantequilla.
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3.2 Responda a los dos subapartados siguientes.

. 2 0 8 -9 .
a) (1.25 puntos) Dadas las matrices A= (O J y B= (6 7], halla las matrices X y X tal
que XAX*=B.
b) (1.25 puntos) Determina la relacion entre ay b, con a,b € R conocidos, para que el sistema
2X+y—-3z=a
—2Xx—-y+3z=hb

sea compatible. ;Puede ser compatible determinado?

b
a) Consideramos X =(a ]
c d

XAX =B = XAX'X =BX = XA=BX =

a b2 O 8 -9)a b 2a b 8a-9c 8b-9d
c d/{0 -1 6 -7)lc d 2c —d 6a—-7c 6b-7d

a—gc—sc
2a=8a-9c —6a=-9c "6 2
—b=8b-9d —9b =-9d b=d /2 b
= = =X =
2c=6a-7c 9c =6a gc—a c b
—-d=6b-7d 6d =6b 6
d=b

Como debe existir la inversa de la matriz X su determinante debe ser distinto de cero.

3c/2 bl 3bc bc
IX|= =2 =21 e
C b 2 2 =>—#20=b=#0,c#0
|X|¢O

Determinamos la inversa de X.

Ad 3c/2 ¢
(o AX) e b z(b —bj_(z/c —2/c]

X[~ bc/2 bel-c 3c/2) \-2/b 3/b

. 3c/2 b o 2/c -2/c
Las matrices buscadas son X = X7 =
b -2/b 3/b

J,siendo b=0yc=0.

b) Sumamos a la segunda ecuacion la primera.
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Ecuacidén 22 + Ecuacion 12

2x+y-3z=a -2x -y +3z =b 2Xx+y-3z=a
= =
_2X_y+3z:b 2X +y -3z =a O=a+b
0 =b+a— Nueva Ecuacion 22

El sistema es compatible cuando a+b=0—>b=-a.

El sistema nunca puede ser compatible determinado pues hay 3 incognitas y solo 2 ecuaciones.
El rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada nunca puede ser igual al
namero de incdgnitas (3), como mucho pueden ser iguales a 2 y obtener un sistema compatible
indeterminado.
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4.1 Responda a los dos subapartados siguientes.
a) (1.25 puntos) Dados los planos de ecuaciones
X+y+z2=2
2X+y-2=4
mx+y+3z=6
X—2zZ=m
Determina el valor del parametro m para que los planos se corten en un punto. En este caso,
determina el punto de corte.
Xx-3 y-1 z+2
-1 2

b) (1.25 puntos) Calcula la distancia de la recta r = al plano

T.—X-3y+z+4=0.

a) Son 4 planos y su punto de corte, si existe, se obtiene de la resolucion del sistema formado por
sus ecuaciones. Lo intentamos resolver.

X+y+z2=2 y=2-X-12
2X+y—z=4 2X+y—z=4
=
mx+y+3z=6 mx+y+3z=6

2X+2—-X—-2—-72=4 X—2=212
= {MX+2-x-2+3z2=6={(m-1)x+2z=4=

X—2Z=m —27 =
X—2Z=m X—2Z=m X=2z=m
(m-1)x+x-2=4 mx =6
= = =2X=6=
X=X+2=m 2=m
1 1 -3

=|x=3=3-2=27= 2=

=>|ly=2-3—-——=—
y 2 2

El sistema tiene solucion cuando m=2 y la solucion es el punto P(B_?B%J :

b) Estudiamos la posicion relativa de la recta y el plano. Comprobamos si el vector director de la
recta es perpendicular al vector normal del plano.

Xx-3 y-1 z+2 U
-1 2 5 =>.
Ti—X=-3y+z+4=0 n

r= }:E-ﬁ=(1,2,5)(1,3,1)=16+5=o

El vector director de la recta y el vector normal del plano son perpendiculares y por tanto la
recta o esté contenida en el plano o es paralela al plano. En cualquiera de los dos casos podemos
calcular la distancia de la recta al plano como la distancia de cualquiera de sus puntos al plano.

Sabemos que P, (3,1,—2) es un punto de la recta.
P (3,1,-2 -3-3.1—
(31.-2) d(rr)—d(Po) o312 4 AL,
m:—X-3y+z+4=0 \/(_1)2+(_3)2+12 N

411

La distancia de la recta r al plano = es de ETH =1.21 unidades.
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4.2 Responda a los tres subapartados siguientes.

a) (0.5 puntos) Dado el punto Pz(O,Z,l), halla la ecuacion del plano que contiene a P y es
paraleloa 7:2x-5y+2z+3=0.

b) (0.5 puntos) Dado el punto P 5(1.0,—3) halla la ecuacién del plano que contiene a P y es
perpendicular a la recta r:

; :{5x+ y—2=4
2X—2y—-2=5
¢) (1.5 puntos) Calcula la distancia entre las rectas
X=5+41 X=2+3u
r=<y=-1 S=qy=2—-u
2=8+21 z=-1+4u

a) Un plano " paralelo a 7:2x—-5y+z+3=0 tiene ecuacion z":2x-5y+z+D =0.
Determinamos el valor de D que hace que el plano paralelo contenga el punto P = (0, 2,1) :

PE(O,Z,l)E;Z'
7:2x-5y+z+D=0

}:>2-0—5-Z+1+D:0:>—9+D=0:>

El plano que buscamos tiene ecuacion z”:2x—5y+z+9=0.

b) El plano perpendicular a la recta r tiene como vector normal el vector director de la recta.
Hallamos el vector director de la recta.

X+y—-z=4 X+y—-4=z
r= = = 2X-2y-5X—-y+4=5=

2X—-2y—-7=5 2X—-2y—-7=5
-1

=-3Xx-3y=1=-1-3x=3y=> y:?—x =

X=A1
Slr=sx-toxoa="Biaxor=y=2 2 =V, =(1,-14)

3 3 3
z:_—13+4ﬂ
3

Hallamos la ecuacion del plano que contiene el punto P y con vector normal v, = (1, -1,4).

}:>1—O+4(—3)+ D=0=

n=v, N
P=(1.0,-3)ex| P=(10,-3)ex

*=(1,—1,4)} TiX—y+47+D=0

=-114+D=0=D=11=|7:x-y+4z+11=0|
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El plano que contiene a P y es perpendicular a la recta r tiene ecuacion z:x—y+4z+D=0.

c) Estudiamos la posicion relativa de las rectas. Determinamos primero un punto y un vector
director de cada recta.

X=5+4 R(S,—l,8) X=2+3u Qs(2121_1)
2=8+24 Vi :(1’0’2) 7 __1+4;U U, (3’_1’4)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son
paralelas ni coincidentes.
(1,0,2) } 1 0 2

ﬁ =%
u, =(3,-14)

v,
371 4

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el valor del producto mixto [VT U, RQSJ :

R (5-18) PQ. =(2,2,-1)-(5,-18)=(-3,3,-9)
PO =(2.2-1)—(5-18)=(-3,3 —
Q.(2,2,-1) e
v, =(1,0,2) 1 0 2
u,=(3-14) (=[v,u,RQ|=|3 -1 4]|=9+0+18-6-0-12=9%0
PG ~(-33-9) 33 9

Al ser el producto mixto distinto de cero las rectas se cruzan.

. [viu.RQ]
Calculamos su distancia entre las rectas r y s con la formula d (r, s) =
V, XU,
V=02 ] _ | 1K _ o
. =V, xu, =1 0 2[=0+6j-k+0-4j+2i=2i+2j-k=(2,2,-1)
u, =(3,-14) 3 1 4

rwr]  w e
S e RN v L

La distancia entre las rectas r y s vale 3 unidades.
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