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El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos. Realice los
ejercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se plantean. En el ejercicio 4, elija UNA
de las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que la
redaccion de la respuesta se haga de forma coherente, con correccién y claridad, utilizando la
notacion y el vocabulario matematico adecuados y expresando la solucion de forma clara.

Puede utilizar las paginas en blanco del final del cuaderno para realizar esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a algun ejercicio si necesita mas espacio. En este Gltimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pagina del ejercicio correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos capaces
de almacenar datos o de transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1

Una familia quiere comprar un terreno para hacerse una casa rodeada de acantilados con vistas
al mar. En esa zona de la costa, los acantilados siguen las rectas y=0 e y=23x. Ademas, la
familia quiere que el terreno sea triangular y que el tercer lado del triangulo pase por el punto

P =(11), tal y como puede verse en la figura.

P=(1,1)
° \\\\\\

a) Plantee la ecuacion de la recta r que define el tercer lado del triangulo en funcién de su
3 m*-2m+1
2 m*-3m

pendiente m, y compruebe que el area del terreno viene dada por A(m) =

[1 punto]
b) Calcule el valor de m que hace que el area de este terreno (y, por tanto, su precio) sea minima.
¢Cual es el valor de este area? [1,5 puntos]
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Ejercicio 2
Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
X+3y+z2=5
mx+2z=0
my—z=m

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro m.
[1,25 puntos]

b) Resuelva el sistema para m=1.
[0,5 puntos]

c) Resuelva el sistema cuando este tenga infinitas soluciones.
[0,75 puntos]

Ejercicio 3

La lesion por sesamoiditis (inflamacion del hueso sesamoide del pie) es relativamente habitual
entre la poblacion que practica deportes de impacto (atletismo, baloncesto, tenis...). En una
poblacion de deportistas, se ha realizado un estudio diferenciando entre los que practican
deportes de impacto y los que practican deportes sin impacto brusco (como natacion, pilates,
senderismo...). Se ha podido determinar que el 45% practican deportes de impacto. Entre ellos,
un 10% sufren lesiones por sesamoiditis, mientras que entre los que no practican deportes de
impacto sélo un 3% presentan esta lesion. Escogemos a un deportista al azar.

a) ¢Cuél es la probabilidad de que sufra sesamoiditis?
[0,75 puntos]
b) Si el deportista elegido tiene una lesion por sesamoiditis, ¢cual es la probabilidad de que
practique deportes de impacto?
[0,75 puntos]
Una empresa de calzado deportivo ha creado una zapatilla con amortiguacion para minimizar
las lesiones por sesamoiditis. Los beneficios generados por la venta de este producto, en miles

de euros, siguen una funcion de la forma f(x):ax3+bx2+cx, donde x son los afos

transcurridos desde que la zapatilla salié a la venta y a, b y ¢ son constantes reales.
c) Calcule los valores de a, b y ¢ sabiendo que el primer afio se obtuvieron el maximo de
beneficios, con un valor de 8 000 euros, y que en el segundo afio hubo un punto de inflexion

en los beneficios.
[1 punto]

Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A
Un vidriero esta reparando una de las vidrieras de la Sagrada Familia cuya forma es la de la
parte sombreada de la figura adjunta. Se ha dado cuenta de que Gaudi lo disefi6 de forma que

uno de los lados sigue la funcién y =3sin(x/4) y otro sigue la funcién y =3cos(x/4), donde
X e y estan expresadas en metros.

B

—

/
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a) Razone a qué funcion corresponde cada gréafica y calcula las coordenadas de los puntos B

y C sefialados en la figura (teniendo en cuenta que A es el origen de coordenadas).
[1 punto]

b) Calcula el precio de la vidriera sabiendo que cuesta 750 €/m?.
[1,5 puntos]

OPCION B
Considere el plano 7:2x—y+z=5 yelpunto P =(O,

1,3).

a) Compruebe que la distancia del punto P al plano m es ?
[0.5 puntos]

b) Encuentre la ecuacion general de un plano 7, paralelo a w y que pase por el punto P.
¢Cuanto vale la distancia entre 7, y m?
[0.75 puntos]

c) Encuentre la ecuacion general de un segundo plano rz,, diferente de 7, que sea paralelo a

N3

T y que esté a una distancia - de .

[1,25 puntos]
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SOLUCIONES

Ejercicio 1

Una familia quiere comprar un terreno para hacerse una casa rodeada de acantilados con vistas
al mar. En esa zona de la costa, los acantilados siguen las rectas y=0 e y=3x. Ademas, la
familia quiere que el terreno sea triangular y que el tercer lado del tridngulo pase por el punto

P =(11), tal y como puede verse en la figura.

(1,1)

::

~—~ ~—~ ~

o

\
\

a) Plantee la ecuacion de la recta r que define el tercer lado del triangulo en funcion de su
2
. . . m°—-2m+1
pendiente m, y compruebe que el area del terreno viene dada por A(m) = ET :
m*—3m
[1 punto]
b) Calcule el valor de m que hace que el area de este terreno (y, por tanto, su precio) sea minima.

¢Cual es el valor de esta area? [1,5 puntos]

a) La recta r pasa por el punto P = (1,1) y tiene pendiente m. Determinamos su ecuacion.

P=(L1)er
pendiente = m

}:>r:y—lzm(x—l):>|r:y:mx—m+1

La recta que define el tercer lado tiene ecuacién r:y=mx—m+1.

Para hallar el area del terreno determinamos la base y la altura del tridngulo, para ello
determinamos donde corta la recta r el eje X (base) y donde corta la recta r la recta y = 3x

(altura).

y=mx—-m+1 -
}:mx—m+1:0:>mx:m—1:>{m¢0}:> X = ——=base
y=0 m
y =3X
=>mx-m+1=3x=(m-3)x=m-1={m=3} =
y=mx—-m+1
:)X:m—_lj y:3m__1:a|tura
m-3 m-—3
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Aplicando la formula del &rea de un tridngulo tenemos:

m— 3m—l ,
; m “m_3 3(m-1 2 _
Area(m)=—m m-3 _ (m-1) _3m 22m+1
2 2m(m-3) 2 m*-3m
|, Altura)
l..
]
]
I .
1 : LR
: ®
]
;
' Altura
;
]
;
: .. (Base, 0)
] ...
X Base
y = 3x

b) Derivamos la funcién area y averiguamos cuando se anula.

—2)(m? —3m) —(2m—3)(m?—
3mamel _ 3 (2m-2)(m* -3m)-(2m-3)(m*~2m+1)

A =3 e A (M=3 (o —an] -

3 M—sz—Zmz+M—(}nf’(—4m2+2m—3m2+?)‘m—3) 3l oma3

2 (mz—:%m)2 2 (mz—:%m)2
2
A (m)=0 3 oM 2MES G oma3-=0=
2 (m2—3m)2
2+4
2+ (=2) - 4(-1). —, =l=3=
o 25(-2)'-4(-1)8_ 214 |
=2 2 |2-4 o
2

Como la recta r tiene pendiente negativa (decreciente) solo consideramos el valor m=-3.
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Antes de este valor si tomamos m=—4 la derivada vale
3 —(-4)-2(-4)+3 15

A (-4)=2

2 ((_4)2 _3(_4))2 1568
Después de este valor si tomamos m=-2 la derivada vale

N (-2) :§_—(—2)2 -2(-2)+3_ 9

2 ((-2y-3(-2)) 2

El &rea decrece antes y crece después de m=-3, por lo que el area es minima para m=-3.
2
3(-3-1)

2(-3)(-3-3)

<0. El area decrece antes de m=-3.

>0 . El &rea crece después de m=-3.

. y " 4
Para este valor el area del tridngulo vale Area(—3) = =3 unidades cuadradas.

[
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Ejercicio 2
Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
X+3y+z=5
mx+2z=0
my—z=m
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro m.
[1,25 puntos]
b) Resuelva el sistema para m=1.
[0,5 puntos]
c) Resuelva el sistema cuando este tenga infinitas soluciones.
[0,75 puntos]
1 3 1
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A= m 0 2 | y la matriz ampliada
0O0m -1
1 3 1 5

A/B=m 0 2 0
0O0m -1 m

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 3 1
A=m 0 2[=0+0+m?*=0+3m-2m=m?+m
A

0 m -
A|=0= m?+m=0=m(m+1)=0= | ="

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO1. m#0y m=-1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucién).

CASO 2. m=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
13 1 5
La matriz ampliada queda A/B={0 0 2 O0].
00 -10

Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

Fila 22 +2-Fila 32 nB

——

1 3 15 00 2 0 1 315
A/B:0020:>OO_20 =A/B=0 0 2 O
0 Y 1070 0 0o NuevaFila e 29909
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El rango de la matriz A es 2, al igual que el de la matriz A/B, pero menor que el nimero
de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. m=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 3 1 5
La matriz ampliada queda A/B=|-1 0 2 O
0 -1 -1 -1
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
Fila 22 +Fila 12
1 3 1 5 10 2 0 1 3 1 5
A/Bz—lOZO:1315 =0 3 3 5 |=
° Y 03 3 soNeaFiez] 0 T T
Fila 22 +3-Fila 22 — 2
0 3 3 5 1 315
0 -3 -3 -3 =0 3 3 5
0 0 0O 2 — NuevaFila3? w 2

A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos. El
sistema es incompatible (sin solucidn).

Resumiendo: Para m=0 y m= -1 el sistema es compatible determinado, para m=0 el
sistema es compatible indeterminado y para m=-1 el sistema es incompatible.

b) Para m=1 el sistema es compatible determinado (CASO 1). Lo resolvemos.

X+3y+z=5 X+3y+z=5

X+2z=0}= x=-27 y=-271+3(z+1)+z=5=
y—z=1 y=z+1
X=-21=-2
— 27+37+3+2=5=27=2=[z=1=
y=1+1=2

La soluciones x=-2; y=2; z=1.

c) Para m=0 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). Lo resolvemos.

X+3y+z=5 X=5-31
22=0;=x+3y=5=x=5-3y=|ky=41 ;AeR
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Ejercicio 3

La lesion por sesamoiditis (inflamacion del hueso sesamoide del pie) es relativamente habitual

entre la poblacion que practica deportes de impacto (atletismo, baloncesto, tenis...). En una

poblacion de deportistas, se ha realizado un estudio diferenciando entre los que practican

deportes de impacto y los que practican deportes sin impacto brusco (como natacion, pilates,

senderismo...). Se ha podido determinar que el 45% practican deportes de impacto. Entre ellos,

un 10% sufren lesiones por sesamoiditis, mientras que entre los que no practican deportes de

impacto s6lo un 3% presentan esta lesion. Escogemos a un deportista al azar.

a) ¢Cual es la probabilidad de que sufra sesamoiditis? [0,75 puntos]

b) Si el deportista elegido tiene una lesion por sesamoiditis, ;cuél es la probabilidad de que
practique deportes de impacto? [0,75 puntos]

Una empresa de calzado deportivo ha creado una zapatilla con amortiguacion para minimizar las

lesiones por sesamoiditis. Los beneficios generados por la venta de este producto, en miles de

euros, siguen una funcién de la forma f (x) =ax® +bx* +cx, donde x son los afios transcurridos

desde que la zapatilla sali6 a la venta y a, b y ¢ son constantes reales.

c) Calcule los valores de a, b y ¢ sabiendo que el primer afio se obtuvieron el maximo de
beneficios, con un valor de 8 000 euros, y que en el segundo afio hubo un punto de inflexion
en los beneficios. [1 punto]

Llamamos | al suceso “practicar deportes de impacto” y S a “padecer sesamoiditis”. Realizamos
un diagrama de arbol.

Sesamoiditis

Deporte de P(S/1) =0.10
impacto
P(l) = 0.45 No sesamoiditis
P(S¢/1) = 0.90
Deporte y el
sesamoide
Sesamoiditis
No deporte de P(S/1°) = 0.03
impacto
P(I) = 0.55 No sesamoiditis

P(S¢/I€) = 0.97

a) Debemos calcular P(S) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(S)=P(1)P(S/1)+P(1°)P(S/1°)=0.45-0.10+0.55-0.03=[0.0615]

b) Debemos calcular P(I /S). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

_P(1nS) _P(1)P(S/1) 045.0.10 [30
P(1/8)= P(S)  P(S) 00615 S0
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c) Sabemos que f(1)=8 y que en x=1 hay un maximo de la funcién por lo que f"(1)=0.
También sabemos que al tener un punto de inflexion la derivada segunda debe anularse, por
lo que f”(2)=0. Utilizamos estos tres datos para obtener las tres constantes.

f(x)=ax’+bx*+cx= f"(x)=3ax*+2bx+c= f’(x)=6ax+2b

f7(2)=0
,,( ) —=6a(2)+2b=0=12a+2b=0=6a+h=0=[b=—6a]
f(x)=6ax+2b
f'(1)=0

:>O:3a+2b+c:>m
f(x)=3ax’ +2bx+c
f (x)=ax’ +bx* +cx
f(1)=8

}:

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

b=-6a
c=-3a-2(-6a) c=9a

c=-3a-2b}> = —=8=-5a+9% =
8=a-6a+c 8=-ba+c

8=a+b+cC

lb=—6-2=-12|

Los valores que cumplen lo pedido son a=2; b=-12 y ¢c=18.
La funcion queda f (x)=2x°—-12x*+18x.

:>84a:>:>{

A=)

M ri:.\‘ imo
(1 , 8)

5 I \ f(x)=2¢ —12¢ +18¢ -

Inflexion
(2,4)

\
\ J

F

%]

[i%]
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Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A
Un vidriero esté reparando una de las vidrieras de la Sagrada Familia cuya forma es la de la parte
sombreada de la figura adjunta. Se ha dado cuenta de que Gaudi lo disefié de forma que uno de

los lados sigue la funcién y =3sin(x/4) y otro sigue la funcién y=3cos(x/4), donde x e y
estan expresadas en metros.

B

/

a) Razone a qué funcidn corresponde cada gréafica y calcula las coordenadas de los puntos By C
sefialados en la figura (teniendo en cuenta que A es el origen de coordenadas).
[1 punto]

b) Calcula el precio de la vidriera sabiendo que cuesta 750 €/m?.
[1,5 puntos]

a) La grafica que pasa por los puntos Ay C toma el valor 0 para x=0.

y =3sin(x/4) _ .
y =3sin(0/4)=3sin0=0—jOK!
y =3cos(x/4)r=
0 y =3cos(0/4)=3c0s0=3—NO!
X =

La funcién que pasa por los puntos Ay Ces y= 35in(x/4).
La funcidn que pasa por los puntosBy Ces y = 3cos(x/4).

El punto A tiene coordenadas A(0,0).

El punto B tiene coordenadas (0,3cos(0/4))=(0,3).
El punto C es el punto de corte de ambas graficas. Determinamos sus coordenadas.

y =3sin(x/4)

= 3sin(x/4)=3cos(x/4)=sin(x/4)=cos(x/4)=
y:3COS(X,4)} (x/4) (x/4) (x/4)=cos(x/4)

sin(x/4) cos(x/4) X 3J2
= t [4)=1—=—=— = =3 [4)=——
jcos(x/4) cos(x/4):> 9(x/4) :>4 4:>:> y =3cos(z/4) 2

El punto C tiene coordenadas C {n%j :
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b) Hallamos el area de la region sombreada. El &rea la obtenemos como la integral definida
entre 0 y it de la diferencia de las dos funciones.

Area = I0”3cos(x/4)—3sin(x/4)dx = [3-4sin(x/4)—3-4(—cos(x/4))]

T
0

= [125in(x/4)+12cos(x/4)]z =

=[12sin(z/4)+12cos(x/4)|-[12sin(0/4)+12cos(0/4)]=

:12g+12g—0—12 =122 —12 = 4.97 m?

Multiplicamos el area obtenida por el precio de cada metro cuadrado y obtenemos el coste
de la vidriera: 750-(12J§ —12) = 3727.92 euros.
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Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION B
Considere el plano 7:2x—y+z=5 yelpunto P=(0,13).
6

N3

a) Compruebe que la distancia del punto P al plano  es - [0.5 puntos]

b) Encuentre la ecuacion general de un plano 7z, paralelo a 'y que pase por el punto P. ;Cuanto
vale la distancia entre 7, y m?  [0.75 puntos]
¢) Encuentre la ecuacion general de un segundo plano r,, diferente de z,, que sea paralelo a

N3

y que esté a una distancia - de . [1,25 puntos]

a) Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.

12X — -5=0 0-1+3—
TI2X—y+1 }:d(P,ﬂ): 20-1+3-5 |3 36 3/6 6
P=(0.13) V2 +(-1) 422

b) Un plano paralelo a 7:2x—y+z =5 tiene ecuacion r, :2x—y+z+D=0.

J6 o6 6 2

Determinamos el valor de D para que el plano pase por el punto P = (0,1, 3).

m2X-y+z+D=0
P=(O,1,3)e72'1

}:2-0—1+3+D:0:>D:—2:>|7r1:2x—y+z—2:0

El plano que cumple lo pedido tiene ecuacion 7z, :2x—y+z—-2=0.
La distancia entre los planos paralelos 7, y m es la misma que la distancia de un punto del

plano 7z, , por ejemplo, el punto P al plano . Esta distancia sabemos que vale @ unidades.

c) El plano 7, paralelo al plano 7 :2x—y+z =5 tiene ecuacion =, :2x—y+z+D=0.
Un punto del plano 7:2x—y+2z=5 es Q(0,0,5). Que la distancia entre los planos 7z, y ©

N3

sea 76 implica que la distancia del punto Q al plano 7, debe valer -

2X—-y+z+D=0

gz (003;) _ [20-0+5+D] 6_3 _[5+D_3 _

= 1 Yy (Sy/4 = —_— _
P R R

d(ﬂ',ﬂ'z)zd(Q,ﬂ'z)=7

5+D=3->D=-2->7:2X-y+2-2=0

5+D=-3->D=-8->|r,:2Xx-y+2-8=0

:>|5+D|=3:>{

El plano buscado tiene ecuacion =, :2x—y+z-8=0.

13de 13 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

