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El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos. Realice los
ejercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se plantean. En el ejercicio 4, elija UNA
de las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que la
redaccion de la respuesta se haga de forma coherente, con correccion y claridad, utilizando la
notacion y el vocabulario matematico adecuados y expresando la solucion de forma clara.

Puede utilizar las paginas en blanco del final del cuaderno para realizar esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a algun ejercicio si necesita mas espacio. En este Gltimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pagina del ejercicio correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos capaces
de almacenar datos o de transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1
Considere la funcién f (x) =1+ %3 .

a) Indique el dominio de esta funcion y los puntos de corte de la curva y = f (x) con los

ejes de coordenadas. [0.5 puntos]
b) Resuelve la ecuacion f (x) =0 y estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento

de la funcion f (x) asi como sus maximos y minimos locales. [1 punto]
c) Determine el valor de a para que el punto (a, 3) pertenezca a la gréfica de la funcién y

calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en este punto. [1 punto]

Ejercicio 2
Considere el sistema de ecuaciones:
X+3y+az=1
—2X—-6y+2z=2a

ax+3y+z=3
Donde a es un parametro real, y sean 7, el plano determinado por la primera ecuacion, 7,

el determinado por la segunda, y 7, el determinado por la tercera.

a) Discuta el sistema en funcion del valor de a. [1 punto]

b) Describa la posicion relativa de los tres planos z,, 7z, y =, en funcion del valor de a.
[0,75 puntos]

c) ¢En algun caso la interseccion de los tres planos es una recta? En caso afirmativo, diga para
que valor del parametro, y dé un vector director y un punto de esta recta. [0,75 puntos]

Ejercicio 3
Un usuario de Internet ha estimado que el 25% de los correos electronicos que recibe son
spam, mientras que el resto no lo son. Para facilitar la clasificacion del correo, se ha instalado un
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filtro que envia a la carpeta de spam el 95% de los mensajes que efectivamente lo son.
Desgraciadamente, este filtro deja en la bandeja de entrada sélo el 90% de los mensajes buenos
(v el resto los envia a la carpeta de spam).

a) ¢Cual es la probabilidad de que un mensaje sea enviado por el filtro a la carpeta de spam?
[0,75 puntos]

b) Un dia, este usuario abre la carpeta de correo basura. ;Qué porcentaje de mensajes que no
son correo basura encontrara? [0,75 puntos]
En un servidor de correo electronico determinado, la probabilidad de recibir al menos dos

- - -7 t —
correos en menos de t minutos viene dada por la funcion F (t) = J'O Ae *>dx , donde A es una

constante real.
c) Sabiendo que la probabilidad de recibir al menos dos correos en menos de dos minutos es
1—e™*, encuentre el valor de A. [1 punto]

Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A

El disefiador de una casa de perfumes ha decidido que la botella del proximo perfume que la
empresa sacara al mercado sera de vidrio y tendré la forma de un cilindro con una media esfera
en la parte superior, tal y como se puede ver en la siguiente figura:

El perfume estard contenido en la parte cilindrica, que tiene una capacidad de 100 cm?®. El
ingeniero a cargo del proceso de produccion se propone minimizar el coste total del vidrio usado
Yy, por tanto, quiere que la superficie total de la botella sea minima.

a) Compruebe que la superficie total de la botella de perfume viene dada por la formula

S(r)=3xr’ +2—(r)0.
[1 punto]
b) ¢Qué dimensiones debe tener la botella de perfume para que la superficie total sea minima?
¢Cual es la superficie total de la botella en este caso?
[1,5 puntos]

Nota: Recuerde que la superficie de una esfera viene dada por la formula 4zr, donde r es su

radio.

OPCION B

1 4

a) Encuentre los valores de a qué hacen que las matrices A y B conmuten. (Dos matrices Ay
B conmutan si AB=BA.) [0.75 puntos]
b) Encuentre los valores de a para los que la matriz A es invertible. [0.75 puntos]

¢) Encuentre los valores de a para los que A™ = A. [1 punto]

. . a o0 ) 2 0
Considere las matrices A= 1 a2l donde a es un parametro real, y B = .
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SOLUCIONES

Ejercicio 1
Considere la funcion f(x):+\/1+ X .

a) Indique el dominio de esta funcion y los puntos de corte de la curva y = f (x) con los ejes

de coordenadas. [0.5 puntos]
b) Resuelve la ecuacién f (x) =0 y estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

la funcion f (x) asi como sus maximos y minimos locales. [1 punto]
c) Determine el valor de a para que el punto (a, 3) pertenezca a la grafica de la funcion y
calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en este punto. [1 punto]

a) El dominio de la funcion son todos los valores que hacen positivo o cero el radicando.
Averiguamos cuando se anula el radicando.

1+x°=0=x’=-1=>x=3-1=-1
e Sitomamos un valor menor que —1, por ejemplo x =—-2 entonces

f(-2)= +4/1+(—2)3 = ++/~7 = No existe . La funcién no existe en (—o0,-1).
e Sitomamos un valor mayor que —1, por ejemplo x =0 entonces f (O) =4+y1+0° =1.

La funcién existe en [-1,+0).

El dominio de la funcioén es [-1,+0).
Determinamos los puntos de corte de la grafica con los ejes coordenados.

_ 3
Fx)=+l+x }:>+\/1+X3 —0=x=-1=[A(-10)

EjeOX - y=0

f(X)=+\/:|?}:> f(o):+m:+1:> B(O,l)

EjeOY > x=0
Los puntos de corte con los ejes coordenados son A(-1,0) y B(0,1).

b) Obtenemos la expresion de la ecuacion y la resolvemos.

3x?

f(x):+J1+7:,f'(x):ﬁ

3x?
f(x)=0=>———=0=3x*=0=[x=0]
(x) 241+ x°

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor. Debemos tener en cuenta
que el dominio de la funcién es [—1, +oo).
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e Enelintervalo [-1,0) tomamos x=-0.5y la derivada vale
3(-0.5)°
2,/1+(-05)

e Enelintervalo (0,+0) tomamos x =1y la derivada vale f“(1)=

f’(-0.5)= ~0.4>0. La funcién crece en [-1,0).

31

2401+1°

~1.06>0.

La funcidn crece en (0,+oo).

La funcién crece en todo su dominio [—1, +oo).
Como la funcién siempre crece y esta definida en el intervalo [—1,+o) la funcién tiene un

minimo local en x =-1, siendo las coordenadas de este punto A(-10).
La funcién no tiene maximos locales pues es siempre creciente.

c) Averiguamos cuando la funcién toma el valor 3.

f(x)=+1ex

f(a)=3

}:+ 1+a®=3=1+a°=9=a’=8=a=38=2

El valor buscado es a=2.
La recta tangente a la curva en a =2 tiene ecuacion y— f (2)=f"(2)(x-2).

f(2)=+v1+2° =3
3.2°

f(2)= =2 = y-3=2(x-2)=>y-3=2x-4=|y=2x-1

@ (x-2)

y-f(2)=1"(2)(x-2)

La recta tangente a la curvaen x=2 ' /
tiene ecuacion y =2x-1. . /5

/1‘2\1

(2,3)

flx)=+ 1+
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Ejercicio 2
Considere el sistema de ecuaciones:
X+3y+az=1
—2X—6y+2z=2a
ax+3y+z=3
Donde a es un parametro real, y sean 7, el plano determinado por la primera ecuacion, z, el
determinado por la segunda, y 7, el determinado por la tercera.

a) Discuta el sistema en funcion del valor de a. [1 punto]

b) Describa la posicion relativa de los tres planos z,, z, y z, en funcion del valor de a.
[0,75 puntos]

c) ¢En algun caso la interseccidn de los tres planos es una recta? En caso afirmativo, diga para
que valor del pardmetro, y dé un vector director y un punto de esta recta. [0,75 puntos]

1 3 a
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=| -2 -6 2| y la matriz ampliada
a 3 1
1 3 a 1
A/B=|-2 -6 2 2a].
a 3 1 3

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 3 a
|A|=—2 -6 2/|=-6+6a—6a+6a’+6—6=6a>—6
a 3 1

|A=0=6a’-6=0=a’-1=0=|a=+1=+1

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO 1l a=-1lya=l.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucién).

CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 3 -1 1
La matriz ampliada queda A/B=|-2 -6 2 -2]|.
-1 3 1 3
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
Fila 32 +Fila 12
1 3 -1 1 13 1 3
AlB=|-2 -6 2 -2|=1, 5 . 4
-1 3 1 3

0 6 0 4— NuevaFila3?
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Fila 22 +2-Fila 12

-2 -6 2 -2 LSl gt Filags
> 6 2 9 =|0 0 0 0|={Fila2®« Fila3}=
06 0 4

0O O O 0 — NuevaFila22

El rango de la matriz A es 2, al igual que el de la matriz A/B, pero menor que el nimero
de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 3 11
La matriz ampliada queda A/B=| -2 -6 2 2]|.
1 3 13

Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

. L1 Fila 3% —Fila 12
A/B 2 36 2 2 1 s 13
‘_1 _3 13:—1—3 1 -1
0 O 0 2 -— NuevaFila3®?
Fila 22 +2-Fila 12 —MB
3 11
2 -6 2 2 . 4
2 6 2 2 =100
_— i 0 0 2
0 0 4 4— NuevaFila2?2 N

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos. El
sistema es incompatible (sin solucidn).

Resumiendo: Para a=—-1y a=1 el sistema es compatible determinado, para a=-1 el
sistema es compatible indeterminado y para a=1 el sistema es incompatible.

b) Para a=—-1y a=1 el sistema es compatible determinado (una unica solucién), lo cual
significa que los tres planos coinciden en un punto (la solucion del sistema de ecuaciones).

™

4
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Para a=-1 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones), lo cual significa
que los tres planos coinciden en una recta (hemos visto que el plano 7z, y 7, son iguales).

Para a=1 el sistema es incompatible, en los célculos realizados hemos visto que el plano 7,
y 7, son paralelos y ambos son cortados por el plano 7z,.

c) Para a=-1 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones), lo cual significa
que los tres planos coinciden en una recta. Resolvemos el sistema partiendo de la matriz
triangular equivalente obtenida en el apartado a).

A/B

—
1 3 11 X+3y—-z=1
X+3y-z=1 2
0 6 0 4|= = 4 2 =>X+3=--z=1=
6y =4 y=—== 3
00 0O 6 3
A
2 P1-1,-,0
=x=-1+z= yzg leR=> 3
— v, (1,0,1)

Un punto de la recta interseccion de los tres planos es P, (—1,%,0) y un vector director es

v, (1,0,1).
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Ejercicio 3

Un usuario de Internet ha estimado que el 25% de los correos electrdnicos que recibe son spam,

mientras que el resto no lo son. Para facilitar la clasificacion del correo, se ha instalado un filtro

que envia a la carpeta de spam el 95% de los mensajes que efectivamente lo son.

Desgraciadamente, este filtro deja en la bandeja de entrada solo el 90% de los mensajes buenos

(y el resto los envia a la carpeta de spam).

a) ¢Cual es la probabilidad de que un mensaje sea enviado por el filtro a la carpeta de spam?
[0,75 puntos]

b) Un dia, este usuario abre la carpeta de correo basura. ;Qué porcentaje de mensajes que no son
correo basura encontrard? [0,75 puntos]

En un servidor de correo electronico determinado, la probabilidad de recibir al menos dos correos

en menos de t minutos viene dada por la funcién F(t)= '[; Ae***dx, donde A es una constante

real.
c) Sabiendo que la probabilidad de recibir al menos dos correos en menos de dos minutos es

1—e™*, encuentre el valor de A. [1 punto]

Llamamos S al suceso “El correo es Spam” y B a “el correo es enviado a la carpeta de correo
Basura”. Realizamos un diagrama de arbol.

Bandeja Basura
Spam P(B/S) = 0.95
P(S) =0.25 Bandeja entrada
P(B¢/S) = 0.05
Correos y el
spam
P Bandeja Basura
C) =
No spam P(B/S€) =0.10
) =
P($7) =0.75 Sin defectos
P(B¢/S€) = 0.90

a) Debemos calcular P(B) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(B)=P(S)P(B/S)+P(S°)P(B/S°)=0.25-0.95+0.75-0.10 =[0.3125]

b) Calculamos P(SC / B). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(B) P(B) 0.3125

C C C
P(SC/B):P(S mB) P(S )P(B/S )_0.75.0.10_

El porcentaje de mensajes que no son spam en la carpeta de correo basura es del 24%.

¢) Calculamos la integral que nos da la probabilidad.
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t e—0-5X ! e—O.St e_o,5.o
F (t) = .[ AE*O,SXdX = A =A -A = —2Ae*0-5t +2A= 2A(—e70'5‘ +1)
’ 0

—0.5 -0.5 -0.5

Como nos dicen que F(2) =1—e™, utilizamos este dato para obtener el valor de A.

—1-et= 2A(1—e‘1):> 2A=1=|A=

El valor buscado es Azé .
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Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A

El disefiador de una casa de perfumes ha decidido que la botella del proximo perfume que la
empresa sacara al mercado sera de vidrio y tendré la forma de un cilindro con una media esfera
en la parte superior, tal y como se puede ver en la siguiente figura:

El perfume estara contenido en la parte cilindrica, que tiene una capacidad de 100 cm?. El

ingeniero a cargo del proceso de produccion se propone minimizar el coste total del vidrio usado

y, por tanto, quiere que la superficie total de la botella sea minima.

a) Compruebe que la superficie total de la botella de perfume viene dada por la formula
S(r)=3;zr2+2—(r)o.

[1 punto]

b) ¢Qué dimensiones debe tener la botella de perfume para que la superficie total sea minima?
¢Cual es la superficie total de la botella en este caso?

[1,5 puntos]

Nota: Recuerde que la superficie de una esfera viene dada por la formula 4zr*, donde r es su
radio.

a) Sabemos que el volumen del cilindro es 100 cm?.

V(h,r)=zr’h
Volumen =100

_100

}:ﬂrzh:100:> h 5
nr

La superficie de la botella es la suma del area de la base circular (zr?), el area del
Arr? )

rectangulo lateral (2zrh) y la superficie de la semiesfera (

4rr?

S(r,h)=xr*+2zrh+
100 200

S(ry=nr?+2 2712 =371 + 22

100 :>()7r+/m\/{r\&+7z 7z+r

7r?

h

b) Hallamos la derivada de la funcion superficie y averiguamos cuando se anula.
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= 67r*=200= r3:@:> r:3@=2.19740m

67 3

Tenemos un punto critico de la funcidn superficie para un radio de 3 /1??—0 =2.1974 cm.
7T

Determinamos el signo de la segunda derivada para este valor.

S'(r)=67rr—£20:67zr—200r’2 = S”(r)=6x+400r"° =67r+4—030:>
r r

T ( i/ﬁ} 100
37 3
T

Al ser la segunda derivada positiva la superficie de la botella es minima para r = 3 g :
7T

Para este valor del radio la altura del cilindro es h = 100 5= 3/900 =6.59 cm.
100 a
7wl 3——
3z
La botella con superficie minima tiene radio 2.1974 cm y altura 6.59 cm.

2
La superficie de la botellaes de S| 3 100 =3 3/@ +ﬂ =136.525 cm?.
3z 3z 100

3——

3
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Ejercicio 4
OPCION B

1 4

a) Encuentre los valores de a que hacen que las matrices A y B conmuten. (Dos matrices Ay B
conmutan si AB=BA.) [0.75 puntos]
b) Encuentre los valores de a para los que la matriz A es invertible. [0.75 puntos]

. : a o0 . 2 0
Considere las matrices A= 1 a2’ donde a es un parametro real, y B = :

¢) Encuentre los valores de a para los que A™ = A. [1 punto]

a) Resolvemos la igualdad AB = BA.

a 0)2 0) (2 0)a 0
AB=BA=| - =
1 a){1 4) (1 4)(1 a

2a 0 2a O 5
= ) , |= , |™2+a"=a+d4=
2+a° 4a a+4 4da

\/ 2 E—Z—a
1+.4/(-1) —41(-2 T
—a’-a-2=0=a= (=1 ( ):113: 2

2 2 1-3

Las matrices conmutan para a=2 y a=-1.

b) Para que la matriz A sea invertible su determinante debe ser distinto de cero.

a o0

A:
|| 1 a2

=a*-0=a°

Para cualquier valor de a distinto de cero la matriz A es invertible.

c) Para que A=A se debe cumplir que A-A=1.

a 0)a O 10 a® 0 10
A-A=| = ) , |= = = =
1 a’)ll1 a 0 1 a+a’ a‘ 01

a’=l-sa=+1=+1
, a=0
=Ja+a’=0—-a(l+a)=0— . 1:> a=-1

a‘=1-a=41=+1

Se cumple para a=-1.
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