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Matematicas

Serie 1

El examen consta de CUATRO ejercicios obligatorios. Cada ejercicio vale 2,5 puntos. Realice los
ejercicios 1, 2 y 3 respondiendo a TODAS las cuestiones que se plantean. En el ejercicio 4, elija UNA
de las dos opciones (A o B) propuestas.

En todas las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y por qué. Es necesario que la
redaccion de la respuesta se haga de forma coherente, con correccién y claridad, utilizando la
notacion y el vocabulario matematico adecuados y expresando la solucion de forma clara.

Puede utilizar las paginas en blanco del final del cuaderno para realizar esquemas, borradores,
etc., 0 para acabar de responder a algun ejercicio si necesita mas espacio. En este Gltimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pagina del ejercicio correspondiente.

Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos capaces
de almacenar datos o de transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1
X2 —2X
x—1
a) Determine los puntos de corte de la curva y = f (x) con los ejes de coordenadas, y las

Considere la funcion f (x)=

ecuaciones de sus posibles asintotas verticales, horizontales y oblicuas. [1 punto]
b) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = f (x) en los puntos x=0y
x = 2. ¢Estas dos rectas son paralelas? Justifique la respuesta. [1 punto]

¢) Hay algun punto donde la recta tangente a f(x) tenga pendiente 1? En caso afirmativo,
encuéntrelo. [0.5 puntos]

Ejercicio 2
Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
y—-z=p+3
p’x—z=5
X—-y=3

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro p. [1.25 puntos]
b) Resuelva el sistema para el caso p = —1. [0,5 puntos]
c) Para el caso p =1, ¢hay alguna solucion que cumpla, ademas, xy =107 En caso afirmativo,

indique cuantas hay y encuéntrelas todas. [0,75 puntos]

Ejercicio 3
Una empresa produce dos tipos de prendas, de hierro y de acero. ElI 60% de la produccion total
corresponde a piezas de hierro y el resto son de acero. Sabemos que el 95% de las piezas de hierro
producidas no tienen ningun defecto, mientras que el 3% de las piezas de acero son defectuosas.
a) Si tomamos una pieza al azar, ¢cudl es la probabilidad de que sea defectuosa? [0,75 puntos]
b) La empresa pronto diversificara la produccion y empezara a producir también piezas de
titanio, que se venderan en paquetes de 5. Si la probabilidad de que una pieza de titanio sea
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defectuosa es un valor desconocido p, y cada pieza es defectuosa independientemente de
las otras, compruebe que la expresién que nos da la probabilidad de que en un paquete

funcion de p) es f (p)=5(p*—p°) [0.75 puntos]
c) Considere la funcion f(p) del apartado anterior. Determine el valor maximo que toma f(p)
cuando p>0. [1punto]

Ejercicio 4
Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.

OPCION A
La vela mayor de un velero tiene forma semiparabdlica y esta delimitada por las gréficas de

f(x)=-x*+25, y=0y x=0 tal como se indica en la figura siguiente:

flx) == +25
20
2 RGO uperr
10 y= 9

Regié

-10 fs 0

La vela tiene dos partes separadas por la recta y =9. Para su construccion, se emplea un tejido

de nylon en la parte superior, que cuesta 50 €/u?, y un tejido de poliéster en la parte inferior,
que cuesta 70 €/u?. Calcule el coste total del material que se necesita para construir esta vela.
[2.5 puntos]

OPCION B
Considere el plano m de ecuacion x+y =0.

a) Calcule la ecuacion del plano m" que es perpendicular a m y contiene los puntos
P= (1, -1, 2) y Q= (3, -3, 6). [1 punto]

b) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta contenida en " y que contiene los puntos de
que estan a la misma distancia de P que de Q. [1.5 puntos]
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SOLUCIONES
Ejercicio 1
Considere la funcion f (x)= Xi__ix .

a) Determine los puntos de corte de la curva y= f(x) con los ejes de coordenadas, y las
ecuaciones de sus posibles asintotas verticales, horizontales y oblicuas. [1 punto]
b) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = f (x) en los puntos x=0y

x = 2. ¢Estas dos rectas son paralelas? Justifique la respuesta. [1 punto]
c) Hay algin punto donde la recta tangente a f(x) tenga pendiente 1? En caso afirmativo,
encuéntrelo. [0.5 puntos]

a) Determinamos los puntos de corte de la gréafica con los ejes coordenados.

_xP-2x )
F(x)= X1 =2 —2X ) X2 2x=0=
EjeOX - y=0 -

x=0—[A(0,0)

= x(x-2)=0=

x—2=0->x=2-(B(2,0)

X2 -2x 2 .
f)=57 :>f(0):00_210:0:> A(0,0)
EjeOY > x=0 -

Los puntos de corte con los ejes coordenados son A(0, 0) y B(2, 0).

Determinamos las asintotas de la funcion.
El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.

El dominio es R—{1}.

Asintotas verticales. x=a
¢ Xx=1 es asintota vertical?
2
) .oX=2x 1-2 -1
Ilmf(x)=I|m == = "=
x—1 x—1 X—l 1_1 0
x =1 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

2 2
b=tim  (x) = lim* =2 Zim X" ~limx =

X—00 x>0 X —1 x>0 X X—>00

La funcién no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
x> —2x

f(x 2
m—tim ) _jim X=1__jim =lim= =lim1=1

X—0 X X—>0 X X—0 X _X X—>0 X X—>0

X2 —2x
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2
n=tim( f (x)-x)=limX =2 o fim X T2y X i X

X—0 x>0 X—1 X—>00 X — x>0 X =] x-0 X

La funcidn tiene a la recta y = x—1 como asintota oblicua.

b) La recta tangente a la curva en x =0 tiene ecuacién y— f (0)= f(0)(x—0).

=X () - (ZX_Z)(X(;l_)l_)f 29

2 2 2 2 o
_2x —2x—2f(+§—x +2f%:x _ZX;LZ:”V(O)_O -2:0+2 _,
(x-1) (x-1)

f7(0)=2 = y-0=2x=[y=2x

La recta tangente a la curva en x =2 tiene ecuacion y— f (2)=f"(2)(x-2).

f(2)=222__21'2=o
f'(2)=%=2 =y-0=2(x-2)=|y=2x-4
y—f(2)=1f7(2)(x-2)

Las dos rectas tangentes obtenidas son paralelas pues tienen la misma pendiente
t(0)=f"(2)=2.

c) Para que la pendiente de la recta tangente sea 1 la derivada de la funcidn debe valer 1.
Buscamos esa posibilidad.

X2 —2X+2

(x-1)

=1= X -2x+2=(x-1)" =

f (x)=1=

=X =2Xx+2=x*+1-2x=2=1{lmposible!

No existe ninguna tangente a la gréafica de la funcion que tenga pendiente 1.
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Ejercicio 2
Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
y—z=p+3
p’x—z=5
X—y=3

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro p. [1.25 puntos]
b) Resuelva el sistema para el caso p = —1. [0,5 puntos]
c) Para el caso p = -1, ¢hay alguna solucién que cumpla, ademas, xy =107 En caso afirmativo,

indique cuéntas hay y encuéntrelas todas. [0,75 puntos]

o 1 -1
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=| p° 0 -1|y la matrizampliada
1 -1 0

0 1 -1 p+3
A/B=[p> 0 -1 5
1 -1 0 3

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

0 1 -1
|Al=|p? 0 -1=0-1+p°’-0-0-0=p*-1
1 -1 0

|A=0= p?~1=0= p?=1=|p=+1=+1

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO 1l p#-1y p=1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nUmero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucién).

CASO 2. p=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
0 1 -12
La matriz ampliada queda A/B={1 0 -1 5.
1 -1 0 3

Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

0 1 -12 1 0 -15
A/B=|1 0 -15 :>{Fi|a2a<—> Filala}:> 0 1 -12
1 -1 0 3 1 -1 0 3
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Fila 32 —Fila 12

L 10 3 1 0 -1 5
10 1 -5 =0 1 -1 2 |>
0 -1 1 —2-NuevaFila3? 0 -1 1=
Fila 32 + Fila 22 — AE

0 1 1 2 1 0 -15

0 1 -1 2 =0 1 -12

0 0 0 0> NuevaFila3® HA_O,O

El rango de la matriz A es 2, al igual que el de la matriz A/B, pero menor que el nimero
de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO3. p=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
0 1 -14
La matriz ampliada queda A/B={1 0 -1 5/|.
1 -1 0 3
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.
0 1 -114 1 0 -15
A/B=l1 0 -15 :>{Fi|a2a<—> Filala}:> 0 1 -114
1 -1 0 3 1 -1 0 3
Fila 3 —Fila 12
1 10 3 1 0 -15
10 1 -5 =0 1 -1 4|=
0 -1 1 -2— NuevaFila3? 0 -1 1=
Fila 32 +Fila 22 — 2
0 -1 1 -2 10 -15
0 1 -1 4 =0 1 -12
0 0 0 2-NuevaFilaz| |22 02

A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos. El
sistema es incompatible (sin solucidn).

Resumiendo: Para p=—-1y p =1 el sistema es compatible determinado, para p=-1 el
sistema es compatible indeterminado y para p =1 el sistema es incompatible.

b) Resolvemos el sistema para p =—1. Por lo visto en el apartado anterior sabemos que el sistema

es compatible indeterminado (CASO 2). Lo resolvemos partiendo de la matriz triangular
equivalente obtenida en el apartado a).
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A/B

/—/%
10 -15 X=5+4
X—2=5 X=5+12
01 -12|= }:> }:>y:2+i;ieR
y—-z=2 y=2+12
00 0O z=1
A
X=5+41
Las infinitas soluciones del sistema tienen la expresion <y =2+4; 1 eR.
=41

c) Afiadimos la condicion xy =10 al sistema y vemos si existe alguna solucion que lo cumpla.

xy =10
X=5+41 ) )
y=244 =(5+4)(2+1)=10=10+51+21+A*=10=> A*+74=0=>
z=1
x=5+0=5
A=0—>7y=2+0=2
z2=0
= A(A+7)=0=
X=5-7=-2
A+7T=0>A=-7T—>y=2-7=-5
z=—1

Hay dos soluciones. Unaes x=5,y=2,z=0 yotraes x=-2, y=-5, z=-7.
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Ejercicio 3

Una empresa produce dos tipos de prendas, de hierro y de acero. EI 60% de la produccién total

corresponde a piezas de hierro y el resto son de acero. Sabemos que el 95% de las piezas de hierro

producidas no tienen ningln defecto, mientras que el 3% de las piezas de acero son defectuosas.

a) Si tomamos una pieza al azar, ¢cudl es la probabilidad de que sea defectuosa? [0,75 puntos]

b) La empresa pronto diversificara la produccion y empezara a producir también piezas de titanio,
que se venderan en paquetes de 5. Si la probabilidad de que una pieza de titanio sea defectuosa
es un valor desconocido p, y cada pieza es defectuosa independientemente de las otras,
compruebe que la expresion que nos da la probabilidad de que en un paquete de 5 piezas haya

exactamente 4 defectuosas (en funcion de p) es f ( p) = 5( p* — p5) [0,75 puntos]

c) Considere la funcién f(p) del apartado anterior. Determine el valor maximo que toma f(p)
cuando p>0. [1punto]

Realizamos un diagrama de arbol.

Con defectos
Hierro P(D/H) = 0.05
P(H) = 0.60 Sin defectos
2 materiales y P(D/H) = 0.95
Sus defectos Con defectos
Acero P(D/HC) = 0.03
P(H) = 0.40 Sin defectos
P(DS/HS) = 0.97

a) Debemos calcular P(D) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(H)P(D/H)+P(H®)P(D/H®)=0.6-0.05+0.4-0.03=[0.042]

b) Consideramos la variable aleatoria X = NUmero de piezas defectuosas en un paquete de 5
piezas. X = B(5, p). Calculamos la expresion de P(X =4).

P(x =)= o 0 p) = 50* (- ) =5(p* -

Se cumple que f(p)=P(X =4)=5(p*-p°).

c) Derivamos la funcion y vemos cuando se anula la derivada, siempre cumpliendo que p>0.

8del2 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Ordinaria Matemadticas Il en Cataluiia Juan Antonio Martinez Garcia

f(p):S(p“— ps):> f'(p):5(4p3—5p4)=5p3(4—5p)

f’(p)=0=5p*(4-5p)=0=
4-5p=0=5p=4=|p=

=0.8

Estudiamos la evolucion de la funcion antes y después de p =0.8.

e Enelintervalo (0,0.8) tomamos x=0.5 y la derivada vale
f(0.5)=5-0.5°(4—5-0.5)=0.9375> 0. La funcion crece en (0,0.8).

e Enelintervalo (0.8,+0) tomamos x =1y la derivada vale
f(1)=51°(4-51)=-5<0. La funcion decrece en (0.8,+x).

La funcion crece antes y decrece después de p =0.8. La funcion tiene un maximo relativo y
absoluto en p =0.8. Este valor maximo de la funcion es f (p)=5(0.8'-0.8°)=0.4096
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Ejercicio 4

Elija UNA de las dos opciones (A o B) y responda a las cuestiones que se plantean.
OPCION A

La vela mayor de un velero tiene forma semiparabdlica y est& delimitada por las gréficas de

f(x)=-x*+25, y=0y x=0 tal como se indica en la figura siguiente:

flx) =-x*+25

15 Regio, ,
10 y= 9
s Regid

La vela tiene dos partes separadas por la recta y =9. Para su construccion, se emplea un tejido

de nylon en la parte superior, que cuesta 50 €/u?, y un tejido de poliéster en la parte inferior, que

cuesta 70 €/u?. Calcule el coste total del material que se necesita para construir esta vela.
[2.5 puntos]

Hallamos el area total de la vela como la integral definida entre 0 y 5 de la funcion
f(x)=-x*+25.

3 5
Areatotal = Jj f(x)dx = _[j—xz + 25dx = [% + 25Xj| =

0

3 N3
S| 2055 || 2 05.0 | 105122 |20 2
3 3 3

Obtenemos el punto de corte de la parabola con larecta y =9.

=9
g , =9=-—x*+25=x*=25-9=16=|x =16 =4
f(x)=—x*+25

Calculamos el valor del area superior como como el valor de la integral definida entre Oy 4
de la diferencia entre f (x)=-x*+25¢e y=9.

Areasuperior = I;—x2 +25-9dx = I:—xz +16dx = {TX +16x} =

0

_ 3 _ 3
|22 1604|1160 |=6a- 02 _|128 2
3 3 3
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El &rea de la parte inferior la obtenemos restando al area total el &rea de la parte superior.

Areainferior = 250 128 122 u?
3 3 3

Una vez que tenemos el valor del area de cada trozo calculamos el coste total del material.

Coste = 50-%+70~% =4980€

El coste de todo el material necesario para hacer la vela es de 4980 euros.
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Ejercicio4 OPCIONB
Considere el plano m de ecuacion x+y=0.

a) Calcule la ecuacion del plano m” que es perpendicular a T y contiene los puntos P = (1, -1, 2)
y Q= (3, -3, 6). [1 punto]

b) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta contenida en " y que contiene los puntos de °
que estan a la misma distancia de P que de Q. [1.5 puntos]

a) El plano perpendicular a « tiene como uno de sus vectores directores el vector normal de 7. El
otro vector director del plano n” es el vector PQ.

7:x+y=0=n=(110) PQ=(3-3,6)-(1L-12)=(2,-2,4)
u=n=(110) x-1 y+1 z-2
1= 1

SPQ=2(2-24)=(-12)j=>7% 1 1 0 |=0=

P(1L,-12)er’ Lo

= 2X-2-2+42-2+2-2y-2=0=2x-2y-22=0=|7":x-y—2=0|

El plano n” que es perpendicular a 7 y contiene los puntos P =(1,-1,2) y Q=(3,-3,6)
tiene ecuacion z":x—y—z=0.

b) Los puntos que equidistan de P y Q constituyen una recta. El vector director de esta recta es
perpendicular al vector normal del plano ©n” pues la recta esta contenida en el plano, también

es perpendicular al vector PQ.. Podemos tomar como vector director de la recta el producto
vectorial del vector n” y PQ. Ademas, esta recta pasa por el punto medio del segmento PQ.

=nxPQ=[1 -1 -1=

PQ =(2,-2,4) } Lk
2 2 4

ﬂ':x—y—z=0—>?=(1,—1,—1)

=—4i-2j-2k+2k—-4j-2i=-6i-6j=(-6,-6,0)
Hallamos el punto medio del segmento PQ y la ecuacion de la recta r pedida.

(3-3,6)+(L-12)

=(2,-2,4)er Xx=2+4
L 2 L =>r:iy=-2+1;1eR
v, =—PQ=-—(-6,-6,0)=(11,0) z=4
—6 —6
X=2+4
La recta que buscamos tiene ecuacion r:qy=-2+1; 1 eR.
z=4
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