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CONVOCATÒRIA: MODEL 2026 CONVOCATORIA: MODELO 2026 

Assignatura: MATEMÀTIQUES II  Asignatura: MATEMÁTICAS II 

BAREMO DEL EXAMEN: Cada problema se puntuará hasta 2,5 puntos. 

La calificación del ejercicio será la suma de las calificaciones de cada problema. 

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas o programables, y que no puedan 

realizar cálculos simbólicos ni almacenar texto o fórmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, 
los resultados analíticos, numéricos y gráficos deberán estar siempre debidamente justificados. 

A partir de la tercera falta de ortografía se deducirán -0,10 puntos hasta un máximo de un punto. 

Por errores en la redacción, en la presentación, falta de coherencia, falta de cohesión, incorrección 
léxica e incorrección gramatical se podrá deducir un máximo de medio punto. 

 
En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado. 

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA (2,5 puntos) 

Los vuelos que llegan a un aeropuerto se clasifican en tres grupos: vuelos puntuales, vuelos con 

retrasos de hasta tres horas y vuelos con retrasos de más de tres horas. La puntualidad de los 

vuelos se ve afectada por las condiciones meteorológicas del momento. Si las condiciones 

meteorológicas son buenas, el porcentaje de los vuelos que llegan con puntualidad es del 70% 

mientras que el 10% llegan con más de tres horas de retraso. Si las condiciones meteorológicas 

son malas, el porcentaje de los vuelos que llegan con puntualidad es del 40% mientras que el 

30% llegan con más de tres horas de retraso. Se calcula que el 90% de los días las condiciones 

meteorológicas son buenas. 

 

1.1 (0.5 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que un vuelo llegue con más de 3 horas de retraso? 

1.2 (1 punto) Sabiendo que un vuelo ha sido puntual, ¿cuál es la probabilidad de que las 

condiciones meteorológicas fueran malas? 

1.3 (1 punto) Un pasajero realiza un vuelo a dicho aeropuerto, desde donde debe tomar otro 

vuelo a su destino final. Este segundo vuelo enlaza si el primero llega con 3 horas o menos 

de retraso. Si realiza este viaje una vez al mes durante un año y viaja siempre en 

condiciones meteorológicas buenas ¿cuál es la probabilidad de que pueda enlazar con el 

vuelo a su destino final en todos sus viajes? 

 

 

PREGUNTA 2: ÁLGEBRA (2,5 puntos) 

 

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2 

 

2.1 Una empresa de ingeniería estructural está diseñando un sistema de soporte para un edificio 

que depende de un parámetro real m relacionado con la resistencia de uno de los materiales 

empleados. Para garantizar la estabilidad de la estructura, es necesario analizar una matriz que 

representa las relaciones entre fuerzas internas y externas en los puntos de unión de la estructura. 

Para este análisis, se considera la siguiente matriz de rigidez 

1 0

0 1

2 1 1

m

D m

 
 

= − 
 − 

 

donde m representa el coeficiente de resistencia ajustable del material en uno de los puntos de 

unión. 
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Asimismo, se cuenta con un vector de cargas externas y un vector de desplazamientos iniciales: 

( )

1

1 4 3 2

1

E F

 
 

= =  
 − 

 

La estabilidad y respuesta de la estructura dependen de las propiedades de la matriz D y de su 

relación con los vectores E y F. Se pide: 

 

2.1.1 (0.5 puntos) Determinar para qué valores de m la matriz D es invertible, es decir, 

cuándo la estructura es estable. 

2.1.2 (0.5 puntos) Si la estabilidad del sistema dependiera de que la matriz 2D  fuera 

invertible, explica razonadamente si hay algún valor de m que ponga en riesgo la estabilidad 

del sistema sin necesidad de resolver toda la ecuación matricial. 

2.1.3 (0.5 puntos) Calcular las matrices EF  y ( )
t

FE  , si existen. 

2.1.4 (1 punto) Resolver, para 0m = , la ecuación matricial con incógnita X: 

11

2
X D D−+ = . 

  

 

2.2 Dada 

1 1 1

0 1

1 0 5

m

A m

m

− + 
 

=  
 − 

 y 

3

3

3

b

m

 
 

=  
 
 

. 

2.2.1 (1 punto) Discutir el sistema de ecuaciones Ax b=  en función del parámetro real m.  

2.2.2 (0.75 puntos) Calcular, si existe, la solución para 0m = . 
2.2.3 (0.75 puntos) Hallar la solución en el caso en que el sistema tenga infinitas soluciones. 

 

 

PREGUNTA 3: GEOMETRÍA (2,5 puntos) 

 

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2 

 

3.1 Considera los planos 
2

1 : 2 1x a y az a − − = −   y  ( )2 : 1a x ay z a − − − = , donde a representa 

un parámetro real. Se pide: 

 

3.1.1 (1.5 puntos) Analizar en función de a la posición relativa de los dos planos.  

3.1.2 (0.5 puntos) Calcular, para 0a = , el ángulo entre los dos planos. 

3.1.3 (0.5 puntos) Calcular, para 0a = , la distancia entre el punto ( )1,0, 1P = −  y el plano 
1 . 

 

3.2 Dada la recta 

1

: 1 2

1

x

r y

z





= +


= − −
 =

 y el plano : 2 3 0x y + − =  se pide: 

3.2.1 (1.25 puntos) Obtener la ecuación del plano perpendicular a π y que contiene a r. 

3.2.2 (1.25 puntos) Calcular, si existe, un plano paralelo a π y que contenga a r.  

 

 

PREGUNTA 4: ANÁLISIS (2,5 puntos) 

 

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2 
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4.1 Considera las funciones ( ) 4 27 16f x x x= − +  y ( ) 2g x x= . Obtener:  

4.1.1 (1.25 puntos) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de ( )f x  y sus máximos 

y mínimos, si existen. Dibuja ( )f x .  

4.1.2 (1.25 puntos) Los puntos de corte entre ( )f x  y ( )g x  y el área comprendida entre 

ambas curvas. 

 

 

4.2 Una costa marítima se extiende en línea recta hacia la derecha desde un punto P de la costa. 

A 8 km de P hay una refinería situada en la costa. Además, hay una plataforma petrolífera en el 

mar que está situada a 6 km de distancia de P en la recta perpendicular a la costa desde el punto 

P. Se construirá un oleoducto desde la plataforma hasta la refinería. El coste de construir el 

oleoducto bajo el agua es de 1 millón de euros por kilómetro y el de construirlo sobre tierra, de 

0,6 millones de euros por kilómetro. 

 
4.2.1 (0.5 puntos) Encontrar la función del coste de construcción del oleoducto dependiendo 

de la distancia, x, entre el primer punto donde el oleoducto toca la costa y la refinería. 

4.2.2 (1.5 puntos) Encontrar el valor de x para que el coste de construcción del oleoducto 

sea mínimo. 

4.2.3 (0.5 puntos) Calcular dicho coste. 
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Soluciones 

 
 

Pregunta 1. (Obligatoria) Probabilidad y estadística. 

Pregunta 2. (Con optatividad) Álgebra. 

Pregunta 3. (Con optatividad) Geometría. 

Pregunta 4. (Con optatividad) Análisis. 

 

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA (2,5 puntos) 

Los vuelos que llegan a un aeropuerto se clasifican en tres grupos: vuelos puntuales, vuelos con 

retrasos de hasta tres horas y vuelos con retrasos de más de tres horas. La puntualidad de los 

vuelos se ve afectada por las condiciones meteorológicas del momento. Si las condiciones 

meteorológicas son buenas, el porcentaje de los vuelos que llegan con puntualidad es del 70% 

mientras que el 10% llegan con más de tres horas de retraso. Si las condiciones meteorológicas 

son malas, el porcentaje de los vuelos que llegan con puntualidad es del 40% mientras que el 

30% llegan con más de tres horas de retraso. Se calcula que el 90% de los días las condiciones 

meteorológicas son buenas. 

1.1 (0.5 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que un vuelo llegue con más de 3 horas de retraso? 

1.2 (1 punto) Sabiendo que un vuelo ha sido puntual, ¿cuál es la probabilidad de que las 

condiciones meteorológicas fueran malas? 

1.3 (1 punto) Un pasajero realiza un vuelo a dicho aeropuerto, desde donde debe tomar otro 

vuelo a su destino final. Este segundo vuelo enlaza si el primero llega con 3 horas o menos de 

retraso. Si realiza este viaje una vez al mes durante un año y viaja siempre en condiciones 

meteorológicas buenas ¿cuál es la probabilidad de que pueda enlazar con el vuelo a su destino 

final en todos sus viajes? 

 

Llamamos A = “el vuelo llega puntual”, B = “el vuelo llega con 3 horas o menos de retraso”,  

C = “el vuelo llega con más de 3 horas de retraso” y D = “las condiciones meteorológicas del 

momento son buenas”. 

Nos dicen que “Si las condiciones meteorológicas son buenas, el porcentaje de los vuelos que 

llegan con puntualidad es del 70% mientras que el 10% llegan con más de tres horas de retraso”, 

por lo que el restante 100 – 70 – 10 = 20% llega con retraso de hasta 3 horas. 

Nos dicen que “Si las condiciones meteorológicas son malas, el porcentaje de los vuelos que 

llegan con puntualidad es del 40% mientras que el 30% llegan con más de tres horas de retraso”, 

por lo que el restante 100 – 40 – 30 = 30% llega con retraso de hasta 3 horas. 

Realizamos un diagrama de árbol con las probabilidades asociadas a cada uno de los sucesos de 

este experimento aleatorio. 
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1.1 Nos piden calcular ( )P C . Aplicamos el teorema de la probabilidad total. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

/ / 0.9·0.1 0.1·0.3 0.12
25

C CP C P D P C D P D P C D= + = + = =  

 

La probabilidad de que un vuelo llegue con más de 3 horas de retraso es de 0.12. 
 

1.2 Nos piden calcular ( )/CP D A . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de 

Bayes. 

 

( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

/
/

/ /

0.1·0.4 4
0.0597

0.9·0.7 0.1·0.4 67

C C C

C

C C

P D A P D P A D
P D A

P A P D P A D P D P A D


= = =

+

= =
+

 

 

La probabilidad de que las condiciones meteorológicas fueran malas sabiendo que el vuelo 

ha llegado puntual tiene un valor aproximado de 0.0597. 

 

1.3 Llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el número de vuelos que no le permiten 

enlazar de un total de 12 vuelos que realiza al año. 

El número de repeticiones es n = 12. Sabemos que en condiciones meteorológicas buenas 

llegan con más de 3 horas de retraso el 10 % de los vuelos, por lo que no pueden enlazar el 

10% de los vuelos. Tenemos que p = 0.1. 

La variable X es una binomial. X = B(12, 0.1). 

El tiempo y los 
retrasos en las llegadas

Buen tiempo

P(D) = 0.90

El vuelo llega puntual

P(A/D) = 0.70

El vuelo llega con 
retraso de hasta 3 h

P(B/D) = 0.20

El vuelo llega con 
retraso de más de 3 h

P(C/D) = 0.10

Mal tiempo

P(DC) = 0.10

El vuelo llega puntual

P(A/DC) = 0.40

El vuelo llega con 
retraso de hasta 3 h

P(B/DC) = 0.30

El vuelo llega con 
retraso de más de 3 h

P(C/DC) = 0.30
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Nos piden calcular ( )0P X = . Si miramos en la tabla de la binomial obtenemos que 

( )0 0.2824P X = =  

 
 

OTRA FORMA DE RESOLVERLO. 

Sin uso de la binomial. 

Con buenas condiciones meteorológicas puede enlazar el 90% de los vuelos diarios, por lo 

que la probabilidad de enlazar un vuelo es 0.9. 

La probabilidad de que pueda enlazar todos los vuelos de los 12 que hace al mes es el producto 

de las probabilidades de enlazar el vuelo cada día y al ser sucesos independientes la 

probabilidad es 120.9·0.9·......·0.9 0.9 0.2824=  
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2.1 Una empresa de ingeniería estructural está diseñando un sistema de soporte para un edificio 

que depende de un parámetro real m relacionado con la resistencia de uno de los materiales 

empleados. Para garantizar la estabilidad de la estructura, es necesario analizar una matriz que 

representa las relaciones entre fuerzas internas y externas en los puntos de unión de la estructura. 

Para este análisis, se considera la siguiente matriz de rigidez 

1 0

0 1

2 1 1

m

D m

 
 

= − 
 − 

 

donde m representa el coeficiente de resistencia ajustable del material en uno de los puntos de 

unión. 

Asimismo, se cuenta con un vector de cargas externas y un vector de desplazamientos iniciales: 

( )

1

1 4 3 2

1

E F

 
 

= =  
 − 

 

La estabilidad y respuesta de la estructura dependen de las propiedades de la matriz D y de su 

relación con los vectores E y F. Se pide: 

2.1.1 (0.5 puntos) Determinar para qué valores de m la matriz D es invertible, es decir, cuándo 

la estructura es estable. 

2.1.2 (0.5 puntos) Si la estabilidad del sistema dependiera de que la matriz 2D  fuera invertible, 

explica razonadamente si hay algún valor de m que ponga en riesgo la estabilidad del sistema 

sin necesidad de resolver toda la ecuación matricial. 

2.1.3 (0.5 puntos) Calcular las matrices EF  y ( )
t

FE , si existen. 

2.1.4 (1 punto) Resolver, para 0m = , la ecuación matricial con incógnita X: 

11

2
X D D−+ = . 

  

2.1.1 Averiguamos cuando la matriz D tiene determinante nulo. 

 

2 2

2 20 ¡Imp

1 0

0 1 0 0 0 0 1 1

2

!0 osibl

1 1

1 1 1 e

m

D m m m

D m m m

= − = + − − − − = − −

−

=  − − =  − =  = − =

 

 

El determinante de la matriz D nunca se anula y por tanto la matriz D siempre es invertible, 

independientemente del valor de m. 

La estructura siempre es estable. 

 

2.1.2 El determinante de la matriz 2D  es el valor del determinante de D elevado al cuadrado por 

lo que tampoco se anulará el determinante de 2D  y no existe ningún valor de m que haga 

peligrar la estabilidad del sistema. 

 
2

2
· ·

0
0

D D D D D
D

D

= = 
 

 

 

 

2.1.3 Determinamos la expresión de la matriz EF . 
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( ) ( ) ( )

1

1 4 3 2 1 8 3 6

1

1 3 · 3 1 1 1

EF

 
 

= = + − =
 
 − 

  → 

 

 

Determinamos la expresión de la matriz ( )
t

FE . 

( ) ( )

1 1 4 3 1 2 1

2 1 4 3 2 8 6 4 8 4

1 1 4 3 3 6 3

3 1 ·1 3 3 3

t
FE FE

−     
     

= =  = −
     
     − − − − −     

  ⎯⎯⎯→ 

 

 

Ambas matrices existen siendo ( )6EF =  y ( )

1 2 1

4 8 4

3 6 3

t
FE

− 
 

= − 
 − 

. 

 

2.1.4 Despejamos X de la ecuación matricial. 

( )1 1 11 1
2

2 2
X D D X D D X D D− − −+ =  = −  = −  

 

Para 0m =  la matriz D queda 

1 0 0

0 0 1

2 1 1

D

 
 

= − 
 − 

, hallamos la expresión de 
1D−
 

( )
1

1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0

2 1 1

0 1 0 1 0 01 0 2

1 1 0 1 0 10 0 1

0 2 1 2 1 00 1 1

1 1 0 1 0 11

0 2 1 2 1 0

0 1 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0

2 1 1 2 1 1

0 1 0 0 1 0

T

D

Adj

Adj D
D

D

−

= − = + + − − − = − 

−

 − −  
+ − +   − −−   

   −   = = = − − + − =
− −−  

 
 + − + − − 

−   
   

= − − = − −   
   −   

 

 

Determinamos la expresión de X. 

( )1

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 1 1 0 0 1 2 2 1 0 4 2 0

0 1 0 2 1 1 2 0 1 4 0 2

X D D−

        
        

= − = − − − − = − = −        
        − − − − − −        
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2.2 Dada 

1 1 1

0 1

1 0 5

m

A m

m

− + 
 

=  
 − 

 y 

3

3

3

b

m

 
 

=  
 
 

. 

2.2.1 (1 punto) Discutir el sistema de ecuaciones Ax b=  en función del parámetro real m.  

2.2.2 (0.75 puntos) Calcular, si existe, la solución para 0m = . 
2.2.3 (0.75 puntos) Hallar la solución en el caso en que el sistema tenga infinitas soluciones. 

 

2.2.1 La matriz de coeficientes A y la matriz ampliada del sistema A/B son: 
 

1 1 1 1 1 1 3

0 1 / 0 1 3

1 0 5 1 0 5 3

m m

A m A B m

m m m

− + − +   
   

= =   
   − −   

 

 

Calculamos el determinante de A. 
 

( ) ( )( )

( )2 2 2 2 2 2

1 1 1

0 1 5 1 0 1 1 0 0

1 0 5

5 1 5 1 2 6

m

A m m m m m

m

m m m m m m m m

− +

= = − − + − + − − − =

−

= − + − − = − + − + = − + +

 

 

Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 
 

( )

( )

2

2

1 7 3
1 1 4 2 6 1 7 4 2

0 2 6 0
2 2 4 1 7

2
4

m

A m m m

m

− + −
= =−  − − −   −

=  − + + =  = = = 
− − − −

= =
 −

 

Estudiamos tres casos diferentes. 

 

CASO 1. 
3

2
m

−
  y 2m  . 

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de la matriz A/B 

también es 3, al igual que el número de incógnitas (3). El sistema es compatible 

determinado (una única solución). 
 

CASO 2. 
3

2
m

−
= . 

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

La matriz de coeficientes queda 

1 1 3 / 2 1 1 1 1/ 2

0 1 3 / 2 0 1 3 / 2

3 / 2 1 0 5 5 / 2 0 5

A

− − + − −   
   

= − = −   
   − − −   

. 

Si tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la primera fila y la primera columna 

su determinante es no nulo. 
 

1 3 / 2
5 0 5 0

0 5

−
= − =   

El rango de A es 2. 
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La matriz ampliada queda 

1 1 1/ 2 3

/ 0 1 3 / 2 3

5 / 2 0 5 9 / 2

A B

− − 
 

= − 
 − − 

. Consideramos el menor de 

orden 3 que resulta de quitar la primera columna y vemos si su determinante es nulo o no. 
 

1 1/ 2 3
27 9 36

1 3 / 2 3 0 15 0 15 30 21 0
4 4 4

0 5 9 / 2

− −
−

− = + + − − + = − = 

−

 

 

Al ser no nulo el rango de A/B es 3. 

El rango de A y el de A/B son distintos. El sistema es incompatible (sin solución). 
 

CASO 3. 2m =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

La matriz de coeficientes queda 

1 1 2 1 1 1 3

0 1 2 0 1 2

2 1 0 5 1 0 5

A

− + −   
   

= =   
   −   

. Si tomamos el 

menor de orden 2 que resulta de quitar la primera fila y la primera columna su 

determinante es no nulo. 
 

1 2
5 0 5 0

0 5
= − =   

El rango de A es 2. 
 

La matriz ampliada queda 

1 1 3 3

/ 0 1 2 3

1 0 5 6

A B

− 
 

=  
 
 

. Consideramos el menor de orden 3 

que resulta de quitar la primera columna y vemos si su determinante es nulo o no. 
 

1 3 3

1 2 3 12 0 15 0 18 15 0

0 5 6

−

= − + + − − + =  

 

Al no ser nulo el rango de A/B no es 3. El rango de A/B es 2 igual que la matriz A. 

El rango de A y el de A/B son iguales (2), pero es menor que el número de incógnitas (3). 

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). 

 

Resumiendo: Si 
3

2
m

−
  y 2m   el sistema es compatible determinado, si 2m =  el sistema 

es compatible indeterminado y si 
3

2
m

−
=  el sistema es incompatible. 

 

2.2.2 Resolvemos el sistema para 0m = . Para este valor el sistema es compatible determinado 

(estudiado en el apartado anterior). Utilizamos el método de Cramer. 
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3 1 1

3 1 0
1 1 1 3

0 0 5 15 0 0 0 15 0 30
0 1 0 ; 3 5

1 1 1 5 0 0 1 0 0 6
1 0 5 0

0 1 0

1 0 5

A b x

−

−   
+ + − + −   

= =  = = = =    − + + + − −   −   

−

 

 

1 3 1

0 3 0

1 0 5 15 0 0 3 0 0 18
3

1 1 1 6 6

0 1 0

1 0 5

1 1 3

0 1 3

1 0 0 0 3 0 3 0 0 6
1

1 1 1 5 0 0 1 0 0 6

0 1 0

1 0 5

y

z

− + + + − −
= = = =

−

−

−

− + + + − −
= = = =

− + + + − −

−

 

 

La solución del sistema para 0m =  es 5; 3; 1x y z= = =  

 

2.2.3 El sistema tiene infinitas soluciones para 2m = . 

El sistema es 

1 1 3 3 3 3

0 1 2 3 2 3

1 0 5 6 5 6

x x y z

Ax b y y z

z x z

− − + =     
    

=  =  + =     
     + =     

. Lo resolvemos. 

 

3 3 3 3
6 5 3 3

2 3 2 3
2 3

5 6 6 5

6 5
2 3

2 3 3 2 3 2 ;
2 3

x y z x y z
z y z

y z y z
y z

x z x z

x
y z

y z y z y
y z

z



 



− + = − + = 
− − + =  

+ =  + =    
+ =  + = = − 

= −
− − = −  

  + =  = −  = −  
+ =   =

 

 

Las soluciones del sistema para 2m =  tienen la expresión 

6 5

3 2 ;

x

y

z



 



= −


= − 
 =

. 
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3.1 Considera los planos 
2

1 : 2 1x a y az a − − = −   y  ( )2 : 1a x ay z a − − − = , donde a representa 

un parámetro real. Se pide: 

 3.1.1 (1.5 puntos) Analizar en función de a la posición relativa de los dos planos.  

 3.1.2 (0.5 puntos) Calcular, para 0a = , el ángulo entre los dos planos. 

 3.1.3 (0.5 puntos) Calcular, para 0a = , la distancia entre el punto ( )1,0, 1P = −  y el plano 
1 . 

 

3.1.1 Estudiamos la posición relativa de los planos teniendo en cuenta sus vectores normales. 
 

( )

( ) ( )

2 2

1 1

2 2

: 2 1 2, ,

: 1 1, , 1

x a y az a n a a

a x ay z a n a a





− − = −  = − −

− − − =  = − − −

 

 

Estudiamos cuando los vectores normales de los planos tienen la misma dirección 

(coordenadas proporcionales). 

 

( )

( )  

( ) ( )

2

1
2

2

1 2

2

2 2

2, ,

2 2
1, , 1 0

1 1 1

1 3
2

1 1 4 2 1 3 2
2 2 0

1 32 2
1

2

n a a

a a
n a a a a a

a a a
n n

a

a a a a a

a

= − −


− −
= − − −  = =    = = 

− − − −


+
= = − − −  

 = −  − − =  = = = 
− = − =



 

 

Para 0, 2 1a a y a   −  los vectores normales de los dos planos no tienen coordenadas 

proporcionales y por tanto los planos son secantes (coinciden en una recta). 

Para 0a =  los planos quedan 1 : 2 1x = −   y  
2 2: 0 : 0x z x z − − =  + = . Los planos son 

secantes (coinciden en una recta) 

Para 2a =  los planos quedan 1 1

1
: 2 4 2 1 : 2

2
x y z x y z − − = → − − =   y  

2 : 2 2x y z − − = . 

Como las ecuaciones de los planos solo difieren en el coeficiente D los planos no son 

coincidentes y son paralelos. 

Para 1a = −  los planos quedan 1 : 2 2x y z − + = −   y  
2 : 2 1 2 1x y z x y z − + − = − → − + = . 

2 : 2 2x y z − − = . Como las ecuaciones de los planos solo difieren en el coeficiente D los 

planos son paralelos. 

 

Resumiendo: Si 2 1a y a  −  los planos son secantes (coinciden en una recta) y si 2a =  o 

1a = −  los planos son paralelos. 

 

3.1.2 Para 0a =  los planos son secantes y sus ecuaciones son 1 : 2 1x = −   y  
2 : 0x z + = . 

Hallamos el ángulo que forman los vectores normales de los planos. 
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( )

( )
( )

( )( )

( )

1 1 1 2
1 2

2 2 2 2 2 2
1 22 2

1

1 2

: 2 1 2,0,0 2,0,0 1,0,1· 2
cos ,

2 2·: 0 1,0,1 2 0 0 1 0 1

2
, cos 45º

2

x n n n
n n

n nx z n

n n





−

= − → = 
 = = = 

+ = → = + + + +

 
 = =  

 

 

 

El ángulo entre los planos es de 45º, pues es el mismo que existe entre sus vectores normales. 

 

3.1.3 Para 0a =  el plano 
1  tiene ecuación 

1 : 2 1x = − . Hallamos la distancia pedida. 

 

( )
( )

1

1
2 2 2

: 2 1 0 2·1 1 3
, 1.5

1,0, 1 22 0 0

x
d P unidades

P




+ =  +
 = = =

= −  + +
 

 

Para 0a =  la distancia entre el punto ( )1,0, 1P = −  y el plano 
1  tiene un valor de 1.5 

unidades. 
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 3.2 Dada la recta 

1

: 1 2

1

x

r y

z





= +


= − −
 =

 y el plano : 2 3 0x y + − =  se pide: 

3.2.1 (1.25 puntos) Obtener la ecuación del plano perpendicular a π y que contiene a r. 

3.2.2 (1.25 puntos) Calcular, si existe, un plano paralelo a π y que contenga a r.  

 

3.2.1 Obtenemos un punto y un vector director de la recta r. 
 

( )

( )

1
1, 2,0

: 1 2
1, 1,1

1

r

r

x
v

r y
P

z





= +
 = − 

= − −  
− =

 

 

El plano π´ perpendicular a π tiene como vector director el vector normal del plano π. Al 

contener a la recta r otro de sus vectores directores es el vector director de la recta 

( )1, 2,0rv = − , además debe contener el punto ( )1, 1,1rP − . 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

: 2 3 0 2,1,0 1 1 1

1, 2,0 :́ 2 1 0 0

1 2 01, 1,1 ´

0 0 4 1 1 0 0 0 5 1 0 :́ 1 0

r

r

x y u n x y z

v v

P

z z z z









+ − =  = = − + −


= = −  = 
 −−  

 + − − − − − − =  − − =  − =

 

 

La ecuación del plano π´ perpendicular a π y que contiene a r es :́ 1 0z − = . 

 
 

3.2.2 La recta r es paralela al plano π. Lo comprobamos viendo que el vector director de la recta 

y el normal del plano son perpendiculares, es decir, su producto escalar es nulo. 

 

( )

( )
( ) ( )

: 2 3 0 2,1,0
· 2,1,0 · 1, 2,0 2 2 0 0

1, 2,0
r

r

x y n
n v

v

 + − =  = 
 = − = − + =

= − 

 

 

Por este motivo podemos decir que si existe un plano π´´ paralelo al plano π que contenga la 

recta r. 

Este plano al ser paralelo a : 2 3 0x y + − =  debe tener ecuación ´́ : 2 0x y D + + = . 

Como el plano contiene la recta r debe contener el punto ( )1, 1,1rP −  de la recta. 
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( )1, 1,1 ´́
2·1 1 0 1 0 1 ´́ : 2 1 0

´́ : 2 0

rP
D D D x y

x y D






−  
 − + =  + =  = −  + − =

+ + = 
 

 

El plano π´´ paralelo a π y que contiene a r existe y tiene ecuación ´́ : 2 1 0x y + − = . 
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4.1 Considera las funciones ( ) 4 27 16f x x x= − +  y ( ) 2g x x= . Obtener:  

4.1.1 (1.25 puntos) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de ( )f x  y sus máximos y 

mínimos, si existen. Dibuja ( )f x .  

4.1.2 (1.25 puntos) Los puntos de corte entre ( )f x  y ( )g x  y el área comprendida entre ambas 

curvas. 

 

4.1.1 Hallamos los puntos críticos de la función averiguando cuando se anula la derivada. 

 

( ) ( )

( ) ( )

4 2 3

3 2

2 2

7 16 ´ 4 14

0

´ 0 4 14 0 2 2 7 0 7
2 7 0 2 7

2

f x x x f x x x

x

f x x x x x
x x x

= − +  = −

 =


=  − =  − =  
− = → = → = 



 

 

La función tiene tres puntos críticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y 

después de estos valores. 

 

• En el intervalo 
7

,
2

 
− −  
 

 tomamos el valor 10x = −  y la derivada vale 

( ) ( ) ( )
3

´ 10 4 10 14 10 3860 0f − = − − − = −  . La función decrece en 
7

,
2

 
− −  
 

. 

• En el intervalo 
7

,0
2

 
−  
 

 tomamos el valor 1x = −  y la derivada vale 

( ) ( ) ( )
3

´ 1 4 1 14 1 10 0f − = − − − =  . La función crece en 
7

,0
2

 
−  
 

. 

• En el intervalo 
7

0,
2

 
+  

 
 tomamos el valor 1x =  y la derivada vale 

( ) 3´ 1 4·1 14·1 10 0f = − = −  . La función decrece en 
7

0,
2

 
+  

 
. 

• En el intervalo 
7

,
2

 
+ +  
 

 tomamos el valor 10x =  y la derivada vale 

( ) 3´ 10 4·10 14·10 3860 0f = − =  . La función crece en 
7

,
2

 
+ +  
 

. 

 

La función sigue el esquema siguiente. 
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La función decrece en 
7 7

, 0,
2 2

   
− −  +      
   

 y crece en 
7 7

,0 ,
2 2

   
−  + +      
   

. 

Como 

4 2

7 7 7
7 16 3.75

2 2 2
f
     
− = − − − + =          
     

 la función presenta un mínimo relativo 

en 
7

,3.75
2

 
−  
 

. 

Como ( ) 4 20 0 7·0 16 16f = − + =  la función presenta un máximo relativo en ( )0,16 . 

Como 

4 2

7 7 7
7 16 3.75

2 2 2
f
     

= − + =          
     

 la función presenta un mínimo relativo en 

7
,3.75

2

 
  
 

. 

 

Dibujamos la gráfica de la función. 

 

 
 

4.1.2 Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de las dos funciones. 
 

( )

( )

( ) ( )

( )

4 2

2 4 2 2 4 2

2

2

2 4 2

7 16

7 16 8 16 0

Ecuación bicuadrada 8 8 4·16 8
8 16 0 4

2 2

f x x x

g x x x x x x x

f x g x

t t t
x t x t

= − +


=  − + =  − + = 


= 

 − − 
  − + =  = = =  

= → = 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

4 2

2

4 2

2 2 2 7 2 16 4 2,4
4 4 2

2 2 2 7·2 16 4 2,4

x f A
x x

x f B

 = − → − = − − − + = → −


 =  = =   
= → = − + = →



 

 

Los puntos de corte de ambas gráficas son ( )2,4A −  y ( )2,4B . 

 

Como 
( )

( )
( ) ( )

4

2

0 0 7·0 16 16
0 0

0 0 0

f
f g

g

= − + = 
 

= = 

 el área comprendida entre ambas curvas es 

el valor de la integral definida entre –2 y 2 de ( ) ( )f x g x− . 

 

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2

4 2 2 4 2

2 2 2

2 5 35 3 5 3

2

2

7 16 8 16

2 8 28 2 8·2
16 16·2 16 2

5 3 5 3 5 3

32 64 32 64 512
32 32 34.13

5 3 5 2 15

Área f x g x dx x x x dx x x dx

x x
x

u

− − −

−

= − = − + − = − + =

 − −   
= − + = − + − − + − =    

      

= − + + − + =

  
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4.2 Una costa marítima se extiende en línea recta hacia la derecha desde un punto P de la costa. 

A 8 km de P hay una refinería situada en la costa. Además, hay una plataforma petrolífera en el 

mar que está situada a 6 km de distancia de P en la recta perpendicular a la costa desde el punto 

P. Se construirá un oleoducto desde la plataforma hasta la refinería. El coste de construir el 

oleoducto bajo el agua es de 1 millón de euros por kilómetro y el de construirlo sobre tierra, de 

0,6 millones de euros por kilómetro. 

 
4.2.1 (0.5 puntos) Encontrar la función del coste de construcción del oleoducto dependiendo de 

la distancia, x, entre el primer punto donde el oleoducto toca la costa y la refinería. 

4.2.2 (1.5 puntos) Encontrar el valor de x para que el coste de construcción del oleoducto sea 

mínimo. 

4.2.3 (0.5 puntos) Calcular dicho coste. 
  

4.2.1 Añadimos datos al dibujo para obtener los valores de longitud m del oleoducto en el mar. 

 

 
 

Para obtener el valor de m aplicamos el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo de 

catetos 6 y 8 x− . 

 

( )
22 2 2 2 2 26 8 36 64 16 16 100 16 100m x m x x x x m x x= + −  = + + − = − +  = − +  

 

Como el coste de construir el oleoducto bajo el agua es de 1 millón de euros por kilómetro y 

el de construirlo sobre tierra, de 0,6 millones de euros por kilómetro tenemos que el coste total 

del oleoducto es ( ) 2 21· 16 100 0.6 0.6 16 100C x x x x x x x= − + + = + − + , siendo 0 8x  . 

El coste está expresado en millones de euros. 
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4.2.2 Averiguamos cuando se anula la derivada de la función coste. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 2

2

2

2
2 2 2 2

2 2

2 16
0.6 16 100 ´ 0.6

2 16 100

2 16 2 16
´ 0 0.6 0 0.6

2 16 100 2 16 100

8
0.6 8 0.6 16 100

16 100

8 0.6 16 100 64 16 0.36 16 100

64 16 0.36 5.

x
C x x x x C x

x x

x x
C x

x x x x

x
x x x

x x

x x x x x x x

x x x

−
= + − +  = +

− +

− −
=  + =  = − 

− + − +

−
 = −  − = − − + 

− +

 − = − − +  + − = − + 

 + − = −

( )  

 

2

2

76 36 0.64 10.24 28 0

10.24 5.76
10.24 10.24 4·0.64·28 10.24 5.76 1.28

10.24 5.762·0.64 1.28
3.5 0,

12.5 ,

8
1.28

0 8

x x x

x

+  − + = 

+
= − −  

 = = = 
− = 







 

 

La función coste tiene un punto crítico para 3.5x = . Comprobamos el signo de la derivada 

antes y después de este valor. 

 

• En el intervalo  )0,3.5  tomamos 1x =  y la derivada vale 

( )
2

1 8 7
´ 1 0.6 0.6 0.16 0

851 16·1 100
C

− −
= + = + − 

− +
. La función decrece en 

 )0,3.5 . 

• En el intervalo ( 3.5,8  tomamos 5x =  y la derivada vale 

( )
2

5 8 3
´ 1 0.6 0.6 0.15 0

455 16·5 100
C

− −
= + = + 

− +
. La función crece en ( 3.5,8 . 

 

Como la función decrece antes y crece después de 3.5x =  podemos afirmar que la función 

presenta un mínimo en 3.5x = . 

 

El coste mínimo del oleoducto se consigue entrando en tierra a 3.5 kilómetros de la refinería. 

 

4.2.3 Calculamos el valor del coste mínimo. 

 

( ) 23.5 0.6·3.5 3.5 16·3.5 100 9.6C = + − + =  

 

El coste mínimo del oleoducto es de 9.6 millones de euros. 
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