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UNIVERSIDAD 
 DE LA RIOJA 

 

 

Prueba de Acceso a la Universidad (PAU)  
Curso 2025-2026 

ASIGNATURA: MATEMÁTICAS II 

 

El examen consta de cinco preguntas, las tres primeras obligatorias. Las dos últimas 

preguntas tienen opcionalidad interna. 

 

Cada pregunta se puntúa con 2 puntos. 

 

Todos los procesos conducentes a la obtención de resultados deben estar 

suficientemente justificados. 

 

Se permite el uso de calculadoras que aparecen en el listado publicado en la web de la Universidad 

de La Rioja. No se permite el préstamo de materiales (ni bolígrafos, ni típex, ni materiales 

auxiliares) entre el alumnado, durante el examen. 

 

 

PARTE A (Contesta TODAS las preguntas de esta parte. Preguntas 1, 2 y 3.) 

 

Pregunta 1. 

[2 puntos] En un examen de matemáticas, las puntuaciones tipificadas de dos estudiantes 

fueron 0.6 y –0.8 y sus notas reales 94 y 73, respectivamente. Calcula: 

a) la media y desviación típica de las puntuaciones del examen que siguen una distribución 

normal. 

b) entre que puntuaciones alrededor de la media está la nota del 60% de los estudiantes. 

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen) 

 

Pregunta 2. 

Contesta justificadamente los siguientes apartados. 

 

a) La suma de los perímetros de dos jardines en forma de cuadrado y de triángulo equilátero es 

100 metros. Justifica si es posible determinar las medidas de los lados de los dos jardines, 

cuadrado y del triángulo, para que la suma de sus áreas sea máxima. [1 punto] 

 

b) Determina el dominio, los intervalos de crecimiento, extremos relativos y puntos de inflexión 

de la función ( ) ( )2 21 2 2 1xf x e x x= − + − . [1 punto] 

 

Pregunta 3 

Contesta justificadamente los siguientes apartados. 

a) Determina la relación entre a y b, con ,a b  conocidos, para que el sistema 

2 3

2 3

x y z a

x y z b

+ − =

− − + =

 

sea compatible. ¿Puede ser compatible determinado?. Justifica la respuesta [1 punto] 

b) Sea la matriz 
4 1

1 4
A

− 
=  

− 
, encontrar una matriz 

0a
B

b c

 
=  
 

, tal que 
TA BB= , donde 

TB  es 

la matriz traspuesta de B. Justifica si la matriz B puede ser única. [1 punto] 
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PARTE B (preguntas 4 y 5.) 

 

Ejercicio 4. Contesta solo a una de las siguientes preguntas (4.1 o 4.2) 

 

4.1 Dada la función 

( ) ( ) ( )21 tanf x x x= −  

Con tan función tangente. Demuestra que tiene un máximo relativo en el intervalo  )0, / 2 . 

[2 puntos] 

 

4.2 Contesta justificadamente los siguientes apartados: 

a) Determina el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y 

puntos de inflexión de la función ( ) 2 1

x
f x

x
=

+
. [1 punto] 

b) Calcula 
2 2xx e dx  empleando el método de integración por partes. Luego, obtén algún a para 

que ( )
1

2 2 21
1

4

x

a
x e dx e= − . [1 punto] 

 

Ejercicio 5. Contesta solo a una de las siguientes preguntas (5.1 o 5.2) 

 

5.1 Contesta justificadamente los siguientes apartados: 

 

a) Sean las rectas 

2 33 1 1
: :

2 44 2 8

x y zx y z
r s

x y nz

+ − =− + +
= = 

− + + =
 

Determina el valor de n para que las rectas sean paralelas. En este caso, calcula la ecuación del 

único plano que contiene a las dos rectas. [1 punto] 

 

b) Calcula el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(–1,0,2) 

y B(1,–2,–2). [1 punto] 

 

5.2 Contesta justificadamente los siguientes apartados: 

Determina los valores de a para que los planos de ecuaciones 

1

2

3

: 1

: 2

: 1

x y z a

x y az a

x ay z







+ + = −


+ + =
 + + =

 

a) se corten en un punto. En este caso, determina el punto de corte. [0.75 puntos] 

b) se corten en una recta. En este caso, determina la recta en su forma paramétrica. [0.75 puntos] 

c) no se corten. [0.5 puntos] 

 

 

http://www.ebaumatematicas.com/


PAU 2026 Modelo Matemáticas II en La Rioja                                                                   Juan Antonio Martínez García 

 

3 de 21 www.ebaumatematicas.com  

 

http://www.ebaumatematicas.com/


PAU 2026 Modelo Matemáticas II en La Rioja                                                                   Juan Antonio Martínez García 

 

4 de 21 www.ebaumatematicas.com  

Soluciones 

 
 

Pregunta 1. (Obligatoria) Probabilidad y estadística. 

Pregunta 2. (Obligatoria) Análisis. 

Pregunta 3. (Obligatoria) Álgebra. 

Pregunta 4. (Con optatividad) Análisis. 

Pregunta 5. (Con optatividad) Geometría. 

 

Pregunta 1. 

[2 puntos] En un examen de matemáticas, las puntuaciones tipificadas de dos estudiantes fueron 

0.6 y –0.8 y sus notas reales 94 y 73, respectivamente. Calcula: 

a) la media y desviación típica de las puntuaciones del examen que siguen una distribución normal. 

b) entre que puntuaciones alrededor de la media está la nota del 60% de los estudiantes. 

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen) 

 

a) Llamamos X = Nota de un estudiante en un examen de matemáticas. ( ),X N  = . 

Esta variable tipificada es 
X

Z




−
= . Siendo ( )0,1Z N= . 

Por los datos proporcionados sabemos que 

94
0.6

73
0.8









−
=


− = −



. Resolvemos el sistema planteado. 

 

94
0.6

94 0.6 94 0.6
94 0.6 73 0.8

73 73 0.8 73 0.8
0.8

21
21 1.4 15 94 0.6·15 85

1.4


   

 
    



  

−
= − = − = 

   − = +   
− − = − + =  = −



 =  = =  = − =

 

 

La media de la distribución de notas es 85 y la desviación típica 15. 

 

b) Nos piden hallar el valor de “a” tal que ( ) 0.60P a X a −   + = . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

85 85 0.60 85 85 0.60

85 85 0.60 85 1 85 0.60

P a X a P X a P X a

P X a P X a P X a P X a

−   + =   + −  − = 

  + −  + =   + − −  + =   
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( ) ( ) ( )

 

1.6
2 85 1 0.6 2 85 1.6 85 0.8

2

85 85 85
0.8 0.8

15 15 15

Miramos en 0.84 0.85
15·0.845 12.675

la tabla (0,1) 15 2

P X a P X a P X a

X a a
Tipificamos P P Z

a
a

N

  + − =   + =   + = = 

− + −   
 =  =   =    

   

  +
  =  = = 

 

 

 

El 60% de las notas están entre 85 – 12.675 = 72.325 y 85 + 12.675 = 97.675.  
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Pregunta 2. 

Contesta justificadamente los siguientes apartados. 

a) La suma de los perímetros de dos jardines en forma de cuadrado y de triángulo equilátero es 

100 metros. Justifica si es posible determinar las medidas de los lados de los dos jardines, cuadrado 

y del triángulo, para que la suma de sus áreas sea máxima. [1 punto] 

 

b) Determina el dominio, los intervalos de crecimiento, extremos relativos y puntos de inflexión 

de la función ( ) ( )2 21 2 2 1xf x e x x= − + − . [1 punto] 

 

a) Hacemos un dibujo de la situación planteada. 

 
El cuadrado tiene de lado “y”, el triángulo equilátero tiene de lado “x”. 

La suma de los perímetros de un cuadrado y un triángulo equilátero es 100 metros. 
 

100 3 3
4 3 100 25

4 4

x
y x y x

−
+ =  = = −  

 

Aplicamos el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo de catetos “h” y “ / 2x . 
 

2 2 2 2
2 2 2 2 3 3 3

2 4 4 4 2

x x x x
x h h x h x

 
= +  = − =  = = 
 

 

 

Obtenemos la expresión de la suma de las áreas de cuadrado y triángulo. 
 

( ) ( )

( )

( )

2
2 2 2

2 2

2
2

2

3
3 32, ,

2 2 2 4

3 3 3
25 25

4 4 4

9 4 3 600 100009 150 3
625

16 4 4 16

x x
hx x

A x y y h x A x y y y

x
y x A x x

x xx
x x

  
= +  =  = + = +  

  

   
 = −  = − + =   

   

+ − +
= + − + =

 

 

Derivamos la función área y vemos cuando se anula dicha derivada. 
 

( )
( )

( )
( )29 4 3 600 10000 2 9 4 3 600

´
16 16

x x x
A x A x

+ − + + −
=  =  
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( )
( )

( )
2 9 4 3 600 600

´ 0 0 2 9 4 3 600 0 18.83
16 18 8 3

x
A x x x

+ −
=  =  + − =  =

+
 

 

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor. 
 

• Antes de 18.83x =  tomamos 10x =  y la derivada vale 

( )
( )2 9 4 3 10 600

´ 10 17 0
16

A
+ −

= −  . La función decrece antes de 18.83x = . 

• Después de 18.83x =  tomamos 20x =  y la derivada vale 

( )
( )2 9 4 3 20 600

´ 20 2.32 0
16

A
+ −

=  . La función crece después de 18.83x = . 

 

Como la función decrece antes y crece después podemos afirmar que en 18.83x =  la función 

tiene un mínimo. 

Como debe cumplirse que 4 3 100y x+ = , entonces el valor de “x” está en el intervalo 

100
0,

3

 
 
 

 y el valor de “y” está en el intervalo ( )0,25 . 

La función ( )
( ) 29 4 3 600 10000

16

x x
A x

+ − +
=  decrece hasta 18.83x =  y crece después, por 

lo que el valor máximo debe situarse en los extremos del intervalo de definición de “x”. 

Obtenemos el área para 0x =  y para 
100

3
x = . 

 

( )
( )

( )

2

2

2

2

4

6
9

25
4 3 ·0 600·0 10000 10000

0
16 16

100 100
9 4 3 600 10000

100 3 3
81.12

3 16

A m

A m

+ − +
= = =

 
+ − + 

   
= = 

 

 

 

Para 0x =  se consigue una suma de áreas máxima, que en realidad es el área del cuadrado 

pues el triángulo no existe (lado 0). El valor del lado del cuadrado es 
3

25 ·0 25
4

y = − =  

El área máxima se puede conseguir sin triángulo y solo con un cuadrado de lado 25 metros. 

 

b) El dominio de la función ( ) ( )2 21 2 2 1xf x e x x= − + −  es todo , pues la función exponencial 

siempre existe, la función polinómica también y el producto de ambas no plantea ningún 

problema de definición. 

Obtenemos la derivada y averiguamos cuando se anula (puntos críticos). 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 2 1 ´ 2 1 2 2 2 4

2 4 4 2 4 4

x x x

x x

f x e x x f x e x x e x

e x x x x e

= − + −  = − + + − + =

= − + − + =
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( )  2 2 2´ 0 4 0 0 0x xf x x e e x=  =    =  

 

Obtenemos un único punto crítico 0x = . Estudiamos el signo de la derivada antes y después 

de este valor. 

• En el intervalo ( ),0−  consideramos 1x = −  y la derivada vale 

( ) ( ) ( )2 2 1

2

4
´ 1 4 1 0f e

e

−
− = − =  . La función crece en el intervalo ( ),0− . 

• En el intervalo ( )0,+  consideramos 1x =  y la derivada vale ( ) 2 2·1 2´ 1 4·1 4 0f e e= = 

. La función crece en el intervalo ( )0,+ . 

La función crece en todo su dominio . 

La función no presenta extremos relativos. 

 

Hallamos la segunda derivada y averiguamos cuando se anula (posibles puntos de inflexión). 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2

´ 4 ´́ 8 8 8 1

0

´́ 0 8 1 0

1 0 1

x x x x

x

f x x e f x xe x e xe x

x

f x xe x o

x x

=  = + = +

 =


=  + =  

+ = → = −

 

 

Sustituimos estos dos valores en la tercera derivada y comprobamos que no se anula. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2

22 1 2

2·0 2

´́ 8 8 ´́ ´ 2 8 8 8 16 8 32 16

´́ ´ 1 8 32 1 16 1 8 0

´́ ´ 0 8 32·0 16·0 8 0

x x x xf x e x x f x e x x e x e x x

f e e

f e

− −

= +  = + + + = + +

 − = + − + − = − 


= + + = 


 

 

La función presenta dos puntos de inflexión: en 0x =  y en 1x = − . 
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Pregunta 3 

Contesta justificadamente los siguientes apartados. 

a) Determina la relación entre a y b, con ,a b  conocidos, para que el sistema 

2 3

2 3

x y z a

x y z b

+ − =

− − + =

 

sea compatible. ¿Puede ser compatible determinado?. Justifica la respuesta [1 punto] 

b) Sea la matriz 
4 1

1 4
A

− 
=  

− 
, encontrar una matriz 

0a
B

b c

 
=  
 

, tal que 
TA BB= , donde TB  es 

la matriz traspuesta de B. Justifica si la matriz B puede ser única. [1 punto] 

 

a) El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes 
2 1 3

2 1 3
A

− 
=  

− − 
 y la matriz ampliada 

2 1 3
/

2 1 3

a
A B

b

− 
=  

− − 
. 

El rango de la matriz de coeficientes es 1, pues la fila segunda es igual que la fila primera 

multiplicada por –1. 

Para que el sistema sea compatible el rango de la matriz ampliada también debe ser 1, y para 

ello la fila segunda debe ser proporcional a la primera → b a= − . 

En esta situación tenemos que rango A = rango A/B = 1 < Nº incógnitas = 3. El sistema es 

compatible indeterminado. 

El sistema es compatible cuando b a= − . 

El sistema nunca puede ser compatible determinado, pues hay 3 incógnitas y el rango de la 

matriz de coeficientes es 1 menor que el número de incógnitas (3). El sistema solo puede ser 

compatible indeterminado (b a= − ) o incompatible (b a − ). 

 

b) Resolvemos la igualdad 
TA BB= . 

 

2

2 2

2

2

2 2

2 2 2 2

2

0

0

4 1 0 4 1 0 0

1 4 0 1 4 0

4 4 2
4 1

1 1
1 4

4 4

2 1 1/ 2
2

T

T

a a b
B B

b c c

a a b a ab
A BB

b c c ab b c

a a
a ab

ab ab
ab b c

b c b c

b b
a

b

   
=  =   
   

− −  + +      
=  =  =        

− − + +        

 = = = 
−     

 =  = −  = −    
− +     

+ = + = 

= − → = −
= →



( )

( )

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 2

1 1 15
1/ 2 4 4 4

4 4 44

2 1 1/ 2 1 1 15
2 1/ 2 4 4 4

4 4 44

c c c c
c

o

b b
a c c c c

b c

 
 → − + = → + = → = − → =
 + =




− = − → =
= − → → + = → + = → = − → =

+ =

 

 

http://www.ebaumatematicas.com/


PAU 2026 Modelo Matemáticas II en La Rioja                                                                   Juan Antonio Martínez García 

 

10 de 21 www.ebaumatematicas.com  

La matriz B no es única. Existen 4 soluciones a lo planteado: 

 

1

2

3

4

2 1/ 21 15
2; ;

2 2 0 15 / 2

2 1/ 21 15
2; ;

2 2 0 15 / 2

2 1/ 21 15
2; ;

2 2 0 15 / 2

2 1/ 21 15
2; ;

2 2 0 15 / 2

a b c B

a b c B

a b c B

a b c B

− 
= = − = +  =  

+ 

− 
= = − = −  =  

− 

− 
= − = = +  =  

+ 

− 
= − = = −  =  

− 
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Ejercicio 4. Contesta solo a una de las siguientes preguntas (4.1 o 4.2) 

 

4.1 Dada la función 

( ) ( ) ( )21 tanf x x x= −  

Con tan función tangente. Demuestra que tiene un máximo relativo en el intervalo  )0, / 2 . [2 

puntos] 

 

Aplicamos el teorema de Rolle a la función ( ) ( ) ( )21 tanf x x x= −  en el intervalo  0,1

contenido en  )0, / 2 . La función ( ) ( ) ( )21 tanf x x x= −  es continua en el intervalo  0,1 . La 

función tangente es discontinua en 
2

x


=  que no pertenece al intervalo considerado. La función 

también es derivable en 0,
2

 
 
 

, siendo su derivada: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2

1
1 tan ´ 2 tan 1

cos
f x x x f x x x x

x
= −  = − + −  

 

Se cumple que ( ) ( ) ( )20 1 0 tan 0 0f = − =  y ( ) ( ) ( )21 1 1 tan 1 0f = − = , por lo que ( ) ( )0 1f f=

. Podemos aplicar el teorema de Rolle y afirmar que existe ( )0,1c  tal que ( )´ 0f c = . Este 

valor es el candidato a máximo relativo, falta comprobar que la función crece antes y decrece 

después de este valor. 

En el intervalo  )0,c  consideramos 0x =  y tenemos que 

( ) ( ) ( )2

2

1
´ 0 2·0·tan 0 1 0 0 1 1 0

cos 0
f = − + − = + =  , la función crece antes de x c= . 

En el intervalo ( ,1c  consideramos 1x =  y tenemos que 

( ) ( ) ( )2

2

1
´ 1 2·1·tan 1 1 1 2 tan 1 0 3.11 0

cos 1
f g= − + − = − + −  , la función decrece después de 

x c= . 

Como la derivada se anula para x c=  y la función crece antes y decrece después de este valor 

sabemos que en ( )0,1c  existe un máximo de la función. 
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4.2 Contesta justificadamente los siguientes apartados: 

a) Determina el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y 

puntos de inflexión de la función ( ) 2 1

x
f x

x
=

+
. [1 punto] 

b) Calcula 
2 2xx e dx  empleando el método de integración por partes. Luego, obtén algún a para 

que ( )
1

2 2 21
1

4

x

a
x e dx e= − . [1 punto] 

 

a) El denominador de la función ( ) 2 1

x
f x

x
=

+
 nunca se anula por lo que su dominio es . 

Hallamos su derivada y averiguamos cuando se anula (puntos críticos). 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 2 2

2 2 22 2 2 2

2
2 2

2
2

1· 1 2 · 1 2 1
´

1 1 1 1

1
´ 0 0 1 0 1 1 1

1

x x xx x x x
f x f x

x x x x

x
f x x x x

x

+ − + − −
=  = = =

+ + + +

−
=  =  − =  =  = = 

+

 

 

La función presenta un punto crítico en 1x = −  y otro en 1x = . Estudiamos el signo de la 

derivada antes, entre y después de los dos valores obtenidos. 

 

• En el intervalo ( ), 1− −  consideramos 2x = −  y la derivada vale 

( )
( )

( )( )

2

2
2

1 2 3
´ 2 0

252 1

f
− − −

− = = 

− +

. La función decrece en ( ), 1− − . 

• En el intervalo ( )1,1−  consideramos 0x =  y la derivada vale ( )
( )

2

2
2

1 0
´ 0 1 0

0 1
f

−
= = 

+
. 

La función crece en ( )1,1− . 

• En el intervalo ( )1,+  consideramos 2x =  y la derivada vale 

( )
( )

2

2
2

1 2 3
´ 2 0

252 1
f

− −
= = 

+
. La función decrece en ( )1,+ . 

 

La función decrece en ( ) ( ), 1 1,− −  +  y crece en ( )1,1− . 

La función sigue el esquema siguiente: 

 

 
 

La función presenta un mínimo relativo en 1x = −  y un máximo relativo en 1x = . 
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Para obtener los puntos de inflexión obtenemos la expresión de la derivada segunda y 

averiguamos cuando se anula. 

 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

2
2 2 22

2 4
2 2

2
2

2 1 1 2 1 21
´ ´́

1 1

2 1

x x x x xx
f x f x

x x

x x

− + − − +−
=  = =

+ +

− +
=

( ) ( )2 21 2 1x x− − +

( )
4

2

2

1

x

x +

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( )

( )

2 2

43 2

3 3 3

4 4
2 2

3
3 2

4
2 2

2 1 1 4

1

2 2 4 4 6 2

1 1

06 2
´́ 0 0 6 2 0 2 3 1

1 3 0 3

x x x x

x

x x x x x x

x x

xx x
f x x x x x

x x x

− + − −
= =

+

− − − + − +
= =

+ +

 =− + 
=  =  − + =  − + =  

+ − + = → = 

 

 

Para comprobar que los tres valores que anulan la segunda derivada son puntos de inflexión 

estudiamos la concavidad y convexidad antes, entre y después de los valores obtenidos. 

 

• En el intervalo ( ), 3− −  tomamos 2x = −  y la derivada segunda vale 

( )
( ) ( )

( )( )

3

4 42

6 2 2 2 4
´́ 2 0

52 1

f
− − + − −

− = = 

− +

. La función es cóncava (∩) en ( ), 3− − . 

• En el intervalo ( )3,0−  tomamos 1x = −  y la derivada segunda vale 

( )
( ) ( )

( )( )

3

4
2

6 1 2 1 4
´́ 1 0

161 1

f
− − + −

− = = 

− +

. La función es convexa (∪) en ( )3,0− . 

• En el intervalo ( )0, 3+  tomamos 1x =  y la derivada segunda vale 

( )
( )

3

4
2

6·1 2·1 4
´́ 1 0

161 1
f

− + −
= = 

+
. La función es cóncava (∩) en ( )0, 3+ . 

• En el intervalo ( )3,+ +  tomamos 2x =  y la derivada segunda vale 

( )
( )

3

4 42

6·2 2·2 4
´́ 2 0

52 1
f

− +
= = 

+
. La función es convexa (∪) en ( )3,+ + . 

 

La función presenta puntos de inflexión en 3x = − , 0x =  y 3x = + . 

 

b) Calculamos la integral indefinida pedida. 
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2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2

Integración por partes
1 1

2 2
2 2

1

2

Integración por partes
1

2 2 2
1

2

x x x

x x x

x x x x

x x x

x e dx u x du xdx x e e xdx

dv e dx v e dx e

x x
e e xdx u x du dx e x e

dv e dx v e dx e

 
 
 

= = → = = − = 
 
 = → = =
 

 
 
 

= − = = → = = − 
 
 = → = =
 











2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

2

1 1 1 1
·

2 2 2 2 2 2 2 2 2 4

x

x x x x x x x x x

e dx

x x x x x x
e e e dx e e e e e e C

 
− = 

 

= − + = − + = − + +







 

 

Calculamos el valor de la integral definida. 

 
1

2
1

2 2 2 2 2

2 2
2·1 2·1 2·1 2· 2· 2·

2

1

2 2 4

1 1 1 1

2 2 4 2 2 4

2

x x x x

a
a

a a a

x x
x e dx e e e

a a
e e e e e e

e

 
= − + = 
 

   
= − + − − + =   
   

=



2

2

e
− ( )

2 2 2 2 2
2 2 2 2 21

2 2
4 2 2 4 4

a a a
a a ae a e ae e

e e a e ae+ − + − = − + +

 

 

Igualamos este resultado a ( )21
1

4
e −  y obtenemos el valor de “a”. 

 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 21 1
2 2 1

4 4

a a ae e a e ae e e− + + = −  2 2 2 2 22 2a a ae a e ae e− + + =

( )2 2

1

1 2 2 1ae a a

− 

− − − = −

 

 

Esta igualdad no se puede ser resolver, pero se cumple para 0a = . 

Para 0a =  se cumple lo pedido.  
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Ejercicio 5. Contesta solo a una de las siguientes preguntas (5.1 o 5.2) 

 

5.1 Contesta justificadamente los siguientes apartados: 

 

a) Sean las rectas 

2 33 1 1
: :

2 44 2 8

x y zx y z
r s

x y nz

+ − =− + +
= = 

− + + =
 

     Determina el valor de n para que las rectas sean paralelas. En este caso, calcula la ecuación del 

único plano que contiene a las dos rectas. [1 punto] 

 

b) Calcula el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(–1,0,2) y 

B(1,–2,–2). [1 punto] 

 

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta. 

 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

4, 2,8 2,1, 43 1 1
:

4 2 8 3, 1, 1

2 3 3 2
: 2 3 2 4

2 4 2 4

6 4 2 4 5 2 10 5 2 10

2 2 4 2
2 3 2 2 3 4

5 5 5

r r

r

v ux y z
r

P

x y z x y z
s y z y nz

x y nz x y nz

y z y nz y n z y n z

n n n
y z x z z z z

 = → =− + + 
= =  

− −

+ − = = − + 
  − − + + + =  

− + + = − + + = 

 − + − + + =  + − =  = − + 

− − − 
 = +  = − + + = − − +  

 

( )

( )

1 2
1

5

4 2 5 1 2 2
1 1 : 2

5 5 5

1 2 2
, ,1 1 2 , 2 ,5

5 5

1, 2,0

s s

s

n
x z

n n n
x z z s y z

z z

n n
u v n n

Q

+
= − +


− + + + −

 = − + = − +  = + 


=



 + − 
= → = + −  

  
 −

 

 

Para que las rectas sean paralelas deben tener vectores directores proporcionales y no 

coincidir en ningún punto. 
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( )

( )

2,1,4

2 1 4
1 2 ,2 ,5

1 2 2 5

1 4 3
5 8 4 4 3

2 5 4

2 4 6 3
10 4 8 6 8

1 2 5 8 4

r

s

r s

u

v n n
n n

u v

n n n
n

n n n
n

=


= + −  = = 
+ −




= → = − → = → =

−
 


= → = + → = → = =

 +

 

 

Para 
3

4
n =  las rectas son paralelas o coincidentes. Comprobamos que el punto ( )1,2,0sQ −  

de la recta s no pertenece a la recta r. 

 

( )

8

¿ 1,2,0 ?
1 3 2 1 0 1

¿ ?3 1 1
4 2 8:

4 2

4 3

8

1

4 2

sQ r

x y z
r

−  
− − + +

 = = − + +
=

−


=





 

 

No se cumplen las igualdades y para 
3

4
n =  las rectas r y s son paralelas. 

 

Hallamos la ecuación del plano que contiene ambas rectas que es el plano que contiene el 

punto ( )1,2,0sQ −  y con vectores directores ( )2,1,4ru =  y r sPQ . 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

1,2,0
1,2,0 3, 1, 1 4,3,1

3, 1, 1

4,3,1 1 2

2,1,4 : 4 3 1 0

2 1 41,2,0

12 12 2 4 4 6 16 32 1 0 :11 18 10 25 0

s

r s

r

r s

r

s

Q
PQ

P

u PQ x y z

v u

Q

x y z z y x x y z







− 
 = − − − − = −

− − 

= = − + −


= =  − = 


−  

 + + − − − + − − − =  + − − =

 

 

La ecuación del plano que contiene ambas rectas es :11 18 10 25 0x y z + − − = . 

 

b) El lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(–1,0,2) y  

B(1,–2,–2) es el plano que pasa por el punto medio del segmento AB y que tiene como vector 

normal el vector AB . 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

= 2, 2, 4 ´ 1, 1, 2

1, 2, 2 1,0,2
0, 1,0 ´

2

:́ 2 0
0 1 2 ·0 0 1 :́ 2 1 0

,

0,

1, –2, –2 –1,0 2

1,0 ´

AB

AB

AB n

PM

x y z D
D D x y z

PM








= − − − → = − −

− − + −

= = −  


− − + = 
  − − − + =  = −  − − − =

= −  

 

 

El lugar geométrico buscado es el plano de ecuación :́ 2 1 0x y z − − − = . 
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5.2 Contesta justificadamente los siguientes apartados: 

Determina los valores de a para que los planos de ecuaciones 

1

2

3

: 1

: 2

: 1

x y z a

x y az a

x ay z







+ + = −


+ + =
 + + =

 

a) se corten en un punto. En este caso, determina el punto de corte. [0.75 puntos] 

b) se corten en una recta. En este caso, determina la recta en su forma paramétrica. [0.75 puntos] 

c) no se corten. [0.5 puntos] 

 

Planteamos el problema como un sistema de ecuaciones. Estudiamos la compatibilidad del 

mismo en función del valor de a. 

El sistema tiene asociada una matriz de coeficientes 

1 1 1

2 1

1 1

A a

a

 
 

=  
 
 

 y la matriz ampliada 

1 1 1 1

/ 2 1

1 1 1

a

A B a a

a

− 
 

=  
 
 

. 

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A. 

 

( )( )

( )

2 2

2

2

1 1 1

2 1 1 2 1 2 2 3

1 1

3 1
1

3 3 4 2 1 3 1 2
0 2 3 0

3 12 1 2
2

2

A a a a a a a

a

a

A a a a

a

= = + + − − − = − + −

− +
= =−  − − − −   −

=  − + − =  = = = 
− −− −  = =

 −

 

 

Estudiamos tres casos diferentes. 

 

CASO 1. Si 1a   y 2a  . 

En este caso el determinante de la matriz de coeficientes A es no nulo y su rango es 3. El 

rango de la matriz ampliada A/B también es 3, al igual que el número de incógnitas. 

El sistema tiene solución y es única. Esta solución son las coordenadas del punto de corte de 

los tres planos. 

 

CASO 2. Si 1a = . 

En este caso la matriz A queda 

1 1 1

2 1 1

1 1 1

A

 
 

=  
 
 

, su determinante es nulo y su rango no es 3. 

El rango de la matriz A es 2, pues el menor que resulta de quitar la tercera fila y la tercera 

columna tiene determinante no nulo. 

 

1 1
1 2 1 0

2 1
= − = −   
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La matriz ampliada queda 

1 1 1 0

/ 2 1 1 1

1 1 1 1

A B

 
 

=  
 
 

. Consideramos el menor de orden 3 que 

resulta de quitar la segunda columna (igual que la tercera columna). 

 

1 1 0

2 1 1 1 1 0 0 2 1 1 0

1 1 1

= + − − − − = −   

 

El rango de la matriz ampliada es 3. 

Tenemos que 2 = rango A ≠ rango A/B = 3. El sistema es incompatible. En este caso los tres 

planos no tienen ningún punto en común. 

 

CASO 3. Si 2a = . 

En este caso la matriz A queda 

1 1 1

2 1 2

1 2 1

A

 
 

=  
 
 

, su determinante es nulo y su rango no es 3. 

El rango de la matriz A es 2, pues el menor que resulta de quitar la tercera fila y la tercera 

columna tiene determinante no nulo. 

 

1 1
1 2 1 0

2 1
= − = −   

 

La matriz ampliada queda 

1 1 1 1

/ 2 1 2 2

1 2 1 1

A B

 
 

=  
 
 

. Observamos que la tercera y cuarta 

columna son iguales, por lo que el rango de la matriz A/B es el mismo que el de la matriz A y 

también es 2. 

Tenemos que rango A = rango A/B = 2 < 3 = número de incógnitas. 

El sistema tiene infinitas soluciones que son los infinitos puntos de la recta en la que se cortan 

los tres planos. 

 

a) Los tres planos se cortan en un punto cuando 1a   y 2a  . Hallamos el punto de corte 

resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de los tres planos. 

 

( )

1

2

3

Ecuación 2ª  2 · Ecuación 1ª
: 1

2
: 2

2 2 2 2 2
: 1

0 2 2 Nueva Ecuación 2ª

x y z a
x y az a

x y az a
x y z a

x ay z
y a z a







− 
+ + = −  

+ + =  
+ + =   

− − − = − +
  + + =  − + − = − →

 
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( )

( )

( )

  ( )
( )

Ecuación 3ª  Ecuación 1ª
1

1
2 2

1
1 2

0 1 0 2 Nueva Ecuación 3ª

21 1
1

1 0 2 2
2

2 22 1
1

x y z a
x ay z

y a z a
x y z a

a y a
a y a

ax y z a x z a
a

a y a z a
a

a z aa ay
a

− 
 + + = − 

+ + =  
 − + − = −   

− − − = − +
  

− = − − = − →
 


 −+ + = − + + = −   −

 −   − + − = −  
− − + − = −− −=

 −

( )

 

( )( )

( )

2 2

2 2

2

2 2

2 1 2 2 1
1

1 1 1
2 0

2 2 2 2 2
2 2

1 1 1

1

1 11 1

2 1 1 1 1 1

1 2 1

a a a a a a
x z a

a a a
a

a a a a a a a
a z a

a a a

a a
x z

a a aa a a a
x x a

a a a a a
z

a a a





 − + − − + − −
+ = − − = = − − −

  −  
− − − + + − − − = − + = =

 − − −

 − −
+ =

− −− − −
  − =  = = =

− − − − − − = =
− − −



 

 

El punto P de corte de los tres planos tiene coordenadas 
2 1

, ,
1 1

a
P a

a a

− − 
 

− − 
. 

 
 

b) Para 2a =  los planos se cortan en una recta. Hallamos las ecuaciones paramétricas de esta 

recta r. 

 

1

2

3

Ecuación 3ª  Ecuación 1ª
: 1

2 1
: 2 2 2

1
: 2 1

0 0 0 Nueva Ecuación 3ª

x y z
x y z

x y z
x y z

x y z
y







− 
+ + =  

+ + =  
+ + =   

− − − = −
  + + =  + = →

 
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Ecuación 2ª  2 · Ecuación 1ª
1

2 2 2
0

2 2 2 2
0

0 0 0 Nueva Ecuación 2ª

1

1 : 0 ;

x y z
x y z

y
x y z

y
y

x

x z r y

z







− 
+ + = 

+ + =  
 − =   

− − − = −
   = − = →
 

= −


 = −  = 
 =

 

 

 
 

c) Para 1a =  los planos no se cortan. 

Las ecuaciones de los planos son 

1

2

3

: 0

: 2 1

: 1

x y z

x y z

x y z







+ + =


+ + =
 + + =

. Observamos que los planos 
1  y 

3  son 

paralelos y el plano 
2  los corta en rectas paralelas. 
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