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LlR Prueba de Acceso a la Universidad (PAU)
Curso 2025-2026
ASIGNATURA: MATEMATICAS II

UNIVERSIDAD
DE LARIOJA

El examen consta de cinco preguntas, las tres primeras obligatorias. Las dos Gltimas
preguntas tienen opcionalidad interna.

Cada pregunta se puntda con 2 puntos.

Todos los procesos conducentes a la obtencion de resultados deben estar
suficientemente justificados.

Se permite el uso de calculadoras que aparecen en el listado publicado en la web de la Universidad
de La Rioja. No se permite el préstamo de materiales (ni boligrafos, ni tipex, ni materiales
auxiliares) entre el alumnado, durante el examen.

PARTE A (Contesta TODAS las preguntas de esta parte. Preguntas 1, 2y 3.)

Pregunta 1.
[2 puntos] En un examen de matematicas, las puntuaciones tipificadas de dos estudiantes
fueron 0.6 y —0.8 y sus notas reales 94 y 73, respectivamente. Calcula:
a) la media y desviacion tipica de las puntuaciones del examen que siguen una distribucion
normal.
b) entre que puntuaciones alrededor de la media esta la nota del 60% de los estudiantes.
(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Pregunta 2.
Contesta justificadamente los siguientes apartados.

a) La suma de los perimetros de dos jardines en forma de cuadrado y de triangulo equilatero es
100 metros. Justifica si es posible determinar las medidas de los lados de los dos jardines,
cuadrado y del tridngulo, para que la suma de sus areas sea maxima. [1 punto]

b) Determina el dominio, los intervalos de crecimiento, extremos relativos y puntos de inflexion
de la funcion f(x)=e® (1-2x+2x*)-1. [1 punto]

Pregunta 3
Contesta justificadamente los siguientes apartados.
a) Determina la relacion entre ay b, con a,b € R conocidos, para que el sistema

2X+y—-3z=a
—2Xx—-y+3z=hb
sea compatible. ¢Puede ser compatible determinado?. Justifica la respuesta [1 punto]

a o0
4j,encontrar una matriz B:(b cj' tal que A=BB", donde BT es

4
b) Sea la matriz A= (

la matriz traspuesta de B. Justifica si la matriz B puede ser Unica. [1 punto]
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PARTE B (preguntas 4y 5.)
Ejercicio 4. Contesta solo a una de las siguientes preguntas (4.1 0 4.2)

4.1 Dada la funcién
f(x)= (1—x2)tan(x)
Con tan funcién tangente. Demuestra que tiene un maximo relativo en el intervalo [0,72'/ 2).
[2 puntos]

4.2 Contesta justificadamente los siguientes apartados:
a) Determina el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y
X
X241
b) Calcula I x’e”dx empleando el método de integracion por partes. Luego, obtén algln a para

puntos de inflexion de la funcion f (x)= [1 punto]

que _E x’e?dx = %(92 —1) . [1 punto]

Ejercicio 5. Contesta solo a una de las siguientes preguntas (5.1 0 5.2)
5.1 Contesta justificadamente los siguientes apartados:

a) Sean las rectas

FX=8_y+l_z+41 S:{x+2y—z:3
4 2 8 —2X+y+nz=4
Determina el valor de n para que las rectas sean paralelas. En este caso, calcula la ecuacion del
unico plano que contiene a las dos rectas. [1 punto]

b) Calcula el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(-1,0,2)
y B(1,-2,-2). [1 punto]

5.2 Contesta justificadamente los siguientes apartados:
Determina los valores de a para que los planos de ecuaciones

miX+y+z=a-1
T, 2X+y+az=a
Ty X+ay+z=1

a) se corten en un punto. En este caso, determina el punto de corte. [0.75 puntos]
b) se corten en una recta. En este caso, determina la recta en su forma paramétrica. [0.75 puntos]
¢) no se corten. [0.5 puntos]
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Tabla simplificada de la distribuciéon normal tipificada

z 0 00l 002 003 004 005 006 007 008 009
0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 05239 0,5279 0,5319 0,5350
0,1 0,5308 05438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5506 0,5636 0,5675 055714 0,5753
0,2 05793 05832 05871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 06591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 06844 0,6879
0,5 06915 06950 0,6085 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 07257 0,7291 0,7324 0,7357 0.7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 07764 0,7794 0,7823 0,7852
0.8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 08051 0,8078 0,8106 0,8133
0,0 08159 08186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8280 08315 0,8340 0,8365 0,8389
1 08413 08438 08461 08485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1.1 08643 0,8665 0.8686 0,8708 08729 08749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
1.2 08849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 09099 09115 009131 0,9147 0,9162 0,9177
1.4 09192 09207 0,9222 0,236 009251 0,265 00279 0,202 0,9306 0,9319
1,5 09332 09345 0,9357 0,9370 09382 09394 09406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 09452 0,9463 0,9474 0,9484 09495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,9545
1.7 09554 0,9564 0,9573 0,9582 09591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1.8 09641 0,9649 0,9656 0,9664 09671 09678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1.9 09713 09719 09726 0,9732 09738 00744 009750 0,9756 0,9761 0,9767
20,9772 09778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,803 0,9808 0,9812 0,9817

3de21 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Modelo Matemadticas Il en La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

Soluciones

Pregunta 1. (Obligatoria) Probabilidad y estadistica.
Pregunta 2. (Obligatoria) Analisis.

Pregunta 3. (Obligatoria) Algebra.

Pregunta 4. (Con optatividad) Anélisis.

Pregunta 5. (Con optatividad) Geometria.

Pregunta 1.

[2 puntos] En un examen de matematicas, las puntuaciones tipificadas de dos estudiantes fueron
0.6 y —0.8 y sus notas reales 94 y 73, respectivamente. Calcula:

a) la media y desviacion tipica de las puntuaciones del examen que siguen una distribucion normal.
b) entre que puntuaciones alrededor de la media esta la nota del 60% de los estudiantes.

(\Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

a) Llamamos X = Nota de un estudiante en un examen de matematicas. X =N (u,0).

Esta variable tipificada es Z = Ly Siendo Z =N(0,1).
(o2

94—-u 0.6
Por los datos proporcionados sabemos que 730 . Resolvemos el sistema planteado.
DP7E_ o8
o
94-pu 0.6
c 94— =0.60 94—-0.60 = u
= = =94-0.60=73+0.80 =
73—,u__08 73— u=-0.80c 73+080=u
O

_2a_
1.4

=2l=140=|c 15|= |1 =94-0.6-15=85

La media de la distribucion de notas es 85 y la desviacion tipica 15.

b) Nos piden hallar el valor de “a tal que P(x—a<X < x+a)=0.60.

P(85-a< X <85+a)=0.60=P(X <85+a)-P(X <85-a)=0.60=

= P(X <85+a)-P(X 285+a)=0.60=P(X <85+a)-[1-P(X <85+a)|=0.60=
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= 2P(X <85+a)-1=0.6=2P(X <85+a)=1.6= P(X £85+a):%20.8:>

= {Tipificamos} = P[X % 85*""_85}:0.8: P(Z s3j=o.8:>
15 15 15

|a=15-0.845=12.675|

Miramos en a 0.84+0.85
= > —==—>=
latablaN(0,1) 15 2

El 60% de las notas estan entre 85 — 12.675 = 72.325 y 85 + 12.675 = 97.675.
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Pregunta 2.

Contesta justificadamente los siguientes apartados.

a) La suma de los perimetros de dos jardines en forma de cuadrado y de triangulo equilatero es
100 metros. Justifica si es posible determinar las medidas de los lados de los dos jardines, cuadrado
y del tridngulo, para que la suma de sus areas sea maxima. [1 punto]

b) Determina el dominio, los intervalos de crecimiento, extremos relativos y puntos de inflexion
de la funcion f (x)=e® (1-2x+2x*)-1. [1 punto]

a) Hacemos un dibujo de la situacién planteada.

}?

El cuadrado tiene de lado “y”, el tridangulo equilatero tiene de lado “x”.
La suma de los perimetros de un cuadrado y un triangulo equilatero es 100 metros.

4y +3x =100 = y=1004_3x =25—%x

Aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de catetos “h” y “x/2.

2 2 2 2
= X) s h oy X3 3 NS,
2 4 4 4 2

Obtenemos la expresion de la suma de las areas de cuadrado y triangulo.

X\/§X
A 2
A(X’Y)=y2+h—;:>{h=§><}:>A(x,y)=y2+ : =y2+€x =

:>{y=25—%x}:> A(x)=(25—%sz RES

4

2 (9+4+/3)x2 —600x+10000
25+ 9,0 150, V3X =( )
16 4 4 16

Derivamos la funcién area y vemos cuando se anula dicha derivada.

(9-+44/3)x* ~600x+10000 K ()= 2(9+43)x—600

A =
() 16 16
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600

2(9+4J§)x—600
T18+8v3

16

=18.83

A(x)=0= =0=2(9+44/3)x-600=0=|x

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor.

e Antes de x=18.83 tomamos x =10 Yy la derivada vale
2(9+44/3)10-600

16
e Después de x=18.83 tomamos x =20 Y la derivada vale
2(9+44/3)20-600

A'(20)= I =2.32>0. La funcidn crece después de x =18.83.

=—-17 <0. La funcién decrece antes de x=18.83.

A(10) =

Como la funcién decrece antes y crece después podemos afirmar que en x =18.83 la funcion
tiene un minimo.
Como debe cumplirse que 4y +3x =100, entonces ¢l valor de “X” esta en el intervalo

(0, %j y el valor de “y” esta en el intervalo (0,25).

(9 +4\/§) x? — 600X +10000

16
lo que el valor maximo debe situarse en los extremos del intervalo de definicion de “x”.

Obtenemos el area para x=0 y para x = %

La funcion A(x)= decrece hasta x =18.83 y crece después, por

(9+443)-0°~600-0+10000 19090
16 )

=625m?

A(0) =

2
100 (9+4\/§)(120j —600120+1OOOO
A j = = 481.12m?
3 16

Para x =0 se consigue una suma de areas maxima, que en realidad es el area del cuadrado
pues el triangulo no existe (lado 0). El valor del lado del cuadrado es y = 25—%-0 =25

El area maxima se puede conseguir sin tridngulo y solo con un cuadrado de lado 25 metros.

b) El dominio de la funcion f (x) =e” (1—2x+2x2)—1 estodo R, pues la funcién exponencial

siempre existe, la funcién polinémica también y el producto de ambas no plantea ningun
problema de definicidon.
Obtenemos la derivada y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

f(x)=e"(1-2x+2x*)-1= f"(x) = 2™ (1-2x+2x* )+ €™ (-2+4x) =

=™ (2-4x+4x" -2+ 4x) = 4x°e”
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f'(X):0:>4X282X:0:>{62X¢0}:>H

Obtenemos un Unico punto critico x = 0. Estudiamos el signo de la derivada antes y después
de este valor.

e Enelintervalo (—oo,o) consideramos x =-1 y la derivada vale
f(-1)=4(-1) e = iz > 0. La funcion crece en el intervalo (—,0).
e

e Enelintervalo (0,+x) consideramos x =1y la derivada vale f“(1)=4-1’¢*' =4e* >0
. La funcién crece en el intervalo (O,+oo).

La funcion crece en todo su dominio R.
La funcion no presenta extremos relativos.

Hallamos la segunda derivada y averiguamos cuando se anula (posibles puntos de inflexion).
f7(x)=4x%* = f(x) =8xe®™ +8x’e™ =8xe® (1+Xx)

x=0
f7(x)=0=8xe” (1+x)=0=10

1+x=0
Sustituimos estos dos valores en la tercera derivada y comprobamos que no se anula.

f7(x)=e” (8x+8x*) = f"(x)=2¢"(8x+8x" )+ (8+16x) =™ (8+32x+16X’)

f (1) =€""(8+32(-1) +16(-1)") =—8e* %0
f7°(0)=¢*"(8+32:0+16-0°) =80

La funcion presenta dos puntos de inflexion: en x=0 yen x=-1.

Slx)=€(1-2v+2¢ ) -1

- - 2 /
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Pregunta 3
Contesta justificadamente los siguientes apartados.
a) Determina la relacion entre ay b, con a,b € R conocidos, para que el sistema

2Xx+y-3z=a
—-2Xx—-y+3z=b
sea compatible. ¢Puede ser compatible determinado?. Justifica la respuesta [1 punto]

4 a o0
b) Sea la matriz A =( 4 ] , encontrar una matriz B = (b j ,tal que A=BB", donde B’ es
C

la matriz traspuesta de B. Justifica si la matriz B puede ser Unica. [1 punto]

1 -3

a) El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A =( > 1 3 ] y la matriz ampliada

2 1 -3 a
A/B= )
-2 -1 3 b

El rango de la matriz de coeficientes es 1, pues la fila segunda es igual que la fila primera
multiplicada por —1.

Para que el sistema sea compatible el rango de la matriz ampliada también debe ser 1, y para
ello la fila segunda debe ser proporcional a la primera > b=-a.

En esta situacion tenemos que rango A = rango A/B =1 < N° incognitas = 3. El sistema es
compatible indeterminado.

El sistema es compatible cuando b=-a.

El sistema nunca puede ser compatible determinado, pues hay 3 incognitas y el rango de la
matriz de coeficientes es 1 menor que el nimero de incognitas (3). El sistema solo puede ser
compatible indeterminado (b =-a) o incompatible (b= —a).

b) Resolvemos la igualdad A=BB'.
a 0 ; (a b
B= =B =
b ¢ 0 c
4 -1 0 b 4 -1 2
A—BE - _ a a . _(a +0 ab+0 N
-1 4 b ¢)l0 ¢ -1 4 ab+0 b®+c?

a’=4 a=+4=42

4 -1 2
= = a ab =<{ab=-1 =dJab=-1 =
-1 4 ab b?+c? , ,
b*+c =4 bc+c =4

2b=-1—>b=-1/2
a=2— b _)—>(—1/2)2+02:4—>1+02:4—>02:4—1—> c= 2
b? +c? =4 4 4 4
=10
-2b=-1—->1b=1/2
a=-2- - S2Pict=astias=4-t e B
b?+c? =4 4 4 4
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La matriz B no es Unica. Existen 4 soluciones a lo planteado:

2 -1/2

a=2b=-=;c=+——
2 2 0 +V15/2

1 J15 [2 —1/2}

a=2b=—=;c=——=B8B,=
2 0 —15/2

- ; 2 1/2
a=-2,b==;c=+—=0B, =
2 2 10 +/15/2
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Ejercicio 4. Contesta solo a una de las siguientes preguntas (4.1 0 4.2)

4.1 Dada la funcién

f(x):(l—xz)tan(x)

Con tan funcion tangente. Demuestra que tiene un maximo relativo en el intervalo [0,72'/2). [2
puntos]

Aplicamos el teorema de Rolle a la funcion f(x)=(1-x*)tan(x) en el intervalo [0,1]

contenido en [0,7/2). La funcion f (x)=(1-x*)tan(x) es continua en el intervalo [0,1]. La

funcion tangente es discontinuaen x = 5 que no pertenece al intervalo considerado. La funcion

también es derivable en (0%} siendo su derivada:

1
cos? x

f(x)=(1-x*)tan(x) = f"(x)=—2xtan(x)+(1-x)

Se cumple que f (0)=(1-0%)tan(0)=0y f(1)=(1-1*)tan(1)=0, por lo que f(0)= f (1)
. Podemos aplicar el teorema de Rolle y afirmar que existe ¢ €(0,1) tal que f“(c)=0. Este
valor es el candidato a maximo relativo, falta comprobar que la funcidn crece antes y decrece

después de este valor.
En el intervalo [O,c) consideramos x =0 Yy tenemos que

1

75 =0+1=1>0, la funcidn crece antes de x=c.
0s

f'(0)=—2-0-tan(0)+(1_02)c

En el intervalo (c,l] consideramos x =1 y tenemos que

f(1)=-2-1-tan(1)+(1-1°) col —=—2tangl+0=-3.11<0, la funcién decrece después de

s°1
X=C.
Como la derivada se anula para x =c Yy la funcion crece antes y decrece después de este valor
sabemos que en c e (0,1) existe un maximo de la funcion.

h |
x

| tan (x)
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4.2 Contesta justificadamente los siguientes apartados:

a) Determina el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y
X
X241
b) Calcula I x’e”dx empleando el método de integracion por partes. Luego, obtén algin a para

puntos de inflexion de la funcion f (x)=

[1 punto]

que _E x’e*dx = %(ez —1) . [1 punto]

a) El denominador de la funcién f (x)= nunca se anula por lo que su dominio es R .

X2 +1

Hallamos su derivada y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

. 2 —_ .
f(x) 2x :f,(x)zl(x +1) 22X X:x2+1—22xz: 1—x22
x“+1 (x2+1) (x2+1) (x2+1)
f'(x):O:ﬁzo:q—xz=o:>x2=1:>x=JI=i1

La funcion presenta un punto critico en x=—1 y otro en x=1. Estudiamos el signo de la
derivada antes, entre y después de los dos valores obtenidos.

e Enelintervalo (—oo,—l) consideramos x =-2 y la derivada vale

2
f'(-2) :Lz)2 — =3 0. La funcion decrece en (—o0,-1).
((_2)2 +1
2
e Enelintervalo (—1,1) consideramos x =0 y la derivada vale f'(O):%:1>O.
0°+1

La funcion crece en (-1,1).
e Enelintervalo (1, +oo) consideramos x =2 Yy la derivada vale

, 1-2? -3 .,
f’(2)=——=—=<0. La funcién decrece en (1,+).

(22 +1)2

La funcién decrece en (—o0,—1)U(1,+) ycreceen (-1,1).
La funcidn sigue el esquema siguiente:

-I T I 1 1
2 -1 1 2

La funcidn presenta un minimo relativo en x =—1 y un maximo relativo en x=1.
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Para obtener los puntos de inflexién obtenemos la expresion de la derivada segunda y
averiguamos cuando se anula.

iy LX f,,(x):—Zx(l+x) ( 2)2(1+x )Zx:

(x2 +1)2 (x2 +1)'
_—2x(l+x Z— ZMZX —2x 1+x) (1 x)4
) (x +1) (x +l)
_ —2x—2x3 —4x+4x° _ —6X +2X°

(x2 +1)4 (x? +1)4
f"(x)=0:>ﬂ=0:>—6x+2x3=0:>2x(—3+x2)=1:> *=2

(x2+1) 3+x2=0-|x=%3

Para comprobar que los tres valores que anulan la segunda derivada son puntos de inflexion
estudiamos la concavidad y convexidad antes, entre y después de los valores obtenidos.

e Enelintervalo (—oo,—\/§) tomamos x =-2 Y la derivada segunda vale

3
6((2):2()42) :;—44<0. La funcion es concava (N) en (—oo,—\/§).
(-2) +1

e Enelintervalo (—J§,O) tomamos x =-1 Y la derivada segunda vale

3
_6(_1)+ 2(_41) = 4 > 0. La funcion es convexa (U) en (—J§ 0) .
((—1)2 +1) 16

e Enelintervalo (O,+J§) tomamos x =1 y la derivada segunda vale

_2) =

_1) =

f— . . 3 f—
f "(1 = —6l+2l _ 4 < 0. La funcion es concava (N) en (O +J_)

(+1)° 16
e Enelintervalo (+ 3, +oo) tomamos x =2 y la derivada segunda vale
_ 3
f7(2)= M 4 —>0. La funcion es convexa (U) en (+ 3, +oo)
(22 +1)
La funcidn presenta puntos de inflexionen x=—/3, x=0y X =+/3.

b) Calculamos la integral indefinida pedida.
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Integracion por partes
1
Ixzezxdx =JUu =x?* > du = 2xdx =x*=e* —jEeZXZde
dv=e*dx »>v= J'e“dx = le2X
2
, Integracion por partes )
X 2X 2X X 2X 1 2X 1 2X
=—e —je Xdx =<U=Xx—du=dx =—e —| x=e— | =e“dx
i 2 2 2
dv=e¥dx »>v= J.ezxdx =_—e*
2
2 2
:X_eZX_X 2x+ J'eZXdX_ 2x_§e2x+1 1e2x_x_e2x_§e2x+_e2x+c
2 2 2 2 22 2 2
Calculamos el valor de la integral definida.
12 ox X2 ax X ax 1 '
j xedx=| —e e e | =
a 2 2 4 .
— £ 2-1_1e2-1+1e21 a_zez-a_gez-a_i_lez-a —
2 4 2 2 4
2a 2a
=76Z—76Z ae & _ 1(e —e® 1 2a% 2a+2ae2a)
2 2 2 4 4

1
Igualamos este resultado a Z(e2 —1) y obtenemos el valor de “a”.

2,2a

‘ll(e —e® +2a% +2ae2a)

2E)

—e? (1— 2a% — 2a) =-1

=9/—1:

1) = g7 — % + 2a%% + 2ae%

Esta igualdad no se puede ser resolver, pero se cumple para a=0.

Para a=0 se cumple lo pedido.
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Ejercicio 5. Contesta solo a una de las siguientes preguntas (5.1 0 5.2)

5.1 Contesta justificadamente los siguientes apartados:

a) Sean las rectas

(o X=8_y+l 741 S:{x+2y—z:3
4 2 8 —2X+y+nz=4
Determina el valor de n para que las rectas sean paralelas. En este caso, calcula la ecuacién del
Unico plano que contiene a las dos rectas. [1 punto]

b) Calcula el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(-1,0,2) y
B(1,-2,-2). [1 punto]

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

x=3_yel ze1_ [V=(428)-u=(214)
4 2 8 P (3-1-1)

= -2(3-2y+z)+y+nz=4=
—2X+y+nz=4 —2X+y+nz=4

{x+2y—z:3 {x:3—2y+z
S. =
= —6+4y-2z+y+nz=4=5y+(n-2)z=10=5y=(2-n)z+10=

4_an—4+z:>

:>y:2;5nz+2:>x:3—2(2;5nz+2j+z:3—

x:—1+1+2nz

-4+2n+5 1+2n
7

=x=-1 =1+ 1=s: y:2+2—;nz =

u—s':(l-l—SZn’Z;Sn,lj_)\Z:(l+2n,2—n,5)

Q.(-12,0)

=

Para que las rectas sean paralelas deben tener vectores directores proporcionales y no
coincidir en ningun punto.
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u, =(2,14)
v.=(l+2n,2-n5)l= 2 =1 4
1+2n 2-n 5

Up 1V

i:£—>5:8—4n—>4n:3—> n:§
2-n 5 4

2 :£—>10:4+8n—>6:8n—> n=
1+2n

=

©| o
Mlw

3 o
Para n= 2 las rectas son paralelas o coincidentes. Comprobamos que el punto Q, (—1, 2,0)

de la recta s no pertenece a la recta r.

/ _11210 r’)
¢Q(-120)e _l-8_2+1_0+1, 4 3 1
r:x_3=y+1zz+l ¢ 4 5 ) : 4 2 8

4 2 8

. 3
No se cumplen las igualdades y para n = 2 las rectas r y s son paralelas.

Hallamos la ecuacion del plano que contiene ambas rectas que es el plano que contiene el
punto Q,(—1,2,0) y con vectores directores u, =(2,1,4) y PQ, .

Qs(—l,Z,O) Ya )
PQ.=(-12,0)—(3,-1,-1)=(-4,31

2 o | =P - (120310~ (42

a:F)rcgs:( 4’3’1) X+1 y_2 z

v=u =(214) (=74 3 1=0=

QS(—1,2,0)€7Z' 2 1 4

=12x+12+2y-4-47-62+16y-32—-Xx-1=0=|7:11x+18y-10z2-25=0

La ecuacion del plano que contiene ambas rectas es 7 :11x+18y—-10z-25=0.

b) El lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos A(-1,0,2) y
B(1,-2,-2) es el plano que pasa por el punto medio del segmento AB y que tiene como vector

normal el vector AB.

16 de 21 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Modelo Matemadticas Il en

La Rioja Juan Antonio Martinez Garcia

A
ﬂ_,
PM.
IB

AB=(1,-2,-2)-(~1,0,2)=(2,-2,-4) > " =(1,-1,-2)

1,-2,-2)+(-10,2 =
PMAB:(’ ’ )2+( 0, )z(O,—l,O)eﬂ'
7X-y-22+D=0 _
= b=0-(-1)-20+D=0=>D=-1=[7:x-y-22-1=0
PM .. :(O,—l,O)Eﬂ'

El lugar geométrico buscado

es el plano de ecuacion 7":x—y—-2z-1=0.
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5.2 Contesta justificadamente los siguientes apartados:
Determina los valores de a para que los planos de ecuaciones

miX+y+z=a-1
T, 2X+y+az=a
Ty X+ay+z=1

a) se corten en un punto. En este caso, determina el punto de corte. [0.75 puntos]
b) se corten en una recta. En este caso, determina la recta en su forma paramétrica. [0.75 puntos]
¢) no se corten. [0.5 puntos]

Planteamos el problema como un sistema de ecuaciones. Estudiamos la compatibilidad del
mismo en funcién del valor de a.

111
El sistema tiene asociada una matriz de coeficientes A=|2 1 a |y la matrizampliada
1l al
1 1 1a-1
A/B=|2 1 a a
1 a1l 1
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.
1 11
|Al=]2 1 a=l+a+2a-1-2-a’=-2+3a-a’
1 al
-3+1 1-a
-3+/F-4(-2)(-1) -3+1 | o ==
A=0=-2+3a-a’=0=a= V342D 3|
2(-1) -2 -3-1
e

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO1.Siaz#lya=2.
En este caso el determinante de la matriz de coeficientes A es no nulo y su rango es 3. El
rango de la matriz ampliada A/B también es 3, al igual que el nimero de incognitas.
El sistema tiene solucion y es Unica. Esta solucion son las coordenadas del punto de corte de
los tres planos.

CASO 2. Si a=1.
111

En este caso la matriz Aqueda A=| 2 1 1|, sudeterminante es nulo y su rango no es 3.
111

El rango de la matriz A es 2, pues el menor que resulta de quitar la tercera fila y la tercera
columna tiene determinante no nulo.

11
=1-2=-1+#0
2 1
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1110

La matriz ampliadaqueda A/B=2 1 1 1 |.Consideramos el menor de orden 3 que
1111

resulta de quitar la segunda columna (igual que la tercera columna).

11
21 =14+1-0-0-2-1=-1%0
11

i =

El rango de la matriz ampliada es 3.
Tenemos que 2 = rango A # rango A/B = 3. El sistema es incompatible. En este caso los tres
planos no tienen ningun punto en coman.

CASO 3.Si a=2.

En este caso la matriz A queda A=

N e
N R

1
2 |, su determinante es nulo y su rango no es 3.
1

El rango de la matriz A es 2, pues el menor que resulta de quitar la tercera fila y la tercera
columna tiene determinante no nulo.

11
=1-2=-1+#0
2 1
1111
La matriz ampliada queda A/B=|2 1 2 2 |. Observamos que la terceray cuarta
1 2 11
columna son iguales, por lo que el rango de la matriz A/B es el mismo que el de la matriz Ay

también es 2.

Tenemos que rango A =rango A/B = 2 < 3 = numero de incognitas.

El sistema tiene infinitas soluciones que son los infinitos puntos de la recta en la que se cortan
los tres planos.

a) Los tres planos se cortan en un punto cuando a=1 y a=2. Hallamos el punto de corte
resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de los tres planos.

Ecuacion 22 — 2 - Ecuacion 12
miX+y+z=a-1

Y 2X  +y +az =a
T, eX+y+az=a = _2x _2y —27 =_23+2
Ty X+ay+z=1 0 -y +(a-2)z =2-a —> NuevaEcuacion 22
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Ecuacion 32 — Ecuacion 12
X+y+z=a-1

X +ay +2Z =1
=4 -y+(a-2)z=2-a=
-x -y -z =-a+l
0 (a-1)y 0 =2-a— NuevaEcuacion 3? (a-1)y=2-a
X+y+z=a-1 N S
={a-1#20}=: -y+(a-2)z=2-a= 2«’:1—1 -
°_a ——a__i+(a—2)z=2—a
y:—
a-1
2-a a*+1-2a-2+a a’-a-1
X+z=a-1- = -
= A a-t a-1 ={a-2#0}=
2-a 2a-2-a’+a+2-a 2a-a’
(a-2)2-2-a+ 222 ]
a’-a-1
X+2=
a-1 1 a’-a-1 a’-a a(a-1)
= = X-= = = |x= = —3a
2-a -1 a-1 a-1 a-1 a-1

b) Para a =2 los planos se cortan en una recta. Hallamos las ecuaciones paramétricas de esta
rectar.

Ecuacion 32 — Ecuacion 12

miX+y+z=1 X 42y 4z =1

T, 2X+Yy+21=2= X -y -z =41

0 4y 0 =0 — NuevaEcuacion 3?

Ty X+2y+z7=1
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Ecuacion 22 — 2 - Ecuacion 12
2X 4y +27 =2
—-2X -2y 27 =-2
0 -y 0 =0 — NuevaEcuacion 2?

X+y+z=1
=:-y=0 =
y=0

X
=>X=1-z=|r:qy=
Z

c) Para a=1 los planos no se cortan.
miX+y+z=0
Las ecuaciones de los planos son 3z, : 2x+ Yy +z =1. Observamos que los planos 7, y z, son
Ty X+y+z=1
paralelos y el plano 7, los corta en rectas paralelas.
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